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發展微觀黏著-滑動模型 
以探討奈米碳管複合材料之阻尼性質 

 

學生：劉少淇           指導教授：蔡佳霖 

國立交通大學機械工程系碩士班 

摘	 	要	

本研究主要目的為發展微觀黏著-滑動模型以探討奈米碳管複合材料

(Carbon nanotube composite)之振動阻尼性質。在解析模型中，藉由考慮奈米

碳管與周圍基材產生滑動摩擦之現象來描述複合材料能量消散機制。此外，

在本研究中亦探討奈米碳管長徑比、界面間之鏈結強度以及摩擦力對複合

材料阻尼行為的影響。根據過去的研究指出，複合材料會因施加之循環負

載量改變使阻尼行為也隨之改變，故探討施加之循環負載量對複合材料阻

尼性質之影響亦為本研究之重點。 

除了發展微觀力學模型之外，本研究也利用有限元素分析來驗證解析

模型預測之正確性。為了模擬奈米碳管複合材料接觸摩擦行為，建立有限

元素模型並在碳管與周圍基材間鋪設接觸元素。此外，透過比較界面間的

剪切應力與界面強度的步驟，來估計複合材料中因施加載重產生之碳管滑

移長度。其後，解析模型結果將會與有限元素模型進行驗證與比較。此外，

解析模型結果亦與文獻中之實驗數據進行比較與討論。 
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Abstract	

This research aims to develop a micromechanical stick-slip model to 

investigate the damping property of carbon nanotube composites. By 

considering the slip-friction behavior between the CNTs and surround matrix, 

the energy dissipation mechanism in the composites was characterized in the 

analytical model. In addition, the effect of aspect ratio of CNTs, interfacial 

bonding strength, and interfacial friction on the damping behavior of composites 

were also accounted for in the study. It is noted that the amount of applied cyclic 

loading on the composites is also an essential factor on the damping behavior, 

which was also included in the investigation.   

In addition to the development of micromechanical model, the 

corresponding finite element analysis was employed to validate the accuracy of 

the model predictions.  A cylindrical FEM model with embedded contract 

element on the interface between the CNTs and surrounding matrix was created 

to simulate the contact friction behavior of the CNTs composites.  Furthermore, 

the slip length of the CNTs in the composites in terms of the applied loading was 

evaluated by comparing the interfacial stress to the interfacial strength through 
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the iteration process.  The analytical results and finite element results were then 

compared with each other.  Moreover, the experimental data was also included 

in the model prediction.  
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第一章 序論	

1.1 研究動機 

複合材料(Composites)具有高度剛性、高強度、質量輕、耐高溫、抗腐

蝕等特性，近年來備受重視，並且在許多方面更替了傳統的金屬或是陶瓷

材料，已被廣泛地運用於不同工程領域上如航太工業、汽車工業、電子封

裝及運動用品等。而許多補強材料(Reinforcement)與高分子基材(Polymer 

matrix)的組合已陸續被研發以及應用，近十年來，由於奈米科技的蓬勃發

展，各種材料皆以奈米尺寸為目標，藉由分散技術將奈米尺寸的補強材料

散佈於基材中，此類材料被稱之為奈米複合材料(Nanocomposites)。高分子

複合材料中具有高阻尼(High damping)性能的基材以及異質的補強材料來

消耗振動中的能量，而常見的奈米補強材料有球狀的(Spherical)奈米粉體、

板狀(Platelet)的石墨以及管狀(Tube)的碳管等，藉由奈米補強材料的添加，

可使基材在物理性質以及化學性質上有明顯的增益，此類材料已成為學術

界、工業界熱門的研究發展方向。 

1.2 研究背景與文獻回顧 

在過去研究奈米碳管複合材料阻尼性質(Damping behavior)之文獻中

[1-7]，藉由拉伸試驗(Tensile test) 、拉伸壓縮試驗(Tension and compression 

test)、自由振動試驗(Free vibration test) 以及外力振動試驗(Force vibration 
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test)，量測複合材料之儲存模數E’(Storage modulus)、損失模數E’’(Loss 

modulus)以及損失因子(Loss factor)，並探討在頻率及應變量等因素改變之

下，奈米碳管複合材料之阻尼性質變化。此外，動態黏彈機械分析(Dynamic 

mechanical analysis, DMA)也常被應用至量測阻尼性質[8-17]，並探討在溫度、

頻率及應變量等不同機制改變下，複合材料的阻尼性質之變化。在文獻回

顧中，著重在加入奈米纖維或管狀補強材料後對阻尼性質的影響，首先回

顧對複合材料改變應變量之實驗文獻，接著說明對複合材料改變溫度之實

驗文獻，最後介紹關於奈米碳管複材之模擬文獻。 

Suhr等人[1]在聚碳酸脂(Polycarbonate)基材中加入1.5wt%單壁奈米碳

管，在拉伸範圍為1.2%之下進行動態黏彈機械分析，發現隨著試片拉伸之

應變量增加，純樹脂之損失模數並不改變，但奈米碳管複合材料之損失模

數上升，最大值時約為原本之3倍。 

Dai和Liao[2]在樹脂基材中加入奈米碳管，在不同剪應變量下進行動態

黏彈機械分析，發現奈米碳管複合材料隨著剪應變量增加，純樹脂損失因

子改變量並不大，但奈米碳管複材隨之上升，在複材達到最大值之剪應變

量下，提高為純樹脂之20倍，其後當應變量繼續上升，損失因子反而下降

產生明顯之峰值。 

Ogasawara等人[3]在聚醚醚酮(Poly-ether-ether-ketone, PEEK)中加入多

壁奈米碳管，在室溫下進行懸壁樑振動試驗(Cantilever beam vibration test)，
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發現隨著多壁奈米碳管的含量增加至15%，損失模數在最大值時比起純樹脂

增加約1.2倍。此外，控制應變量範圍在0.5%內，隨著振幅增加，當試片上

下緣之應變量提升，複材損失模數之最大值為初始值之3.5倍。 

Zhou等人[4]在環氧樹脂中加入了單壁奈米碳管，在室溫下進行懸壁樑

振動試驗，發現隨著振動的振幅增加，阻尼比(Damping ratio)也隨之增加，

其最大值提升至6.5倍，其後振幅繼續增加，但阻尼比反而下降產生明顯之

峰值。並且也發現阻尼性質會隨著單壁奈米碳管的含量提升，在碳管含量

為1wt%的複合材料中，其阻尼比最大值較碳管含量為0.5wt%之複合材料高

出2倍。 

Koratkar等人[5]在雙酚A-聚碳酸酯(Bisphenol-A-polycarbonate)中加入

了未改質以及氧化(Oxidized)改質之單壁奈米碳管，在室溫下進行動態黏彈

機械分析，發現加入2wt%之改質碳管時，整體複材的損失模數最高，其最

大值分別高出加入1wt%之改質碳管、1wt%之未改質碳管以及純樹脂2.3倍、

4倍以及11.5倍。此外，控制應變量範圍在1.2%內，加入2wt%之改質碳管複

合材料，隨著拉伸應變量的增加，損失模數隨之上升，其最大值比起未拉

伸之複合材料增加至11倍。 

Khan等人[6]在環氧樹脂中加入0.5%以及1%之多壁奈米碳管，在室溫下

振幅在10mm至40mm之間進行懸壁樑振動試驗，隨著振幅上升，阻尼比也

隨之上升，其最大值提升至初始之1.2倍，此外，當最大振幅固定在40mm
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時，加入1%奈米碳管之複合材料其阻尼比，約為加入0.5%碳管之複合材料

以及純樹脂的1.3倍以及1.5倍。 

由以上文獻發現，奈米碳管複合材料會因受力變形後，應變量增加而

產生更好之阻尼性質。Rajoria和Jalili[7]使用黏著滑動 (Stick-slip) 理論來對

碳管複合材料其阻尼性質隨拉伸應變大幅增加的現象加以解釋，其中增加

的阻尼性質來自於奈米碳管與基材的交界面因應變量增加所產生的滑動現

象以及界面之間的剪切應力消粍了更多的能量所造成。此外，當奈米碳管

與基材間的鏈結若越弱時，受到相同外力作用時會產生更大的相對滑動距

離，進而消粍更多的能量，所以能得到更好的阻尼性質。當碳管與基材間

的鏈結較強時，滑動需要更大的剪切應力，所以改質後的碳管複合材料若

有足夠的外力作用之下，可以得到更好的阻尼性質。 

Ramanathan等人 [8]在聚甲基丙烯酸甲酯 (Poly-methyl methacrylate, 

PMMA)中加入1wt%已改質以及未改質的單壁奈米碳管 (Single-walled 

carbon nanotube, SWNT)，在室溫至170℃的範圍內進行動態黏彈機械分析，

發現隨著溫度增加，純樹脂試片、已改質以及未改質之單壁奈米碳管複合

材料之損失因子快速上升，至玻璃轉換溫度(Glass transformation temperature)

時達到最高點，均約為純樹脂室溫時的10倍。 

Mitchell等人[9]在聚甲基丙烯酸甲酯中加入0.014wt%的單壁奈米碳管，

在-150℃~100℃的溫度範圍內進行動態黏彈機械分析，隨著溫度的增加，損



5 
 

失因子上升至3倍，且加入碳管後之損失因子比起純樹脂高出1.2倍。 

Fisher等人[10]在聚碳酸脂中加入含量為1wt%以及2wt%之多壁奈米碳

管(Multi-walled carbon nanotube, MWCNT)，在室溫至180℃的溫度範圍內進

行動態黏彈機械分析，發現隨著溫度增加，損失模數上升約15倍，另外也

發現，在溫度約為70℃時，含量為1wt%之複合材料其損失模數約為純樹脂

的2倍。 

Jang等人 [11]在環氧樹脂 (Epoxy)中，添加奈米級碳纖維 (Carbon 

nanofiber, CNF)與微米級二氣化矽(Silicon dioxide, SiO2)球型顆粒，奈米級碳

纖維半徑及長度尺寸分別界於200-500nm及10-40μm之間，球型顆粒半徑約

等於12μm。在-50℃~130℃之間進行動態黏彈機械分析，發現隨著補強材料

含量增加能提升複合材料的阻尼性質，在室溫下添加物含量為3wt%(Weight 

fraction)的二氧化矽與3wt%的碳纖維時，與純環氧樹脂相較下提高阻尼損失

因子高達15.6%，並且得到加入管狀的補強材普遍可以得到比加入球狀顆粒

� � � � � � �� � � � � � � ���ong等人[12]在聚合物(Polymer)基材中加入

Gong等人[12]在聚合物(Polymer)基材中加入1wt%之奈米碳管，並在-60

℃~100℃間進行動態黏彈機械分析，發現奈米碳管複合材料之玻璃轉換溫

度從63℃大幅提升至88℃，並且損失因子比起純樹脂高出1.6倍。 

Thostenson和Chou[13]在聚苯乙烯(Polystyrene)中加入5wt%多壁奈米碳

管，並利用擠壓的技術將奈米碳管在基材中排列成軸向(Aligned)，與隨機分
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散的奈米碳管複合材料在0~120℃間，進行拉伸動態黏彈機械分析。發現隨

著溫度上升，損失模數上升至6倍。 

Gojny和Schulte[14]在樹脂中加入了0.05~0.75wt%之多壁奈米碳管，在

-120℃~160℃之間進行動態機械熱分析(Dynamic-mechanic thermal analysis, 

DMTA)，並比較氨基改質以及無改質之多壁奈米碳管複合材料之差異。發

現隨著溫度上升，損失模數上升，此外隨著含量增加，損失模數也會跟著

上升，分別在無改質碳管含量為0.25wt%以及改質碳管含量為0.1wt%時損失

的能量為最大，均約為純樹脂之8.5倍。 

Ramamurthy等人[15]在聚苯胺(Polyaniline, PANI)基材中加入多壁奈米

碳管，在100℃~250℃之間進行動態機械熱分析，發現溫度上升以及含量提

升，在含量為1wt%時損失因子達到最大，約為室溫時的20倍以及同溫度時

純樹脂之1.8倍。 

Xiong等人[16]在聚氨脂(Polyruethane, PU)基材中加入多壁奈米碳管，在

-100℃~50℃之間進行動態機械熱分析，發現在多壁奈米碳管含量為2wt%時，

損失因子高出純樹脂約10倍，且玻璃轉換溫度由-5.4℃提升至6.2℃。  

Ma等人[17]在環氧樹脂中加入硅酮(Silane)改質多壁奈米碳管以及未改

質之多壁奈米碳管，在室溫至170℃進行動態黏彈機械分析，發現隨著溫度

的提升，整體複合材料之損失因子也隨之提升，在到達玻璃轉換溫度時，

在加入0.5%之未改質碳管時，有最好的阻尼性質，約為室溫時之20倍。另
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外發現加了0.5%未改質碳管比起加入0.05%之改質碳管的阻尼性質高出1.5

倍。 

由以上文獻皆可以發現在玻璃轉換溫度時，複合材料會因基材間的流

動性提高，而損失更多的能量，損失模數因此而快速升高，產生更好的阻

尼性質，且加入奈米碳管後，在玻璃轉換溫度時，整體複合材料之阻尼性

質也比純樹脂來得略高。比較兩部份之實驗文獻，發現奈米碳管複合材料

若施加外力，使碳管與基材間產生摩擦現象，複合材料之阻尼性質對比於

純樹脂基材將呈倍數成長，但相較之下，若是在溫度改變之下，碳管複合

材料比起純樹脂所提升的阻尼性質並不會太大。 

在阻尼性質的研究上，除了動態黏彈機械分析以及各種試驗方法外，

也有許多研究使用解析模型 (Analytic solution)以及數值分析 (Numerical 

analysis)方法來預測複合材料的阻尼性質[4, 18-26]。 

在Zhou等人[4]的研究中，利用解析模型將碳管滑動所消粍的能量等效

為一損失因子，將此損失因子當成已滑動碳管之材料性質，並與未滑動之

碳管兩種材料添加至樹脂基材中，利用Mori-Tanaka模型計算整體複合材料

之阻尼損失因子，發現當已滑動碳管所佔體積比提升，整體複合材料之阻

尼性質也大幅度的提升。 

Liu等人[18]在環氧樹脂中加入改質單壁奈米碳管束，並利用黏著-滑動

的概念建立微觀力學模型，考慮內碳管與外層碳管之間以及外層碳管與基
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材間的摩擦行為，討論施加外應力對阻尼性質之影響。發現加入碳管束之

後的複合材料隨著拉伸應力增加，其損失因子提升6倍。並比較碳管軸向排

列以及隨機排列的複合材料，發現軸向排列之奈米碳管複合材料，其阻尼

性質約為隨機排列之奈米碳管複合材料之2倍。 

Dunn[19]為了預測複合材料在各種形狀之補強材料隨機分佈下的阻尼

性質，利用Mori-Tanaka之模型，針對球狀、板狀以及管狀補強材料進行模

擬，並透過計算複合材料之儲存模數以及損失模數，探討阻尼性質的改變，

其研究發現在補強材形狀為扁狀圓板時，阻尼性質最佳。 

Brinson和Lin[20]針對以軟硬兩種材料製成之複合材料，以Mori-Tanaka

模型以及有限元素(Finite element, FEM)模型來探討其阻尼性質隨振動頻率

改變之影響，發現微觀力學模型與有限元素模型可以得到相同趨勢。並且

討論當軟硬兩種材料之體積比改變，其儲存模數隨之變化，當較軟之材料

體積比較高時，儲存模數較低，反之當較硬之材料體積比較高時，能得到

較高之儲存模數。 

Fisher和Brinson[21]在針對以三相材料(Three-phase)製成的複合材料之

阻尼性質研究中，比較Mori-Tanaka模型與Benveniste模型[22]及有限元素模

型之模擬結果，研究振動頻率對損失模數的影響，並且令補強材料性質維

持不變，使用一軟一硬的黏彈材料當作基材以及交界面(Interface)。發現在

基材的材料性質與補強材料相比為較軟時，兩數值模型的預測結果與有限
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元素法模型的預測結果相當接近，若是交界面材料為最軟的情況之下，則

準確度便出現分岐，並以Mori-Tanaka模型較為有效。 

Finegan和Tibbetts[23]在聚丙烯(Polypropylene)中加入單向排列的氣相

奈米碳纖維(Vapor grown carbon nanofiber)，並使用Halpin–Tsai微觀力學模

型進行預測並且與動態黏彈機械分析結果進行比較。發現隨著碳管的體積

比增加，儲存模數會隨之上升，此結果預測值與實驗值相當接近，但其整

體複材之損失因子，卻隨體積比增加而下降，當長徑比(Aspect ratio)較大時，

其下降幅度更大，換句話說，添加了短纖維之複材其阻尼性質較添加了長

纖維來得好。 

Liu和Brinson[24]在聚甲基丙烯酸甲酯中加入單壁奈米碳管，並綜合有

限元素法以及Mori-Tanaka模型分析複合材料之阻尼性質，其模型包括樹脂

基材、奈米碳管以及包覆著碳管之黏彈界面層三種材料，界面層之材料性

質與基材相似，但其擁有更好的阻尼性質。研究發現當振動頻率增高以及

溫度提升，會使界面層與基材流動性提升，對複合材料阻尼性質有相當大

的影響，使得奈米碳管複合材料比起純樹脂擁有更好之阻尼性質。 

Friebel等人[25]在多相材料的阻尼性質研究中，利用Mori-Tanaka模型將

兩種材料等效為一複合材料，並預測其阻尼性質後，將此等效材料加入樹

脂基材中，並分別使用Mori-Tanaka模型以及Voigt模型進行預測其整體複合

材料之阻尼性質，並利用有限元素模型為基準進行比較。發現複合材料的
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阻尼性質的確會因加入補強材料而得到改善，但是此兩步驟的預測方法，

無法有效區分多相複合材料是數種材料混合而成或是添加物上有不同材料

之界面層，導致預測結果與有限元素比較出現較大的誤差。 

Dwaikat等人[26]在奈米碳管複合材料之阻尼性質研究上，利用經驗公

式假設碳管與基材受到拉伸後所產生之相對位移量，並依據黏著-滑動之概

念，發展微觀力學模型進行阻尼性質的預測。發現在固定的拉伸外力之下，

隨著奈米碳管長徑比增加，阻尼損失因子會隨之上升，一旦長徑比過大，

固定的拉伸外力所提供之能量不足以使碳管與基材間產生破壞，奈米碳管

與基材間相對滑動之位移量減少，阻尼損失因子反而下降。 

 

1.3 研究目標與方法 

本研究主要目標為探討複合材料之阻尼性質隨拉伸外力改變之變化，

並針對補強材含量、碳管長度、碳管與基材間之摩擦力以及鏈結強度等等

因素，對複合材料阻尼性質的影響進行探討。並且經由複合材料中能量的

消粍及應變能之變化，了解碳管與基材摩擦之力學現象以及其含義。 

為了研究奈米碳管複合材料之阻尼性質，本研究利用微觀力學模型進

行模擬，從複合材料各部份之應力計算，延伸至能量消粍以及應變能的預

估，著重在奈米碳管與基材界面的摩擦現象對阻尼性質的影響，模型理論

將會在第二章做詳細的描述與推導。為了驗證解析模型，進而在第三章中
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建立有限元素模型與第二章之解析模型進行比較。第四章中，將針對有限

元素模型驗證、有限元素模型與解析模型之比較、解析模型中各參數之影

響、文獻之實驗結果與解析模型之比較以及文獻之微觀力學模型與解析模

型之比較等部份加以討論，並說明其中的力學現象及之間的差異。 

最後，在第五章將對所有的結果做概括性的總結，以及說明未來之研

究方向以及需要繼續完成之工作。 
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第二章 微觀力學模型	

  在第一章中，回顧過去奈米碳管複合材料阻尼性質的研究，就先前的

研究中可以歸納出，主要能量的消粍來自於基材本身的阻尼性質以及碳管

與基材之間的摩擦。因此本研究在第二章建立解析模型，由能量的觀點計

算奈米碳管複合材料之阻尼性質，其中著重在碳管對基材間摩擦所消粍的

能量對整體複合材料阻尼性質的影響。 

2.1 模型介紹 

在過去的研究中[4, 18, 27-29]，為了研究施加外力與奈米碳管複合材料

阻尼性質的關係，根據黏著滑動(Stick-slip)理論[30]，探討碳管與基材間所

產生之摩擦現象，隨著外力逐漸增加將其模型分成數個階段進行討論。其

模型在基材中加入碳管束如圖 2.1 所示，施加均勻拉伸應力於基材上如圖

2.2 所示。隨著拉伸應力逐漸增加，假設碳管與基材之間鏈結破壞之區域與

拉伸應力成正比增加，並假設在此區域內之碳管，其上的剪應力與拉伸方

向應力都保持定值。其後計算碳管與基材之間滑動所消粍的能量，進而得

到整體複合材料之損失因子。而本章介紹的模型是根據以上的研究進行公

式推導，將單根奈米碳管放入基材中如圖 2.3 所示，推導施加外力對奈米碳

管複合材料阻尼性質的影響。在過去的研究中，假設基材之正向應力在徑

向上皆為定值，其大小等於同斷面上碳管外緣之正向應力，且在碳管上之

剪應力大小皆為碳管外緣之剪應力，此二假設在本研究中，為了更符合實
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際情況，將根據 Tsai 和 Lu[31]在奈米碳管複合材料之分析，將沿半徑方向

之基材應力表示為二次曲線分佈。此外，在過去的研究中，推導碳管與基

材在已滑動區域的應力時，是藉由鏈結尚未破壞之公式進而計算其平均值，

在本研究中認為此方式有所失真，故在此考慮碳管與基材間之鏈結已遭受

外力破壞，進而推導界面間應力之分佈。此外，為了計算碳管與基材交界

面間的正向力，將模型考慮為厚壁圓筒，並利用彈性力學[32]之厚壁筒受內

外壓之變形公式進行推導。 

 

2.2 模型建立方法 

此模型建立是將單根奈米碳管放入基材中，並假設碳管與基材皆為連

續體，碳管形狀為實心圓柱如圖 2.3 所示，則碳管體積 tV 與基材體積 mV 分別

表示為：  

 

ttt LrV 2                          (2.2.1) 

 

tiom LrLrV 22                              (2.2.2) 

 

其中， tr 為奈米碳管半徑， tL 為碳管的長度， or 、 ir 及 L 分別為基材區域的

外半徑、內半徑及長度，且 ti rr  。碳管在基材中為軸向排列。在碳管上

下緣斷面與基材並無鏈結，換句話說，碳管上之應力完全由基材與碳管表
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面之作用力所傳遞。在此假設碳管上之正向應力為均勻分佈，在基材區域

之剪應力由碳管壁呈線性分佈至基材外側為零。而碳管上剪應力因其值相

當微小，故只考慮碳管壁上之剪切應力。  

 

2.3 碳管上應力、剪應力與基材上之應力 

  整體複合材料因受到外力拉伸，碳管與基材將會產生變形，隨著外力

逐漸增加，可將其分成二個階段來做說明。第一階段為碳管與基材之間的

鏈結尚未發生破壞，其擁有相同之拉伸應變量。第二階段為碳管與基材之

間的鏈結由碳管上下緣處發生破壞，而隨著外力上升，破壞之界面區域逐

漸延展並且產生相對的滑動。因模型之對稱性，故在此分析中只取一半之

模型(half model)進行分析。 

2.3.1 第一階段 碳管與基材尚未發生滑動 

在第一階段中，將模型分成上部之基材以及與碳管同高度兩個區域考

慮其應力狀況，如圖 2.4 所示。在 A 區之正向應力
A
m 可以表示為： 

 

 A
m                        (2.3.1) 

 

其中， 為施加在複材上緣平面之均佈拉伸應力。在 B 區域中，由於

基材區域剪應力隨半徑 r 由碳管壁上之剪應力線性下降至基材外緣為零，則

可將基材區域剪應力
B
m 表示為： 
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b

rrb i
B
tB

m

)( 

                    (2.3.2) 

 

其中，
B
t 為碳管壁上之剪應力， io rrb  ， r 的範圍介於 or 與 ir 之間。基

材區域剪應力也可表示為剪力模數(Shear modulus)與剪應變乘積，再由軸方

向位移與剪應變關係代換之後，可表示為： 

 

   
dr

dw
GG

B
m

m
B
mm

B
m                      (2.3.3) 

 

其中， mG 與
B
m 分別為基材之剪力模數以及剪應變，

B
mw 為基材 z 方向之位

移。由方程式(2.3.2)與方程式(2.3.3)聯立後對基材區域之 r 方向積分，則將

碳管壁上剪應力
B
t 表示為： 

 

)(
2 B

i
B
om

B
t wwG

b
                   (2.3.4) 

 

其中
B
ow 、

B
iw 分別為基材外緣處 )( orr  之 z 方向位移以及基材內緣處

)( irr  之 z 方向位移。將方程式(2.3.4)代入方程式(2.3.2)： 

 

))((
2

2
B
i

B
oo

mB
m wwrr

b

G
              (2.3.5) 
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由方程式(2.3.3)與方程式(2.3.5)聯立後對基材區域之 r 方向積分，則可以將

基材區域 z 方向之位移
B
mw 表示為： 

 

)](22[
1 22

2
B
i

B
ooii

B
i

B
m wwrrrrbr

b
ww          (2.3.6) 

 

又將方程式(2.3.6)對 z 方向進行一次微分後，方程式等號左右各乘上基材之

楊氏係數 mE ，則可以得到基材區域之應力
B
m ： 

 

)](22[
1 22

2
B
i

B
ooii

B
i

B
m rrrrbr

b
          (2.3.7) 

 

其中，
B
o 及

B
i 分別為基材外緣處 )( orr  之拉伸應力以及基材內緣處

)( irr  之拉伸應力。基材區域又因為在碳管與基材之交界面處有相同之應

變量，則藉由應力應變關係可以將基材最內緣之應力
B
i 表示為： 

 

B
t

t

mB
i E

E                          (2.3.8) 

 

其中，
B
t 為碳管之拉伸應力， tE 及 mE 分別為碳管及基材之楊氏模數。其

後將方程式(2.3.8)代入方程式(2.3.7)後得到: 
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B
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t
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E
rrrrbr

bE

E         (2.3.9) 

 

因方程式(2.3.9)中，
B
o 仍為未知函數，藉由整體複合材料之自由體圖(Free 

body diagram)，如圖 2.5 所示，可以列出平衡方程式： 

 

  
or

ir

2

0

2
o

B
m

B
t

2
t rdrrdr



               (2.3.10) 

 

 

將方程式(2.3.9)代入方程式(2.3.10)，則可將基材最外緣應力
B
o 表示為： 

 

)]2([
58

6
)( 222

2 i
B
t

t

m
i

B
to

i

B
t

t

mB
o brb

E

E
rr

bbrE

E
z 


       (2.3.11) 

 

又由奈米碳管之自由體圖如圖 2.6 所示，列出碳管應力與剪應力之平衡方程

式： 

 

 0dz2r )-d( 2  B
ttt

B
t

B
t

B
t r             (2.3.12) 

 

經過移項整理後得到： 

 

0
r

2

dz

d


t

B
t

B
t 

                       (2.3.13) 
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且在此複合材料中，假設碳管所受到的力完全由基材與碳管壁間之作用力

傳遞，碳管並沒有直接受到外應力作用，則可以列出邊界條件： 

 

0)
2

(  t
t

L
z                       (2.3.14) 

 

0)0( zt                         (2.3.15) 

 

為了求解第一階段 B 區的碳管應力 B
t 及剪應力 B

t ，由方程式(2.3.4)、

(2.3.8)、(2.3.11)、(2.3.13)以及邊界條件 (2.3.14)、(2.3.15)進行推導，詳細內

容見附錄 1，則碳管上應應力 B
t 及剪應力 B

t 可表示為： 

 











)2/cosh(

)cosh(
1

1

2

t

B
t L

z

k

k


               (2.3.16) 

 











)2/cosh(

)sinh(
1

t

B
t L

z
c


                   (2.3.17) 

 

 

其中 












)1)(58(

12
32

12

mtt vbrbr

k               (2.3.18) 
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)2( 22
1 t

t

m
t brb

E

E
rk                       (2.3.20) 

 

2
2 ork                                    (2.3.21) 

 

其中， m 為基材之柏松比。此外，由碳管之拉伸應力
B
t 代回方程式(2.3.11)，

再將基材外緣處之拉伸應力
B
o 與碳管之拉伸應力

B
t 代回方程式(2.3.9)，便

可以得到基材區域拉伸應力之分佈
B
m 。其後，將碳管之剪切應力

B
t 代入方

程式(2.3.2)，可以得到基材區域之剪應力分佈
B
m 。 

 

2.3.2 第二階段 碳管與基材開始滑動 

當碳管所受到最大剪應力在碳管上下緣處 )(
2

L
z t 到達破壞剪切應力

c 時碳管開始滑動，由方程式(2.3.17)碳管上之剪切應力到達 c 得到： 

 











)2/cosh(

)sinh(
1

t
cc L

z
c


                   (2.3.22) 

 

此時所施加的外應力 c 經由方程式(2.3.22)移項後可以表示為： 
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)2/tanh(1 t

c
c Lc 

                       (2.3.23) 

 

換句話說當施加應力到達 c 時，第一階段結束進入第二階段，則在此階段

可將複合材料分成上方之純基材區域、碳管與基材界面發生破壞滑動之區

域以及碳管與基材界面尚未發生破壞之區域三個部份加以考慮，如圖 2.7 所

示。並定義因外力所造成之界面破壞長度為 slipL ，基材與碳管仍保持鏈結之

長度為 stickL ，且 tstickslip LLL  ，而其計算方式在其後詳述。與第一階段相

似，在第二階段 A 區之正向應力
A
m 可以由方程式(2.3.1)得到。又在 B 區域

中，因碳管與基材已無鏈結存在，故碳管與基材界面之摩擦力
B
t 可以表示

為： 

 

pB
t 0                           (2.3.24) 

 

0 、 p分別為界面間的摩擦係數以及徑向之正向力，在此假設在外力固定

下，碳管與基材界面之摩擦力
B
t 及徑向之正向力 p 在滑移區域內(B 區)為

一定值，換句話說，徑向之正向力 p在 B 區域的碳管上為均勻分佈。因界

面摩擦力
B
t 為均勻分佈，則由 B 區碳管之力平衡，如圖 2.8 所示，可以求

得線性分佈之碳管之正向應力
B
t 為： 
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L
zz
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z 

               (2.3.25) 

 

在此定義一新座標 'z 以 A、B 區交界面為基準平面，朝下為正。將方程式

(2.3.25)對已滑開長度取平均，可將 B 區之碳管平均正向應力
B
t 表示為： 

  

t

B
tslip

L
B
t

slip

B
t r

L
dz

L

slip

2
'

2
2

0


                   (2.3.26) 

 

由整體複材之自由體圖如圖 2.9 所示，可求得 B 區基材區域之平均正向應

力
B
m ： 

 

22

22

io

i
B
toB

m rr

rr





                     (2.3.27) 

 

值得一提的，因 B 區基材與碳管已經分離，在此並不考慮基材之正向應力

B
m 在半徑方向的變化。而界面間徑向之正向力 p仍為未知數，為了求得徑

向之正向力，考慮彈性力學[32]中厚壁筒受到內外壓所產生之徑向變形以及

拉伸後波松效應之徑向變形，如圖 2.10 所示，其詳細推導內容請見附錄 2，

則碳管與基材在半徑方向之位移可分別表示為： 
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B
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t
B
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u                 (2.3.28) 
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             (2.3.29) 

 

在基材與碳管交界面中，徑向之位移連續，故由方程式(2.3.28)以及方程式

(2.3.29)相等，可將徑向之正向力 p表示為： 
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


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








t

B
t

t
m

B
m

m
mtt

mt

EEEEc
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     (2.3.30) 

 

其中 

 

m
io

io

rr

rr
c 





22

22

2                      (2.3.31) 

 

為了求解界面間徑向之正向力 p，將方程式(2.3.24)、(2.3.26)及(2.3.27)代入

方程式(2.3.30)，經移項整理後得到： 

 

54

3)(
kk

k
p


                    (2.3.32) 

 

其中 
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iomt rrEk 2
3 2                      (2.3.33) 

 

iiomtt rrrEEck ))(( 22
24               (2.3.34) 

 

)]([ 222
05 iotmimtslip rrErELk            (2.3.35) 

 

與第一階段相似，基材區域之剪應力
B
m 仍假設為由碳管壁上之剪應力呈線

性分佈至模型外緣為零，由方程式(2.3.2)可以得到。在 C 區域中，碳管與基

材間之鏈結尚未破壞，故與第一階段之 B 區域類似，但 C 區碳管最上緣並

非應力為零，而是與第二階段 B 區碳管下緣應力連續，詳細推導請見附錄

3，此時碳管之正向應力
C
t 及剪應力

C
t 分別表示為： 
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            (2.3.37) 

 

當施加外應力大小超過 c 時，C 區域碳管最上緣應力到達破壞剪切應

力 c ，可由方程式(2.3.37)改寫為： 
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            (2.3.38) 

 

其中及 1c 由方程式(2.3.18)及(2.3.19)可以得到，值得一提的是， p中也含

有因外力所造成之界面破壞長度 slipL ，也因此無法經移項得到 slipL ，於是利

用數值運算軟體 Matlab7.1，由方程式(2.3.38)反求得到界面破壞長度 slipL ，

而當外應力大小等於 c 時，方程式(2.3.38)可以簡化為方程式(2.3.22)，此時

之界面破壞長度 slipL 等於零，詳細內容請見附錄 4。而基材與碳管仍保持鏈

結的長度 stickL ，可以由 sliptstick LLL  得到。接下來，與第一階段中方程式

(2.3.9)相似，基材區域拉伸應力之分佈
C
m 可以表示為：  
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其中，第一階段之碳管應力
B
t 代換為此時之碳管應力

C
t 。而基材區域最外

緣 )( orr  之應力
C
o 與第一階段中方程式(2.3.11)相似，並將碳管應力

B
t 代

換為此時之碳管應力
C
t 後表示為： 
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而基材區域之剪應力分佈
C
m 與方程式(2.3.2)相似，並將方程式中碳管剪應

力
B
t 代換為此時之碳管剪切應力

C
t 後表示為： 
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2.4 損失因子(Loss factor)計算方法 

在此微觀力學模型中，利用能量的觀點來計算損失因子，並且根據 2.3

節所計算出之碳管與基材之應力與剪應力，分成二個階段考慮基材正向應

力所消粍之能量、基材剪應力所消粍之能量以及碳管與基材交界面摩擦消

粍之能量。 

2.4.1 第一階段 碳管與基材尚未發生滑動 

一般複合材料在計算損失因子的方法，係由複合材料所損失之能量

W 與複材中所儲存之總應變能W 的比值表示，而複合材料所損失之能量

由材料之應變能乘上其損失因子得到[33]： 
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(2.4.1) 

 

其中 i 及 iW 分別為各材料之損失因子及儲存之應變能。在第一階段 A

區域中，因為只有拉伸應力作用，故所儲存之應變能
AW 可以表示為： 

 



26 
 

A
m

A
mto

A LLrW 
)(

2
2                    (2.4.2) 

 

其中，
A
m 為 A 區之拉伸應力，可由方程式(2.3.1)得到，

A
m 為 A 區之拉伸應

變，因材料為線彈性，故可由拉伸應力及楊氏模數之關係相互轉換。而 A

區所損粍的能量
AW 由正向力所儲存之應變能與基材之損失因子的乘積得

到： 

 

A
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mtom

A LLrW  )(
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2                 (2.4.3) 

 

在 B 區域中，因碳管上之剪應力所儲存應變能相當微小，將之忽略不

計，則總應變能
BW 分成基材區域拉伸應力、基材區域剪應力以及碳管區域

拉伸應力三個部份計算： 
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其中，
B
m 、

B
m 及

B
t 為基材的拉伸應力、剪應力及碳管的拉伸應力，可分

別由方程式(2.3.7)、方程式(2.3.2)及方程式(2.3.16)得到。基材中損粍之能量
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BW ，可由其儲存之應變能與基材之損失因子乘積，在此不考慮碳管所消

粍之能量： 
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第一階段之總應變能 totalW 以及消粍之總能量 W 由 A 區及 B 區總合得到，

分別表示為： 

 

BA
total WWW 

             
(2.4.6) 

 

BA WWW 
             

(2.4.7) 

 

則第一階段之損失因子可以表示為： 

 

total
comp W

W


                      
(2.4.8) 

 

2.4.2 第二階段 碳管與基材開始滑動 

與第一階段相似，在第二階段 A 區域中，因為只有拉伸應力作用，故
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所儲存之應變能
AW 可以由方程式(2.4.2)得到。而 A 區所損粍的能量

AW 由

方程式(2.4.3)得到。在B區域中，因碳管上之剪應力所儲存應變能相當微小，

將之忽略不計，則總應變能
BW 分成基材區域拉伸應力、基材區域剪應力以

及碳管區域拉伸應力三個部份計算： 
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其中，
B
m 、

B
m 及

B
t 為基材的平均拉伸應力、剪應力及碳管的平均拉伸應

力，可分別由方程式(2.3.27)、方程式(2.3.2)及方程式(2.3.26)得到。基材中

損粍之能量
BW ，可由其儲存之應變能與基材之損失因子乘積，在此不考

慮碳管所消粍之能量： 
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另外在 B 區域中，還有因碳管與基材摩擦所消粍之能量 slipW ，將在其

後介紹。接下來，與 B 區域相似，C 區域中碳管上剪應力所儲存之應變能
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相當微小，將之忽略不計，則總應變能
CW 分成基材區域拉伸應力、基材區

域剪應力以及碳管區域拉伸應力三個部份計算： 
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其中，
C
m 、

C
m 及

C
t 為基材的拉伸應力、剪應力及碳管的拉伸應力，可分

別由方程式(2.3.39)、方程式(2.3.41)及方程式(2.3.36)得到。基材中損粍之能

量
CW ，可由其儲存之應變能與基材之損失因子乘積，在此不考慮碳管所

消粍之能量： 
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第二階段之總應變能 totalW 與基材部份所損粍的能量 sW 由 A 區、B 區及 C

區總合得到，表示為： 
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CBA
total WWWW 

              
(2.4.13) 

 

CBA
s WWWW 

                  
(2.4.14) 

 

根據 Zhou[4]之研究，因拉伸產生滑動現象之複材，其損失因子可以分成滑

動所產生之損失因子以及基材本身所產生之損失因子兩部份計算： 

 

sslipcomp  
                    

 (2.4.15) 

 

則整體複合材料中，因基材材料所產生之損失因子 s 可表示為： 

 

total

s
s W

W
                         (2.4.16) 

 

另外在 B 區域中，因碳管與基材摩擦所消粍之能量 slipW ，由交界面之剪力

做的功計算： 

 

                            duFWslip                       (2.4.17) 

 

其中，剪應力F 由 B 區碳管表面積與剪切應力之乘積得到： 

  

B
tsliptLrF 2                            (2.4.18) 
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而微小之相對位移量du由基材與碳管的相對位移之微分表示： 
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其中， 
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分別對方程式(2.3.27)與方程式(2.3.26)進行微分。

值得一提的是，已滑開區域之長度 slipL 為定值，因為當施加外應力由零增加

至最大值 max 時，已滑開區域之長度 slipL 便已 產生，接著才計算在一完整

週期中所消粍之能量，故得到： 
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其中， 0 為碳管與基材間的摩擦係數， 3k 、 4k 與 5k 分別由方程式(2.3.33)、

方程式(2.3.34)與方程式(2.3.35)得到。將方程式(2.4.20)及方程式(2.4.21)代入

方程式(2.4.19)後，聯同方程式(2.4.18)代回方程式(2.4.17)，並將外應力範圍

介於零到 之間代入積分上下限，整理後得到：  
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其中 
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在第二階段中因滑動所產生之阻尼容量 slip (Damping capacity)，可以表示為

一完整週期摩擦所消粍能量與週期內應變能最大值之比值[4]： 

 

total

slip
slip W

W
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4
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(2.4.26) 

 

由方程式(2.4.26)得到滑動所產生之阻尼容量，則滑動所產之損失因子 slip

可由阻尼容量除以 2 得到[34]： 
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而在第二章所介紹之解析模型，其詳細程式碼請見附錄 5。 
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第三章 以有限元素法模擬受拉伸之奈米碳管複合材料	

  在第二章中，以解析模型分析奈米碳管複合材料進行拉伸試驗時複材

中應力分佈情形，進而以能量觀點計算整體複合材料之阻尼性質。在本章

節中，我們使用有限元素軟體 ANSYS13.0 建立微觀模型，同樣在受均佈拉

伸應力作用下進行分析，並將分析結果與第二章之解析模型對照比較。 

3.1 奈米碳管複合材料之有限元素模型 

  在此有限元素模型建立過程中，利用實體元素建立八分之一的碳管與

基材模型，為了模擬碳管與基材間的滑動現象，在碳管邊緣已滑動區域鋪

上接觸元素，使此區域之碳管與基材發生滑動現象，再透過均佈應力對模

型進行拉伸測試。 

3.1.1 建立碳管與基材之實體模型 

為了透過有限元素軟體模擬奈米碳管複合材料，在此將圓柱狀之奈米

碳管埋入圓柱狀基材中，碳管在基材中為軸向排列。在碳管上下緣斷面與

基材並無鏈結，換句話說，碳管上之應力完全由基材與碳管表面之作用力

所傳遞。因模型之對稱性，故只需取八分之一之大小進行分析，以降低程

式計算量，如圖 3.1-3.2 所示。圖 3.1 及 3.2 分別為八分之一模型及模型之下

視圖，其中紫紅色區域為碳管，藍色區域為基材，碳管的上緣部份與基材

並無連結， tL 及L分別為為碳管及基材區域的高度， tr 及 or 分別為奈米碳管

及基材區域的半徑，並以八節點立體元素 SOLID45 建立其有限元素網格，
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該元素上每個節點僅有 x、y、z 三個方向的位移自由度，並使網格長寬比

約等於 1。本研究在建立有限元素網格時，已進行收斂性測試，其相關結果

將在 4.1 節進行討論。 

3.1.2 邊界條件設定 

在進行拉伸試驗模擬時，為了避免在求解過程中發生剛體運動，須設

定適當的邊界條件後求解。在此建立之模型為八分之一模型，邊界條件設

定如圖 3.3 所示，圖 3.3(a)表示在 x=0 之平面，其 x 方向自由度被固定住，

另外在 y=0 之平面，其 y 方向自由度被固定住，圖 3.3(b)表示在 z=0 平面，

其 z 方向自由度被固定，並且施加大小為 之均佈拉伸應力在模型最上緣







 

2

L
z 平面。 

3.1.3 以接觸元素模擬碳管與基材間之滑動 

在鋪設接觸元素之前，必須先判定碳管與基材間在外力做用下的滑動

情形，若拉伸強度較小，基材與碳管之間的界面尚未發生破壞，則碳管與

基材間均保持鏈結，如圖 3.4 所示。一旦外應力加大，使基材與碳管之間的

剪切應力超過鏈結強度 c ，界面將有部份發生滑動，則將碳管分成鏈結已

破壞區域以及尚未破壞區域兩個部份，如圖 3.5 所示。 

為了決定在固定外力下，受破壞區域之高度 2Lslip / ，其模型建立流程

如圖 3.6 所示。在流程中，首先假設碳管與基材間的鏈結尚未破壞，並建立

如圖 3.4 之模型，施加邊界條件及拉伸外力並求解高斯積分點位置之應力值，
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並使用 ERESX 指令，使節點上讀取的結果即為積分點上的結果，如圖 3.7

所示。接著，讀取碳管上緣最外層處高斯積分點上之剪切應力，如圖 3.8 中

a 點位置所示，但發現在碳管上緣最外層之高斯積分點，會產生應力集中之

現象而無法收斂，故讀取相鄰節點上之剪切應力，如圖 3.8 中之 b 點，以避

免應力集中現象影響結果，並與鏈結強度 c 進行比較，若未超過 c ，代表

基材與碳管之間仍保持鏈結，則模型建立完畢，若已超過 c ，代表界面有

部份已經發生破壞。 

若基材與碳管間鏈結已遭受破壞，先根據解析模型中，方程式(2.3.38)

反算後之結果，假設鏈結破壞長度 2Lslip / ，並建立如圖 3.5 之模型。與判

斷滑動相似地，在施加邊界條件及固定外力並求解，且使節點上讀取的結

果即為積分點上的結果後，讀取未滑開碳管上緣最外層處節點上之剪切應

力，如圖 3.9 所示。相似地，圖 3.9 中 c 點會產生應力集中之現象，故讀取

相鄰之 d 點之剪切應力，並檢查其是否等於鏈結強度 c ，來判斷假設之鏈

結破壞長度 2Lslip / 是否正確，若超過鏈結強度則增加鏈結破壞長度，若低

於鏈結強度則減少鏈結破壞長度。重覆上述動作，直到讀取的值與鏈結強

度 c 一致，則此時受破壞區域之高度定義為 2Lslip / ，未滑開區域的高度為

2Lstick / 。在建立實體模型時，因為在鏈結尚未破壞區域，基材以及碳管體

積互相連接，相對的，在鏈結已破壞區域，使基材及碳管體積互相分離。 

接下來針對體積互相分離的區域，利用一組平面與平面接觸所使用之
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四節點接觸元素 CONTA173 以及目標元素 TARGE170 分別在碳管最外緣以

及基材最內緣建立一層有限元素網格，其網格鋪設在立體元素 SOLID45 上，

並與立體元素共用節點如圖 3.10 所示。在接觸元素的設定中，接觸剛度介

於 0.01-1 之間，因在此施加之外力為正向力，故設定為 1 使其與真實情況

接近。摩擦係數由為兩接觸物間之粗糙程度決定，在此與解析模型一致皆

假設為 0.1。因在外力作用下，應變量估計會到達 1%，因此開啟幾何大變

形分析。在求解之步階設定上，當步階越細其結果越精確，但計算量將大

幅增加，在此設定為 20 步來求解。 

 

3.2 損失因子計算方法 

在此有限元素微觀模型中，利用能量的觀點來計算損失因子，並且根

據 3.1 節所建立之模型受拉伸後所計算出之碳管與基材之應力與剪應力，分

成二個階段考慮基材正向應力所消粍之能量、基材剪應力所消粍之能量以

及碳管與基材交界面摩擦消粍之能量。 

3.2.1 第一階段 碳管與基材尚未發生滑動 

與第二章模型相似，由方程式(2.4.1)得知，計算整體複合材料之阻尼損

失因子，可以由複材中各材料所消粍之能量與總能量之比值計算。當拉伸

應力值較小，碳管與基材之間的鏈結尚未被破壞時，整體複合材料所儲存

之最大應變能 totalW 可以表示為基材區域及碳管區域之拉伸應變能與剪應變
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能之總合： 

 

  
  mxzxzmyzyzmzztotal V

2

1
V

2

1
V

2

1
W          

  txzxztyzyztzz V
2

1
V

2

1
V

2

1               (3.2.1) 

 

其中， z 、 yz 及 xz 分別代表各元素上 z、yz 及 xz 方向之應力，係由八

個高斯積分點平均得到。 z 、 yz 及 xz 分別代表各元素上 z、yz 及 xz 方向

之應變，係由八個節點平均而得。在讀取元素之結果之前，必須選取欲讀

取之區域， mV 及 tV 分別為基材區域內各元素之體積及碳管區域各元素之體

積。而整體複材所消粍的能量 W 為基材之應變能與損失因子乘積，可以

表示為： 

 







   mxzxzmyzyzmzzm V

2

1
V

2

1
V

2

1
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       (3.2.2) 

 

故第一階段之損失因子可以表示為： 

 

total
comp W

W


                      (3.2.3) 
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3.2.2 第二階段 碳管與基材開始滑動 

根據 Zhou[4]之研究，因拉伸產生滑動現象之複材，其損失因子可以由滑動

所產生之損失因子以及複材中各組成材料之阻尼性質所產生的損失因子兩

部份疊加計算。當施加拉伸應力上升，碳管與基材之間的鏈結遭受破壞，

整體複合材料所儲存之最大應變能 totalW 可由方程式(3.2.1)得到。此外，由

方程式(3.2.2)得到基材所消粍的能量 W ，故在第二階段因基材材料阻尼所

產生之損失因子 s 可以表示為： 

 

total
s W

W


                          (3.2.4) 

 

因為碳管與基材之間部份鏈結遭受破壞，如圖 3.9 所示，在鏈結破壞的

區域將產生摩擦而消粍能量，則摩擦所消粍的能量 slipW 可以表示為： 

 

slipslipslip LF
2

1
W 

                    (3.2.5) 

 

其中， slipF 、 slipL 分別為遭受破壞區域之碳管壁上所產生之總剪力、基材

與碳管的相對位移量，又因為 slipF 與 slipL 呈線相關，故摩擦所消粍的能量

slipW 可以由方程式(3.2.5)表示，其相關驗證將在 4.1 小節詳細說明。 slipF 與

slipL 分別表示為： 
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21 uuLslip                         (3.2.6) 

 

 

slipsliptslip LrF                       (3.2.7) 

 

因樹脂與碳管上平面在施加變形後能夠保持平面，故在計算基材與碳管的

相對位移量 slipL 時，取一斷面進行分析如圖 3.11 所示。圖 3.11 中， 1u 及 2u

分別屬於基材區域以及已滑開滑碳管區域，在尚未受外力做用時，節點 1

與節點 2 位於相同之位置，但經拉伸作用後，因基材與碳管之楊氏模數不

同，產生相對的位移差量，在選取基材區域後，讀取節點 1 拉伸方向之位

移，再選取滑開碳管區域，讀取節點 2 拉伸方向之位移，代入方程式(3.2.6)

相減得到基材與碳管在滑動過程中其能量消粍作功之距離。 

在方程式(3.2.7)中，為了計算鏈結破壞區域碳管壁上之平均剪力，以圓

周長 tr2 乘上模型高度
2

Lslip
計算已滑開碳管表面積，接下來，選取滑開區

域之碳管最外層元素，如圖 3.12 所示，滑開之碳管壁上所受到之平均剪切

應力可以表示為 

 


n

i
ii

tr
slip V

V

1 
                      (3.2.8) 
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其中， trV 代表滑開區域碳管最外層元素之體積， i 及 iV 表示此區域中各元

素上之剪切應力及體積，元素上之剪切應力 i 為八個積分點的平均值，平

均剪切應力之收斂性測試，在 4.1 節將詳細說明。則在第二階段中因滑動所

產生之阻尼容量 slip  (Damping capacity)，可以由方程式(2.4.28)得到，則因

滑動所產之損失因子 slip 可由方程式(2.4.29)得到，最後由方程式(2.4.30)計

算出整體複材在第二階段之損失因子。 
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第四章 結果與討論	

  在第二章以及第三章中，針對奈米碳管複合材料，分別介紹解析模型

以及有限元素模型模擬複材之阻尼性質，在本章節中，將根據前兩章節所

建立之模型，討論解析模型與有限元素模型之間的差異性、解析模型中各

參數之影響、解析模型與文獻中之實驗差異以及與過去文獻中所建立之微

觀力學模型之比較。 

 

4.1 有限元素模型驗證 

  在有限元素模型建立後，必須進行收斂性測試，及驗證相關公式，才

與解析模型進行比較與討論。在建立有限元素模型時，其模型之材料參數

如表 4.1 所示，其中樹脂基材與碳管之楊式模數、柏松比及基材材料之損失

因子等材料參數由 Suhr[1]之研究得到，碳管之半徑長度係參考 Zhou[4]之研

究，樹脂基材區域半徑假設為碳管半徑長度之 8 倍。另外在表 4.2 中，列出

在過去的研究文獻中，對於樹脂基材與碳管界面之鏈結強度結果，發現其

範圍由 2~500MPa 之間，在此參考 Liu[18]之研究結果，設定樹脂基材與碳

管界面之鏈結強度為 18MPa，鏈結破壞後之界面摩擦係數為 0.1，碳管之體

積比為 1%進行求解。 

4.1.1 有限元素模型之收斂性測試 

  在收斂性測試中，設定碳管長度為 50nm，並建立三組不同網格密度之
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有限元素模型，其最小元素網格邊長約為碳管長度
2

Lt
之

350

1
、

700

1
及

1000

1
，

分別定義此三組模型為 model 1、model 2 及 model 3，如圖 4.1a-4.1c 所示。

在施加大小為10MPa之均佈拉伸應力在模型上緣，進行拉伸試驗並求解後，

進行黏著界面與滑動界面交界點之剪應力、破壞交界面之剪應力的收斂測

試，以及整體複合材料之損失因子的收斂測試。 

首先，讀取鏈結碳管上緣最外層(點 1)及相鄰處(點 2)相對應高斯積分點

上之剪切應力，如圖 4.2a-4.2c 所示，其中虛線位置代表破壞交界面之位置，

左側及右側材料分別為碳管及基材，分別取出此三組不同網格密度之有限

元模型結果，如表 4.3a-4.3c 所示，發現因模型之對稱性，在同一個元素上，

對稱位置所受到之剪應力一致，例如：表 4.3a 中之點 1 與點 3。此外，由

點 1、5、9 發現，在已破壞區域與尚未破壞區域交界處，會產生應力集中

的現象，此歧異點會因網格加密而持續上升無法收斂，故在計算上將之忽

略，而取距離點 1、5、9 為
700

Lt
相同位置之點 2、6、10 來進行計算，發現

點 2 與點 6 之剪切應力誤差約為 1%，但點 6 與點 10 誤差降低為 0.5%，故

將其視為收斂。 

接下來，對於已滑開之碳管壁上之平均剪切應力，也進行收斂性的測

試，取出已滑開之碳管最外層之元素，如圖 3.12 所示，由方程式(3.2.8)計

算平均之剪應力。其結果如表 4.4 所示，發現 model 1 與 model 2 之間之誤
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差約為 0.9%，但 model 2 與 model 3 之值幾乎一致，誤差在 0.2%以下。 

另外，此三組模型之阻尼損失因子如表 4.5 所示，誤差皆在 0.4%以下，

故可將此結果視為收斂，因此為了節省計算量，在接下來的有限元素分析

中，皆使用 model 2 之網格大小進行分析，換句話說，當施加外力改變，仍

使最小元素網格邊長保持約 0.035nm 進行分析。 

4.1.2 有限元素模型滑動消粍之能量公式驗證 

  為了驗證在有限元素模型中，計算滑動所消粍的能量公式(3.2.5)，在此

模擬施加外應力由零增加至最大值的過程中，已滑開碳管壁上之平均剪力

slipF 以及基材與樹脂之相對位移量 slipL 之關係，施加外應力最大值設定為

70MPa，碳管長度為 50nm，且因最大外力固定，已滑開之碳管長度不會改

變，唯一之改變量為施加之拉伸應力。 

  由圖 4.3 可以發現，當施加之外力逐漸增加，已滑開碳管壁上之平均剪

力 slipF 以及基材與樹脂之相對位移量 slipL 呈正比關係成長，因此在方程式

(3.2.5)中，計算滑動所消粍的能量，可以利用三角形面積公式計算。 
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4.2 解析模型與有限元素模型比較 

為了驗證在第二章中所建立之解析模型，在第三章建立有限元素模型

來進行模擬並加以比較，在此利用材料參數如表 4.1 所示，且令樹脂基材區

域半徑為碳管半徑長度之 8 倍，碳管之體積比為 1%，分別代入解析模型與

有限元素模型中求解，其後分別針對模型中各部份進行討論與比較。值得

一提的是，在此假設鏈結破壞後之界面摩擦係數為 0.1，而有關摩擦係數對

複材阻尼性質之影響，將在 4.3 小節進行探討。 

為了驗證解析模型，故在此利用碳管長度 tL 為 50nm 以及 100nm 之兩

組有限元素模型進行比對與討論。圖 4.4 為施加外應力與已滑開之碳管長度

關係圖，發現當施加外應力改變，基材與碳管界面發生滑動之碳管長度也

隨之改變，當外應力一旦超過基材與碳管之鏈結強度使界面產生破壞後，

其破壞延展相當快速，當外應力持續增加，破壞之長度接近碳管全長，但

仍有些許區域不被破壞而持續保持鏈結，此結果有限元素模型與解析模型

之預測相當一致。 

圖 4.5-4.6 為施加外應力與滑動所產生之相對位移量 slipL 以及已滑開

碳管壁上之總剪力 slipF 關係圖。在圖 4.5 中發現在預測基材與碳管之間產生

之相對位移量 slipL 時，由於在推導解析模型中各區域應力之初，做出基材

剪應力為線性分佈及碳管拉伸應力為均勻分佈等假設，解析模型與有限元

素模型約有 0.1~0.6%之誤差。在圖 4.6 中，發現已滑開區域碳管壁上之總剪
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力 slipF ，解析模型與有限元素模型約有 15~20%之誤差，與圖 4.5 相較之下

誤差較大。探討其原因，由方程式(3.2.7)可以發現，在固定的施加外力下，

已滑開碳管的表面積為定值，誤差來源為碳管壁上之剪應力 slip 。圖 4.7-4.8

為施加外應力為 35MPa 時，己滑開區域碳管壁上剪應力隨 z 方向的分佈，

發現有限元素模型的結果經平均之後，與解析模型之間確實有 20%之誤

差。 

由方程式(2.3.24)得知，碳管壁上之剪應力 slip 為摩擦係數 0 與碳管徑

向正向應力 p 之乘積，當摩擦係數為定值，徑向平均正向力 p 為誤差主要

來源。由表 4.6 可以發現，滑開區域碳管壁上徑向之平均正向應力 p，在有

限元素模型與解析模型之間有大約 15~20%之誤差。由方程式(2.3.25)得知，

已滑開區域之碳管拉伸方向應力分佈 )'(zB
t ，在解析模型中假設為線性分

佈，接著推導基材區域拉伸應力
B
m 及徑向平均正向力 p時，連帶產生了誤

差。 

圖 4.9 為施加外應力與滑動所消粍之能量關係圖，因平均正向力所產生

之誤差，也使得解析模型之結果低於有限元素模型。圖 4.10 為施加外應力

與整體複合材料總應變能關係圖，發現解析模型與有限元素模型之間約有

0.1~0.8%之誤差，其原因與圖 4.5 相似，因假設基材剪應力為線性分佈及碳

管拉伸應力為均勻分佈，導致模型中產生些微誤差。 

圖 4.11 為基材所產生之阻尼損失因子 s 以及滑動所產生之損失因子
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slip 對整體複材之阻尼性質之貢獻比較圖，發現因基材所產生之損失因子隨

著拉伸應力上升，增幅並不大，主要貢獻來自於碳管與基材間摩擦所產生

之損失因子。圖 4.12 為外應力與整體複材之阻尼損失因子關係圖，解析模

型與有限元素模型可以得到相似的趨勢，但因已滑開區域之碳管拉伸應力

)'(zB
t 為線性之假設，導致解析模型與有限元素模型之間約有 1~10%之誤

差存在。 

4.3 解析模型參數影響 

  在解析模型中，碳管的長度 tL 、體積比 fv 、基材與碳管間的鏈結強度 c

以及已滑開區域之摩擦係數 0u 等參數都需要相關的設定，當參數改變之後，

整體複合材料的阻尼損失因子也相對改變。因此，本節將依次討論當此些

參數改變時，整體複材之阻尼性質隨外力拉伸之趨勢。其中所用之材料參

數如表 4.1 所示，但其中之基材與碳管之鏈結強度以及已滑動界面間之摩擦

係數，將分別在 4.2.3 小節以及 4.2.4 小節成為改動量，屆時將再詳細說明。 

4.3.1 碳管長度 

  在此利用解析模型，體積比固定為 1%，摩擦係數為 0.1 及鏈結強度為

18MPa，分別分析在樹脂基材中添加長度為 50nm、75nm 及 100nm 奈米碳

管之複合材料，且因碳管及基材半徑固定，模型軸向高度分別為 78.125nm、

117.1875nm 及 156.25nm，其阻尼損失因子如圖 4.13 所示。發現當添加之奈

米碳管長度越長，將產生越高之阻尼損失因子，其原因為，當碳管的長度
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增加，則與樹脂基材接觸之表面積也隨之增加，由方程式(2.4.22)得知，因

滑動所損粍的能量會隨著接觸之表面積增加而提高，也因此整體複合材料

的損失因子隨之上升，故較長的碳管添加物能夠得到較高的阻尼性質。值

得一提的是，隨著碳管長度上升，滑動發生所需之外應力也有所不同，但

在圖 4.13 中看不出明顯的變化，由方程式(2.3.23)發現，當碳管長度 tL 代入

雙曲正切函數內做運算後，其變化將會變得相當微小。 

4.3.2 碳管體積比 

  在此利用解析模型，碳管長度固定為 50nm，摩擦係數為 0.1 及鏈結強

度為 18MPa，分別分析在樹脂基材中添加體積比為 0.5%、1%及 1.5%奈米

碳管之複合材料，值得一提的是，在解析模型中，有兩種作法來改變複合

材料之碳管體積比。其一為以添加 1%之模型為基準，將模型之軸向高度固

定為 78.125nm，使體積比改變為 0.5%及 1.5%時，基材之半徑厚度分別為

碳管半徑之 16.16 及 9.33 倍，如圖 4.14a 所示。其二為將基材之半徑厚度固

定為碳管之 8 倍，當體積比改變為 0.5%及 1.5%時，模型軸向高度分別為

156.25nm 及 52.08nm，如圖 4.14b 所示。此外，若依照本模型最初的假設，

令樹脂基材半徑為碳管半徑之 8 倍進行模擬，其只適用在添加之碳管體積

比為 1.5%以下之複合材料。 

圖 4.15 為整體複材之阻尼損失因子，其中 R-0.5 及 R-1.5%之曲線分別

代表改變基材半徑大小使體積比為 0.5%及 1.5%之情況，而 L-0.5 及 L-1.5
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之曲線分別代表改變模型軸向高度使體積比為 0.5%及 1.5%之情況。發現當

添加之奈米碳管體積比越高，將產生越高之阻尼損失因子，其原因為當碳

管的體積比增加，樹脂區域的體積比相對減少，則總應變能也相對減少，

由方程式(2.4.27)發現，當整體應變能減少而滑動之消粍能不變的情況下，

因滑動所產生之損失因子也因此而提升，故在解析模型中，碳管體積比越

高整體複合材料之損失因子也較高。 

此外，在碳管與基材間尚未發生滑動時，添加體積比較少的複材反而

有較高的阻尼損失因子，因為當碳管與基材間沒有滑動之能量消散時，阻

尼完全由樹脂基材提供，故樹脂體積比較高的複合材料，其擁有較高的損

失因子。 

4.3.3 已滑動界面間之摩擦係數 

  在此利用解析模型，體積比固定為 1%，碳管長度固定為 50nm 及鏈結

強度為 18MPa，分別分析在已滑開區域的基材與碳管間摩擦係數 0u 為 0.1、

0.2、0.3 及 0.5 之奈米碳管複合材料，其阻尼損失因子如圖 4.16 所示。發現

隨著摩擦係數增加，整體複合材料的損失因子也隨之上升，由方程式(2.4.22)

得知，越高的界面摩擦係數會使碳管與基材滑動的過程中，產生越高的能

量消散，也因此使得奈米複合材料的阻尼損失因子隨之上升。 

4.3.4 基材與碳管之鏈結強度 

在此利用解析模型，體積比固定為 1%，碳管長度固定為 50nm 及摩擦
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係數為 0.1，分別分析基材與碳管之間的鏈結強度 c 為 10MPa、18MPa 及

50MPa 之奈米碳管複合材料，其阻尼損失因子如圖 4.17 所示。發現曲線隨

著鏈結強度上升有向右移的趨勢，由方程式(2.3.23)得知，當樹脂基材與碳

管間鏈結得更緊密時，使鏈結破壞並發生滑動所需要的拉伸應力也隨之增

大。此外，在相同的拉伸應力之下，鏈結較弱的複合材料能夠產生較大的

滑動距離，由方程式(2.4.22)可以發現，較大的滑動距離其損粍的能量也較

大，而鏈結較強的複合材料則需較大的拉伸應力才能達到相同的損失因子，

故施加外應力在 0-200MPa 之間時，基材與碳管間的鏈結越弱，整體奈米碳

管複合材料之阻尼損失因子也就越大。 

4.4 解析模型與文獻結果之比較 

  根據過去的研究中，在聚合物基材中加入單壁奈米碳管的確會有效的

提升複合材料的阻尼性質，在此利用相同的材料參數先比較解析模型與文

獻中的實驗數據[1, 4, 5]，接著再與過去文獻中之解析模型[4, 18, 26]進行比

較與討論。 

4.4.1 拉伸應力與應變的換算 

  在文獻的實驗結果中，阻尼性質隨著拉伸應變量的增加而改變，在此

為了將解析模型與文獻的實驗結果相互比較，需先計算出整體複材的楊氏

模數後，將拉伸應力轉換成拉伸應變量，再與之比較。首先將整體複合材

料分成上方之樹脂基材 A 區以及與碳管同高度之 B 區如圖 4.18a 所示，在 B
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區中，碳管與兩側之樹脂區域受到拉伸作用時，將會產生相同之拉伸應變

量，因此可以將 B 區之等效楊氏模數 BE 表示為： 

 

rsrsttB vEvEE                       (4.4.1) 

 

其中， tE 及 rsE 分別為碳管以及樹脂基材之楊氏模數， tv 及 rsv 分別為碳管

以及樹脂基材之所佔 B 區之體積比，在此 1 rst vv 。又當整體複材受到拉

伸作用時，A 區與 B 區將會擁有相同的拉伸應力如圖 4.18b 所示，故由此關

係可以將整體複合材料之等效楊氏模數 cE 表示為： 

 

rs

A

B

B

c E

v

E

v

E


1
                     (4.4.2) 

其中， Av 及 Bv 分別為 A 區域以及 B 區域所佔之體積比。由方程式(4.4.2)可

以求出整體複合材料之等效楊氏模數 cE ，再借由應力應變關係，將施加外

應力 除上等效楊氏模數 cE ，便得到整體複材之拉伸應變量。 

4.4.2 解析模型與文獻實驗結果比較 

  根據 Suhr 等人[1]的研究，在聚碳酸脂基材中加入單壁奈米碳管，在此

所用的材料參數均參照文獻[1]如表 4.7 所示，且根據過去的研究，由表 4.2

得知，單壁奈米碳管與樹脂基材之鏈結強度範圍約為 2.1~36MPa，故在此

範圍內利用解析模型與文獻中之動態黏彈機械分析結果進行比較，如圖 4.19
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所示。發現隨著拉伸應變量增加，整體複合材料之阻尼損失因子會有上升

的趨勢，在應變量為 0.75%以下，當基材與碳管間的鏈結強度 c 以及已滑

開區域之摩擦係數 0u 分別為 10.5 以及 0.15 時，解析模型預測結果與文獻的

結果相當吻合，但當拉伸應變量繼續增加，預測值將因碳管滑開長度接近

全長而趨於收斂，但實驗值仍繼續上升。 

  在此也根據 Koratkar 等人 [5] 之研究，在雙酚 A- 聚碳酸酯

(Bisphenol-A-polycarbonate)中加入單壁奈米碳管，依照文獻中[5]之材料參

數如表 4.8，且令基材與碳管之鏈結強度在 2.1~36MPa 的範圍內，利用解析

模型與文獻中之動態黏彈機械分析結果進行比較，如圖 4.20 所示，發現隨

著拉伸應變量增加，整體複合材料之阻尼損失因子隨之上升，且在應變量

為 0.8%以下，基材與碳管間的鏈結強度 c 以及已滑開區域之摩擦係數 0u 分

別為 8.5 以及 0.057 時，解析模型預測結果與文獻的結果相當吻合，但當拉

伸應變量繼續增加，解析模型之損失因子將因碳管接近完全滑開而趨於收

斂，但實驗值仍繼續上升。 

  綜合以上兩篇文獻之比較，發現當應變量過大時，實驗值明顯大於解

析模型之預測值，推測其原因為，當複合材料受到外力作用使碳管與基材

界面互相脫離，當應變量加大後使界面間產生孔隙，若複合材料中出現孔

隙會使整體阻尼性質提升，而此種現象在解析模型中並無法模擬，故在較

大應變量之下，解析模型與實驗值出現誤差。 
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4.4.3 解析模型與文獻模擬結果[4]比較 

  根據 Zhou 等人[4]之研究，在環氧樹脂(Epoxy)基材中加入單壁奈米碳

管，並建立數值模型來探討拉伸應變與奈米碳管複合材料阻尼性質之間的

關係，在此依照文獻中之材料參數如表 4.9 代入解析模型，並與文獻中之懸

壁樑振動試驗結果以及其解析模型結果進行比較，如圖 4.21 所示。發現整

體複合材料之阻尼比，隨著振動之應變量提升而升高，在 Zhou 模型中，利

用已完全滑動碳管所佔之體積比隨拉伸量上升逐漸增加，來提升整體複材

之阻尼比，對比本研究之模型，利用碳管與基材界面破壞區域以及摩擦力

隨拉伸應力增加，使阻尼性質提升，在振動應變量為 0.01%以內，可得到相

同之趨勢。此外，在 Zhou 的研究中，假設基材應力在半徑方向為定值，但

本研究之解析模型為了更接近真實情況，將基材應力在半徑方向的變化加

入考慮，使得本研究之模型之值高於 Zhou 之模型。 

當振動應變高於 0.01%後，Zhou 模型結果，隨著應變量上升，阻尼比

反而開始下降，出現明顯峰值，其原因為假設基材與碳管界面之剪切應力，

在鏈結受力破壞後，就保持定值，也因此摩擦所消粍的能量增加速度減緩，

但整體複材之應變能仍繼續成長的情況之下，阻尼比便因此下降。本研究

由摩擦係數與徑向正向力之乘積考慮基材與碳管界面之剪切應力，當碳管

與基材界面滑動後，界面之剪切應力仍會隨著正向力提高而上升，故能量

消散仍繼續上升，導致整體複材之阻尼比逐漸收斂。 
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4.4.4 解析模型與文獻模擬結果[18]比較 

根據 Liu 等人[18]之研究，在環氧樹脂基材中加入單壁奈米碳管，並建

立數值模型來探討隨著拉伸應力上升，奈米碳管複合材料阻尼性質之變化。

其模型以七根碳管組成之碳管束埋入環氧樹脂基材中，在拉伸應力施加後，

考慮內碳管與外層碳管之間以及外層碳管與基材間的消能，使整體複材損

失因子因而上升。 

在文獻中，依照內碳管與外碳管間以及外碳管與基材間之鏈結強度，

可將複材受力後，界面之鏈結破壞模式分為三種情況。第一種情況為內碳

管與外碳管間鏈結強度甚弱，當受外力作用後，此界面先發生破壞，當此

界面鏈結皆已破壞後，外碳管與基材間之界面才到達鏈結破壞強度開始產

生滑動，而外力繼續上升，最後無論內碳管與外碳管間之界面或外碳管與

基材間的界面，皆無鏈結存在而產生相對的滑動消粍更多能量。第二種情

況為內碳管與外碳管間鏈結強度較弱，受外力作用後先發生破壞，但此界

面鏈結尚未完全破壞時，外碳管與基材間之界面已達到鏈結破壞強度開始

產生滑動，則內碳管與外碳管間之界面將保持此時之狀態，其鏈結破壞長

度不再增加，當外力繼續上升，最後外碳管與基材間的界面已完全破壞，

但內碳管與外碳管間的界面仍保持初始破壞之長度不因力外增加而改變。

第三種情況為外碳管與基材間之鏈結強度較低，使得外力作用後先發生破

壞，當外力繼續上升，此界面將完全破壞無鏈結存在，而內碳管與外碳管
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間的界面至始自終都保持著鏈結狀態，並沒有滑動產生。 

在本研究之解析模型中，只有考慮碳管與基材界面間的滑動所導致的

能量消散，與文獻中第三種情況相似，故與之比較。根據文獻[18]之材料參

數代入解析模型如表 4.10 所示，值得一提的是，在此將文獻中之碳管束之

半徑代入解析模型中之碳管半徑，而非單根碳管半徑長，則與文獻之結果

相比較後，如圖 4.22 所示。發現當碳管與基材間的鏈結開始破壞後，解析

模型的損失因子上升速度比起文獻之結果要快，其原因來自於解析模型在

計算鏈結破壞長度時，由方程式(2.3.38)反求得到，其破壞得相當快速，故

能快速地提供更多的能量消散，使得損失因子上升，而文獻中是假設鏈結

破壞之長度隨著施加外力呈線性增加，故提供之能量消散增加速度不如解

析模型中快速。 

當施加之應力超過 80MPa，文獻中的模擬結果與 Zhou[4]之模型相似，

基材與碳管界面之剪切應力，在鏈結受力破壞後保持定值，能量消散提升

速度因此減緩，但整體應變能仍保持原來的提升速度，也因此隨著外應力

上升，損失因子上升至最大值後反而呈下降趨勢。反觀本研究之解析模型，

認為複合材材隨著拉伸應力上升，鏈結破壞區域之正向力應隨之增加如表

4.6 所示，代表此區域之剪切應力隨之上升，也因此整體複合材料損失因子

並不會下降，反而逐漸收斂至定值。 
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4.4.5 解析模型與文獻模擬結果[26]比較 

根據 Dwaikat 等人[26]之研究，在聚醚醚酮(Poly-ether-ether-ketone, 

PEEK)基材中加入奈米碳管，並建立數值模型，來探討當奈米碳管的長徑比

改變，整體複合材料阻尼性質之變化。根據文獻[26]中之材料性質如表 4.11

代入解析模型中，值得一提的是，若依照本模型初始假設基材半徑為碳管

之 8 倍，其碳管體積比至多為 1.5%，為了與文獻相比較，在此重新定義基

材之半徑為碳管之 4 倍，令碳管之體積比為 5%，並根據表 4.2 假設碳管與

基材界面鏈結強度為 5MPa，拉伸外應力固定為 50MPa，計算其損失因子後

與文獻結果相比較，如圖 4.23 所示。 

在圖 4.23 中發現，隨著碳管長徑比增加，整體複合材料之阻尼損失因

子初始會逐漸上升，但到達其最大值後開始下降，此現象在本研究之模型

與文獻之模型中有著共同的趨勢。在文獻中解釋其原因為，當施加之外力

大小足夠時，碳管長度增長仍可以使碳管與基材之界面繼續滑動，產生更

大的相對位移量，並因此造成更多的能量消粍，使損失因子隨碳管長徑比

而提升，但當碳管長徑比超過 250，複合材料需要更高的外力來產生滑動，

因此相對位移量隨碳管長度增加反而減少，其損粍的能量因而下降，導致

阻尼損失因子因而快速下滑。而在本研究之解析模型中，由方程式(2.3.26)

及方程式(2.3.27)計算碳管與基材間之相對應變，發現當碳管長徑比超過 250

時，碳管拉伸應力上升而基材拉伸應力相對下降，導至相對應變量縮小，
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此外，由方程式(2.3.38)反求碳管與基材界面之滑移長度，發現其隨著長徑

比增加呈固定比例增長，圖 4.24 為碳管與基材的相對滑移量與碳管長徑比

之關係，相對滑移量由滑移長度與相對應變乘積得到，發現與文獻結果不

同的是，相對滑移量隨著碳管長度增加，其增幅逐漸減緩並非下降，也因

此在與總應變能相除後計算整體複材損失因子，其到達最大值後，下降之

速度並沒有文獻之模型來得如此快速。  
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第五章 結論與未來展望	

5.1 結論 

  在本研究中根據黏著-滑動之摩擦行為，發展奈米碳管與樹脂基材組成

之複合材料微觀力學模型，用以描述奈米碳管複合材料之阻尼特性。本研

究也根據過去的文獻，定義碳管與基材間之鏈結強度，當模型受到拉伸外

力作用時，利用此鏈結強度來區分碳管與基材滑動區域以及仍保持黏著區

域，並藉由觀察碳管與樹脂界面上之剪切應力來定義碳管與樹脂間滑動區

域的變化。本模型中，利用界面間的黏著-滑動行為可以有效地描述複合材

料之能量損失，並根據整體複合材料之應變能計算複材之損失因子之後，

可將結論整理如下： 

1. 根據解析模型的結果發現，隨著界面之摩擦係數、碳管長徑比以及體

積比提升，都能有效的提升複材之阻尼性質，但在固定的拉伸應力之

下，較弱的界面鏈結強度，因較早開始發生滑移現象，產生較大的相

對滑移量，反而能產生較高之阻尼性質。 

2. 本研究中將解析模型與有限元素模型進行比較與討論，發現解析模型

與有限元素模型可以得到相符合之趨勢，但在解析模型中，假設已滑

開之碳管拉伸方向應力為線性分佈，導致當施加之外應力在 50MPa

以下，損失因子與有限元素模型有 1~2%之誤差，隨著施加外力提升，

誤差也隨之增加，當施加外應力為 200MPa 時，解析模型與有限元素
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模型之誤差約為 10%。 

3. 本研究之解析模型與文獻之實驗結果[1, 5]進行比較，發現隨著複合

材料受到的拉伸應變量增加，碳管與基材間因滑動所消粍的能量也因

此提升，整體複材之阻尼性質隨之升高，解析模型與文獻中之實驗結

果具有相同的趨勢。此外，解析模型與文獻之懸臂樑振動試驗結果[4]

進行比較，發現在應變量 0.01%之下，複材阻尼比在解析模型與實驗

結果中皆隨應變量提升而升高，當應變量超過 0.01%，解析模型逐漸

收斂至定值但實驗值卻反而降低。 

4. 比較解析模型與文獻中之解析模型[4, 18]，發現在解析模型與文獻

之模型中，複材之阻尼性質先隨著外力提升呈現上升趨勢，但當外力

持續上升，文獻之模型假設碳管與基材滑動後其界面剪切應力保持定

值，導致阻尼性質開始下降，而本解析模型卻認為剪切應力應隨外力

持續上升，並使阻尼性質逐漸收斂。此外，比較解析模型與文獻中之

解析模型[26]，發現隨著碳管長徑比增加，整體複合材料之阻尼性質

會隨之提升，一旦長徑比超過 250，複材之阻尼性質反而開始下降，

此結果在本解析模與文獻中之解析模型也具有相同的趨勢。 

5.2 未來展望 

  現今所研究有關於奈米碳管複合材料阻尼性質之解析模型，主要是以

單壁奈米碳管為模擬對象，接下來可以將本模型推廣至多壁奈米碳管複合
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材料，考慮非實心圓柱，而以多層之碳管幾何形狀加以改變，並且考慮碳

管壁與壁之間界面之滑動所增加之阻尼性質，與現今碳管與基材間所產生

之滑動消能、基材材料本身之阻尼消能結合，進而計算出整體多壁奈米碳

管複合材料之阻尼損失因子，再與文獻中之實驗結果進行比較。 
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附錄	

附錄 1 第一階段碳管應力推導 

先將方程式(2.3.4)代入方程式(2.3.13)進行移項，表示成： 
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對方程式(A.1.1)再微分一次，得到： 
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將方程式(2.3.8)代入方程式(A.1.2)，得到： 
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又將方程式(2.3.11)代入方程式(A.1.3)，得到： 
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求解方程式(A.1.4)，得到碳管應力 )(zt 表示為： 
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其中 ht )( 以及 pt )( 分別為通解以及特解，為微分方程求解中的根，表示

為： 
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將碳管應力代回方程式(2.3.13)，得到： 
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為了求得未知常係數係數 1C 及 2C ，將邊界條件式(2.3.14)代入(A.1.5)得到： 

 

 0eCeC
Ebr2bEr

rE 2tL
2

2tL
1

mt
2

t
2

t

2
ot 


 //

)(


      (A.1.10) 

 

再將邊界條件式(2.3.15)代入(A.1.9)得到： 
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由方程式(A.1.10)及方程式(A.1.11)求得係數 1C 及 2C  
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則將 1C 及 2C 代回方程式(A.1.7)及方程式(A.1.9)得到： 

 











)/cosh(

)cosh(
)(

2L

z
1

k

k
z

t1

2B
t 

            (A.1.13) 

 











)/cosh(

)sinh(
)(

2L

z
cz

t
1

B
t 

                (A.1.14) 

 

其中 

 

1
2

2
1

kr

kr
c

t

t





                            (A.1.15) 

 

 )2( 22
1 t

t

m
t brb

E

E
rk                     (A.1.16) 

 

2
o2 rk                                  (A.1.17) 

  



68 
 

附錄 2 已滑開區域徑向正向力推導 

由彈性力學[32]中，厚壁筒受到內外壓如圖 A.1 所示，其側向之位移 u 可以

表示為： 
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其中 、 E分別為厚壁筒之柏松比(Poisson’s ratio)以及楊式模數(Young’s 

modulus)，a、b分別為厚壁筒之內半徑以及外半徑， 1p 、 2p 分別為施加在

厚壁筒上之外壓力及內壓力，r 為半徑上任一點位置。由以上公式將之考慮

為本模型之碳管，則其中內半徑以及內壓力為零，外半徑為 tr ，外壓力為碳

管與基材間之正向力 p，則在碳管最外緣 )( trr  處，因正向力所產生之徑向

位移可以改寫為： 
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將方程式(A.2.1)考慮為本模型之基材區域，則其中外壓力為零，內半徑及外

半徑為 ir 及 or ，內壓力為碳管與基材間之正向力 p，則在基材最內緣 )( trr 

處，因正向力所產生之徑向位移可以改寫為： 
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由圖 2.10 所示，碳管與基材的徑向位移由波松效應以及正向力所造成，則

在第二階段 B 區之碳管基材徑向之位移，可分別表示為： 
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附錄 3 第二階段 C 區碳管應力推導 

因 C 區域之應力分佈與第一階段之 B 區相似，只在碳管上緣之邊界條

件有所不同，附錄 1 之推導中，由方程式(A.1.5)及方程式(A.1.9)可以得到第

二階段 C 區碳管之應力與剪應力為： 
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因為 C 區碳管上緣之應力與 B 區應力連續，將
2

L
z slip' 代入方程式

(2.3.25)，及碳管中心位置之剪應力為零，碳管之邊界條件可以表示為： 
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將邊界條件代入式(A.3.1)及(A.3.2)，則將常係數 1C 、 2C 解出： 
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將常係數代回方程式(A.3.1)及(A.3.2)，則 C 區碳管之正向應力
C
t 及剪

應力
C
t 分別表示為： 
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附錄 4 已滑開區域長度計算程式碼 

%-------------------------------------------------------------------------------------------- 

%本程式用以計算碳管與基材已滑動區域長度 

%以 4.1 小節之模型為例，碳管長度為 50nm，施加外應力由 0~200MPa 

%-------------------------------------------------------------------------------------------- 
 
clear all 
clc 
 
%------------------------------------------------------------- 

%             碳管材料參數  

%------------------------------------------------------------- 

Rint=0.7;                    % 半徑 

Eeq=1000*1000;              % 楊氏模數 

veq=0.3;                     % 柏松比 

Geq=Eeq/(2*(1+veq))*1000 ;    % 剪力模數  

l=50;                        % 長度 

vrp=0.01;                    % 體積比 

 
%------------------------------------------------------------- 

%            基材材料參數 

%------------------------------------------------------------- 

Rm=Rint*8;                  % 半徑(隨體積比調整) 

E1=2.1*1000;                 % 楊氏模數 

gg1=0.008  ;                 % 損失因子 
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v1=0.36;                     % 柏松比 

G1=E1/(2*(1+v1))  ;           % 剪力模數 

 
%------------------------------------------------------------- 

%                  體積 

%------------------------------------------------------------- 

Vrp=pi*(Rint^2)*l;             %碳管體積 

Vrs=(Vrp/vrp)-Vrp;             %基材體積 

V=Vrp+Vrs;                   %總體積 

%------------------------------------------------------------- 

%               使用參數設定 

%------------------------------------------------------------- 
 

La=V/(pi*Rm^2);                          %基材高度 

b=Rm-Rint;                    

Ec=Eeq*(Rint^2/Rm^2)+E1*(1-Rint^2/Rm^2);  %碳管同高度區域等效 E 值 

Ecom=1/(((La-l)/La)/E1+((l/La)/Ec))/1000;     %複材等效楊氏模數 

k1=Rint^2+E1*(b^2+2*b*Rint)/Eeq; 
k2=(b+Rint)^2; 
a1=(8*(b^2)*Rint+5*b^3)*(1+v1)*Rint;        %for c1 
b1=(12*k1/a1)^(1/2);                       %for c1 
c1=Rint*b1*k2/(Rint^2+k1); 
u0=0.1;                                         
 
%------------------------------------------------------------- 

%            開啓文件檔存入資料 

%------------------------------------------------------------- 
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fout=fopen('data.txt','w');   
 
%------------------------------------------------------------- 

%               計算破壞長度 

%------------------------------------------------------------- 

syms lef;                                       %定義未知數 

for i=1:200;                                     %迴圈數 

s2=8.8373+i;                                    %第二階段應力 

                                              % 8.8373= c  

shear=18 ;                                      %破壞剪切強度 

cc=(c1*s2+shear)/(c1*s2-shear);                    %for leff 

leff=l-(1/b1)*log(cc);                             %初始值 

 
%------------------------------------------------------------- 

%             徑向正向力 

%------------------------------------------------------------- 
 
c2=v1+(Rm^2+Rint^2)/(Rm^2-Rint^2); 
k3=2*Eeq*v1*Rm^2*Rint; 
k4=(c2*Eeq+veq*E1)*(Rm^2-Rint^2)*Rint; 
k5=leff*u0*(Eeq*v1*Rint^2+E1*veq*(Rm^2-Rint^2)); 
p=s2*k3/(k4+k5);  
 
%--------------------------------------------------------- 

%            求解破壞長度 

%------------------------------------------------------------- 
 

shear_stress_tB2=u0*p;                         %碳管上剪應力 
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ll=solve((c1*s2-b1*shear_stress_tB2*lef/2)*(tanh(b1*(l-lef)/2))-shear); %求解 

lefff=eval(ll);                                 %轉化為純數值 

%--------------------------------------------------------- 

%       將結果存出至 data.txt 檔 

%------------------------------------------------------------- 
 
fprintf(fout,'%10g\n',leff);                    
end 
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附錄 5 複合材料損失因子計算程式碼 

%-------------------------------------------------------------------------------------------- 

%本程式用以計算施加外應力與複材損失因子關係 

%以 4.1 小節之模型為例，碳管長度為 50nm，施加外應力由 0~200MPa 

%------------------------------------------------------------------------------------------- 
 
clear all 
clc 
 
%------------------------------------------------------------- 

%             碳管材料參數 

%------------------------------------------------------------- 

Rint=0.7;                    % 半徑 

Eeq=1000*1000;              % 楊氏模數 

veq=0.3;                     % 柏松比 

Geq=Eeq/(2*(1+veq))*1000 ;    % 剪力模數  

l=50;                        % 長度 

vrp=0.01;                    % 體積比 

 
%------------------------------------------------------------- 

%            基材材料參數 

%------------------------------------------------------------- 

Rm=Rint*8;                  % 半徑 

E1=2.1*1000;                 % 楊氏模數 

gg1=0.008  ;                 % 損失因子 
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v1=0.36;                     % 柏松比 

G1=E1/(2*(1+v1))  ;           % 剪力模數 

 
%------------------------------------------------------------- 

%                體積 

%------------------------------------------------------------- 

Vrp=pi*(Rint^2)*l;             %碳管體積 

Vrs=(Vrp/vrp)-Vrp;             %基材體積 

V=Vrp+Vrs;                   %總體積 

%------------------------------------------------------------- 

%               使用參數設定 

%------------------------------------------------------------- 
 

La=V/(pi*Rm^2);                          %基材高度 

b=Rm-Rint;                    

Ec=Eeq*(Rint^2/Rm^2)+E1*(1-Rint^2/Rm^2);  %碳管同高度區域等效 E 值 

Ecom=1/(((La-l)/La)/E1+((l/La)/Ec))/1000;      %複材等效楊氏模數 

k1=Rint^2+E1*(b^2+2*b*Rint)/Eeq; 
k2=(b+Rint)^2; 
a1=(8*(b^2)*Rint+5*b^3)*(1+v1)*Rint;        %for c1 
b1=(12*k1/a1)^(1/2);                       %for c1 
c1=Rint*b1*k2/(Rint^2+k1); 
u0=0.1;                                         
 
%------------------------------------------------------------- 

%              將 data.txt 檔讀入 

%------------------------------------------------------------- 
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fout=fopen('data.txt','r'); 
for i=1:100 
LL(i)=fscanf(fout,'%e',1);     
end 
 
%-------------------------------------------------------------------------------------------- 

%                           第一階段 

%-------------------------------------------------------------------------------------------- 
 

syms z1 r s1          %定義未知數 

shear=18 ;            %剪切強度 

g1=sinh(b1*z1)/cosh(b1*l/2);                  %式(2.3.17)後半部份  

cz1=1-cosh(b1*z1)/cosh(b1*l/2);               %式(2.3.16)後半部份  

 
%------------------------------------------------------------- 

%                第一階段應力 

%------------------------------------------------------------- 
 

stress1=shear/(c1*tanh(b1*l/2));                % c  

shear_stress_t1=c1*g1*s1;                    % B
t  

stress_t1=(k2/k1)*s1*cz1;                     % B
t   

shear_stress_rs1=shear_stress_t1*(b+Rint-r)/b;    % B
m     

stress_Rint=E1*stress_t1/Eeq;                 % B
i     

stress_Rm=stress_Rint+(6/(8*b*Rint+5*(b^2)))*(s1*((b+Rint)^2)-stress_t1*(Ri

nt^2)-stress_Rint*(b^2+2*b*Rint));             % B
o  

stress_rs1=stress_Rint+(-2*b*Rint-Rint^2+2*(b+Rint)*r-r^2)*(stress_Rm-stress
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_Rint)/b^2;                                % B
m    

 
%-------------------------------------------------------------- 

%         第一階段能量積分 

%------------------------------------------------------------- 
 

%---------------以參數簡化程式碼--------------------- 

 
stress_rs11=r*stress_rs1^2; 
shear_stress_rs11=r*shear_stress_rs1^2; 
stress_t11=r*stress_t1^2; 
 

%-----------------基材能量積分------------------------- 

in_stress_rs=int(stress_rs11,'z1',-l/2,l/2);               %應力 z 方向積分 

in_stress_rs1=int(in_stress_rs,'r',Rint,Rm);             %應力徑向積分 

in_shear_stress_rs=int(shear_stress_rs11,'z1',-l/2,l/2);    %剪應力 z 方向積分 

in_shear_stress_rs1=int(in_shear_stress_rs,'r',Rint,Rm);  %剪應力徑向積分 

 

%-----------------碳管能量積分------------------------- 

in_stress_t=int(stress_t11,'z1',-l/2,l/2);                %應力 z 方向積分 

in_stress_t1=int(in_stress_t,'r',Rint,Rm);              %應力徑向積分  

 

%-------------------能量加總----------------------------- 

Wst1=(pi*Rm^2)*(La-l)*(s1^2)/(2*E1);              %A 區能量 

Wst2=pi*in_stress_rs1/E1+pi*in_shear_stress_rs1/G1;  %B 區基材能量 
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Wst3=pi*in_stress_t1/Eeq;                        %B 區碳管能量 

Wst11=Wst1+Wst2+Wst3;                        %總能量 

Wrs1=(Wst1+Wst2)*gg1;                        %基材消粍能量 

Wslip=0;                                     %滑動消粍能量 

%------------------------------------------------------------- 

%               計算損失因子 

%------------------------------------------------------------- 
 

for i=1:50;                                    %50 步迴圈 

s1=i*stress1/50;                                %第一階段施加外力 

%--------------------轉化為純數值---------------------- 

Wrs=eval(Wrs1); 
Wst=eval(Wst11); 
WstA=eval(Wst1); 
WstB=eval(Wst2); 
WstC=eval(Wst3); 

lossfactor(i+1,1)=s1;                            %施加外力 

lossfactor(i+1,2)=(Wrs+Wslip)/(Wst);              %損失因子 

%------------------------------------------------------------- 

%             能量分量貢獻 

%------------------------------------------------------------- 
 
com1(i+1,1)=s1; 

com1(i+1,2)=WstA;                %A 區能量 

com2(i+1,1)=s1; 

com2(i+1,2)=WstB;                %B 區基材能量 



81 
 

com3(i+1,1)=s1; 

com3(i+1,2)=WstC;                %B 區碳管能量 

com4(i+1,1)=s1; 

com4(i+1,2)=Wst;                 %總能量 

com5(i+1,1)=s1; 

com5(i+1,2)=Wrs;                 %基材消料能量 

com6(i+1,1)=s1; 

com6(i+1,2)=Wslip;               %滑動所消粍能量 

com7(i+1,1)=s1; 

com7(i+1,2)=Wrs+Wslip;          %總消粍能量 

 
%------------------------------------------------------------- 

%               檢視各細項 

%------------------------------------------------------------- 
 
Friction(i+1,1)=s1;                

Friction(i+1,2)=0;                %摩擦力 

u1_u2_a(i+1,1)=s1; 

u1_u2_a(i+1,2)=0;               %相對位移量 

lef(i,1)=s1; 

lef(i,2)=0;                      %破壞長度 

end 
 
%-------------------------------------------------------------------------------------------- 

%                           第二階段 

%-------------------------------------------------------------------------------------------- 
 

syms z2 r s2 x                               %定義未知數 
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for j=1:200;                                 %100 步迴圈 

s2=s1+j;                                   %第二階段施加外力 

leff=LL(j);                                  %破壞長度 

 
%------------------------------------------------------------- 

%             徑向正向力 

%------------------------------------------------------------- 
 
c2=v1+(Rm^2+Rint^2)/(Rm^2-Rint^2); 
k3=2*Eeq*v1*Rm^2*Rint; 
k4=(c2*Eeq+veq*E1)*(Rm^2-Rint^2)*Rint; 
k5=leff*u0*(Eeq*v1*Rint^2+E1*veq*(Rm^2-Rint^2)); 
p=s2*k3/(k4+k5); 
 
%------------------------------------------------------------- 

%             第二階段 B 區應力 

%------------------------------------------------------------- 
 

shear_stress_tB2=u0*p;                                 % B
t   

stress_tB2=leff*shear_stress_tB2/(2*Rint);                 % B
t  

stress_rsB2=(s2*Rm^2-stress_tB2*Rint^2)/(Rm^2-Rint^2);    % B
m  

shear_stress_rsB2=shear_stress_tB2*(b+Rint-r)/b;           % B
m   

shear_stress_rsB=r*shear_stress_rsB2^2;                  %平方 

 
%------------------------------------------------------------- 

%             第二階段 B 區能量積分 

%------------------------------------------------------------- 
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in_shear_stress_rsB=int(shear_stress_rsB,'r',Rint,Rm);   %剪應力對徑向積分   

 
%------------------------------------------------------------- 

%             第二階段 C 區應力 

%------------------------------------------------------------- 

g2=sinh(b1*z2)/cosh(b1*(l/2-leff/2)) ;                %式(2.3.37) 

cz2=1-cosh(b1*z2)/cosh(b1*(l/2-leff/2)) ;             %式(2.3.36) 

cz3=cosh(b1*z2)/cosh(b1*(l/2-leff/2)) ;               %式(2.3.36) 

shear_stress_tC2=(c1*s2-b1*shear_stress_tB2*leff/2)*g2;      % C
t  

stress_tC2=leff*shear_stress_tB2*cz3/Rint+(k2/k1)*s2*cz2;    % C
t  

stress_RintC2=E1*stress_tC2/Eeq;                         % C
i  

stress_RmC2=stress_RintC2+(6/(8*b*Rint+5*(b^2)))*(s2*((b+Rint)^2)-stress_t

C2*(Rint^2)-stress_RintC2*(b^2+2*b*Rint));                % C
o  

stress_rsC2=stress_RintC2+(-2*b*Rint-Rint^2+2*(b+Rint)*r-r^2)*(stress_RmC

2-stress_RintC2)/b^2;                                   % C
m  

shear_stress_rsC2=shear_stress_tC2*(b+Rint-r)/b;            % C
m  

 

%----------------以參數簡化程式碼--------------------- 

 
stress_rs22=r*stress_rsC2^2; 
shear_stress_rs22=r*shear_stress_rsC2^2; 
stress_t22=r*stress_tC2^2; 
 
%------------------------------------------------------------- 

%             第二階段 C 區能量積分 
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%------------------------------------------------------------- 
 
ll=(l-leff)/2;                                      %Lstick 

in_stress_rs=int(stress_rs22,'z2',-ll,ll);                 %基材應力 z 方向 

in_stress_rs2=int(in_stress_rs,'r',Rint,Rm);             %基材應力徑向 

in_shear_stress_rs=int(shear_stress_rs22,'z2',-ll,ll);      %基材剪應力 z 方向 

in_shear_stress_rs2=int(in_shear_stress_rs,'r',Rint,Rm);  %基材剪應力徑向  

in_stress_t=int(stress_t22,'z2',-ll,ll);                  %碳管應力 z 方向 

in_stress_t2=int(in_stress_t,'r',Rint,Rm);              %碳管應力徑向 

 

%-------------------------能量加總-------------------------------- 

WstA=(pi*Rm^2)*(La-l)*(s2^2)/(2*E1);               %A 區能量 

WstB1=(stress_rsB2^2)/(2*E1)*(leff*(pi*Rm^2-pi*Rint^2))+pi*leff/G1*in_she

ar_stress_rsB;                                     %B 區基材能量 

WstB2=(leff*pi*Rint^2)*(stress_tB2^2)/(2*Eeq);        %B 區碳管能量 

WstC1=pi*in_stress_rs2/E1+pi*in_shear_stress_rs2/G1;   %C 區基材能量 

WstC2=pi*in_stress_t1/Eeq;                         %C 區碳管能量 

Wst2=WstA+WstB1+WstB2+WstC1+WstC2;           %總能量 

Wrs2=(WstA+WstB1+WstC1)*gg1;                   %基材消粍總能量 

 
 
%------------------------------------------------------------- 

%             滑動所消粍能量 
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%------------------------------------------------------------- 
 
k6=2*pi*(Rm^2)*Rint*u0*k3*(leff^2)/(E1*(Rm^2-Rint^2)*(k4+k5)); 
k7=pi*(Rint^2)*(u0^2)*(k3^2)*(leff^3)/(E1*(Rm^2-Rint^2)*((k4+k5)^2)); 
k8=pi*(u0^2)*(k3^2)*(leff^3)/(Eeq*((k4+k5)^2)); 
Wslip2=s2^2*(k6-k7-k8)/2; 
 

%---------------------轉換為純數值--------------------- 

 
A=eval(WstB1); 
AA=WstB2; 
AAA=WstA; 
B=eval(WstC1); 
BB=eval(WstC2); 
Wst22=eval(Wst2); 
Wslip22=Wslip2; 
Wrs22=eval(Wrs2); 
stress_tB22=stress_tB2; 
stress_rsB22=stress_rsB2; 
shear_stress_tB22=shear_stress_tB2; 
lefff=leff; 
p1=p; 
 
%------------------------------------------------------------- 

%               計算損失因子 

%------------------------------------------------------------- 
 

lossfactor(i+j,1)=s2;                               %施加外力 

lossfactor(i+j,2)=4*Wslip22/(2*pi*Wst22)+Wrs22/Wst22; %損失因子 

 
 
%------------------------------------------------------------- 

%               能量各分量貢獻 
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%------------------------------------------------------------- 
 
com11(i+j,1)=s2; 

com11(i+j,2)=AAA;                %A 區能量 

com22(i+j,1)=s2; 

com22(i+j,2)=A;                   %B 區基材能量 

com33(i+j,1)=s2; 

com33(i+j,2)=AA;                  %B 區碳管能量 

com44(i+j,1)=s2; 

com44(i+j,2)=B;                   %C 區基材能量 

com55(i+j,1)=s2; 

com55(i+j,2)=BB;                  %C 區碳管能量  

com4(i+j,1)=s2; 

com4(i+j,2)=Wst22;                 %總能量 

com5(i+j,1)=s2; 

com5(i+j,2)=Wrs22;                 %基材總消粍能量 

com6(i+j,1)=s2; 

com6(i+j,2)=Wslip22;               %滑動消粍能量 

 
%------------------------------------------------------------- 

%               檢視各細項 

%------------------------------------------------------------- 
 
Friction(i+j,1)=s2; 

Friction(i+j,2)=2*pi*Rint*lefff*shear_stress_tB22;         %摩擦力 

u1_u2_a(i+j,1)=s2; 

u1_u2_a(i+j,2)=(stress_rsB22/E1-stress_tB22/Eeq)*lefff;   %相對位移量 
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pp(j,1)=s2; 

pp(j,2)=p1;                                        %正向力 

lef(i+j,1)=s2; 

lef(i+j,2)=lefff/2;                                   %一半之滑開長度 

end                                              %程式結束 
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附表	

表 4. 1 材料參數列表 1 

 

 Resin  SWNT Interface 

Young’s modulus (GPa) 2.1 1000 - 

Loss factor 0.008 - - 

Poisson’s ratio 0.36 0.3 - 

Radius(nm) 5.6 0.7 - 

Bonding strength (MPa) - - 18 

Friction coefficient - - 0.1 
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表 4. 2 界面剪切強度列表 

Method Materials 
Interfacial shear 

strength (MPa) 
Author 

Simulation MD MWNT/polyethylene 2 Sanvito et al. [35] 

 
MD 

MWNT/crystalline 

polyethylene 
2.8 Frankland et al. [36]

 
MD 

MWNT/cross-linked 

crystalline polyethylene 
110 Frankland et al. [36]

MD MWNT/PS 186 Wong et al. [37] 

MD MWNT/epoxy 138 Wong et al. [37] 

MD MWNT/PS 160 Liao and Li[38] 

MD SWNT/PMMA 36 Zheng et al. [39] 

MD SWNT/epoxy 170 Liu et al. [40] 

MD MWNT/PE 46 Wei[41] 

MD SWNT rope/epoxy 36 Gou et al. [42] 

MD SWNT Oxide/PE 600 Zheng et al. [43] 

MD SWNT/epoxy 18 Liu et al. [18] 

Experiment AFM MWNT/polyethylene-butene 10–90 Barber et al. [44] 

AFM MWNT/epoxy 35–380 Copper et al. [45] 

TEM MWNT/epoxy 500 Wagner et al. [46] 

RMN SWNT/PVA 188 Roy et al. [47] 

SEM/NMS MWNT/PEEK 4.0 Deng et al. [48] 

SEM/NMS MWNT/PEEK 3.5-7 Tsuda et al. [49] 

Tensile MWCNT/PEEK 2.1-6.2 Ogasawara et al. [3]
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表 4. 3 基材與碳管交界面之剪切應力((a)Model 1 (b)Model 2 (c)Model 3) 

 
(a)  

Shear stress (MPa) 

Node 1 20.143 

Node 2 18.012 

Node 3 20.142 

Node 4 18.010 

 
(b)  

Shear stress (MPa) 

Node 5 21.835 

Node 6 18.216 

Node 7 21.834 

Node 8 18.215 

 
(c)  

 Shear stress (MPa) 

Node 9 23.152 

Node 10 18.306 

Node 11 23.150 

Node 12 18.306 
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表 4. 4 已滑開碳管壁上之平均剪切應力收斂性測試結果 

 
Model 1 Model 2 Model 3 

τslip (MPa) 1.721 1.736 1.739 

 
 
 
 
 

表 4. 5 損失因子收斂性測試結果 

 

 
Loss factor 

Model 1 0.00695 

Model 2 0.00693 

Model 3 0.00693 
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表 4. 6 平均徑向之正向應力與施加外應力關係((a)Lt=50nm (b) Lt=100nm) 

(a)  

Applied stress 

(MPa) 
Average normal stress P 

Analytical model (MPa)  FEM model (MPa) 

10 5.194  3.652 

15 7.715  5.831 

25 12.80  9.901 

35 17.88  14.68 

50 25.51  21.78 

100 50.98  43.46 

150 76.41  61.13 

200 101.85  76.41 

 
 

(b)  

Applied stress 

(MPa) 
Average normal stress P 

Analytical model (MPa)  FEM model (MPa) 

10 5.020  3.586 

15 7.466  5.531 

25 12.39  9.701 

35 17.32  14.28 

50 24.72  21.28 

100 49.35  39.42 

150 74.01  59.35 

200 98.67  78.94 
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表 4. 7 參數列表 2[1] 

 

 Resin  SWNT 

Young’s modulus (GPa) 2.1 1000 

Loss factor 0.008 - 

Poisson’s ratio 0.36 0.3 

Radius (nm) 140 17.5 

Length (nm) - 1000 

Volume fraction (%) - 0.3a 

a conversion from wt% 
 
 

表 4. 8 材料參數列表 3[5] 

 

 Resin  SWNT 

Young’s modulus (GPa) 2.1 1000 

Loss factor 0.011 - 

Poisson’s ratio 0.36 0.3 

Radius (nm) 140 17.5 

Length (nm) - 1000 

Volume fraction (%) - 0.3a 

a conversion from wt% 
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表 4. 9 材料參數列表 4[4] 

 Resin  SWNT 

Young’s modulus (GPa) 3.3 1003 

Loss factor 0.02 - 

Poisson’s ratio 0.35 0.17 

Radius (nm) 5.6 0.7 

Length (nm) - 1000 

Volume fraction (%) - 0.54 

Bonding strength (MPa) 0.2 

 
 

表 4. 10 材料參數列表 5[18] 

 Resin  SWNT 

Young’s modulus (GPa) 3.3 641.1 

Loss factor 0.015 - 

Poisson’s ratio 0.35 0.3 

Radius (nm) 20.352 2.544 

Length (nm) - 1500 

Volume fraction (%) - 0.5 

Bonding strength (MPa) 18 
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表 4. 11 材料參數列表 6[26] 

 Resin  SWNT 

Young’s modulus (GPa) 4.2 1000 

Loss factor 0.048 - 

Poisson’s ratio 0.35 0.3 

Radius (nm) 2.8 0.7 

Length (nm) - 35-560 

Volume fraction (%) - 5 
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附圖	

 

圖 2. 1 Liu[18]模型碳管束與套筒示意圖 

 
 

 

圖 2. 2 Liu[18]模型受均佈拉應力作用 
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圖 2. 3 模型受均佈拉應力作用 

 
 
 

     

圖 2. 4 第一階段整體複合材料示意圖 

 



98 
 

     

圖 2. 5 整體複合材料自由體圖 

 

 

圖 2. 6 奈米碳管力平衡示意圖 



99 
 

 

圖 2. 7 第二階段整體複合材料示意圖 

 
 

 

 

圖 2. 8 第二階段Ｂ區域碳管自由體圖 



100 
 

 

圖 2. 9 複合材料之自由體圖 

 
 
 

 

圖 2. 10 波松效應與界面間之正向力示意圖 
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圖 3. 1 八分之一複材模型 

 

圖 3. 2 複材模型截面之網格 
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(a) 

 
(b) 

 

圖 3. 3 邊界條件示意圖((a)模型下視圖 (b)模型側視圖) 
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圖 3. 4 基材與碳管界面尚未破壞之半模型 

 

圖 3. 5 基材與碳管界面發生部份破壞之半模型 
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圖 3. 6 有限元素模型建立流程圖 

 
 
 
 
 

 

 

圖 3. 7 將高斯積分點結果複製至節點上 
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圖 3. 8 碳管與基材交界面最上緣元素示意圖 

 
 

 
 

圖 3. 9 未滑開碳管與基材交界面最上緣元素示意圖 
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圖 3. 10 元素鋪設示意圖 

 
 

 

圖 3. 11 碳管與基材邊界滑動 
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圖 3. 12 已滑開碳管最外層元素示意圖 
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(a)  
 

 
(b)  

 

 
(c)  

 

圖 4. 1 碳管上緣之網格((a) model 1 (b) model 2 (c) model 3) 
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(a)   

 

 
(b)   

 

 
(c)   

圖 4. 2 已破壞區域與鏈結區域交界處之網格((a) model 1 (b) model 2 (c) 

model 3) 
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圖 4. 3 已滑開碳管壁上之平均剪力-基材與碳管相對位移量之關係圖 
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(a) 

 

(b) 

圖 4. 4 外應力與已滑開碳管長度關係圖((a)Lt=50nm (b) Lt=100nm) 
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(a) 

 

(b) 

圖 4. 5 外應力與相對滑動長度關係圖((a)Lt=50nm (b) Lt=100nm) 
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(a) 

 
(b) 

圖 4. 6 外應力與滑開區域碳管壁上之總剪力關係圖((a)Lt=50nm (b) 

Lt=100nm) 
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(a) 

 
(b) 

圖 4. 7 當外應力為 35MPa 時，碳管壁上剪切應力在已滑開碳管區域分佈圖

((a)Lt=50nm (b) Lt=100nm) 
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(a) 
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(b) 

圖 4. 8 已滑開碳管區域剪切應力分佈圖((a)Lt=50nm (b) Lt=100nm) 
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(a) 

 

(b) 

圖 4. 9 外應力與滑動所消粍之能量關係圖((a)Lt=50nm (b) Lt=100nm) 
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(a) 

 

(b) 

圖 4. 10 外應力與整體複材之總應變能關係圖((a)Lt=50nm (b) Lt=100nm) 
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(a) 

 
(b) 

圖 4. 11 比較因滑動所產生之損失因子以及基材材料之損失因子 

((a)Lt=50nm (b) Lt=100nm) 
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(a) 

 

(b) 

圖 4. 12 外應力與整體複材之阻尼損失因子關係圖((a)Lt=50nm (b) 

Lt=100nm) 
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圖 4. 13 碳管長度與損失因子關係圖 

  

Applied stress (MPa)

 c
o

m
p

0 50 100 150 200
0

0.03

0.06

0.09

0.12

0.15

Lt=50nm

Lt=75nm

Lt=100nm



122 
 

 

(a) 
 
 

 

(b) 

圖 4. 14 複材幾何隨體積比改變示意圖((a)複材隨體積比改變基材突出厚度

(b)複材隨體積比改變基材半徑) 
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圖 4. 15 碳管體積比與損失因子關係圖 

 

 

圖 4. 16 已滑開界面摩擦係數與損失因子關係圖 
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圖 4. 17 基材與碳管界面鏈結強度與損失因子關係圖 
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(a) 

 
(b) 

圖 4. 18 計算複材等效楊式模數((a)將 B 區域等效為一均質材料(b)將 A、B

區域等效為一均質材料) 
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圖 4. 19 解析模型與文獻實驗[1]比較結果 

 

圖 4. 20 解析模型與文獻實驗[5]比較結果 
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圖 4. 21 解析模型與文獻實驗及模擬[4]比較結果 

 

圖 4. 22 解析模型與文獻解析模型[18]比較結果 
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圖 4. 23 解析模型與文獻解析模型[26]比較結果 

 

圖 4. 24 解析模型相對位移量與碳管長徑比關係圖 
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圖 A. 1 厚壁筒受內外壓示意圖 
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