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指數位能 Einstein-Kalb-Ramond 理論的冪方解

研究生:王仁宏 指導教授: 高文芳

國立交通大學物理研究所碩士班

摘 要

我們將討論高維 Einstein-Kalb-Ramond 模型，並引入一個指數形式
的位能項。在這樣的模型下，我們找到了一些 Bianchi type I 度規的
冪方解。我們也對四維時空及內空間的收縮或膨脹，加以分析。結果發
現所有四維時空的膨脹解，任何不均向發展最終都會減少，只有朝著 de

Sitter 空間演進的膨脹冪方解是穩定的。
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Power law solutions of Einstein-Kalb-Ramond theory

with exponential potential

Student:Ren-Hong Wang Advisor: Prof. W.F.Kao

Institute of Physics

National Chiao Tung University

ABSTRACT

We discussed the higher-dimensional Einstein-Kalb-Ramond cos-
mology in Bianchi type I metric and introduced an exponential
potential model. It could be found that all of the anisotropic
expanding analytic power-law solutions will evolve into de Sitter

space finally.
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Chapter 1

Introduction

1.1 引言

1916年Einstein發表劃時代的鉅著廣義相對論，廣義相對論的誕生使得
物理學界近百年來出現了許多新的領域，其中宇宙學便是以廣義相對論

為基礎下所建立的。

目前在宇宙學領域中對早期宇宙較廣為接受的描述即為宇宙暴脹理
論(inflation)。暴脹理論的提出是為了解決宇宙微波背景輻射(Cosmic

Microwave Background Radiation ， 以下簡稱CMB)在早期的宇宙標準
模型所遇到的問題。

CMB所面臨的問題在於它的大尺度均向性(isotropy)。大尺度均向性

意味著早期宇宙的各個區域都有辦法進行熱交換，但以宇宙標準模型來
看，在早期宇宙有某些區域是在彼此的視界(horizon)外，這樣一來便產
生矛盾，因為會有超光速訊息的問題。[6]

1980年代，A. Guth提出了暴脹理論來解決這個問題。Guth假設早期宇
宙經歷過一段暴脹時期，在這段期間宇宙的擴張極為快速，所以在宇宙
標準模型中看似類空(spacelike)的區域其實是類時(timelike)的。[15]

然而，我們必須要有個能量來推動宇宙的暴脹，因此我們在作用量
(action)中加入了一個純量場 ϕ ， ϕ 稱為暴脹子(inflaton)。近年來

因為弦理論(String Theory)的出現，讓遇到瓶頸的大一統理論出現了曙
光。也因為如此，許多的宇宙物理學家試著將弦理論結合到宇宙模型中
來研究宇宙的發展是否在最後會朝著de Sitter時空演進，本文的Kalb-
Ramond field即為一例。此外，一般推測相信內空間(internal space)
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的緊緻化(compactification)過程與四維時空(physical space)的暴脹
是密不可分的。[1]

1.2 The Friedmann Equation

1920年代Hubble首度測量到星系間的紅位移，證實了宇宙正在膨脹。這
一個天文觀測上的重大發現奠定了之後宇宙學的發展方向。

正如之前所敘述的，現代宇宙學以廣義相對論為基礎，並且我們願意

相信宇宙的樣貌如同宇宙學原理所描述，即宇宙在大尺度下是均勻(ho-
mogeneous)且均向(isotropy)的，所以我們希望宇宙膨脹的模型必須以
這個框架為前提下建立。其中Friedmann equation便是在這樣的前提下
描述均勻且均向性的宇宙膨脹方程式。[4,9]

Friedmann equation所假設的度規(metric)為

ds2 = −dt2 + a2(t)ds23 (1.1)

a(t) 為尺度因子(scale factor)且只與時間有關

考慮Einstein equation

Gµν = 8πGTµν + Λgµν (1.2)

Λ : 宇宙常數

且假設 能動量張量(energy-momentum tensor) 為 完美流體(perfect

fluid) 的形式

T µ
ν =


−ρ 0 0 0
0 p 0 0
0 0 p 0
0 0 0 p

 (1.3)

又

R00 = −3
ä

a
(1.4)
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Rij = −gij(
ä

a
+ 2

ȧ2

a
+

2k

a2
) (1.5)

gijRij = R = −6(
ä

a
+

ȧ2

a
+

k

a2
) (1.6)

則我們可以找到兩個獨立的Friedmann equation，分別為 G00分量及
trace所得到的方程式

Friedmann equation :

(
ȧ

a
)2 =

8πG

3
ρ− kc2

a2
+

Λc2

3
(1.7)

trace eqaution :

Ḣ +H2 =
ä

a
=

−4πG

3
(ρ+

3p

c2
) +

Λc2

3
(1.8)

其中不同的 k 值對應到不同種類的空間

k = 0 : 平直空間
k = 1 : 三維球面
k = −1 : 三維雙曲面

若是令

ρ → ρ+
Λc2

8πG

p → p− Λc4

8πG
則可簡化 Friedmann equation 及 trace equation 二式成

(
ȧ

a
)2 =

8πG

3
ρ− kc2

a2
(1.9)

ä

a
= −4πG

3
(ρ+

3p

c2
) (1.10)
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則我們可以解得

a(t) = a0t
2

3(ω+1) (1.11)

a0 為積分常數

不同的 ω 值會讓尺度因子對應到不同時期的宇宙

a(t) ∝ t
1
2 ⇒ 輻射主導

a(t) ∝ t
2
3 ⇒ 物質主導

由Freidmann equation解出的尺度因子可以成功的描述宇宙誕生後
10−2 秒至今的演化，但卻在描述較這時間點更早期的宇宙時出現了一些
有待解決的問題。這些問題及解決的方案將會在之後的章節介紹。[16]

1.3 Big Bang

若將Friedmann equation所得到的宇宙膨脹結果進行時間反演，則我們
會推得宇宙在過去會是一個奇點，即密度、溫度都無限高的狀態。大霹
靂理論(Big Bang Theory)相信這個奇點便是我們宇宙的起源。從大霹靂
發生的那一刻起，宇宙經歷了幾個不同的時期。[6]

普朗克時期(Planck Epoch) : 0 s to 10−43 s

對於這個時期，目前已知的資訊還非常少，一般認為在這個時期宇宙
的量子效應顯著，所以廣義相對論不足以預測這個時期發生的事，我們
希望能藉由量子重力理論的發展可以更清楚的了解普朗克時期。

大一統時期(Grand Unification Epoch) : 10−43 s to 10−36 s

溫度約為 1015GeV並且電磁交互作用、弱交互作用、強交互作用是合
而為一的時期。

暴脹時期(Inflationary Epoch) : 10−36 s to 10−32 s

此時宇宙降溫，強交互作用獨立出來，並且宇宙在這段時期快速膨
脹。有關暴脹的概念會在接下來的章節介紹。
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再加熱時期(Reheat Epoch)

當暴脹結束後，推動暴脹的場轉為熱能的形式重新加熱宇宙。

夸克時期(Quark Epoch) : 10−12 s to 10−6 s

目前已知的四種基本交互作用在這個時期形成，但因溫度太高還不足

以形成強子。所以物質以夸克、輕子等形式存在。

強子時期(Hadron Epoch) : 10−6 s to 1 s

宇宙的溫度降低至quark足以束縛在一起形成hardon。至1 s時，大部
份的hardon - anti hardon對都湮滅，宇宙中只留下少部份hardon。

輕子時期(Lepton Epoch) : 1 s to 10 s

這時期由輕子主導，如同強子一樣，直至10 s時剩下少數殘留的輕
子。

光子時期(Photon Epoch) : 10 s to 380000 years

由光子主控的時期，但宇宙溫度仍高，使得光子的能量仍足以與質子
(proton)、電子(electron)等進行交互作用。

當宇宙年齡至370000年時，宇宙降溫，此時光子的能量已不足以與宇
宙中的原子進行交互作用。至此宇宙變得透明，而光子也形成宇宙背景
輻射，成為日後我可以證實大霹靂確實發生過的証據。[16]

1.4 宇宙微波背景輻射的不均向性

1965年，貝爾實驗室的A.Penzias與R.Wilson以液態氦校準過的天線接收
機偵測到了意料之外的雜訊，在謹慎的排除了各種可能造成雜訊的原因
之後，Penzias與Wilson確定了這個訊號是來自太空。

Penzias與Wilson發現的這個雜訊均勻且均向的佈滿天空，而物理學家
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R.Dicke認為這個訊號即為大霹靂後所殘留的最好證據，在一連串的實

驗及觀測後確定了這個訊號是黑體輻射，其溫度為2.73K，並具有均勻及
各向同性的性質，這也與之前所提到的宇宙學原理相符，也因此這個訊
號被稱為「宇宙微波背景輻射」(Cosmic Microwave Background Radia-
tion)，簡稱C.M.B.[4,6]

C.M.B.的發現也進一步証實了標準宇宙學(Standard Cosmology)的預
測，雖然標準宇宙學在描述宇宙的演進上取得成功，但在描述輻射主導
的早期宇宙卻面臨了三個主要問題。

(I) 視界問題(horizon problem)

由C.M.B.的發現讓我們知道現今宇宙的模樣與宇宙學原理相符。即宇
宙在大尺度的結構下具有均向性及均勻性。這表示目前的可見宇宙中各
處都達到了熱平衡，但若依照標準宇宙學的模型往回追溯，我們發現宇
宙中有許多區域是在彼此的視界(horizon)之外。若這些區域要達到熱平

衡，則勢必會伴隨著超光速訊息傳遞的問題出現。

(II) 平坦性問題(flatness problem)

現今我們觀察到的宇宙在大尺度上是平坦的，意即宇宙中的物質密度
非常接近平坦宇宙的臨界密度。若將時間往回推算，則在早期宇宙的物
質密度與臨界密度更為接近，偏差非常的小。這樣的情況要是偶然發生

的機率並不高，所以宇宙物理學家相信這是由當時尚未知曉的機制來推
動。

(III) 磁單極問題

若熱大霹靂(Hot Big Bang)模型是正確的，則早期宇宙將處於極高溫
的狀態。而弦論預測在這樣的狀態下，目前已知的四種基本交互作用是
統一的，並且會產生大量的磁單極，多到足以構成宇宙的主要成份。但

事實是，至今為止我們在宇宙中尚未發現任何磁單極的存在。

這幾個重要的問題困擾了當時的宇宙物理學家，直到了1980年代Guth

提出了宇宙在初期經歷過暴脹時期的概念來解決這些問題。Guth的想法
是在早期的宇宙發展中引入一個純量場作為推動暴脹機制，這個場稱為
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暴脹場。暴脹場所引起的重力作用有別於一般物質，它提供了斥力，所

以才使空間得以擴張，暴脹場的位能使得宇宙的空間在 10−30 秒內向各
方向膨脹了 1025 倍之多。這個數量級即使放到天文學的尺度上來看也是
一個很驚人的數字。

因為宇宙這種超光速的擴張讓原先處於視界內的區域在膨脹後落到了
彼此的視界之外並且因為暴脹使得宇宙變得均勻且平坦，換句話說，原
先宇宙所具有的結構被暴脹給迅速弭平了，因此暴脹的概念可以合理的
解釋這三個困擾物理學家已久的重大問題，也使得暴脹理論成為宇宙學

上廣為接受的理論。[15]

雖然C.M.B.相當程度的印證了宇宙學原理。但我們知道C.M.B.的本質

是黑體輻射，其頻譜只由溫度決定，且根據狹義相對論(Special Rel-
ativity)，當我們所處的座標系與宇宙的座標系有相對運動時，便會有
Doppler effect的出現，這也意味著在CMB上會有偶極不均向性(Dipole
Anisotropy)的出現。

而宇宙早期的物質分佈對其後的演化有著極為重要的影響，若是在宇
宙初期物質分佈完全均勻，則依照我們所知的理論來看，宇宙將難以演
化出現在所觀測到的星系結構，這也成為CMB應該存在著溫度異向性的

理由之一。這個溫度異向性帶著形成現今星系結構的資訊，所以長久以
來物理學家都希望能從天文觀測上找到CMB的異向性，而CMB的溫度起伏
也終於在1992年由COBE衛星上的儀器DMR所偵測到。由於CMB異向性的發

現，我們可以藉由理論模型與被測量到的CMB頻譜做比較，進而反推宇宙
的初始條件。

隨著暴脹理論的提出及量子理論的發展成熟，物理學家也了解到假設

為驅動暴脹的純量場因為量子效應的關係，在空間中各點的強度會有所
差異，意即存在著量子漲落(Quantum Fluctuation)。這樣的能量起伏使
得宇宙中不同區域的暴脹結束時間不同，進而讓我們宇宙中存在著微小
的不均勻。[11]

C.M.B.所存在的不均向性雖然微小，但其背後卻隱含著許多基本且深
刻的物理法則，因此我們也希望能藉由研究在不均向空間的宇宙模型來

得到更多的資訊以了解尚未明朗的自然定律。
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Chapter 2

Classical Cosmologies from
Supergravity

2.1 String Theory

如何將目前已知的四個基本交互作用統一成一個基本交互作用一直是近
數十年來物理學界最重要的課題。隨著量子理論發展的成熟，我們已經
成功的將電磁交互作用、弱交互作用、強交互作用統合在一起，將這些

規範交互作用(gauge interaction)整合在一起的模型稱為「標準模型」
(Standard Model)。

以廣義相對論為基礎所建立的現代宇宙學發展出了大霹靂理論，而大

霹靂理論也因為C.M.B.的觀測發現被証實了，但我們也同時面臨了宇宙
中存在時空奇點(space-time singularity)的情況，這意味著廣義相對
論在處理強大重力場問題時的不完備。然而，廣義相對論並不是第一個

存在奇點問題的理論，類似的問題在古典電磁學中也有，在古典電磁學
的描述下，電荷(charge)是一個點，因此會有自能(self energy)無窮大
的問題。但隨著量子理論的發展，我們了解到電荷並不是一個點，換句
話說，量子效應的引入解決了古典電磁學的奇點問題。而因為量子理論

的成功，所以物理學家希望能將廣義相對論與量子理論相結合，藉由量
子效應來解決時空奇點的問題。但可惜的是，我們在整合兩種理論時遇
到了難題，因為量子重力無法重整化，這表示當重力場增強時，量子效
應也會增大到無法控制，進而使得理論失去可預測性。有鑑於此，我們

必須找出新的方法來完成統一場論的工作。

弦論(String Theory)是目前可能成為統一場論的候選理論，有別於

現實世界所能觀測的四維空間，弦為了自洽，則整個理論必須建立在
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(1+3+6)維空間上，即除了我們所熟知的四維時空外還有額外的六維內空
間。弦論用弦的振動態來描述各種基本粒子，在標準模型中各種不同的
基本粒子其實只是弦不同的振動態，這樣的弦可以找到一種振動態對應

到重力子(graviton)。重力子即為量子化的重力，而在早期宇宙的尺度
下，重力的行為與古典重力相較會出現巨大的差異，所以如果要研究早
期宇宙的演化，引入弦論似乎是一條可行的路。[12,13,17]

2.2 Extra Dimensions

額外維度(Extra dimensions)概念可以追溯自1921年出現的Kaluza-Klein
Theory。這個理論主要是希望能將重力與電磁力統合在一起的模型，其
概念為將空間的維度拓展到五維。在這樣的架構下，其張量方程式的不
同分量分別對應到Einstein equation及Maxwell equations。

如2-1節所提到，弦論是目前最有可能統合所有基本交互作用的候選理
論，而弦論在10維空間中才能自洽。但因為弦論其模型尺度極其微小的

關係，若我們要以實驗來驗證需要極高的能量，而所需的能量之高，即
使是目前最強大的粒子加速器LHC也遠遠不及。因此弦論難以被驗証的事
實數十年來困擾著物理學家。幸運的是，雖然人類無法創造出足以驗証
弦論的高能量，但自然界卻曾經存在過。

我們知道目前被廣為接受的宇宙模型所描述的早期宇宙是一個極高
溫的狀態，所以宇宙學家希望能在弦論的基礎下對早期宇宙的面貌有
更多了解。早期宇宙的暴脹幾乎弭平了宇宙的所有不均勻，而驅動暴脹

的機制從理論被提出以來就出現了許多模型試圖加以解釋，但由於我們
對於超高能量狀態下的物理了解極為有限，因此暴脹的機制目前尚未有
定論。然而宇宙早期的高能環境下，弦的性質顯著，並且基於暴脹理論

的成功，所以我們希望能進一步的了解弦論架構下的額外維度與早期宇
宙演化之間的關係。目前的理論認為在弦宇宙學(String Cosmology)的
模型下，內空間的收縮使得其能量跑到了四維時空進而導致了其加速膨
脹。[14,19]

2.3 Kalb-Ramond Field

Kalb-Ramond field是在弦論架構下的規範場。如同電磁場與電荷產生交
互作用一樣，Kalb-Ramond field是與string charge產生交互作用。有
別於Maxwell規範場，Kalb-Ramond field的形式為一個anti-symmetric
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two tensor，即 Bµν = −Bνµ。依此性質，我們可以簡單的寫下其Lorentz
scalar為[12,18]

−
∫

∂xµ

∂τ

∂xν

∂σ
Bµν(x(σ, τ))dτdσ (2.1)

此外，定義Kalb-Ramond field strength為

Fµνρ = ∂µBνρ + ∂νBρµ + ∂Bµν (2.2)

由此我們可以很簡單的驗証Kalb-Ramond field滿足規範不變性(gauge
invariance)。

規範變換:

B′
αβ = Bαβ + ∂αΛβ − ∂βΛα (2.3)

則由

F ′
αβγ = ∂αB

′
βγ + ∂βB

′
γα + ∂γB

′
αβ

可展開成

F ′
αβγ = ∂αBβγ + ∂βBγα + ∂γBαβ + ∂α(∂βΛγ − ∂γΛβ)

+ ∂β(∂γΛα − ∂αΛγ) + ∂γ(∂αΛβ − ∂βΛα)
(2.4)

而從常微分的對稱性知 ∂α∂β = ∂β∂α，則我們可以得到規範變換的項

總合為零

∂α(∂βΛγ − ∂γΛβ) + ∂β(∂γΛα − ∂αΛγ) + ∂γ(∂αΛβ − ∂βΛα) = 0 (2.5)

由此我們可以得知Kalb-Ramond field的確是一個滿足規範不變性的規
範場。

F ′
αβγ = Fαβγ (2.6)
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2.4 Einstein-Kalb-Ramond Cosmology

在早期宇宙的環境中，重力的量子效應顯著，如2-1節所述，弦論是目前

有希望成為統一場論的候選理論之一，所以物理學家在其研究的宇宙模
型中融入了弦論來研究宇宙的演進。

因為弦論在十維空間中方能自洽，所以若希望我們的宇宙模型建立

在弦的架構下，首先我們得將空間拓展到十維，即四維時空加上六維的
內空間。再來便是引入會影響宇宙演化的幾個動力場，分別為描述時空
間幾何特性的度規張量 gab、描述規範交互作用的Kalb-Ramond field

Bab，還有與Kalb-Ramond field strength耦合的純量場 ϕ 。

在早期宇宙學剛發展的時候，我們對宇宙的研究並沒有考慮torsion
field的效應，直到了Einstein-Cartan theory的出現。Einstein-Cartan

theory認為，物質的質量影響了時空的曲率，而物質的spin將會影響時
空的torsion。在Einstein-Kalb-Ramond theory中，我們並沒有在con-
nection中考慮torsion的存在，取而代之的是以Kalb-Ramond field加入

模型中來造成相似的效應。藉此，可以寫下其作用量(action)為

作用量:

S =

∫ √
−g(R− 1

2
∂Pϕ∂

Pϕ− V (ϕ)− 1

6
eϕFMNPF

MNP )d10x (2.7)

在[3]的文章中，作者將這個模型放到了Robertson-Walker 度規下求
解動力場，其Robertson-Walker 度規為

ds2 = −dt2 +R2
3(t)g̃ij(x)dx

idxj +R2
6(t)g̃mn(y)dy

mdyn (2.8)

首先假設 ϕ 及 FMNP 都是只與時間有關的函數，且 FMNP 只在四維

時空有值。則找出了下列方程式

3
R̈3

R3
+ 6

R̈6

R6
=

1

2
ϕ̇2 +

1

2
eϕF 2 (2.9)

2
k3
R2

3

+
d

dt
(
Ṙ3

R3
) + (3

Ṙ3

R3
+ 6

Ṙ6

R6
)
Ṙ3

R3
= −3

2
eϕF 2 (2.10)
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5
k6
R2

6

+
d

dt
(
Ṙ6

R6
) + (3

Ṙ3

R3
+ 6

Ṙ6

R6
)
Ṙ6

R6
=

1

2
eϕF 2 (2.11)

ϕ̈+ (3
Ṙ3

R3
+ 6

Ṙ6

R6
)ϕ̇ = −2eϕF 2 (2.12)

並假設解是冪方(power-law)的形式代入方程組中可以得到一組穩定解
為

R3(t) = R30t , R6(t) = R60t
−1 , ϕ− ϕ0 = 4 ln t

k3 = −4R2
30 , k6 = 0 , ϕ0 = ln

8R6
30

f 2
0

其中 R30 、 R60 為常數

由這組解我們可以發現當四維時空膨脹時，內空間會隨著收縮。比較

值得討論的是，若是膨脹速率不隨時遞減，則宇宙演化至核聚變時期時
就會出現問題，這不是我們所期待的。所幸在此Kalb-Ramond field及純
量場及時扮演了減緩膨脹速率的角色，解決了這個問題[3]。此外，在
[3]提到即使是冪方解也能產生暴脹。我們可以藉由宇宙的總熵來確認這

件事。假設宇宙是準靜的(adiabatic)，即宇宙的總熵不變。總熵的值可
約略計算[14]

S ∼ 1088 ∼ R3
3iR

6
6iT

9
i ≃ R3

3fR
6
6fT

9
f

其中腳標 i 代表的是在暴脹發生前的尺度因子及溫度，而腳標 f 則
是暴脹發生後的尺度因子及溫度

根據[14,19]，由於量子效應的關係避免了內空間塌縮成奇點， R6f

的數量級約為普朗克長度(Planck length)，且若是內空間的初始尺度足
夠大，則冪方解就足夠產生暴脹。則

R3i ∼ 1 ⇒ R3f ∼ 1088/3 (2.13)

又compactification temperature接近普朗克能量(Planck energy)，
即 Ti ≤ 1 ，則
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R6i

R6f
∼ tf

ti
∼ 1044/3 (2.14)

由此知，在宇宙初期，內空間與四維時空的差距約有15個數量級。這
樣的差距是足夠讓冪方解產生暴脹的。[3,5,7,10]
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Chapter 3

Einstein-Kalb-Ramond Cosmology in
Anisotropic Spacetime

3.1 Einstein-Kalb-Ramond Action下的場方程式

由近代的天文觀測發現，在大尺度是均勻且均向的宇宙其實存在著些許
的不均向。基於這個事實，我們有別於[3]的工作，將Einstein-Kalb-
Ramond action以Bianchi type I space為度規來討論宇宙的演進。

度規:

ds2 = −dt2 + a21(t)dx
2 + a22(t)dy

2 + a23(t)dz
2 + d2(t)δmndx

mdxn (3.1)

其中 ai(t)、d(t) 為尺度因子且 m,n = 4→9

作用量 :

S =

∫
d10x

√
−g (R− 1

2
∂Pϕ∂

Pϕ− V (ϕ)− 1

6
eκϕFMNPF

MNP ) (3.2)

若我們將作用量對gMN 變分,得度規方程式 :

GMN =
1

2
∂Mϕ∂Nϕ− 1

4
gMN∂Pϕ∂

Pϕ− 1

2
gMNV (ϕ)

+
1

12
eκϕ(6FMPQF

PQ
N − gMNFPQRF

PQR)
(3.3)
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對純量場變分 , 得純量場方程式 :

DM∂Mϕ = −∂ϕV (ϕ)− 1

6
eκϕFMNPF

MNP (3.4)

對torsion field變分 , 得torsion equation:

DM(eκϕFMNP ) = 0 (3.5)

若將Einstein tensor不為零的分量列出，再乘上各自的度規分量，則

我們可以寫下在Bianchi type I space下的度規方程式為

Friedmann equation:

−H1H2 −H1H3 −H2H3 − 18α̇β̇ − 15β̇2 = −1

4
ϕ̇2 − 1

2
V (ϕ)− 1

2
e−κϕ−12βχ̇2

(3.6)

而對 g11、g22、g33、g44 變分的方程式分別為

−Ḣ2 − Ḣ3 −H 2
2 −H 2

3 −H2H3 + 6H1β̇ − 6β̈ − 18α̇β̇ − 21β̇2

=
1

4
ϕ̇− 1

2
V (ϕ) +

1

2
e−κϕ−12βχ̇2 (3.7)

−Ḣ1 − Ḣ3 −H 2
1 −H 2

3 −H1H3 + 6H2β̇ − 6β̈ − 18α̇β̇ − 21β̇2

=
1

4
ϕ̇− 1

2
V (ϕ) +

1

2
e−κϕ−12βχ̇2 (3.8)

−Ḣ1 − Ḣ2 −H 2
1 −H 2

2 −H1H2 + 6H3β̇ − 6β̈ − 18α̇β̇ − 21β̇2

=
1

4
ϕ̇− 1

2
V (ϕ) +

1

2
e−κϕ−12βχ̇2 (3.9)

−3α̈−H2
1 −H2

2 −H2
3 −H1H2 −H1H3 −H2H3 − 5β̈ − 15α̇β̇ − 15β̇2

=
1

4
ϕ̇2 − 1

2
V (ϕ)− 1

2
e−κϕ−12βχ̇2

(3.10)
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而內空間中的腳標 m，Gm
m = G4

4 ∀ m，且Hubble parameter Hi =
ȧi
ai
，詳細的變分推導過程及Kalb-Ramond field的計算見附錄。

3.2 場方程式的簡化

與均向空間相比，不均向空間下的方程組是較為複雜的，所以我們希望
能簡化場方程式，讓方程式中的獨立變數減少以求得動力場的解析解。

我們可以將度規寫成如下形式[2]

a1(t) = eα1(t) , a2(t) = eα2(t) , a3(t) = eα3(t) , d(t) = eβ(t)

α1(t) = α(t)− 2σ+(t) (3.11)

α2(t) = α(t) + σ+(t) +
√
3σ−(t) (3.12)

α3(t) = α(t) + σ+(t)−
√
3σ−(t) (3.13)

則

α1(t) + α2(t) + α3(t) = 3α(t) (3.14)

我們可以由Bianchi identity及純量場方程式、torsion equation解
得torsion field為[1](推導過程見於附錄)

χ̇(t) = γeκϕ−3α+6β (3.15)

其中 γ 為torsion field的積分常數

我們可以藉由(3.11)、(3.12)、(3.13)的度規形式來幫助簡化這些方
程式。另外我們可以對度規方程式取trace再用各分量的組合來消除不均
向的部份。依此可得兩個方程式
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−1

8
(G0

0 +G1
0 +G2

2 +G3
3) +

1

4
G4

4 = β̈ + 3α̇β̇ + 6β̇2

=
1

8
V (ϕ)− 1

4
e−κϕ−12βχ̇2 (3.16)

及

−1

6
(3G0

0 +G1
1 +G2

2 +G3
3) = α̈ + 3β̈ + 15α̇β̇ + 3α̇2 + 18β̇2

=
V

2
(3.17)

由此我們可以得到與 α(t) 、 β(t) 、 ϕ(t) 有關的三個場方程

α̈ + 3β̈ + 15α̇β̇ + 3α̇2 + 18β̇2 =
V (ϕ)

2
(3.18)

β̈ + 3α̇β̇ + 6β̇2 =
1

8
V (ϕ)− γ2

4
eκϕ(t)−6α(t) (3.19)

ϕ̈+ 3α̇ϕ̇+ 6β̇ϕ̇ = −∂ϕV (ϕ)− κγ2eκϕ(t)−6α(t) (3.20)

我們可以由這三個簡化後的方程式分別解出 α(t) 、 β(t) 、 ϕ(t) 三
個變數。

3.3 分析的模型 V (ϕ) = V0e
κωϕ

有了簡化的方程式後，接下來我們需要建構一個適當的位能模型來找到
方程式的解。

我們假設一個新的位能模型為

V (ϕ) = V0e
κωϕ (3.21)

在此將位能的exponential指數項參數分離成 κ、ω 以便計算。
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假設解是冪方的形式，即令

α(t) = A ln t , β(t) = nA ln t , κϕ(t) = mA ln t (3.22)

代入eq (3.18)得

(−A+ 3B + 15nA2 + 3A2 + 18n2A2)t−2 =
V0

2
tωmA (3.23)

代入eq (3.19)得

(−nA+ 3nA2 + 6n2A2)t−2 =
V0

8
tωmA − γ2

4
t(m−6)A (3.24)

代入eq (3.20)得

(−mA+ 3mA2 + 6nmA2)t−2 = −κωV0t
ωmA − κγ2t(m−6)A (3.25)

若要得到有意義的解，我們令

(m− 6)A = ωmA = −2 (3.26)

而我們可以由(3.23)、(3.24)、(3.25)三式得到 κ、ω 的約束條件，
因此我們由位能的初值條件 V0 以及torsion field的初值條件 γ 為參
數解得

n(V0, γ) =
V0 − 2γ2

V0 + 6γ2
(3.27)

m(V0, γ) = 6− 2

A(V0, γ)
(3.28)

ω(V0, γ) =
1

1− 3A(V0, γ)
(3.29)

A(V0, γ) =
1

6
(1±

√
1 +

3

2
(3V0 + 2γ2))(

V0 + 6γ2

3V0 + 2γ2
) (3.30)

κ2(V0, γ) = (
V0 + 6γ2

4
)(
3A(V0, γ)− 1

A(V0, γ)
)(−γ2 +

V0

3A(V0, γ)− 1
)−1 (3.31)
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則我們得到 α(t) 及 β(t)

α(t) =
1

6
(1±

√
1 +

3

2
(3V0 + 2γ2))(

V0 + 6γ2

3V0 + 2γ2
) ln t (3.32)

β(t) =
1

6
(1±

√
1 +

3

2
(3V0 + 2γ2))(

V0 − 2γ2

3V0 + 2γ2
) ln t (3.33)

再由

G2
2 −G3

3 = (Ḣ2 − Ḣ3) + (H 2
2 −H 2

3 ) +H1(H2 −H3) + 6(H2 −H3)β̇ = 0

得方程式

(α̈2 − α̈3) + (3α̇+ 6β̇)(α̇2 − α̇3) = 0

其中 α2 − α3 = 2
√
3σ− ， 則我們可以得到

G2
2 −G3

3 = 0

2
√
3(σ̈− + 3α̇σ̇− + 6β̇σ̇−) = 0 (3.34)

可解得

σ̇−(t) = k−e
−3α(t)−6β(t) (3.35)

而

G0
0 +G1

1 = −V (ϕ)

= −2α̈− 2σ̈+ − 6α̇2 − 6α̇σ̇+ − 4α̇2 − 30α̇β̇ − 6β̈ − 36β̇2 − 12β̇σ̇+

則

G0
0 +G1

1 −
1

3
(3G0

0 +G1
1 +G2

2 +G3
3) = 0

得方程式

−2(σ̈+ + 3α̇σ̇+ + 6β̇σ̇+) = 0 (3.36)

19



可解得

σ̇+ = k+e
−3α−6β (3.37)

其中 k− 、 k+ 為積分常數
則 −3α(t)− 6β(t) =

−1

6
(1±

√
1 +

3

2
(3V0 + 2γ2))(

3V0 + 18γ2

3V0 + 2γ2
+

6V0 − 12γ2

3V0 + 2γ2
) ln t

= −1

2
(1±

√
1 +

3

2
(3V0 + 2γ2)) ln t

σ+(t) = k+

∫
e−3α(t)−6β(t)dt (3.38)

=
2k+

1∓
√

1 +
3

2
(3V0 + 2γ2)

t
1
2 (1∓

√
1+ 3

2 (3V0+2γ2)) (3.39)

σ−(t) = k−

∫
e−3α(t)−6β(t)dt (3.40)

=
2k−

1∓
√

1 +
3

2
(3V0 + 2γ2)

t
1
2 (1∓

√
1+ 3

2 (3V0+2γ2)) (3.41)

另外我們令 M =
√

1 + 3
2(3V0 + 2γ2) ，則可以寫出兩組冪方解為

a 2
1 (t) = t

1
3 (1+M)(

V0+6γ2

3V0+2γ2
)
exp [− 8k+

1−M
t
1
2 (1−M)] (3.42)

a 2
2 (t) = t

1
3 (1+M)(

V0+6γ2

3V0+2γ2
)
exp [

4k+ − 4
√
3k−

1−M
t
1
2 (1−M)] (3.43)

a 2
3 (t) = t

1
3 (1+M)(

V0+6γ2

3V0+2γ2
)
exp [

4k+ + 4
√
3k−

1−M
t
1
2 (1−M)] (3.44)
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內空間尺度因子

d2(t) = t
1
3 (1+M)(

V0−2γ2

3V0+2γ2
)

(3.45)

純量場

κϕ(t) =
(1 +M)(V0 + 6γ2)

3V0 + 2γ2
ln t (3.46)

及

a 2
1 (t) = t

1
3 (1−M)(

V0+6γ2

3V0+2γ2
)
exp [− 8k+

1 +M
t
1
2 (1+M)] (3.47)

a 2
2 (t) = t

1
3 (1−M)(

V0+6γ2

3V0+2γ2
)
exp [

4k+ − 4
√
3k−

1 +M
t
1
2 (1+M)] (3.48)

a 2
3 (t) = t

1
3 (1−M)(

V0+6γ2

3V0+2γ2
)
exp [

4k+ + 4
√
3k−

1 +M
t
1
2 (1+M)] (3.49)

內空間尺度因子

d2(t) = t
1
3 (1−M)(

V0−2γ2

3V0+2γ2
)

(3.50)

純量場

κϕ(t) =
(1−M)(V0 + 6γ2)

3V0 + 2γ2
ln t (3.51)

可以發現尺度因子的不均向性質由exponential項控制，而不同的初始
條件對應到的情況會在下一個章節討論。

3.4 不均向空間解的性質

在3-2節我們以冪方的形式解出了Einstein-Kalb-Ramond模型下的解析

解，而根據不同的初值條件，我們可以分別討論幾種對應的情況。但首
先要確認耦合的強度 κ 為實數時， V0、γ2 落在什麼範圍。

κ2 = (
V0 + 6γ2

4 )(3A−1
A )(−γ2+ V0

3A−1)
−1 > 0 時， V0、γ 落在的區間如下

圖
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其中 A = 1
6(1±

√
1 + 3

2(3V0 + 2γ2))( V0+6γ2

3V0+2γ2 )

要討論尺度因子的收縮或膨脹，可以從其微分來看

ȧ1(t) = α̇1(t) exp [α1(t)] (3.52)

ȧ2(t) = α̇2(t) exp [α2(t)] (3.53)

ȧ3(t) = α̇3(t) exp [α3(t)] (3.54)

則我們由尺度因子的微分知道膨脹或收縮是根據其指數項的微分所控
制。

其中

α̇1(t) = α̇(t)− 2σ̇+(t) (3.55)

α̇2(t) = α̇(t) + σ̇+(t) +
√
3σ̇−(t) (3.56)
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α̇3(t) = α̇(t) + σ̇+(t)−
√
3σ̇−(t) (3.57)

而令 M =
√

1 + 3
2(3V0 + 2γ2) ，則

α̇(t) = α̇±(t) =
1

6
(1±M)(

V0 + 6γ2

3V0 + 2γ2
)t−1 (3.58)

β̇(t) = β̇±(t) =
1

6
(1±M)(

V0 − 2γ2

3V0 + 2γ2
)t−1 (3.59)

3.4.1 膨脹解的分析

若希望得到膨脹解，我們先考慮位能為正的情況，則 V0 > 0 且 γ 為實
數，可以知道 M > 1 。我們可以先考慮取 α̇−(t) 的情況，得

α̇1(t) =
1

6
(1−M)(

V0 + 6γ2

3V0 + 2γ2
)t−1 − 2k+t

− 1
2 (1−M) (3.60)

α̇2(t) =
1

6
(1−M)(

V0 + 6γ2

3V0 + 2γ2
)t−1 + (k+ +

√
3k−)t

− 1
2 (1−M) (3.61)

α̇3(t) =
1

6
(1−M)(

V0 + 6γ2

3V0 + 2γ2
)t−1 + (k+ −

√
3k−)t

−1
2 (1−M) (3.62)

當 t → ∞ 時，且由於 M > 1 ，則 −1
2(1−M) > 0 ，因此

lim
t→∞

t−1 → 0 , lim
t→∞

t−
1
2 (1−M) → ∞ (3.63)

由此我們可以知道若取 α̇−(t) ，則尺度因子其均向項隨時間發展的速
率減緩，但不均向的部份加速，所以在這樣的情況下尺度因子到最後將
由不均向項主控。接著我們要討論的是尺度因子其不均向項的初值條件

k+ 、 k− ，因為尺度因子在此由不均向項主控，所以在不同的初值條件
情況下將會影響尺度因子是朝著收縮或者是膨脹演進。我們可以將初值
條件表為下列的情況

(1) 若k+ > 0、k− > 0 且 k+ >
√
3k− 時， (k+ +

√
3k−) > 0 、

(k+ −
√
3k−) > 0 ， −2k+ < 0
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(2) 若k+ > 0、k− > 0 且 k+ <
√
3k− 時， (k+ +

√
3k−) > 0 、

(k+ −
√
3k−) < 0 ， −2k+ < 0

(3) 若k+ > 0、k− < 0 且 k+ > |
√
3k−| 時， (k+ +

√
3k−) > 0 、

(k+ −
√
3k−) > 0 ， −2k+ < 0

(4) 若k+ > 0、k− < 0 且 k+ < |
√
3k−| 時， (k+ +

√
3k−) < 0 、

(k+ −
√
3k−) > 0 ， −2k+ < 0

(5) 若k+ < 0、k− > 0 且 |k+| >
√
3k− 時， (k+ +

√
3k−) < 0 、

(k+ −
√
3k−) < 0 ， −2k+ > 0

(6) 若k+ < 0、k− > 0 且 |k+| <
√
3k− 時， (k+ +

√
3k−) > 0 、

(k+ −
√
3k−) < 0 ， −2k+ > 0

(7) 若k+ < 0、k− < 0 且 |k+| > |
√
3k−| 時， (k+ +

√
3k−) < 0 、

(k+ −
√
3k−) < 0 ， −2k+ > 0

(8) 若k+ < 0、k− < 0 且 |k+| < |
√
3k−| 時， (k+ +

√
3k−) < 0 、

(k+ −
√
3k−) > 0 ， −2k+ > 0

(9) 若k+ = 0、k− > 0 時， (k+ +
√
3k−) > 0 、 (k+ −

√
3k−) < 0 ，

−2k+ = 0

(10) 若k+ = 0、k− < 0 時， (k+ +
√
3k−) < 0 、 (k+ −

√
3k−) > 0

， −2k+ = 0

(11) 若k+ > 0、k− = 0 時， (k+ +
√
3k−) > 0 、 (k+ −

√
3k−) > 0

， −2k+ < 0

(12) 若k+ < 0、k− = 0 時， (k+ +
√
3k−) < 0 、 (k+ −

√
3k−) < 0

， −2k+ > 0

由這些初值條件對應到的不均向項係數可知，只要 k+、k− 其中一個
非零時，至少有一個維度的不均向部份其係數會出現負值。若我們將取
α−(t) 時的不均向尺度因子寫出
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a 2
1 (t) = t

1
3 (1−M)(

V0+6γ2

3V0+2γ2
)
exp [− 8k+

1 +M
t
1
2 (1+M)] (3.64)

a 2
2 (t) = t

1
3 (1−M)(

V0+6γ2

3V0+2γ2
)
exp [

4k+ − 4
√
3k−

1 +M
t
1
2 (1+M)] (3.65)

a 2
3 (t) = t

1
3 (1−M)(

V0+6γ2

3V0+2γ2
)
exp [

4k+ + 4
√
3k−

1 +M
t
1
2 (1+M)] (3.66)

我們可以看出，在 M > 1 、取 α−(t) 的情況下，均向的部份因為
1
6(1 − M)( V0+6γ2

3V0+2γ2 ) < 0 ，所以是收縮的，而尺度因子又由不均向項所主
控，所以可以知道在這樣的條件下，尺度因子至少會有一個維度是收縮

的。

若我們考慮取 α+(t) 的情況時

α̇1(t) =
1

6
(1 +M)(

V0 + 6γ2

3V0 + 2γ2
)t−1 − 2k+t

− 1
2 (1+M) (3.67)

α̇2(t) =
1

6
(1 +M)(

V0 + 6γ2

3V0 + 2γ2
)t−1 + (k+ +

√
3k−)t

−1
2 (1+M) (3.68)

α̇3(t) =
1

6
(1 +M)(

V0 + 6γ2

3V0 + 2γ2
)t−1 + (k+ −

√
3k−)t

− 1
2 (1+M) (3.69)

可以看到當 M > 1 時， 1
6(1 +M)( V0+6γ2

3V0+2γ2 ) > 0 ，因此知道取 α̇+(t)
時， α(t) 為正。而由上述的分析可知， k+、k− 為非零時，至少會有
一個維度的不均向部份是收縮的，但在此處均向部份也是處於膨脹的狀
態，所以若要得到膨脹解，需要比較的是均向項及不均向項的競爭。若

我們將取α+(t) 時的不均向尺度因子寫出

a 2
1 (t) = t

1
3 (1+M)(

V0+6γ2

3V0+2γ2
)
exp [− 8k+

1−M
t
1
2 (1−M)] (3.70)

a 2
2 (t) = t

1
3 (1+M)(

V0+6γ2

3V0+2γ2
)
exp [

4k+ − 4
√
3k−

1−M
t
1
2 (1−M)] (3.71)

a 2
3 (t) = t

1
3 (1+M)(

V0+6γ2

3V0+2γ2
)
exp [

4k+ + 4
√
3k−

1−M
t
1
2 (1−M)] (3.72)
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考慮 t → ∞ 時尺度因子的演化情況，由 M > 1 得 1
2(1 +M) > 1 ，

則

lim
t→∞

t

t
1
2 (1+M)

→ 0 (3.73)

因此我們可以得知不均向部份的影響會隨著時間遞減。這也表示即使
在演化初期四維空間的某些維度可能出現收縮的情況，但隨著不均向部
份的影響減弱，四維時空最終還是會膨脹並且朝著de Sitter space的方
向演化。

接著我們討論 0 < M < 1 的情況，可以看到當 0 < M < 1 時，
−2

3 < 3V0 + 2γ2 < 0 。而與 M > 1 情況不同的是，無論取 α+、α− ，
1
6(1±M) 皆為正，所以對均向項的部份我們只需考慮 V0+6γ2 的正負即
可。首先考慮 V0 +6γ2 > 0 的情況，則 −1

4 < V0 < 0 、 γ2 > 1
24 ，而這

樣的初值條件滿足 κ2 > 0 ，則由這樣的條件我們可以得到 α+、α− 皆為
負，所以無論取 α+ 或 α− ，尺度因子的均向部份皆是收縮的。此外，

若我們考慮取 α− 且 t → ∞ 時，由於 0 < M < 1 ，則 −1
2(1−M) < 0

，因此

lim
t→∞

t
1
2 (1−M)

t
→ 0 (3.74)

可以得知尺度因子的演化由不均向項主導，因此當 0 < M < 1 、取
α− 時，由我們對 k+、k− 的分析知道，在這樣的情況下，四維時空至
少有一個維度最終會處於收縮的狀態。

而若我們考慮取 α+ 且 t → ∞ 時，則 1
2(1 +M) < 1 ，因此

lim
t→∞

t

t
1
2 (1+M)

→ ∞ (3.75)

同樣的，在此條件下，尺度因子由不均向項主導，因此可以得知道四

維時空最終至少會有一個維度收縮。

若考慮 V0 + 6γ2 < 0 ，則 0 > V0 > −1
4 、 γ2 < 1

24 ，我們可以發現
在這樣的條件下即使存在著 κ2 > 0 的情況，但 0 < M < 1 會使得尺度
因子的發展由不均向項所主導，所以我們可以知道尺度因子最後至少會
有一個維度出現收縮的狀態。依據上述的分析我們可以簡單的歸納出四
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維時空其尺度因子在不同狀況下的對應關係。

(1). 膨脹解
均向部份為 α+(t) 、位能為正、 M > 1 ，尺度因子的演化最終由均

向項控制，因此對於不均向項的初始條件 k+、k− 無論為列出的十二種
情況任一種都會使得四維時空最終朝著膨脹的方向演進。

(2). 收縮解
(a).均向部份為 α−(t) 、位能為正、 M > 1 ，尺度因子的演化

由不均向項主導，而由我們列出的 k+、k− 十二種情況中，無論何種
情況都無法避免有某個維度的不均向部份其係數出現負值。這表示在

α−(t)、M > 1 的條件下，尺度因子最終會是收縮的。

(b).不均向部份為 α+(t) 、位能為負、 0 < M < 1，V0 + 6γ2 > 0 ，
則尺度因子的演化由不均向項主導，均向項收縮，尺度因子會朝收縮的

方向演化。

(c).均向項為 α−(t) 、位能為負、0 < M < 1 ， V0 + 6γ2 > 0 ，與
(b)的分析相同，尺度因子由不均向項主控，因此在這樣的條件下，尺度
因子最終也是朝向收縮的方向發展。

3.4.2 Internal Space

依據對四維時空尺度因子的分析，為了讓四維時空有膨脹解，我們選

β̇+(t)，則

β̇(t) =
1

6
(1 +M)(

V0 − 2γ2

3V0 + 2γ2
)t−1 (3.76)

而 1
6(1+M) > 0 ，若要讓內空間收縮，則 (

V0 − 2γ2

3V0 + 2γ2
) 須小於零，因

此當 V0 < 2γ2 時滿足條件。

但內空間未必要收縮，只要內空間尺度夠小，小到現代的測量技術難
以觀察的程度就不違反已知的物理事實。因此若存在膨脹的內空間，只

要演化到最後膨脹夠緩慢甚至停止就有可能讓內空間的尺度夠微小。若
考慮內空間的膨脹解，則 V0 − 2γ2 > 0 ，而從 κ > 0 所得的 V0 − 2γ2
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關係圖中我們知道有許多組參數滿足這樣的條件。我們以 0 < V0 < 1 這
樣的範圍為例舉個一般性的例子來討論。

V0 = 0.05 , γ2 = 0.024 (3.77)

則

α(t) = 0.35 ln t (3.78)

β(t) = 0.0036 ln t (3.79)

而內空間的膨脹由 β(t) 所控制，因此我們知道在這樣的初值條件下
內空間即使經過長時間的演化依然保持在原來的尺度附近，所以依照目
前的觀測技術，內空間在這樣的尺度下是難以被察覺的。

此外，內空間的演化還存在著一個可能性[8]。同樣在 0 < V0 < 1 及
κ2 > 0的條件下，我們可以舉個例子來看。令

V0 = 0.05 , γ2 = 0.025 (3.80)

得 V0 − 2γ2 = 0 則 β(t) = 0 。而我們知道內空間的演化由 β(t)
控制，這意味著內空間的演化是靜止的，所以若內空間一開始就處於
Planck scale，則其將難以被觀測到。

3.4.3 Scalar Field and Torsion Field

依據我們對四維時空及內空間的分析，我們將捨棄 α−、β− 的解。則取
α+、β+，得

κϕ(t) =
(1 +M)(V0 + 6γ2)

3V0 + 2γ2
ln t (3.81)

由我們在解場方程式時所加入的約束條件知道，我們的位能模型能量
會隨著時間遞減，而這樣的假設是合理的，如同之前所提到，若是四維
時空的膨脹速率在宇宙演化後期沒有辦法趨緩的話，則在核合成時期便
會出現問題，宇宙便不會演化至我們現今所看到的模樣。但由提供暴脹

能量來源的位能是隨著時間遞減的結果得知四維時空的膨脹速率的確會
隨之減慢。
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接著我們考慮torsion field在三種不同情況下的演化

當內空間收縮時

V0 = 0.05 , γ2 = 0.026 (3.82)

則

χ̇(t) = 0.16t−0.93 (3.83)

當內空間膨脹時

V0 = 0.05 , γ2 = 0.024 (3.84)

則

χ̇(t) = 0.15t−0.93 (3.85)

當內空間靜止時

V0 = 0.05 , γ0.025 (3.86)

則

χ̇(t) = 0.16t−0.93 (3.87)

我們看到內空間三種演化情況對應到的torsion field都是朝著遞減方

向所演化。但這並非意味著滿足 κ2 > 0 的所有初值條件 V0、γ 都會使
torsion field遞減。例如 V0 = 0.05、γ = 0.06 就會使得torsion field
膨脹，也因此限縮了可能的初值條件範圍。
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Chapter 4

Conclusion

根據天文觀測找到的宇宙微小不均向性，我們承續了[3]的工作，將
Einstein-Kalb-Ramond Cosmology拓展到不均向空間下研究，我們選擇

以Bianchi type I space為模型探討宇宙的演化。

在Bianchi type I不均向空間的架構下，我們假設了一個新的位能模

型為 V (ϕ) = V0e
κωϕ，而這個位能模型的能量將隨著時間遞減。在這樣的

條件下，我們找到了冪方形式的解析解。這組解析解經由分析後，我們
得到了所有不朝向de Sitter space方向演進的解都會是收縮的。而在作
用量的部份，有別於[3]的模型，我們在與Kalb-Ramond field strength

耦合的純量場上加上了一個耦合強度，這也使得我們在解場方程式時多
了一個參數可供調整，避免了只存在虛數解的情況。而在耦合強度的部
份，我們也找出了當其為實數時， V0、γ 所落在的區間及其相對關係，
並且藉此去討論解的性質。

在本文所得到的冪方解中，我們並未限定位能的正負，但當我們對參

數 M =
√

1 + 3
2(3V0 + 2γ2) 加以討論時，得到了下列的結果

(1) 當 V0 > 0 時， M > 1，若取 α+(t)，則四維時空前期可能以不
均向項主控，但其影響力將隨時間遞減，而最後會由膨脹的均向項主導
並且朝著de Sitter space的方向演化。

(2) 當 V0 > 0 時，M > 1 ，若取 α−(t) ，則四維時空尺度因子的均
向項收縮並且尺度因子的演化由不均向項所主導。而隨著時間演化，最
終會出現至少有一個四維時空維度收縮的結果。
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(3) 當 0 < M < 1 時， V0 < 0 ，則無論取 α+、α− 都會使得尺度因
子的均向項收縮，而尺度因子的主控權依然在不均向項身上，最終將導
致至少一個四維時空維度的收縮。

由上述的結果，我們可以歸納出一個結論，在本文的模型下，當尺度
因子是由不均向項主導時，演化至後期必會出現至少有一個四維時空尺
度因子收縮的結果，並且所有膨脹解的不均向發展到最後必然會減少而

使得四維時空朝著de Sitter space的方向演化。

依據對四維時空的討論，只有當取 α+(t) 時才有可能出現膨脹解，因
此我們將內空間的討論情況限縮在取 β+(t) 的條件下。而我們在本文中
的模型下找到了三種對應的情況

(1)內空間朝向收縮的方向演進。當宇宙演化成現今的模樣時，內空間

已收縮至我們看不到的尺度。

(2)內空間以極緩慢的速率膨脹，使得內空間即使經過了長時間的演化

也未能發展到足以被觀測到的程度。

(3)內空間是靜止的，一直以來維持在原始的微小尺度

當尺度因子的發展得到合理的解釋後，我們可以發現純量場循著這樣
的空間演化是遞減的，這意味著提供暴脹的能量減少，使得空間的膨脹
速率逐漸趨緩，以滿足核合成時期出現的條件，並且得以形成現今我們
所存在的世界。而我們由解出的Kalb-Ramond field知道其演化與尺度

因子及純量場的走向密切相關，此外，我們也得到了並不是在所有落在
κ2 > 0 區間的初值條件 V0、γ 都會得到torsion field遞減的結果。
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Appendix A.

共變微分 (covariant derivative)

做為宇宙學的基礎，進一步的了解廣義相對論是必要的。要了解廣義相
對論，我們必須對黎曼幾何有所掌握，在此介紹一些微分幾何的基本概

念。
在平直空間中的常微分為 ∂νV

µ ，而張量在座標轉換下所滿足的關係為

V ′µ =
∂x′µ

∂xν
V ν (A..1)

但

∂′
νV

′µ =
∂

∂x′ν
(
∂x′µ

∂xλ
V λ) =

∂xβ

∂x′ν
∂

∂xβ
(
∂x′µ

∂xλ
V λ)

=
∂xβ

∂x′ν
∂x′µ

∂xλ
∂βV

λ +
∂xβ

∂x′ν
[
∂

∂xβ
(
∂x′µ

∂xλ
)]V λ

多出了

∂xβ

∂x′ν
[
∂

∂xβ
(
∂x′µ

∂xλ
)]V λ

所以 ∂νV
µ 並不是一個張量，因此，在manifold上我們需要對微分有更

好的定義。

考慮流形(manifold) M上的兩個向量分別為 Tp(M) 及 Tq(M) 上的一個
element。其中

Tq(M) : M 上 q 點的切空間(tangent space)
Tp(M) : M 上 p 點的切空間
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要對向量在流形上作微分，得先將兩個向量平移到M上同一點。
若 Tq(M) 上的向量為 V (xα + ϵtα) 且 Tp(M) 上的向量為 V (xα) ，將
V (xα + ϵtα) 平移到 Tp(M) 上記為 V ′(xα + ϵtα) = V∥(x

α)。

定義共變微分為

DtV (xα) = lim
ϵ→0

V∥(x
α + ϵtα)− V (xα)

ϵ
(A..2)

定義

V∥(x
α) = V (xα + ϵtα) + Γα

βγ(x
α)V γ(ϵtβ) (A..3)

其中

ϵtβ = dxβ

若我們將 V (xα + ϵtα) 展開至1st - order

⇒ V (xα + ϵtα) ≈ V α(x) + ∂βV
α(ϵtβ) = V α(x) + ∂βV

αdxβ

⇒ V α
∥ (x)− V α(x) = V α(x) + ∂βV

αdxβ + Γα
βγV

γdxβ − V α(x)

= (∂βV
α + Γα

βγV
γ)dxβ

⇒ DβV
α = lim

dxβ→0

(∂βV
α + Γα

βγV
γ)dxβ

dxβ

由此我們就可以得到共變微分為

DβV
α = ∂βV

α + Γα
βγV

γ (A..4)

其中 Γα
βγ 為connection ， 用來定義流形上的向量平移。

則我們可以推廣至對 (k, l) type tensor的共變微分

DσT
µ1µ2···µk
ν1ν2···νl = ∂σT

µ1µ2···µk
ν1ν2···νl +Γµ1

σλT
λµ2···µk
ν1ν2···νl +Γµ2

σλT
µ1λ···µk
ν1ν2···νl +· · ·−Γλ

σν1
T µ1µ2···µk

ν1λ···νl −· · ·
(A..5)

若依照共變微分的定義，我們要求其度規取微分為零，則

33



Dρgµν = ∂ρgµν − Γλ
ρµgλν − Γλ

ρνgµλ = 0 (A..6)

Dµgνρ = ∂µgνρ − Γλ
µνgλρ − Γλ

µρgµλ = 0 (A..7)

Dλgρµ = ∂νgρµ − Γλ
νρgλµ − Γλ

νµgρλ = 0 (A..8)

⇒(1.6) - (1.7) - (1.8)，且 Γλ
µν = Γλ

νµ，gµν = gνµ

⇒ ∂ρgµν − ∂µgνρ − ∂νgρµ + Γλ
νµgρλ + Γλ

µνgλρ = 0

∂ρgµν − ∂µgνρ − ∂νgρµ + 2Γλ
µνgλρ = 0 (A..9)

⇒ (1.9) ×gσρ+

⇒ gσρ(∂ρgµν − ∂µgνρ − ∂νgρµ + 2Γλ
µνgλρ) = 0

其中 2Γλ
µνg

σρgλρ = 2Γλ
µνδ

σ
λ = 2Γσ

µν

⇒ 2Γσ
µν = gσρ(∂µgνρ + ∂νgµρ − ∂ρgµν)

得connection為

Γσ
µν =

1

2
gσρ(∂µgνρ + ∂νgµρ − ∂ρgµν) (A..10)
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Appendix B.

Curvature Tensor

定義完流形上的微分後，我們可以更進一步的討論空間彎曲的程度。首
先我們考慮的為一向量由X點經二條不同的路徑(1)、(2)平移到同一個終

點時會否是同一個向量。

along path 1:

V µ(x+ δx) = V µ(x) + δV µ(x) = V µ(x)− Γµ
νγV

γ(x)δxν

⇒ V µ(x+ δx+ dx) = V µ(x+ δx) + δV µ(x+ δx)

= V µ(x)− Γµ
νγV

γ(x)δxν − Γµ
νγ(x+ δx)V γ(x+ δx)dxν

若我們對 Γµ
νγ(x+ δx) 作展開取至1st - order

⇒ Γµ
νγ(x+ δx) + Γµ

νγ(x) + ∂ηΓ
µ
νγ(x)δx

η

⇒ V µ(x+ δx+ dx) =

V µ(x)− Γµ
νγV

γδxν − Γµ
βαV

αdxβ − (∂ηΓ
µ
βα)V

αδxηdxβ + Γµ
βαΓ

α
νγV

γδxνdxβ

along path 2 :

V µ(x+ dx+ δx) =

V µ(x)− Γµ
νγV

γdxν − Γµ
βαV

αδxβ − (∂ηΓ
µ
βα)V

αdxηδxβ + Γµ
βαΓ

α
νγV

γdxnuδxβ
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⇒ ∆V µ = V
µ(1)
∥ − V

µ(2)
∥ = (∂ηΓ

µ
βα − ∂βΓ

µ
ηα + Γµ

ηνΓ
ν
βα − Γµ

βνΓ
ν
ηα)V

αdxηdxβ

則我們可以定義

Rµ
αβη ≡ (∂ηΓ

µ
βα − ∂βΓ

µ
ηα + Γµ

ηνΓ
ν
βα − Γµ

βνΓ
ν
ηα) (B..1)

Rµ
αβη 即為Riemann Curvature Tensor

⇒ ∆V µ = Rµ
αβηV

αdxηδxβ

則當 Rµ
αβη = 0 時，∆V µ = 0，知流形為平坦(flat)。而Rµ

αβη的意義

為衡量空間彎曲的程度。

　
有了Riemann Curvature Tensor，我們可以另外定義

Ricci Curvature Tensor

Rµν ≡ Rα
µαν (B..2)

Scalar Curvature

R ≡ gµνRµν (B..3)

Riemann Curvature Tensor 的一些性質

(1)

Rαβµν = −Rβαµν

(2)

Rαβµν = −Rαβνµ

(3)

Rαβµν = Rµναβ

(4)

Rαβµν +Rαµνβ +Rανβµ = 0
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Appendix C.

Einstein Equation

現代宇宙學的基礎建立在廣義相對論上，而廣義相對論中最重要的莫過
於Einstein equation。有別於Einstein的想法，Hilbert另闢蹊徑地推

導出了Einstein equation。

Hilbert猜測重力場的action為

S =

∫ √
−gRd4x

則根據Least Action Principle我們可以得到真空中的Einstein

equation

Gµν = 0 (C..1)

其中 Gµν = Rµν − 1
2gµνR，即為Einstein tensor

而Einstein認為，具有質量的物體會改變時空的曲率，因此在方程式的
右邊擺上了energy-momentum tensor項，則

Gµν = Tµν (C..2)

即為Einstein equation

常見的幾種energy-momentum模型
(I). Dust

T µν ≡ n0muµuν

n : 粒子密度 m : 粒子質量 u : 4-velocity
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(II). Perfect fluid
perfect fluid : 均勻(homogeneous)、均向(isotropy)

T µν = (p+ ρ)uµuν + pgµν

(III). Electromagnetic Field

T µν = F µλF ν
λ −

1

4
ηµνF λσFλσ

另外，如果我們對Einstein equation取trace

gµν(Rµν −
1

2
gµνR) = gµνTµν

⇒ −R = T

⇒ 1

2
gµνR = −1

2
gµνT

則我們可以得到Einstein equation的另一個形式為

Rµν =
1

2
gµνT + Tµν (C..3)
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Appendix D.

Derivation of Field Equation

對metric變分 δS
δgab

= 0

δ(
√
−gR) = δ(

√
−ggabRab) =

√
−gRabδg

ab +Rabg
abδ

√
−g +

√
−ggabδRab

而

lndet gab = Tr(gab) (D..1)

⇒ δ ln det gab =
1

det gab
δ(det gab) = δTr(gab)

= Tr(
1

gab
δgab) = Tr(gabδgab) = Tr(−gabδg

ab)

⇒ δ(det gab) = δg = gTr(−gabδg
ab) = −ggabδg

ab

⇒ δ
√
−g =

1

2
√
−g

δ(−g) = −
√
−g

2
gabδg

ab

⇒ δ(
√
−gRabg

ab) = (δ
√
−g)gabRab +

√
−gRabδg

ab +
√
−ggabδRab

=
√
−g(Rab −

1

2
gabR)δgab +

√
−ggabδRab
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其中

δRab = ∂b(δΓ
c
ca) + (δΓc

bd)Γ
d
ba + Γc

bd(δΓ
d
ca)

− ∂c(δΓ
c
ab)− (δΓc

cd)δ
d
ba − Γc

cd(δΓ
d
ba)

而

DbδΓ
c
ca = ∂b(δΓ

c
ca) + Γc

bd(δΓ
d
ca)− Γd

bc(δΓ
c
da)− Γd

ba(δΓ
c
cd)

DcδΓ
c
ba = ∂c(δΓ

c
ba)− Γd

cb(δΓ
c
da)− Γd

ca(δΓ
c
bd) + Γc

cd(δΓ
d
ba)

⇒ DbδΓ
c
ca −DcδΓ

c
ba = gba(DbδΓ

c
ca −DcδΓ

c
ba)

= Db(g
baδΓc

ca)−Dc(g
baδΓc

ba)

又

DaV
a =

1√
−g

∂a(
√
−gV a)

⇒
∫ √

−gDb(g
baδΓc

ca)d
10x−

∫ √
−gDc(g

baδΓc
ba)d

10x

=

∫
∂b(

√
−ggbaδΓc

ca)d
10x−

∫
∂c(

√
−ggbaδΓc

ba)d
10x

變成total derivative的volume integral，可化成在無窮遠處的

surface integral ⇒ δRab 項會消去

⇒
√
−g(Rab −

1

2
gabR)δgab +

√
−ggabδRab =

√
−g(Rab −

1

2
gabR)δgab

δ(
√
−g

1

2
∂aϕ∂

aϕ) = δ(
√
−ggab

1

2
∂aϕ∂bϕ)

= (δ
√
−g)

1

2
gab∂aϕ∂bϕ+

√
−g

1

2
∂aϕ∂bϕδg

ab

40



=
√
−g(

1

2
∂aϕ∂bϕ− 1

4
gab∂aϕ∂

aϕ)δgab

δ(
√
−g

1

6
eκϕFabcF

abc) = δ(
√
−g

1

6
eκϕgadgbegcfFabcFdef)

=
1

6
eκϕ(δ

√
−g)FabcF

abc +
√
−g

1

6
eκϕFabcF

bc
d δgcd

+
√
−g

1

6
eκϕFabcF a c

e δgcd +
√
−g

1

6
eκϕFabcF ab

fδg
cf

其中 FabcF
a c
e δgbe , b → a , e → d

⇒ FabcF
a c
e δgbe = FbacF

b c
d δgad = −FabcF

b c
d δgad = FabcF

bc
d δgad

同理 , 我們可以得到

FabcF
ab
fδg

cf = FabcF
bc

d δgad

而

(δ
√
−g)

1

6
eκϕFabcF

abc =
√
−g

−1

12
eκϕgabFabcF

abc

由此可得metric equation

對scalar field變分 , δS
δϕ

= 0

δ(
√
−g

1

2
∂aϕ∂

aϕ) =
√
−g

1

2
∂aδϕ∂

aϕ+
√
−g

1

2
∂aϕ∂

aδϕ

其中

√
−g

1

2
∂aδϕ∂

aϕ = ∂a(
1

2

√
−gδϕ∂aϕ)− ∂a(

1

2

√
−g∂aϕ)δϕ

而 ∂a(
1
2

√
−gδϕ∂aϕ) 可化為surface integral消去

且

−∂a(
1

2

√
−g∂aϕ)δϕ = −1

2

√
−g(Da∂

aϕ)δϕ
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⇒
√
−g

1

2
∂aδϕ∂

aϕ = −1

2

√
−g(Da∂

aϕ)δϕ

同理得

√
−g

1

2
∂aϕ∂

aδϕ = −1

2

√
−g(Da∂aϕ)δϕ = −1

2

√
−g(Da∂

aϕ)δϕ

⇒ δ(
1

2

√
−g∂aϕ∂

aϕ) = −
√
−g(Da∂

aϕ)δϕ

而

δ(
√
−gV (ϕ)) =

√
−gδV (ϕ) =

√
−g∂ϕV (ϕ)δϕ

δ(
√
−g

1

6
eκϕFabcF

abc) =
√
−g

k

6
eκϕFabcF

abcδϕ

則我們可以得到scalar field equation

對torsion field變分 , δS
δAab

= 0

Fabc = ∂aAbc + ∂bAca + ∂cAab (D..2)

Aab 是anti-symmetric tensor

⇒ δFabc = ∂aδAbc + ∂bδAca + ∂cδAab

⇒ − δ(
√
−g

1

6
eκϕFabcF

abc) = −
√
−g

1

6
eκϕ(FabcδF

abc + F abcδabc)

FabcδF
abc = Fabc(∂

aδAbc + ∂bδAca + ∂cδAab)

F abcδFabc = F abc(∂aδAbc + ∂bδAca + ∂cδAab)

又

Fabc∂
bδAca ⇒ a ↔ b

⇒Fabc∂
bδAca = Fbac∂

aδAcb = Fabc∂
aδAbc
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同理得

Fabc∂
cδAab = Fabc∂

aδAbc

⇒ FabcδF
abc = 3Fabc∂

aδAbc

⇒ F abcδFabc = 3F abc∂aδAbc

而

3F abc∂aδAbc = 3F abcgadgbegcf∂
dδAef = 3Fdef∂

dδAef = 3Fabc∂
aδAbc

⇒ − δ(
√
−g

1

6
eκϕFabcF

abc) = −
√
−geκϕFabc∂

aδAbc

= −∂a(
√
−geκϕFabcδA

bc) + ∂a(
√
−geκϕFabc)δA

bc

=
√
−gDa(eκϕFabc)δA

bc = 0

得torsion equation
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Appendix E.

Solution of Torsion Field

由torsion equation

Da(e
κϕF abc) = ∂a(

√
−geκϕF abc) = 0

因為 F abc 是anti-symmetric tensor ， 令

F abc = ϵabcdTd

其中 ϵabcd 為Levi-Civita tensor

∂a(
√
−geκϕϵabcdTd) = ϵ′abcd∂a(e

−κϕTd)

ϵ′abcd : Levi-Civita symbol

令 Td = e−κϕ∂dχ(t)，則

∂a(
√
−geκϕϵabcdTd) = ϵ′abcd∂a∂dχ = 0

所以 F abc = ϵabcdTd 的假設是合理的。

又

T
(ϕ)
ab =

1

2
∂aϕ∂bϕ− 1

4
gab∂cϕ∂

cϕ− 1

2
gabV (ϕ) (E..1)

T
(F )
ab =

1

12
eκϕ(6FapqF

pq
b − gabFpqrF

pqr) (E..2)

而

FpqrF
pqr = ϵpqrsT

sϵpqreTe = ϵpqrsϵ
pqree−2κϕ∂sχ∂eχ
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又 ϵpqrsϵ
pqre = −6g e

s ，同理

FapqF
pq

b = ϵapqrϵ
pqr

b T rTs = ϵapqrϵ
pqr

b (e2κϕ∂rχ∂sχ)

ϵabcdϵefcd = −2(gaegbf − gbegaf)

⇒ ϵapqrϵ
pqs

b = ϵarpqϵ
pq s
r = ϵarpqϵ

pq
reg

es

⇒ ϵapqrϵ
pqs

b (e−2κϕ∂rχ∂sχ) = ϵarpqϵ
pq
reg

es(e−2κϕ∂rχ∂sχ)

= (−2(gabgre − gaegrb))g
es∂rχ∂sχe

−2κϕ

= (−2(gabg
s

r − g s
a grb)∂

rχ∂sχ)e
−2κϕ

= (−2gab∂
sχ∂sχ+ 2∂aχ∂bχ)e

−2κϕ

⇒ 1

12
e2κϕ(6FapqF

pq
b − gabFpqrF

pqr)

=
1

12
e−2κϕe2κϕ(12∂aχ∂bχ− 6gab∂

cχ∂cχ)

= ∂aχ∂bχ− 1

2
gab∂cχ∂

cχ
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則我們由Bianchi identity知

DaGab = Da(T
(F )
ab + T

(ϕ)
ab ) = 0 (E..3)

DaT
(F )
ab =

1

12
Da(eκϕ(6FapqF

pq
b − gabFapqF

apq))

= Da(e−κϕ(∂aχ∂bχ− 1

2
gab∂cχ∂

cχ))

= e−κϕ(−κ∂aϕ)(∂aχ∂bχ− 1

2
gab∂cχ∂

cχ)

+ e−κϕDa(∂aχ∂bχ)−
1

2
e−κϕDb(∂cχ∂

cχ)

DaT
(ϕ)
ab =

1

2
(∂bϕ)(

1

6
eκϕFpqrF

pqr)

=
1

2
(∂bϕ)(e

−κϕ∂cχ∂
cχ)

⇒ Da(T
(F )
ab + T

(ϕ)
ab ) = e−κϕ(Da∂aχ− κ∂aϕ∂aχ)(∂bχ) = 0

⇒ Da∂aχ− κ∂aϕ∂aχ = 0

可解得torsion field

χ̇(t) = γeκϕ−3α+6β (E..4)
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Appendix F.

Bianchi Classification

Bianchi type I :

ds2 = −dt2 + a21(t)dx
2 + a22(t)dy

2 + a23(t)dz
2

Bianchi type II :

ds2 = −dt2 + a21(t)(dx+ zdy)2 + a22(t)dy
2 + a23(t)dz

2

Bianchi type III:

ds2 = −dt2 + e−2z(a21(t)(cosh zdx+ sinh zdy)2

+ a22(t)(sinh zdx+ cosh zdy)2) + a23(t)dz
2

Bianchi type IV :

ds2 = −dt2 + e−2z(a21(t)(dx+ zdy)2 + a22(t)dy
2) + a23(t)dz

2

Bianchi type V:

ds2 = −dt2 + e−2z(a21(t)dx
2 + a22(t)dy

2) + a23(t)dz
2

Bianchi type VI:

ds2 = −dt2 + a21(t)(cosh zdx+ sinh zdy)2

+ a22(t)(sinh zdx+ cosh zdy)2 + a23(t)dz
2

Bianchi type VII:

ds2 = −dt2+a21(t)(cos zdx+sin zdy)
2+a22(t)(sin zdx−cos zdy)2+a23(t)dz

2
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Bianchi type VIII:

ds2 = −dt2 + a21(t)(cosh zdx− sinh z sinhxdy)2

+a22(t)(sinh zdx− cosh z sinhxdy)2 + a23(t)(dz + coshxdy)
2

Bianchi type IX:

ds2 = −dt2 + a21(t)(cos zdx+ sin z sinxdy)2

+a22(t)(− sin zdx+ cos z sinxdy)2 + a23(t)(dz + cosxdy)
2
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Appendix G.

Einstein Tensor in Bianchi Type I
Space

metric:

ds2 = −dt2 + a21(t)dx
2 + a22(t)dy

2 + a23(t)dz
2 + d2(t)δmndx

mdxn (G..1)

其中 m、n = 4 → 9，而

a1(t) = eα1(t) , a2(t) = eα2(t) , a3(t) = eα3(t) , d(t) = eβ(t) (G..2)

Hubble parameter: Hi(t) =
ȧi(t)

ai(t)
= α̇i(t)

G00 = H1H2 +H1H3 +H2H3 + 6(H1 +H2 +H3)β̇ + 15β̇2 (G..3)

G11 = −eα1(t)(Ḣ2+Ḣ3+H2
2+H2

3+H2H3−6H1β̇
2+6β̈+6(H1+H2+H3)β̇+21β̇2)

(G..4)

G22 = −eα2(t)(Ḣ1+Ḣ3+H2
1+H2

3+H1H3−6H2β̇
2+6β̈+6(H1+H2+H3)β̇+21β̇2)

(G..5)

G33 = −eα3(t)(Ḣ1+Ḣ2+H2
1+H2

2+H1H2−6H3β̇
2+6β̈+6(H1+H2+H3)β̇+21β̇2)

(G..6)
而因為internal space是對稱的，所以Einstein tensor在internal
space的分量皆相同，故只需要知道 G44 就知剩餘的分量
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G44 = −eβ(t)((Ḣ1 + Ḣ2 + Ḣ3 +H2
1 +H2

2 +H2
3 +H1H2 +H1H3 +H2H3

+5β̈ + 5(H1 +H2 +H3)β̇ + 15β̇2)
(G..7)

又

α1(t) = α(t)− 2σ+(t) (G..8)

α2(t) = α(t) + σ+(t) +
√
3σ−(t) (G..9)

α3(t) = α(t) + σ+(t)−
√
3σ−(t) (G..10)

且 α1 + α2 + α3 = 3α ， Ḣi =
äi(t)

ai
− ȧ2i (t)

a2i
= α̈i ，則我們可以簡化

Einstein tensor為

G00 = H1H2 +H1H3 +H2H3 + 18α̇β̇ + 15β̇2 (G..11)

G11 = −eα1(t)(Ḣ2 + Ḣ3 +H2
2 +H2

3 +H2H3 − 6H1β̇
2 + 6β̈ + 18α̇β̇ + 21β̇2)

(G..12)

G22 = −eα2(t)(Ḣ1 + Ḣ3 +H2
1 +H2

3 +H1H3 − 6H2β̇
2 + 6β̈ + 18α̇β̇ + 21β̇2)

(G..13)

G33 = −eα3(t)(Ḣ1 + Ḣ2 +H2
1 +H2

2 +H1H2 − 6H3β̇
2 + 6β̈ + 18α̇β̇ + 21β̇2)

(G..14)

G44 = −eβ(t)(3α̈ +H2
1 +H2

2 +H2
3 +H1H2 +H1H3 +H2H3

+5β̈ + 15α̇β̇ + 15β̇2) (G..15)
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Appendix H.

Proof of Lifshitz Formula

δΓγ
αβ = gγδgδσδΓ

σ
αβ = δ(gγδgδσδΓ

σ
αβ)

⇒ gγδgδσδΓ
σ
αβ = gγδδ(gδσΓ

σ
αβ)− gγδΓσ

αβδgδσ

若

δgαβ = hαβ

⇒ δΓγ
αβ = gγδδ(gδσ(

1

2
gσλ(∂αgβλ + ∂βgαλ − ∂λgαβ)))− gγδΓσ

αβhδσ

= gγδδ(
1

2
δ λ
δ (∂αgβλ + ∂βgαλ − ∂λgαβ)− Γσ

αβh
γ
σ

⇒ 1

2
gγλ(∂αδgβλ + ∂βδgαλ − ∂λδgαβ)− Γσ

αβh
γ
σ

=
1

2
gγλ(∂αhβλ + ∂βhαλ − ∂λhαβ)− Γσ

αβh
γ
σ

則

1

2
gγλ(Dαhβλ +Dβhαλ −Dλhαβ)

Dαhβλ = ∂αhβλ − Γρ
αβhρλ − Γρ

αλhβρ

Dβhαλ = ∂βhαλ − Γρ
βαhρλ − Γρ

βλhαρ
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Dλhαβ = ∂λhαβ − Γρ
λαhρβ − Γρ

λβhαρ

⇒ 1

2
gγλ(Dαhβλ +Dβhαλ −Dλhαβ)

=
1

2
gγλ(∂αhβλ + ∂βhαλ − ∂λhαβ − 2Γρ

βαhρλ)

=
1

2
gγλγλ(∂αhβλ + ∂βhαλ − ∂λhαβ)− Γρ

βαg
γλhρλ
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