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摘要 

 

 本論文主要的研究目的是利用高階時空守恆法模擬各種已知精確解的一維微分

方程式(例如:波動方程式，量子力學問題)最後應用在高次諧波的情況。 
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Abstract 

 

The purpose of this thesis is to calculate the High-Order space-time 

conservation element and solution element method,and to simulate known 

exact solutions of one-dimensional differential equations (for example: the 

wave equation, quantum mechanics problem), the last application in the High-

order Harmonic Generation  
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一、導論 

時空守恆法 (Space-time conservation element and solution element method)是一種利用物

理量在時間和空間同時滿足守恆定律的數值方法，將時間與空間切割成許多不重疊的網格，

在物理特性上，利用守恆定律，使每個網格內的通量保持守恆。且守恆元及解元由局部的

守恆造成計算區域的守恆 不需要外加任何的函數或技巧，而此方法廣泛計算流體力學、

電磁學等 PDE 問題中。  

在本文研究中，則是繼續在討論實空間的 CESE method，保有原 a scheme 精神的 a-4 

scheme。而 a-4 scheme 在解元的處理上比 a scheme 有更高的精確度，也不會失去在我們

需的數值，但相對所需的條件會比 a scheme 還要多個一倍。這裡我們則隊則是利用 a 

scheme 來補足不族的條件，我們將最後的結果去計算各種一維 PDE，如波動方程式，還

有量子力學中的各種問題。 
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二、CESE 理論及推導 

2-1 CESE 原理 

首先定義一個 2維的 Euclidea space E2 ;其中 X1表示為空間 x，X2表示為時間 t。再考慮

一個守恆定律: 

∇ ∙ ℎ⃗  𝑉𝑢  (2.1) 

在利用高斯散度定理(Gauss divergence theorem)可以得出: 

∮ ℎ⃗ 
𝑆(𝐴)

∙ 𝑑𝑠  ∫ (∇ ∙ ℎ)⃗⃗⃗⃗  𝑑𝑎  ∫ 𝑉𝑢 𝑑𝑠
𝐴𝐴

  (2.2) 

 上式 S(A)表示在 E2中由 A所包圍的任意邊界，且𝑑𝑠 =ds∙ 𝑛⃗ ，其中 ds表示面積，𝑛⃗ 表

示垂直邊界方向向外的單為向量[圖 2.1] ℎ⃗ ∙ 𝑠  表示 h流出區域 A邊界的空間及時間的流

量 

 
圖 2. 1 二維 Euclidea space 

接著定義一個一維二階的 PDE: 
𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ a

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+ 𝑏

𝜕𝑢

𝜕𝑥
 𝑉𝑢 (2.3) 

上式中 a b 為常數;將(2.3)式改寫 

∇ ∙ ℎ⃗  
𝜕

𝜕𝑥
(𝑎𝑢𝑥 + 𝑏𝑢) +

𝜕

𝜕𝑡
𝑢  𝑉𝑢 (2.4)  

可得知h ≡ (a𝑢𝑥 + bu, u),n ≡ (dt,−dx)，從式(2.4) 

∫ ℎ⃗ ∙ 𝑛⃗ 𝑑𝑠  ∫(𝑎𝑢𝑥 + 𝑏𝑢)𝑑𝑡 − ∫𝑢 𝑑𝑥𝑆(𝐴)
 ∫(𝑉𝑢) 𝑑𝑎 (2.5) 

 在二維空間 E2(圖 2.2)由守恆元和解元所組成，對任意任一個守恆基元

(Compounded Conservation element,CCE)可以分成兩個守恆基元(Basic Conservation 

element,BCE)[圖 2.3]CE+和 CE- 而對任一解元(solution element)則是利用泰勒級數對空

間(x)及時間(t)展開[圖 2.4]。 
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圖 2. 2 時間(t)和空間(x)的網格點 

 

 
圖 2. 3 (a)守恆元(CCE) (b)守恆基元 CE-(BCE) (c) 守恆基元 CE+(BCE) 
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圖 2. 4 解元(SE) 

 

2-2 a-scheme 

 對任何滿足(x,t)符合 𝑥 , 𝑡  ∈ 𝑆 𝐸  (𝑗 , 𝑛 )條件下的 (𝑥 , 𝑡 )皆可以(𝑥 j , 𝑡 n )

作為基點做一階泰勒展開式(1st order of Taylor`s expansion): 

𝑢 (𝑥, 𝑡; 𝑗, 𝑛) ≡ 𝑢𝑗
𝑛 + (𝑢𝑥)𝑗

𝑛(𝑥 − 𝑥𝑗) + (𝑢𝑡)𝑗
𝑛(𝑡 − 𝑡𝑛) (2.6) 

式(2.6)中，每一個 SE(j,n)中的𝑢𝑗
𝑛, (𝑢𝑥)𝑗

𝑛, (𝑢𝑡)𝑗
𝑛皆為常數，在由式可得到 

(𝑢𝑡)𝑗
𝑛  −b(𝑢𝑥)𝑗

𝑛 + 𝑉𝑢𝑗
𝑛 (2.7) 

帶回(2.6)可以得到 

𝑢 (𝑥, 𝑡; 𝑗, 𝑛) ≡ ( + 𝑉)𝑢𝑗
𝑛 + [(𝑥 − 𝑥𝑗) − 𝑏(𝑡 − 𝑡

𝑛)](𝑢𝑥)𝑗
𝑛 (2.8) 

對於每個格點，其未知數為𝑢𝑗
𝑛以及(𝑢𝑥)𝑗

𝑛 我們可以利用 CE+以及 CE-的條件來求得。 

在此定義 

ℎ⃗  (x, t; j, n) ≡ (a𝑢𝑥
 (x, t; j, n) + b𝑢 (x, t; j, n), 𝑢 (x, t; j, n)) (2.9) 

由圖 2.2 在 CE-(j,n)中 從解元以及守恆元的關係𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 和𝐷𝐴̅̅ ̅̅ 是由 A(j,n)展開，而𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 和𝐶𝐷̅̅ ̅̅ 則

是由 C(j-1/2,n-1/2)展開。同理 CE+(n,j)中，𝐴𝐷̅̅ ̅̅ 和𝐹𝐴̅̅ ̅̅是由 A(j,n)展開，而𝐷𝐸̅̅ ̅̅ 和𝐸𝐹̅̅ ̅̅ 則是

由 E(j+1/2,n-1/2)展開，利用(2.5)可以得 

∮ ℎ⃗  ∙ 𝑑𝑠 
𝑆(𝐶𝐸−(𝑗,𝑛))

 ∮ ℎ⃗  
𝑆(𝐶𝐸−(𝑗,𝑛))

∙ 𝑛⃗ 𝑑𝑠  ∫ (𝑉𝑢 ) 𝑑𝑎
𝐴

 (2.10) 

將(2.9)帶入(2.10)由 CE-(j,n)可得 

∮ ℎ⃗  𝑛⃗  𝑑𝑠

𝑆(𝐶𝐸−(𝑗,𝑛))

 − ∫[𝑢 (𝑥, 𝑡; 𝑗, 𝑛)] 𝑑𝑥

𝐴𝐵

 

+ ∫[a𝑢𝑥
 (x, t; j −  /2,n −  /2) + b𝑢 (x, t; j −  /2, n −  /2))]

𝐵𝐶

dt 
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− ∫[𝑢 (𝑥, 𝑡; 𝑗 −
 

2
, 𝑛 −

 

2
)] 𝑑𝑥

𝐶𝐷

 

+∫ [a𝑢𝑥
 (x, t; j, n) + b𝑢 (x, t; j, n))]

𝐷𝐴
dt (2.11) 

  

  

  

   

同理，由 CE+(j,n)可得 

∮ ℎ⃗  𝑛⃗  𝑑𝑠

𝑆(𝐶𝐸+(𝑗,𝑛))

 ∫[a𝑢𝑥
 (x, t; j, n) + b𝑢 (x, t; j, n))]

𝐴𝐷

dt 

− ∫[𝑢 (𝑥, 𝑡; 𝑗 +
 

2
, 𝑛 −

 

2
)] 𝑑𝑥

𝐷𝐸

 

+ ∫[a𝑢𝑥
 (x, t; j +  /2,n −  /2) + b𝑢 (x, t; j +  /2, n −  /2))]

𝐸𝐹

dt 

−∫ [𝑢 (𝑥, 𝑡; 𝑗, 𝑛)] 𝑑𝑥
𝐹𝐴

 (2.12) 

式(2.11),(2.12)中，分別對(j,n)、(j-1/2,n-1/2)、(j+1/2,n-1/2)展開個別去計算。 

在時間和空間的區域中、𝐴𝐵̅̅ ̅̅  𝐶𝐷̅̅ ̅̅  𝐷𝐸̅̅ ̅̅  𝐹𝐴̅̅ ̅̅沒有時間(t)的分量、而𝐵𝐶̅̅ ̅̅  𝐷𝐴̅̅ ̅̅  𝐴𝐷̅̅ ̅̅  𝐸𝐹̅̅ ̅̅則沒有空間

(x)的分量 

− ∫[𝑢 (𝑥, 𝑡; 𝑗, 𝑛)]𝑑𝑥

𝐴𝐵

 −∫[𝑢𝑗
𝑛 + (𝑢𝑥)𝑗

𝑛(𝑥 − 𝑥𝑗)]𝑑𝑥

𝐵

𝐴

 

 − ∫ [𝑢𝑗
𝑛 + (𝑢𝑥)𝑗

𝑛(𝑥 − 𝑥𝑗)]𝑑(𝑥 − 𝑥𝑗)

−
∆𝑥
2

0

 

 
∆𝑥

2
𝑢𝑗
𝑛 −

∆𝑥2

8
(𝑢𝑥)𝑗

𝑛 (2.13) 

∫[a𝑢𝑥
 (x, t; j −  /2, n −  /2) + b𝑢 (x, t; j −  /2, n −  /2))]𝑑𝑥

𝐵𝐶

 

 ∫ [𝑏𝑢
𝑗−
 
2

𝑛−
 
2 + (𝑢𝑥)

𝑗−
 
2

𝑛−
 
2 (𝑎 − 𝑏2 (𝑡 − 𝑡𝑛−

 
2))] 𝑑𝑡

𝐶

𝐵

 

 ∫[𝑏𝑢
𝑗−
 
2

𝑛−
 
2 + (𝑢𝑥)

𝑗−
 
2

𝑛−
 
2 (𝑎 − 𝑏2 (𝑡 − 𝑡𝑛−

 
2))] 𝑑 (𝑡 − 𝑡𝑛−

 
2)

0

∆𝑡
2

 

  
−𝑏∆𝑡

2
𝑢𝑗− /2
𝑛− /2

+
𝑏2∆𝑡2

8
(𝑢𝑥)𝑗− /2

𝑛− /2
−
𝑎∆𝑡

2
(𝑢𝑥)𝑗− /2

𝑛− /2
 (2.14) 
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− ∫ [𝑢 (𝑥, 𝑡; 𝑗 −
 

2
, 𝑛 −

 

2
)] 𝑑𝑥

𝐶𝐷

 −∫ [𝑢
𝑗−
 
2

𝑛−
 
2 + (𝑢𝑥)

𝑗−
 
2

𝑛−
 
2 (𝑥 − 𝑥

𝑗−
 
2
)] 𝑑𝑥

𝐷

𝐶

 

 −∫ [𝑢
𝑗−
 
2

𝑛−
 
2 + (𝑢𝑥)

𝑗−
 
2

𝑛−
 
2 (𝑥 − 𝑥

𝑗−
 
2
)] 𝑑 (𝑥 − 𝑥

𝑗−
 
2
)

∆𝑥
2

0

 

 −
∆𝑥

2
𝑢
𝑗−
1

2

𝑛−
1

2 −
∆𝑥2

8
(𝑢𝑥)𝑗− /2

𝑛− /2
 (2.15) 

∫[a𝑢𝑥
 (x, t; j, n) + b𝑢 (x, t; j, n))]𝑑𝑥

𝐷𝐴

 ∫[𝑏𝑢𝑗
𝑛 + (𝑢𝑥)𝑗

𝑛(𝑎 − 𝑏2(𝑡 − 𝑡𝑛))]𝑑𝑡

𝐴

𝐷

 

 ∫[𝑏𝑢𝑗
𝑛 + (𝑢𝑥)𝑗

𝑛(𝑎 − 𝑏2(𝑡 − 𝑡𝑛))]𝑑(𝑡 − 𝑡𝑛)

0

−
∆𝑡
2

 

 
𝑏∆𝑡

2
𝑢𝑗
𝑛 +

𝑏2∆𝑡2

8
(𝑢𝑥)𝑗

𝑛 +
𝑎∆𝑡

2
(𝑢𝑥)𝑗

𝑛 (2.16) 

∫[a𝑢𝑥
 (x, t; j, n) + b𝑢 (x, t; j, n))]𝑑𝑥

𝐴𝐷

 − ∫[a𝑢𝑥
 (x, t; j, n) + b𝑢 (x, t; j, n))]𝑑𝑥

𝐷𝐴

 

 

 −
𝑏∆𝑡

2
𝑢𝑗
𝑛 −

𝑏2∆𝑡2

8
(𝑢𝑥)𝑗

𝑛 −
𝑎∆𝑡

2
(𝑢𝑥)𝑗

𝑛 (2.17) 

− ∫ [𝑢 (𝑥, 𝑡; 𝑗 +
 

2
, 𝑛 −

 

2
)] 𝑑𝑥

𝐷𝐸

 −∫ [𝑢
𝑗+
 
2

𝑛−
 
2 + (𝑢𝑥)

𝑗+
 
2

𝑛−
 
2 (𝑥 − 𝑥

𝑗+
 
2
)] 𝑑𝑥

𝐸

𝐷

 

 −∫ [𝑢
𝑗+
1

2

𝑛−
1

2 + (𝑢𝑥)
𝑗+
1

2

𝑛−
1

2 (𝑥 − 𝑥
𝑗+
1

2

)] 𝑑 (𝑥 − 𝑥
𝑗+
1

2

)
0

−
∆𝑥

2

  

 −
∆𝑥

2
𝑢𝑗+ /2
𝑛− /2

+
∆𝑥2

8
(𝑢𝑥)𝑗+ /2

𝑛− /2
 (2.18) 

∫[a𝑢𝑥
 (x, t; j +  /2, n −  /2) + b𝑢 (x, t; j +  /2, n −  /2))]𝑑𝑥

𝐸𝐹

 

 ∫ [𝑏𝑢
𝑗+
 
2

𝑛−
 
2 + (𝑢𝑥)

𝑗+
 
2

𝑛−
 
2 (𝑎 − 𝑏2 (𝑡 − 𝑡𝑛−

 
2))] 𝑑𝑡

𝐹

𝐵

 

 ∫ [𝑏𝑢
𝑗+
 
2

𝑛−
 
2 + (𝑢𝑥)

𝑗+
 
2

𝑛−
 
2 (𝑎 − 𝑏2 (𝑡 − 𝑡𝑛−

 
2))] 𝑑 (𝑡 − 𝑡𝑛−

 
2)

∆𝑡
2

0

 

 
𝑏∆𝑡

2
𝑢𝑗+ /2
𝑛− /2

−
𝑏2∆𝑡2

8
(𝑢𝑥)

𝑗+
1

2

𝑛−
1

2 +
𝑎∆𝑡

2
(𝑢𝑥)𝑗+ /2

𝑛− /2
 (2.19) 
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− ∫[𝑢 (𝑥, 𝑡; 𝑗, 𝑛)]𝑑𝑥

𝐹𝐴

 −∫[𝑢𝑗
𝑛 + (𝑢𝑥)𝑗

𝑛(𝑥 − 𝑥𝑗)]𝑑𝑥

𝐴

𝐹

 

 − ∫[𝑢𝑗
𝑛 + (𝑢𝑥)𝑗

𝑛(𝑥 − 𝑥𝑗)]𝑑(𝑥 − 𝑥𝑗)

0

∆𝑥
2

 

 
∆𝑥

2
𝑢𝑗
𝑛 +

∆𝑥2

8
(𝑢𝑥)𝑗

𝑛 (2.20) 

 

對於源項的處理，從[圖 2.3]，可以利用平均值定理，個別從 CE- 和 CE+  分別可以

得到 

∫ (𝑉𝑢 ) 𝑑𝑎
𝐶𝐸−

 
∆𝑥∆𝑡

8
[(𝑉𝑢)𝑗

𝑛 + (𝑉𝑢)𝑗− /2
𝑛− /2

] (2.21) 

及 

∫ (𝑉𝑢 ) 𝑑𝑎
𝐶𝐸+

 
∆𝑥∆𝑡

8
[(𝑉𝑢)𝑗

𝑛 + (𝑉𝑢)𝑗+ /2
𝑛− /2

] (2.22) 

將式(2.13)到式(2.22)帶回式，經過整理後可以得到 

(
∆𝑥

2
)𝑢𝑗

𝑛 −
 

2
(
∆𝑥

2
)
2

(𝑢𝑥)𝑗
𝑛 + 𝑎 (

∆𝑡

2
) (𝑢𝑥)𝑗

𝑛 + 𝑏 (
∆𝑡

2
) 𝑢𝑗

𝑛 +
𝑏2

2
(
∆𝑡

2
)
2

(𝑢𝑥)𝑗
𝑛 −

𝑏𝑉

2
(
∆𝑡

2
)
2

𝑢𝑗
𝑛 

−
∆𝑥∆𝑡

8
V𝑢𝑗

𝑛  𝑆[ ]
−  (2.23) 

 

(
∆𝑥

2
)𝑢𝑗

𝑛 +
 

2
(
∆𝑥

2
)
2

(𝑢𝑥)𝑗
𝑛 − 𝑎 (

∆𝑡

2
) (𝑢𝑥)𝑗

𝑛 − 𝑏 (
∆𝑡

2
) 𝑢𝑗

𝑛 −
𝑏2

2
(
∆𝑡

2
)
2

(𝑢𝑥)𝑗
𝑛 +

𝑏𝑉

2
(
∆𝑡

2
)
2

𝑢𝑗
𝑛 

−
∆𝑥∆𝑡

8
V𝑢𝑗

𝑛  𝑆[ ]
+  (2.24) 

 

其中 

𝑆[ ]
−  (

∆𝑥

2
)𝑢

𝑗−
 
2

𝑛−
 
2 +

 

2
(
∆𝑥

2
)
2

(𝑢𝑥)
𝑗−
 
2

𝑛−
 
2 + 𝑎 (

∆𝑡

2
) (𝑢𝑥)

𝑗−
 
2

𝑛−
 
2 + 𝑏 (

∆𝑡

2
)𝑢

𝑗−
 
2

𝑛−
 
2 

−
𝑏2

2
(
∆𝑡

2
)
2
(𝑢𝑥)

𝑗−
1

2

𝑛−
1

2 +
𝑏𝑉

2
(
∆𝑡

2
)
2

𝑢
𝑗−
1

2

𝑛−
1

2 +
∆𝑥∆𝑡

8
V𝑢𝑗− /2

𝑛− /2
 (2.25) 

 

𝑆[ ]
+  (

∆𝑥

2
)𝑢

𝑗+
 
2

𝑛−
 
2 −

 

2
(
∆𝑥

2
)
2

(𝑢𝑥)
𝑗+
 
2

𝑛−
 
2 − 𝑎 (

∆𝑡

2
) (𝑢𝑥)

𝑗+
 
2

𝑛−
 
2 − 𝑏 (

∆𝑡

2
)𝑢

𝑗+
 
2

𝑛−
 
2 +

𝑏2

2
(
∆𝑡

2
)
2

(𝑢𝑥)
𝑗+
 
2

𝑛−
 
2 

−
𝑏𝑉

2
(
∆𝑡

2
)
2

𝑢
𝑗+
1

2

𝑛−
1

2 +
∆𝑥∆𝑡

8
V𝑢𝑗+ /2

𝑛− /2
 (2.26) 

 

由(2.23)和(2.24)可以解得  𝑢𝑗
𝑛  (𝑢𝑥)𝑗

𝑛 

𝑢𝑗
𝑛  

𝑆[1]
+ +𝑆[1]

−

∆𝑥−
∆𝑥∆𝑡

4
𝑉
 (2.27) 

(𝑢𝑥)𝑗
𝑛  

𝑆[1]
+ −𝑆[1]

− −[2𝑏(
∆𝑡

2
)+𝑏𝑉(

∆𝑡

2
)2]𝑢𝑗

𝑛

(
∆𝑥

2
)2−𝑏2(

∆𝑡

2
)
2
−𝑎∆𝑡

 (2.28) 
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2-3 a-4 scheme 

 a-4 scheme 沿用 a scheme 的概念，在數值上為了最更精準的計算。我們令 𝑢 (𝑥 , 

𝑡 )做三階泰勒展開式(3rd order of Taylor`s expansion): 

𝑢 (𝑥, 𝑡; 𝑗, 𝑛) ≡ 𝑢𝑗
𝑛 + (𝑢𝑥)𝑗

𝑛(𝑥 − 𝑥𝑗) + (𝑢𝑡)𝑗
𝑛(𝑡 − 𝑡𝑛) + (𝑢𝑥𝑡)𝑗

𝑛(𝑥 − 𝑥𝑗)(𝑡 − 𝑡
𝑛) 

+
 

2
(𝑢𝑥𝑥)𝑗

𝑛(𝑥 − 𝑥𝑗)
2
+
 

2
(𝑢𝑡𝑡)𝑗

𝑛(𝑡 − 𝑡𝑛)2 +
 

6
(𝑢𝑡𝑡𝑡)𝑗

𝑛(𝑡 − 𝑡𝑛)  

+
 

6
(𝑢𝑥𝑥𝑥)𝑗

𝑛(𝑥 − 𝑥𝑗)
 
+
 

2
(𝑢𝑥𝑡𝑡)𝑗

𝑛(𝑥 − 𝑥𝑗)(𝑡 − 𝑡
𝑛)2 

+
 

2
(𝑢𝑥𝑥𝑡)𝑗

𝑛(𝑥 − 𝑥𝑗)
2
(𝑡 − 𝑡𝑛) (2.29) 

 

其中的𝑢𝑗
𝑛, (𝑢𝑥)𝑗

𝑛, (𝑢𝑡)𝑗
𝑛 , (𝑢𝑥𝑥)𝑗

𝑛, (𝑢𝑡𝑡)𝑗
𝑛, (𝑢𝑥𝑡)𝑗

𝑛, (𝑢𝑥𝑥𝑥)𝑗
𝑛, (𝑢𝑥𝑥𝑡)𝑗

𝑛, (𝑢𝑡𝑡𝑡)𝑗
𝑛, (𝑢𝑥𝑥𝑡)𝑗

𝑛皆為常數 

將式(2.29)帶入式(2.3)可得到 
(𝑢𝑡)𝑗

𝑛  −𝑎(𝑢𝑥𝑥)𝑗
𝑛 − 𝑏(𝑢𝑥)𝑗

𝑛 + 𝑉𝑢𝑗
𝑛 

(𝑢𝑥𝑡)𝑗
𝑛  −𝑎(𝑢𝑥𝑥𝑥)𝑗

𝑛 − 𝑏(𝑢𝑥𝑥)𝑗
𝑛 + 𝑉(𝑢𝑥)𝑗

𝑛 

(𝑢𝑥𝑥𝑡)𝑗
𝑛  −𝑏(𝑢𝑥𝑥𝑥)𝑗

𝑛 + 𝑉(𝑢𝑥𝑥)𝑗
𝑛 (2.30) 

(𝑢𝑡𝑡)𝑗
𝑛  2𝑎𝑏(𝑢𝑥𝑥𝑥)𝑗

𝑛 + (𝑏2 − 2𝑎𝑉)(𝑢𝑥𝑥)𝑗
𝑛 − 2𝑏𝑉(𝑢𝑥)𝑗

𝑛 + 𝑉2𝑢𝑗
𝑛 

(𝑢𝑡𝑡𝑡)𝑗
𝑛  ( 𝑎𝑏 − 𝑏 )(𝑢𝑥𝑥𝑥)𝑗

𝑛 + ( 𝑏2𝑉 − 2𝑎𝑉)(𝑢𝑥𝑥)𝑗
𝑛 −  𝑏𝑉2(𝑢𝑥)𝑗

𝑛 + 𝑉 𝑢𝑗
𝑛 

(𝑢𝑥𝑡𝑡)𝑗
𝑛  (𝑏2 − 𝑎𝑉)(𝑢𝑥𝑥𝑥)𝑗

𝑛 − 2𝑏𝑉(𝑢𝑥𝑥)𝑗
𝑛 + 𝑉2(𝑢𝑥)𝑗

𝑛 

將(2.29)改寫成 

 

 𝑢 (𝑥, 𝑡; 𝑗, 𝑛) ≡ 𝑢𝑗
𝑛 + (𝑢𝑥)𝑗

𝑛(𝑥 − 𝑥𝑗) + [−𝑎(𝑢𝑥𝑥)𝑗
𝑛 − 𝑏(𝑢𝑥)𝑗

𝑛 + 𝑉𝑢𝑗
𝑛](𝑡 − 𝑡𝑛) 

+[−𝑎(𝑢𝑥𝑥𝑥)𝑗
𝑛 − 𝑏(𝑢𝑥𝑥)𝑗

𝑛 + 𝑉(𝑢𝑥)𝑗
𝑛](𝑥 − 𝑥𝑗)(𝑡 − 𝑡

𝑛) 

+
 

2
[2𝑎𝑏(𝑢𝑥𝑥𝑥)𝑗

𝑛 + (𝑏2 − 2𝑎𝑉)(𝑢𝑥𝑥)𝑗
𝑛 − 2𝑏𝑉(𝑢𝑥)𝑗

𝑛 + 𝑉2𝑢𝑗
𝑛](𝑡 − 𝑡𝑛)2 

+
 

6
[( 𝑎𝑏 − 𝑏 )(𝑢𝑥𝑥𝑥)𝑗

𝑛 + ( 𝑏2𝑉 − 2𝑎𝑉)(𝑢𝑥𝑥)𝑗
𝑛 −  𝑏𝑉2(𝑢𝑥)𝑗

𝑛 + 𝑉 𝑢𝑗
𝑛](𝑡 − 𝑡𝑛)  

+
 

2
(𝑢𝑥𝑥)𝑗

𝑛(𝑥 − 𝑥𝑗)
2
+
 

6
(𝑢𝑥𝑥𝑥)𝑗

𝑛(𝑥 − 𝑥𝑗)
 
+
 

2
[−𝑏(𝑢𝑥𝑥𝑥)𝑗

𝑛 + 𝑉(𝑢𝑥𝑥)𝑗
𝑛](𝑥 − 𝑥𝑗)

2
(𝑡 − 𝑡𝑛) 

+
 

2
[(𝑏2 − 𝑎𝑉)(𝑢𝑥𝑥𝑥)𝑗

𝑛 − 2𝑏𝑉(𝑢𝑥𝑥)𝑗
𝑛 + 𝑉2(𝑢𝑥)𝑗

𝑛](𝑥 − 𝑥𝑗)(𝑡 − 𝑡
𝑛)2 (2.31) 

 

將(2.13)到(2.22)修正過得到 

∮ ℎ⃗  𝑛⃗  𝑑𝑠  

𝐶𝐸−

(
∆𝑥

2
)𝑢𝑗

𝑛 −
 

2
(
∆𝑥

2
)
2

(𝑢𝑥)𝑗
𝑛 +

 

6
(
∆𝑥

2
)
 

(𝑢𝑥𝑥)𝑗
𝑛   −

 

2 
(
∆𝑥

2
)
4

(𝑢𝑥𝑥𝑥)𝑗
𝑛 −

∆𝑥∆𝑡

8
𝑉𝑢𝑗

𝑛 

+(
∆𝑡

2
) (𝑏𝑢𝑗

𝑛 + 𝑎(𝑢𝑥)𝑗
𝑛) (2.32) 

−
 

2
(
∆𝑡

2
)
2

[−𝑎2(𝑢𝑥𝑥𝑥)𝑗
𝑛 − 2𝑎𝑏(𝑢𝑥𝑥)𝑗

𝑛 + (−𝑏2 + 𝑎𝑉)(𝑢𝑥)𝑗
𝑛 + 𝑉2𝑢𝑗

𝑛] 

+
 

6
(
∆𝑡

2
)
 

[( a𝑏2 − 𝑎2V)(𝑢𝑥𝑥𝑥)𝑗
𝑛 + (𝑏 −  abV)(𝑢𝑥𝑥)𝑗

𝑛 + (a𝑉2 − 2𝑏2V)(𝑢𝑥)𝑗
𝑛 + b𝑉2𝑢𝑗

𝑛]  

−
 

2 
(
∆𝑡

2
)
4

[( 𝑎𝑏2𝑉 − 𝑏4)(𝑢𝑥𝑥𝑥)𝑗
𝑛 + ( 𝑏 𝑉 − 2𝑎𝑏𝑉)(𝑢𝑥𝑥)𝑗

𝑛 −  𝑏2𝑉2(𝑢𝑥)𝑗
𝑛 + 𝑏𝑉 𝑢𝑗

𝑛]  𝑆[2]
−  
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∮ ℎ⃗  𝑛⃗  𝑑𝑠  

𝐶𝐸+

(
∆𝑥

2
)𝑢𝑗

𝑛 +
 

2
(
∆𝑥

2
)
2

(𝑢𝑥)𝑗
𝑛 +

 

6
(
∆𝑥

2
)
 

(𝑢𝑥𝑥)𝑗
𝑛  +

 

2 
(
∆𝑥

2
)
4

(𝑢𝑥𝑥𝑥)𝑗
𝑛 −

∆𝑥∆𝑡

8
𝑉𝑢𝑗

𝑛 

−(
∆𝑡

2
) [𝑏𝑢𝑗

𝑛 + 𝑎(𝑢𝑥)𝑗
𝑛] (2.33) 

 +
 

2
(
∆𝑡

2
)
2

[−𝑎2(𝑢𝑥𝑥𝑥)𝑗
𝑛 − 2𝑎𝑏(𝑢𝑥𝑥)𝑗

𝑛 + (−𝑏2 + 𝑎𝑉)(𝑢𝑥)𝑗
𝑛 + 𝑉2𝑢𝑗

𝑛] 

−
 

6
(
∆𝑡

2
)
 

[( a𝑏2 − 𝑎2V)(𝑢𝑥𝑥𝑥)𝑗
𝑛 + (𝑏 −  abV)(𝑢𝑥𝑥)𝑗

𝑛 + (a𝑉2 − 2𝑏2V)(𝑢𝑥)𝑗
𝑛 + b𝑉2𝑢𝑗

𝑛]  

+
 

2 
(
∆𝑡

2
)
4

[( 𝑎𝑏2𝑉 − 𝑏4)(𝑢𝑥𝑥𝑥)𝑗
𝑛 + ( 𝑏 𝑉 − 2𝑎𝑏𝑉)(𝑢𝑥𝑥)𝑗

𝑛 −  𝑏2𝑉2(𝑢𝑥)𝑗
𝑛 + 𝑏𝑉 𝑢𝑗

𝑛]  𝑆[2]
+  

 

其中 

 

𝑆[2]
−  (

∆𝑥

2
)𝑢

𝑗−
 
2

𝑛−
 
2 +

 

2
(
∆𝑥

2
)
2

(𝑢𝑥)
𝑗−
 
2

𝑛−
 
2 +

 

6
(
∆𝑥

2
)
 

(𝑢𝑥𝑥)
𝑗−
 
2

𝑛−
 
2 +

 

2 
(
∆𝑥

2
)
4

(𝑢𝑥𝑥𝑥)
𝑗−
 
2

𝑛−
 
2 +

∆𝑥∆𝑡

8
𝑉𝑢

𝑗−
 
2

𝑛−
 
2 

+(
∆𝑡

2
) [𝑏𝑢

𝑗−
1

2

𝑛−
1

2 + 𝑎(𝑢𝑥)
𝑗−
1

2

𝑛−
1

2] (2.34) 

+
 

2
(
∆𝑡

2
)
2

[−𝑎2(𝑢𝑥𝑥𝑥)
𝑗−
 
2

𝑛−
 
2 − 2𝑎𝑏(𝑢𝑥𝑥)

𝑗−
 
2

𝑛−
 
2 + (−𝑏2 + 𝑎𝑉)(𝑢𝑥)

𝑗−
 
2

𝑛−
 
2 + 𝑉2𝑢

𝑗−
 
2

𝑛−
 
2] 

+
 

6
(
∆𝑡

2
)
 

[( a𝑏2 − 𝑎2V)(𝑢𝑥𝑥𝑥)
𝑗−
 
2

𝑛−
 
2 + (𝑏 −  abV)(𝑢𝑥𝑥)

𝑗−
 
2

𝑛−
 
2 + (a𝑉2 − 2𝑏2V)(𝑢𝑥)

𝑗−
 
2

𝑛−
 
2 + b𝑉2𝑢

𝑗−
 
2

𝑛−
 
2] 

+
 

2 
(
∆𝑡

2
)
4

⌈( 𝑎𝑏2𝑉 − 𝑏4)(𝑢𝑥𝑥𝑥)𝑗− /2
𝑛− /2

+ ( 𝑏 𝑉 − 2𝑎𝑏𝑉)(𝑢𝑥𝑥)𝑗− /2
𝑛− /2

−  𝑏2𝑉2(𝑢𝑥)𝑗− /2
𝑛− /2

+ 𝑏𝑉 𝑢𝑗− /2
𝑛− /2⌉ 

 

𝑆[2]
+  (

∆𝑥

2
)𝑢

𝑗+
 
2

𝑛−
 
2 −

 

2
(
∆𝑥

2
)
2

(𝑢𝑥)
𝑗+
 
2

𝑛−
 
2 +

 

6
(
∆𝑥

2
)
 

(𝑢𝑥𝑥)
𝑗+
 
2

𝑛−
 
2 −

 

2 
(
∆𝑥

2
)
4

(𝑢𝑥𝑥𝑥)
𝑗+
 
2

𝑛−
 
2 

−(
∆𝑡

2
) [𝑏𝑢

𝑗+
1

2

𝑛−
1

2 + 𝑎(𝑢𝑥)
𝑗+
1

2

𝑛−
1

2] +
∆𝑥∆𝑡

8
𝑉𝑢

𝑗+
1

2

𝑛−
1

2 (2.35) 

−
 

2
(
∆𝑡

2
)
2

[
−𝑎2(𝑢𝑥𝑥𝑥)

𝑗+
 
2

𝑛−
 
2 − 2𝑎𝑏(𝑢𝑥𝑥)

𝑗+
 
2

𝑛−
 
2 + (−𝑏2 + 𝑎𝑉)(𝑢𝑥)

𝑗+
 
2

𝑛−
 
2 + 𝑉2𝑢

𝑗+
 
2

𝑛−
 
2

] 

−
 

6
(
∆𝑡

2
)
 

[
( a𝑏2 − 𝑎2V)(𝑢𝑥𝑥𝑥)

𝑗+
 
2

𝑛−
 
2 + (𝑏 −  abV)(𝑢𝑥𝑥)

𝑗+
 
2

𝑛−
 
2 + (a𝑉2 − 2𝑏2V)(𝑢𝑥)

𝑗+
 
2

𝑛−
 
2 + b𝑉2𝑢

𝑗+
 
2

𝑛−
 
2

] 

−
 

2 
(
∆𝑡

2
)
4

[
( 𝑎𝑏2𝑉 − 𝑏4)(𝑢𝑥𝑥𝑥)𝑗+ /2

𝑛− /2
+ ( 𝑏 𝑉 − 2𝑎𝑏𝑉)(𝑢𝑥𝑥)𝑗+ /2

𝑛− /2
−  𝑏2𝑉2(𝑢𝑥)𝑗+ /2

𝑛− /2
+ 𝑏𝑉 𝑢𝑗+ /2

𝑛− /2

] 

這裡要解出𝑢𝑗
𝑛, (𝑢𝑥)𝑗

𝑛, (𝑢𝑥𝑥)𝑗
𝑛 , (𝑢𝑥𝑥𝑥)𝑗

𝑛 需要使用到四個方程式，所以在這裡我們在定義一

個滿足 𝑥 , 𝑡  ∈ 𝑆 𝐸  (𝑗 , 𝑛 )條件下的 u
’
(𝑥 , 𝑡 );而 u

’
(𝑥 , 𝑡 )與 u(𝑥 , 𝑡 )之間的關係為: 

𝑢,(𝑥, 𝑡; 𝑗, 𝑛)  
𝑑2

𝑑𝑥2
𝑢(𝑥, 𝑡; 𝑗, 𝑛) (2.36) 
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這樣可以直接使用 a scheme 的結果 將(2.36)代入(2.27),(2.28)運算後得到 

 

(𝑢𝑥𝑥)𝑗
𝑛  

𝑆[1]
+ +𝑆[1]

−

∆𝑥−
∆𝑥∆𝑡

4
𝑉
 (2.37) 

(𝑢𝑥𝑥𝑥)𝑗
𝑛  

𝑆[1]
+ −𝑆[1]

− −[2𝑏(
∆𝑡

2
)+𝑏𝑉(

∆𝑡

2
)2](𝑢𝑥𝑥)𝑗

𝑛

(
∆𝑥

2
)2−𝑏2(

∆𝑡

2
)
2
−𝑎∆𝑡

 (2.38) 

𝑢𝑗
𝑛  

𝑆[2]
+ +𝑆[2]

− −
1

3
(
∆𝑥

2
)3(𝑢𝑥𝑥)𝑗

𝑛

∆𝑥−
∆𝑥∆𝑡

4
𝑉

 (2.39) 

(𝑢𝑥)𝑗
𝑛  

𝑆[2]
+ −𝑆[2]

− −𝐴0𝑢𝑗
𝑛−𝐴1(𝑢𝑥𝑥)𝑗

𝑛−𝐴2(𝑢𝑥𝑥𝑥)𝑗
𝑛

(
∆𝑥

2
)2−2𝑎∆𝑡+(

∆𝑡

2
)
2
(𝑎𝑉−𝑏2)−

1

3
(
∆𝑡

2
)
3
( 𝑎𝑏2−𝑎𝑉2)+

1

12
(
∆𝑡

2
)
4
(− 𝑏2𝑉2)

 (2.40) 

 

其中 

𝐴0  −𝑏∆𝑡 + (
𝑉∆𝑡

2
)
2

−
𝑏𝑉2

 
(
∆𝑡

2
)
 

+
𝑏𝑉3

 2
(
∆𝑡

2
)
4
 (2.41) 

𝐴  −2𝑎𝑏 (
∆𝑡

2
)
2

−
 

 
(𝑏 −  𝑎𝑏𝑉)(

∆𝑡

2
)
 

+
 

 2
( 𝑏 𝑉 − 2𝑎𝑏𝑉)(

∆𝑡

2
)4 (2.42) 

𝐴2  
 

 2
(
∆𝑥

2
)4 − 𝑎2 (

∆𝑡

2
)
2

−
 

 
( 𝑎𝑏2 − 𝑎2𝑉) (

∆𝑡

2
)
 

+
 

 2
( 𝑎𝑏2𝑉 − 𝑏4)(

∆𝑡

2
)4 (2.43) 
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三、結果與討論 

3-1 序論 

此章節將運用上個章節運算結果來驗證波動方程式(Wave Equation)和量子力學中的例

子:自由粒子(Free Partical)，簡諧振子(Simple Harmonic Oscillator)在外加場下的簡諧振子;在

使用 CESE method 數值模擬，我們需要對邊界做一些設定，這邊對邊界修正的處理所使用

的是開放性邊界(Non-Reflecting Boundary conditions)來處理。 

 
3-2 波動方程式 

 我們令一維波動方程式的表示式為 
𝜕𝑢

𝜕𝑡
+
𝜕𝑢

𝜕𝑥
   (3.1) 

令初始條件為 

u(x,  )  sin (x) 
其對應的解析解為 

u(x, t)  sin (x − t) 
 
將(3.1)及(2.3)式對應 令 a=V=0,b=1 帶回(2.37)-(2.40)可以得到波動方程式在 a-4scheeme 下

的表示式;接著數值取∆x    −2, ∆𝑡  9    −2計算 t=9,t=45,t=90 的函數分布 

 
 

圖 3. 1 波動方程式數值解與精確解在 t=9 的比較圖 
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圖 3. 2 波動方程式數值解與精確解在 t=45 的比較圖 

 
 

圖 3. 3  波動方程式數值解與精確解在 t=90 的比較圖 
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3-3 自由粒子 

 
 一般表示薛汀格方程式為: 

𝑖ħ
𝜕𝛹

𝜕𝑡
 −

 

2𝑚

𝜕2𝛹

𝜕𝑥2
+ 𝑉𝛹 (3.2) 

我們之後使用原子單位(atomic uni)(me=ħ=1)，  
𝜕𝛹

𝜕𝑡
−
𝑖

2

𝜕2𝛹

𝜕𝑥2
 −𝑖𝑉𝛹 (3.3) 

這裡我們討論自由粒子的情況 即 V=0  
𝜕𝛹

𝜕𝑡
−
𝑖

2

𝜕2𝛹

𝜕𝑥2
   (3.4) 

初始條件為高斯函數(Gaussian wave function) 

Ψ(x,  )  
 

√2𝜋𝑊24 exp [−
(𝑥 − 𝑥0)

2

 𝑊2
+ 𝑖𝑝0𝑥] 

上式Ｗ為波峰的寬度，𝑥0為波峰的位置 𝑝0則為動量。圖 3.4 為高斯函數示意圖 

其邊界條件為 

Ψ(±∞, t)    

 
圖 3. 4 高斯波示意圖 

 
對應的解析解 

Ψ(x, t)  
 

√2𝜋𝑊2 +
𝜋
2 (
𝑡
𝑊)

2
4

exp [−
(𝑥 − 𝑥0 − 𝑝0𝑡)

2

 𝑊2 + (
𝑡
𝑊)

2
+ 𝑖𝑝0𝑥] 

將(3.4)及(2.3)式對應 令 b=V=0,a=−
𝑖

2
帶回(2.37)-(2.40)可以得到 a-4scheeme 下的表示式;

在量子力學中𝛹 所代表的是波函數而|𝛹|2代表的是機率密度; 

取∆x    −2,∆t      − ,W=1,𝑥0   ,𝑝0   計算 t=5,t=10,t=15 的機率分布 
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圖 3. 5 自由粒子數值解與精確解在 t=1 的比較圖 

 

 
圖 3. 6 自由粒子數值解與精確解在 t=5 的比較圖 
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圖 3. 7 自由粒子數值解與精確解在 t=10 的比較圖 

 

 
圖 3. 8 自由粒子數值解在 t=1,t=5,t=10 的機率分布圖 
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3-4 簡諧振子 

 在一維諧振子問題中，粒子受到一位勢Ｖ＝
 

2
𝑤2𝑥2 帶入式(3.3) 

𝜕𝛹

𝜕𝑡
−
𝑖

2

𝜕2𝛹

𝜕𝑥2
 −

𝑖

2
𝑤2𝑥2𝛹 (3.5) 

從量子力學的推算我們可以得到精確解(附錄)。我們令初始條件為： 

Ψ(x,  )  (
𝑤

𝜋
)
 
4exp (

−𝑤𝑥2

2
) 

且邊界條件為: 

Ψ(±∞, t)    
其對應的精確解為: 

Ψ(x, t)  (
𝑤

𝜋
)
 
4exp (

−𝑤𝑥2

2
−
𝑖

2
𝑤𝑡) 

將(3.5)及(2.3)式對應 令 b=0,V  −
𝑖

2
𝑤2𝑥2,a=−

𝑖

2
帶回(2.37)-(2.40)可以得到 a-4scheeme

下的表示式;我們取取∆x    −2,∆t      − ,w=1 計算 t=10,t=20,t=50 的機率分布。 

 
圖 3. 9 簡諧振子數值解與精確解在 t=10 的比較圖 
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圖 3. 10 簡諧振子數值解與精確解在 t=20 的比較圖 

 

 
圖 3. 11 簡諧振子數值解與精確解在 t=50 的比較圖 
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3-5 在外加場下的簡諧振子 

 在本章的粒子中中，粒子受到一位勢Ｖ＝
 

2
𝑤2𝑥2 −  (𝑡)𝑥；其中 

f(t)   0exp (−
𝑡2

𝜏2
) 

帶入式(3.3) 
𝜕𝛹

𝜕𝑡
−
𝑖

2

𝜕2𝛹

𝜕𝑥2
 −𝑖(

 

2
𝑤2𝑥2 −  0exp (−

𝑡2

𝜏2
)𝑥)𝛹 (3.6) 

我們令初始態為簡諧陣子的基態，經由計算後(附錄)粒子躍遷至每個激發態的機率分布是

為 Poisson 分佈。 

𝑊𝑛0  𝑒
−𝑣
𝑣𝑛

𝑛!
 

且 

v  
 

2𝑤
|∫  (𝑡)𝑒𝑖𝑤𝑡

∞

−∞

|

2

 
𝜋 0

2𝜏2

2𝑤
exp (−

 

2
𝑤2𝜏2) 

Wn0 表示粒子從基態躍遷的第 n 個激發態的機率。 

 

將(3.6)及(2.3)式對應，令 b=0,V  −
𝑖

2
𝑤2𝑥2 −  (𝑡)𝑥,a=−

𝑖

2
，帶回(2.37)-(2.40)可以得到  

a-4scheeme 下的表示式;我們取∆x    −2,∆t    − ,w=1,τ   ,分別測試 0   , 0   , 0  

 的躍遷機率。 

 
圖 3. 12 粒子在 0   從基態要遷到各個激發態機率 
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圖 3. 13 粒子在 0   從基態要遷到各個激發態機率 

 
圖 3. 14 粒子在 0   從基態要遷到各個激發態機率  
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3-6 高次諧波(High-order Harmonic Generation) 

 原子分子在雷射作用下，可以發射出輻射電磁波，輻射波頻率是入射激光的整數倍，

此現象為高次諧波。 

由文獻[3]，我們令粒子受到一位勢V  
−2

√0  +𝑥2
− 𝑥𝐸(𝑡)，其中 

 (t)  𝐸0𝑠𝑖𝑛
2(
𝜋𝑡

 
)sin (𝑤𝑡) 

帶入式(3.3) 
𝜕𝛹

𝜕𝑡
−
𝑖

2

𝜕2𝛹

𝜕𝑥2
 −𝑖(

−2

√0  +𝑥2
− 𝐸0𝑠𝑖𝑛

2(
𝜋𝑡

𝜏
)sin (𝑤𝑡)𝑥)𝛹 (3.7) 

我們令初始條件為： 

Ψ(x,  )  
 

√2
(| ⟩ + |𝑒⟩) 

| ⟩表示粒子在位勢V  
−2

√0  +𝑥2
下的基態，而|𝑒⟩表示粒子在位勢V  

−2

√0  +𝑥2
下的第一激發態，

其各自對應的能量為-2 a.u.及-0.56 a.u.。 

 將(3.7)及(2.3)式對應，令V  
−2

√0  +𝑥2
− 𝐸0𝑠𝑖𝑛

2(
𝜋𝑡

𝜏
)sin (𝑤𝑡)𝑥,a=−

𝑖

2
 ,b=0，帶回(2.37)-

(2.40)可以得到  a-4scheeme 下的表示式;我們取∆x    −2,∆t    − ,w=0.056,τ  2fs,各自

模擬      與        到 T=85a.u.時的光譜

 
圖 3. 15 粒子在      的光譜圖 
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圖 3. 16 粒子在        的光譜圖 
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四、結論與建議 

4-1 結論 

本文研究中，利用 a-4 scheme 各自模擬不同情況的一維 PDE。在一維波動方程式、自由粒

子、諧振子以及在外加場下的諧振子這些已知精確解下的量子力學問題，我們利用 a-4 

scheme 獲得相當準確的數值解，在應用在 HHG 的例子上，我們可以獲得合理的現象。 

在量子力學問題中，從馮諾依曼穩定性分析 (Von Neumann stability analysis) 

[文獻 9]，我們可以得到設定網格的條件，但網格的條件設定在電腦運算上是沒有效率的，

但如果不滿足此條件時，在數值解中會產生震盪、發散。 

 

4-2 建議及未來展望 

 若效率問題可以有效解決的話，就可以進而從一維 PDE 進展至多維 PDE，在原子、

分子或固態物理的例子上進行計算。對於提升效率及數值精確度，可以從 c scheme、w-α 

scheme 或者是適應性網格方法來優化。 
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附錄 A 

 

 一維薛丁格方程式受到一位勢V  
 

2
𝑤2𝑥2，則此粒子的哈密頓算符為 

H  
𝑝2

2
+
 

2
𝑤2𝑥2 

其中 x為位置算符，p為動量算符(p  −i
𝑑

𝑑𝑥
)。接著我們去解定態薛丁格方程式 

H|𝜓⟩  𝐸|𝜓⟩ 
利用冪級數法，我們可以得到 

⟨𝑥|𝜓𝑛⟩  √
 

2𝑛𝑛!
(
𝑤

𝜋
)
 
4 ∙ exp (−

𝑤𝑥2

2
) ∙ 𝐻𝑛 ∙ √𝑤𝑥 

Hn為厄米多項式 (Hermite polynomials) 

𝐻𝑛(𝑥)  (− )
𝑛𝑒𝑥

2 𝑑
𝑛

𝑑𝑥𝑛
𝑒−𝑥

2
 

而相對應的能階 En為 

𝐸𝑛  (𝑛 +
 

2
) 
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附錄 B 

 
由附錄 A 我們定義兩個算符 a, a† 

a  √
 

2
(𝑥 + 𝑖𝑝) 

𝑎+  √
 

2
(𝑥 − 𝑖𝑝) 

而其中 

[a, a†]=1 

雷射脈衝下的簡諧振子其哈密頓算符為 

H  
𝑝2

2
+
 

2
𝑤2𝑥2 − f(t)x 

我們令 

H  𝐻0 + 𝐻 , 
其中 

𝐻0  𝑤 (𝑎
+𝑎 +

 

2
) ,𝐻  − (𝑡)√

 

2𝑤
(a + 𝑎+) 

接著開始解其薛丁格方程式 

Ψ(t)  exp (−i𝐻0t)𝜙(𝑡) 
而 

i𝜙̇  𝐻 (𝑡)𝜙 
我們可以解出 

ϕ(t)  exp {−i[ ∫ (𝑡′)√
 

2𝑤
𝑎 ∙ exp(−𝑖𝑤𝑡′)

𝑡

−∞

d𝑡′ + ∫ (𝑡′)√
 

2𝑤
𝑎+ exp(𝑖𝑤𝑡′)

𝑡

−∞

d𝑡′]}𝜙(−∞) 

當 t=∞ 

ϕ(∞)  exp [iC(a + 𝑎+)]𝜙(−∞) 
其中 

C  √
 

2𝑤
∫  (𝑡′)exp (𝑖𝑤𝑡′)𝑑𝑡′

∞

−∞

 

我們將上式修正 

ϕ(∞)  exp (−
 

2
𝐶2)exp (iC𝑎+)exp (iCa)]𝜙(−∞) 

 

又 

(𝑎+)𝑛𝜓0  √𝑛!𝜓𝑛 , a𝜓0    
令 t=-∞時處於基態，𝜓 (-∞)=𝜓 0 

我們可以得出 



 

26 

 

ψ(∞)  exp (−
 

2
𝐶2)∑

(𝑖𝐶)𝑛

√𝑛!
𝑛

𝜓𝑛 

而其躍遷機率為一個 poisson distribution 

𝑊𝑛0  𝑒
−𝑣
𝑣𝑛

𝑛!
 

其中 

v  
 

2
| ∫  (𝑡′)𝑒𝑖𝑤𝑡𝑑𝑡

∞

−∞

|

2

 

若f(t)   0exp (−𝑡
2/𝜏2)，則 

v  
𝜋 0

2𝜏2

2𝑤
exp (−

 

2
𝑤2𝜏2) 

其中 0為常數。 

 


