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摘要 

 
 
 

     本文主要是利用數學軟體來探討「紐結(knots)」。首先探討二維的利薩

如(Lissajous)圖形、擺線、次擺線等二維平面曲線圖形。其次，延伸到三維

的利薩如紐結、擺線紐結、環面紐結、裝飾紐結等紐結。針對利薩如紐結，

進行一系列不同相位及頻率的分析；接著觀察擺線紐結、環面紐結的三角

函數參數方程中各項係數改變時，所得的規律及變化；以及研究在裝飾紐

結上微調數學式時所產生的特殊紐結型式。此外，還會探討經由 SU(2)群所

進行從利薩如紐結轉換到擺線紐結的 SU(2)紐結。最後將進一步試著將紐結

圖形的變化與樂理的音階理論做對照，結合數學軟體及數學原理，設計出

一個簡易的紐結樂譜或紐結音符。 
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ABSTRACT 
 
 

     The paper is the research of knots with the use of Mathematical software. 

Firstly, we introduce two-dimensional curves such as Lissajous figures, cycloids, 

and trochoids. Then, we extend to the three- dimensional knots such as Lissajous 

knots, trochoid knots, torus knots, and the decorative knots. In the study of 

Lissajous knots, we have a series of analysis between the different phases and 

frequencies. For the trochoid knots and the torus knots, we focus on the affection 

of the various coefficients in the formulas to the knot patterns. We also try to 

have the formulas varied in order to result in the special shape of knots. Besides, 

there is a heavy discussion about SU(2). Furthermore, we can generate the SU(2) 

knots using the idea of SU(2) transformations combined with the 3D knot 

generating formula. Finally ,we introduce the musical theory about scales for the 

goal of designing knot notes.  
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第一章 簡介 

1.1 研究動機 

自 1847 年出版《拓樸學的初步研究》一書後，這本由高斯的學生利斯

亭所撰寫的專題著作，開啟了拓樸學家對於紐結的討論與研究。直到今日，

數學家們對於紐結研究所得出的紐結定義、紐結模型、紐結理論、及所謂

的紐結等價與紐結不變量等概念，一直是研究活動的焦點。其中最主要的

有二： 一是 1926 年的亞歷山大多項式，將每一種紐結都配上一個變數 t

的多項式，並按照一個標準計算程序而得，可用於辨別一個三葉結與一個

平結；二是 1984 年的瓊斯多項式，被認為是亞歷山大多項式的某種變體，

但對於辨別紐結更為有效，可以將左向三葉結和右向三葉結區別開來。至

1996 年，已有十二個或甚而更多新近出現的紐結多項式；這些多項式的不

變量的意義仍然是拓樸學家在探討核算的主題，似乎和量子物理學的關係

匪淺[1,2]。 

在交大 DPSS 實驗室及「科學計算與視覺化」這門課中，學習到用

mathcad 這個數學軟體來設計紐結，也討論了其相關的數學式及數學理論。

這引發了我對於用數學原理來設計紐結的興趣與好奇。但我所關注的焦

點，主要是利薩如紐結(Lissajous knots)、擺線與次擺線紐結(cycloid and 

trochoid knots)、及環面紐結(torus knots)。文中會先介紹二維曲線的利薩如

曲線與擺線的數學式及其對應的圖形，並探討利用 SU(2)進行利薩如曲線與
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擺線的幾何轉換原理。接著，利用數學軟體呈現三度空間的紐結曲線(利薩

如紐結、擺線紐結、SU(2)紐結)並依其數學式進行分析及探討，再將紐結數

學參數方程在三角函數的類別及項數、各係數值等進行若干不同的變化以

得到各式各樣特殊的裝飾紐結。本文最後將進一步嘗試將音符與紐結類型

做對照，製作出一套紐結音符。 

1.2 本文架構 

本文第一章為簡介，說明研究的主旨與內容。自第二章起，先介紹二

維曲線，包括有：利薩如曲線、內/外擺線、內/外次擺線。第三章則是介紹

SO(3)和 SU(2)的空間旋轉矩陣，並探討如何利用 SU(2)將三度空間中的利薩

如曲線轉換為擺線。第四章進入本文的主題之一：將第二章的二維曲線擴

充至三度空間變成「利薩如紐結」、「擺線紐結」及在紐結理論中已廣泛討

論的「環面紐結」，並探討當紐結數學式的頻率、相位不同時，紐結型態的

變化及差異。接著是利用 SU(2)畫出從利薩如紐結轉換為擺線紐結之間的過

渡紐結--SU(2)紐結。第五章是進一步將「環面紐結」、「擺線紐結」數學式

中的頻率、振幅等係數做不同的組合及變化，設計出各式各樣的「裝飾紐

結」。最後將紐結的變化圖樣與音符結合，設計出簡單的紐結音符。第六章

則是結論和未來展望。                                                     
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第二章   利薩如曲線與次擺線曲線 

 2.1 利薩如曲線(Lissajous curve) 

    Lissajous figures 是由兩個互相垂直的正弦曲線或餘弦曲線在坐標平面

上合成的曲線；也可以說，方向互相成直角的兩振動，重疊時所形成的位

移圖形。我們可以從質點在平面上運動，其 x、y 坐標隨簡諧運動而振盪的

情形來說明。Lissajous figures 的方程式可以如下表示： 

)cos()(

cos)(







tBty

tAtx

y

x
                                          (2.1) 

    其中 A、B 分別表示 x、y 方向振盪時的振幅，ωX、ωy 為角頻率，為

x 坐標及 y 坐標之相差[3]。若考慮 ωx=ωy=ω0頻率相同時，且若兩運動同相，

即 =0，則可得 x
A

B
y  的直線軌跡，其所呈現的振動為簡諧運動，振幅為

22 BA  ，令其位移為 r，則可得方程式為： tBAr 0
22 cos ；若兩個運

動方向互相垂直，當 =π時，可得 x
A

B
y  的直線軌跡，其所呈現的振動也

是簡諧運動，振幅為 22 BA  。所以當 =0 或 π，兩個同頻率且互相垂直的

簡諧運動之重疊，其結果為同頻率之直線諧和運動(Rectilinear harmonic 

Motion)，如圖 2-1(a)。同樣地，考慮相同頻率 ωx=ωy=ω0，若當 =
2


時，此

一沿 x 軸及沿 y 軸之運動為二次運動(Quadratic Motion)，如圖 2-1(b)。此時

之方程式為： tBtBy 00 sin)
2

cos(   ，與 tAx 0cos 合併後，可得
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1
2

2

2

2


B

y

A

x
的橢圓軌跡方程式。我們可以藉由求出質點在 x=+A 處之速度來

證明 =
2


時為順時針方向。證明如下：因為 AtAx  0cos ，所以 1cos 0 t 。

因為在 x=+A 處之速度方向為平行於 y 軸，其沿 y 軸之分量為

BtBdtdyvy 000 cos/   。因為 yv 為負值，故知運動方向必然向下，得

證為順時針方向。若 =
2

3

2


or 時，可以得到同一個橢圓，但運動方向為

逆時針方向。因此，當相差 =
2


 時，兩個同頻率之簡諧運動重疊之結果為

一橢圓運動(Elliptical Motion)。當 A=B 時，橢圓變為圓，而為圓周運動，

如圖 2-1(c)。 

0, 0x y     

(a)

01,  1,  = , 2x yA B       

(c)(b)

0,  , 2x yA B       

 

圖 2-1 Special cases of Lissajous curves 

    另一種重要的 Lissajous figures，則是兩個不同頻率而且互相垂直之兩

個簡諧運動之重疊，即式(1)之重疊；其合成之路徑決定於角頻率之比值

yx  : 及相差值。下圖 2-2 為不同頻率比以及在不同相位角下，所形成的

各式各樣曲線。 
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圖 2-2  Lissajous Patterns 
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2.2 擺線、外擺線與內擺線 

擺線(Cycloid)是一移動的圓沿一固定直線相切而滾動時，圓周上一特定

點的軌跡[4]，如圖 2-3 所示： 

p

 

圖 2-3  擺線 Cycloid 

擺線軌跡參數方程可以表示成： 




cos

sin




rry

rrx
                                             (2.2) 

其中(2.2)式中 r 表動圓半徑，θ表圓周轉的角度。 

另外，外擺線及內擺線(epicycloid and hypocycloid)則是一個移動圓沿一

固定圓進行外切及內切的滾動(但無滑動)，移動圓上面圓周的某一特定點的

軌跡，分別稱為外擺線及內擺線。簡言之，外擺線就是動圓圓周上某特定

點在一固定圓外部沿圓周滾動的軌跡；而內擺線則是沿圓周內部滾動所形

成的軌跡[4]。外擺線和內擺線的軌跡參數方程分別如(2.3)式與(2.4)式： 

    
( ) cos cos

( )sin sin

R r
x R r r

r
R r

y R r r
r

 

 


  


  

                                   (2.3) 

    
( )cos cos

( )sin sin

R r
x R r r

r
R r

y R r r
r

 

 


  


  

                                   (2.4) 
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其中 R 表固定圓半徑，r 表動圓半徑，θ表兩圓連心線與固定圓的水平直徑

此兩線之間所夾的角度。圖 2-4 與圖 2-5 為改變 R 與 r 的比值所形成各式的

外擺線與內擺線曲線。 

1R
r  2R

r  3R
r 

4R
r  5R

r  6R
r 

 

圖 2-4  不同R r 比值的外擺線 

 

2R
r  3R

r  4R
r 

5R
r  6R

r  7R
r 

 

圖 2-5  不同R r 比值的內擺線 
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    內擺線的參數方程式(2.4)式是用－r 取代外擺線參數式(2.3)式的 r 所得

到的。其中有幾個比較有趣的情況，例如：當 1R r  的外擺線時，亦稱為心

臟線 ardioid，如圖 2-4 所示，其方程可簡化為： 

 2sinsin2,2coscos2 rryrrx                             (2.5) 

當 4R r  的內擺線時，稱為星形線 astroid，如圖 2-5 所示，其方程可簡化為： 

 33 cos,cos RyRx                                          (2.6) 

然而R r 的比值不一定要為整數，只要其比值為一有理數(即可以化成分數

形式)，亦可以形成封閉的軌跡曲線，下圖 2-6 與圖 2-7 為當R r 比值為一個

最簡分數時所呈現出來的軌跡。 

5
3

R
r  7

3
R

r  11
3

R
r  11

5
R

r  13
5

R
r 

 
圖 2-6  R r 比值為最簡分數時的外擺線 

5
3

R
r  7

3
R

r  11
3

R
r  11

5
R

r  13
5

R
r 

 

圖 2-7  R r 比值為最簡分數時的內擺線 



 

9 
 

    除此之外，也可以將上述外擺線及內擺線的參數方程式(2.3)及式(2.4) 

同時簡化如下： 

)sin()sin()(

)cos()cos()(

22

11






qnpmy

qnpmx
                                  (2.7) 

    擺線、外擺與內擺線等，其最主要的幾何表現是所觀察的軌跡點，恰

落在動圓的圓周上，即恰為動圓的某切點位置。不論是外擺線或內擺線的

兩圓(動圓、固定圓)其半徑比值必須是有理數，即半徑比須為(最簡)整數比，

此時觀察點 P 的軌跡才會是一封閉曲線；若為無理數比值時，曲線將呈現

無窮盡的滾動軌跡線，動點 P 不能返回起始位置，則曲線是不封閉的[4, 5]，

圖 2-8 與圖 2-9 是 R r 比值為無理數時的外擺線與內擺線的曲線。 

2R
r  7R

r  11R
r  23R

r 

 

圖 2-8  R r 比值為無理數時的外擺線 

2R
r  7R

r  11R
r  23R

r 

 

圖 2-9  R r 比值為無理數時的內擺線 
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2.3 次擺線、外次擺線與內次擺線 

次擺線(Trochoid)和擺線(Cycloid)最主要的差別是被觀察的特定點 P 不

是在動圓上，而是在動圓內部或外部的某一定點。下表 2.1 整理出擺線與次

擺線的差異性。當定點 P在動圓內時的軌跡稱為短幅次擺線(curtate trochoid)

或收縮次擺線(contracted trochoid)；當定點 P 在動圓外時，其軌跡稱為長幅

次擺線(prolate trochoid)或外展次擺線(extended trochoid)[5]，如圖 2-10 所示。 

表 2.1 擺線與次擺線分類 

    其軌跡參數方程，不同於(2.2)式的單一個 r，而是以 a 為動圓半徑，b

為觀察點到圓心的距離來表示： 

  
sin

cos

x a b

y a b

 


  
                                              (2.8) 

依直線而轉 擺線 Cycloid 
次擺線 Trochoid 

包括：短幅、長幅 

依圓而轉 

圓外 外擺線 Epicycloid 
外次擺線 Epitrochoid 

包括：短幅、長幅 

圓內 內擺線 Hypocycloid 
內次擺線 Hypotrochoid 

包括：短幅、長幅 

動圓半徑 r/圓心 O 

動圓的某點 P 
PO ＝ r PO ＜ r  、 PO ＞ r 
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(a)

(b)

(c)

 

圖 2-10 (a)短幅次擺線 (b)擺線 (c)長幅次擺線 

    外次擺線及內次擺線(epitrochoid 及 hypotrochoid)則是一個移動圓沿一

定圓進行外切及內切的滾動(但無滑動)，動圓內或外某一特定點的軌跡。與

次擺線(Trochoid)相同，依觀察點 P 是在動圓內或外，又都可再分為短幅及

長幅的外次擺線或內次擺線(epitrochoid、hypotrochoid)。其參數方程類似於

外擺線、內擺線的軌跡參數方程式(2.3)與(2.4)式，差別在於式中的第二項的

r 要乘上小於或大於 1 的常數，以代表短幅或長幅的區別。外次擺線
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(epitrochoid)及內次擺線(hypotrochoid)的參數方程表示如下[6]： 

( ) cos cos

( )sin sin

R r
x R r r

r
R r

y R r r
r

  

  


  


  

                                (2.9) 

( ) cos cos

( )sin sin

R r
x R r r

r
R r

y R r r
r

  

  


  


  

                               (2.10) 

式子(2.9)與(2.10)中的 λ＜1 時為短幅，λ＞1 時為長幅。其中 R 表固定圓半

徑，r 表動圓半徑，θ表兩圓連心線與固定圓的水平直徑此兩線之間所夾的

角度。圖 2-11 與圖 2-12 為固定R r 的比值為 10R r  時，改變不同的值，

得到變化由短幅到長幅的外次擺及內次擺的曲線圖。 

0.35  0.5  0.85  1  1.3 

1.5  1.8  2.5  3  5 

 

圖 2-11  10R r  隨著變化的外次擺曲線 
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0.35  0.5  0.85  1  1.3 

1.5  1.8  2.5  3  5 

 

圖 2-12  10R r  隨著變化的內次擺曲線 

接著我們固定值，研究不同R r 比值情況下，內、外次擺線的曲線，圖 2-13

為 0.7  時不同R r 比值的外次擺曲線圖；圖 2-14 為 1.5  時，不同R r 比值

的外次擺曲線圖。 

2R
r  3R

r  4R
r 

5R
r  6R

r  7R
r 

 

圖 2-13  0.7  時不同R r 比值的短幅外次擺線 
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2R
r  3R

r  4R
r 

5R
r  6R

r  7R
r 

 

圖 2-14  1.5  時不同R r 比值的長幅外次擺線 

另外，圖 2-15 與圖 2-16 分別為 0.7  與 1.5  時，不同R r 比值的內次擺曲

線圖。

3R
r  4R

r  5R
r 

6R
r  7R

r  8R
r 

 

圖 2-15  0.7  時不同R r 比值的短幅內次擺線 
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3R
r  4R

r  5R
r 

6R
r  7R

r  8R
r 

 

圖 2-16  1.5  時不同R r 比值的長幅內次擺線 

最後，不論是次擺線、外次擺線或內次擺線(trochoid、epitrochoid、

hypotrochoid)，其方程式都可以簡化成如前 2.2 節的(2.7)式，而這個式子會

與下一章節中的環面紐結有密切的關係。 

)sin()sin()(

)cos()cos()(

22

11






qnpmy

qnpmx
                                   (2.7) 
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第三章   利用 SU(2)探討利薩如曲線到擺線的

幾何轉換 

 3.1  SO(3)群 

「正交群」(orthogonal groups)，記為 O(n)，是歐氏空間的正交變換

(orthogonal transformation)產生的群，也可說是由全體 n×n 正交矩陣(n×n 

orthogonal matrices)所組成的群。其中 SO(3)群是指「special 3×3 orthogonal 

matrices」，「special」在此強調矩陣的行列式 determinant 值必須為 1 [4]。 

SO(3)的一個典型代表為「三維實空間的旋轉矩陣」，如下式表示：[7,8]  


















100

0cossin

0sincos

)( 


zR      (φ為對固定的Z軸所旋轉的角度)       (3.1) 

可以容易檢驗得 )(zR 滿足正交性(內積為 0)，以及行列式值為 1。 

令歐氏空間中任一個元素其坐標向量為( zyx ,, )，用(3.1)式進行旋轉如

下：將 z 軸固定，經由線性變換在 xy 座標平面上旋轉 φ角度，將( zyx ,, )

轉動到新的坐標 ( zyx  ,, )，數學式如下： 







































































z

y

x

z

y

x

R

z

y

x

z

100

0cossin

0sincos

)( 


                              (3.2) 

圖示如下圖 3-1： 
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X

Y

Z







Y 

X 

 

圖 3-1 固定 Z 軸的 SO(3)座標旋轉 

同樣地，也可以得到將 x 軸及 y 軸固定，且分別旋轉 ψ及 θ角度時的 SO(3) 

矩陣如(3.3)式： 























cossin0

sincos0

001

)(xR    














 







cos0sin

010

sin0cos

)(yR                  (3.3) 

    正交群 SO(n)與么正群 SU(n) (3.2 節)皆有「生成元」(generator)。此乃 

因其皆屬「李群」(Lie groups)。李群主要是探討連續群(continuous groups)，

群元素都具解析性(analytic)，故可用微分及解析式來產生群的生成元。依次

說明 SO(2)、SO(3)的生成元。 

    SO(2)旋轉矩陣是在二維 xy 平面進行旋轉的線性變換矩陣，如(3.4)式： 
















cossin

sincos
)(R                                            (3.4) 
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對 )(R 做微分，並令 φ=0 時，得到生成元 2 如 (3.5) 式。式子中加入 i的複

係數，是為了符合「合冪型矩陣」(Hermitian)有共軛轉置的複數域對稱矩陣

的型式，： 

200 01

10

sincos

cossin
/)( 




 






















 

iididR                  (3.5) 

將(3.4)式的 SO(2)旋轉矩陣 )(R 用單位矩陣 2I 及(3.5)式的生成元 2 矩陣做

線性組合如(3.6)式： 

)exp(sincos
cossin

sincos
)( 222 




 iiIR 









                     (3.6) 

由(3.6)式的指數式可看出 2 為 )(R 的生成元。此外，可知：矩陣的乘法相

當於角度的加法，如(3.7)式： 

)())(exp()exp()exp()()( 21212122212   RiiiRR            (3.7) 

此時利用：當旋轉角度 0 時，表示旋轉矩陣 )(R 趨近於單位矩陣 2I ，可

進一步推得小角度時的 SO(2)旋轉的 )(R 指數解析式(3.8)式： 

),()exp()( 2
2  OSiISiR       ,0                          (3.8) 

此(3.8)式的 )(R 指數解析式是將 SO(2)旋轉矩陣 )(R (3.6)式中的 φ用小角度

 來取代，並用 S 取代生成元 2 。 

    同理，可利用微分得 SO(3)的三個生成元 zyx SSS ,, 。將三維實空間的旋
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轉矩陣如(3.1)及(3.3)式，並列於下： 























cossin0

sincos0

001

)(xR  














 







cos0sin

010

sin0cos

)(yR  

















100

0cossin

0sincos

)( 


zR

， 

以(3.1)式 )(zR 為例，如下方(3.9)式來微分

















100

0cossin

0sincos

)( 


zR

， 















 




000

00

00

/)(
0

i

i

SdidR zz 
                                   (3.9) 

得到 zS ，此時仿照 SO(2)在 3.8 式 )(R 的指數解析表示式中的小角度 ε，我

們用極小值取代 )(zR 的 φ，可得 )(zR 的解析式如下： 

zz SiIR   3)(                                            (3.10) 

我們從(3.10) )(zR 的解析式得到 zS 為 zR 群的生成元。 

仿照 SO(2)旋轉矩陣考慮旋轉角度 0 的情況：當 SO(3)旋轉有限角度

時，相當於連續小角度的累加，因為此時矩陣的乘法相當於角度的加法，

如(3.7)式，及由(3.10) )(zR 的解析式，便可得(3.11)式： 

))(()( 231321 zzz SiISiIR                             (3.11) 

進一步令 N/  ，若 N 時，進一步得指數解析式(3.12)式： 
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  )exp()/(
lim

)( 3 z
N

zz SiSNiI
N

R  


                            (3.12) 

從(3.12)式中，再次確認 zS 為 zR 群的生成元。 

同理，可推得 SO(3)群的另兩個子群 xR , yR 的生成元 yx SS , 如下： 

















00

00

000

i

iS x        



















00

000

00

i

i

S y                             (3.13) 

因為 SO(2)群只有 






 


0

0
2 i

i
 這一個線性獨立的生成元(generator)，所以

SO(2)群的次數(order)為 1。而 SO(3)群則有： 

















00

00

000

i

iS x       



















00

000

00

i

i

S y       














 


000

00

00

i

i

Sz  

這三個線性獨立的生成元，所以 SO(3)群的次數為 3。 

總結來說，在 SO(2)群的實數 2×2 矩陣只有一個參數，即一個旋轉角，

只有一個生成元 2 ，為一階的；在 SO(3)群的實數 3×3 矩陣，有三個獨立

參數，即有三個尤拉角(Euler angles)，共有三個生成元 zyx SSS ,, ，是三階的。

當一向量在三維實空間順次經由三個尤拉角：α角、β角、γ角旋轉時，其

分量在轉動中的變換矩陣 R 稱為空間旋轉矩陣 SO(3)群。如(3.15)式： 

cos sin 0 cos 0 sin cos sin 0

(3) ( ) ( ) ( ) sin cos 0  0 1 0  sin cos 0

0 0 1 sin 0 cos 0 0 1
z y zSO R R R

     
      

 

     
             
     
     

  (3.15) 
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3.2  SU(2)群 

「么正群」(unitary groups)，記為 U(n)，是由 n 維複數向量空間的么正

變換(unitary transformation)所成之群，也可說是由全體 n×n 么正矩陣(n×n 

unitary matrix)所組成的群[4]。 

SU(2)特指「special 2×2 unitary matrices」所形成的「特殊么正群」，

「special」強調行列式為 1 的 2×2 么正矩陣。SU(2)群有三個生成元，即所

謂的「包立矩陣」(Pauli matrices) 1 、 2 、 3 ，次數為 3，有三個實連續參

數 、、 (Caley-Klein parameters )。SU(2)的一般形式為(3.16)式：[8] 























 **cossin

sincos
),,(

ab

ba

ee

ee
U

ii

ii









   (＊:conjugates 共軛)    (3.16) 

將(3.16)式微分，可以得到 SU(2)的三個生成元(3.17)式；及相對應的三個

1U 、 2U 、 3U (the elements of SU(2)) (3.18)式： 











01

10
1 ,   







 


0

0
2 i

i
 ,   











10

01
3                         (3.17) 

)2/exp( 111 iaU  ,  )2/exp( 222 iaU  ,  )2/exp( 333 iaU                (3.18) 

總結來說，我們建立了 SU(2)群與 SO(3)群之間的矩陣表示式的對應：  

)()()()3(  zyz RRRSO         )()()(),,()2( 323  UUUUSU   

這代表：三維實數空間的 SO(3)旋轉，可用二維複數平面的 SU(2)旋轉來表

現。旋轉過程如下： 
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(1) 利用 3U ，以 z 軸為固定軸旋轉 角，(得 zyx  ,, 軸) 

(2) 利用 2U ，以 y軸為固定軸旋轉角，(得 zyx  ,, 軸) 

(3) 最後用 3U ，以 z 軸為固定軸旋轉 角。 

對照 SO(3)旋轉的(3.15)式矩陣乘積，SU(2)旋轉矩陣可表示成(3.19)式， 

SU(2)旋轉矩陣 ),,( U ： 

)()()(),,( 323  UUUU   




























 2/

2/

2/

2/

0

0

2/cos2/sin

2/sin2/cos

0

0











i

i

i

i

e

e

e

e
 

















2/cos2/sin

2/sin2/cos
2/)(2/)(

2/)(2/)(








ii

ii

ee

ee
                  (3.19) 

若對照(3.16)式的 SU(2)一般式，可知其三個實連續參數、、 對照如下：

2

 
 、

2

  、
2

 
    

3.3  利薩如與次擺線的幾何轉換 

在 3.2 節已知 SU(2)可以等價地如同 SO(3)進行三維空間的旋轉，這一

小節的主題是討論：將「利薩如曲線」轉換成「次擺線」的 SU(2)矩陣 U。 

量子力學(Quantum mechanics)的哈密頓算符(Hamiltonian) Ĥ 運動方程

如下(3.20)式 [9]： 
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









































2

1

3
0

21

213
0

2

1

22

22
v

v
i

i

v

v

dt

d
i




  xpixv ~~

1  , ypiyv ~~
2         (3.20) 

3,2,1  為常數， 0 為自然共振頻率 

首先，討論主要概念為以下幾點： 

(一) 說明預期目標：欲將哈密頓算符(Hamiltonian) Ĥ 運動方程中的線性變換

矩陣
























22

22
3

0
21

213
0





i

i

對角化成為 

























2

1

2

1

2

1

0

0

Z

Z
i

Z

Z

dt

d




的微分方程。 

此時 11
1 Zi

dt

dZ
 ， 22

2 Zi
dt

dZ
 為兩獨立的簡諧振盪(two harmonic 

oscillators without coupling)，方程解型如： 

tiecZ 1
11

 ， tiecZ 2
22

                                       (3.21) 

又因為
1

1 
xv

ixZ  ，
2

2 
yv

iyZ  ，故在(3.21)式解中取實部 )(),( tytx 。當

)(),( tytx 的振盪頻率不同時( 21   )，即為 Lissajous curves。 

反之，一開始未對角化的方程 

























2

1

2

1

2

1

Z

Z

b

a
i

Z

Z

dt

d




， 0ab ，此時

211
1 aZZ

dt

dZ
i   ， 221

2 ZbZ
dt

dZ
i  為兩耦合振盪(two coupling 

oscillators)，意即兩個振盪器有交互作用。其 )(),( tytx 形成的圖形為擺線/

次擺線。 
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(二) 將(3.20)式 









































2

1

3
0

21

213
0

2

1

22

22
v

v
i

i

v

v

dt

d
i




乘上( i )，則得



























22

22
3

0
21

213
0





i

i

iA                                    (3.22)  

(三) 進一步利用 3.2 節中的 SU(2)生成元 1 、 2 、 3 (Pauli matrices)(3.17 式)， 

展開 A 得到


A， 





 
































 3
3

2
2

1
1

0
3

0
21

213
0

222
ˆ

22

22ˆ 



Ii

i

i

iA           (3.23) 

(四) 對


A (3.23)式進行么正轉換，其數學式為 unitary transformation  


  UUMM 2222                                             (3.24) 

其中U、 U 為 SU(2)的生成元及其對應的反矩陣(inverse matrix)，是利用

來進行基底變換的么正矩陣，也就是用來進行座標軸的旋轉。 22M 為 Ĥ 中

的線性變換矩陣 2×2 方陣


A (非對角化矩陣)、 22M 為 22M 的相似矩陣，是

建構在用U 、 U 變換基底後的線性變換矩陣。最後目標是為了得到一個

最佳矩陣「對角線矩陣」，即 22M ，以顯示出 Ĥ 微分方程解的特性。 

(五) 在第四點中的U、 U ，我們依序利用了 3U 和 2U 這兩個 SU(2)群的元素來

進行以 z 軸和 y 軸為固定軸的座標軸旋轉。這裏須使用量子力學
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(quantum mechanics)中所謂的 spin operator，型如： 32
ˆ zS 、 22

ˆ yS ， 

則可得 3U 、 2U 及 3
U 、 2

U 如下： 

   )2/exp( 3

ˆ

3 


ieU
zSi



 、 )2/exp( 33 iU   

)2/exp( 2

ˆ

2 


ieU
ySi



 、 )2/exp( 22 iU                       (3.25) 

(六) 令 Ĥ 微分方程對應的線性變換矩陣為


A (3.23)式，進行兩次的么正變換

如下： 

   3
*

3
ˆˆ UAUB  ， 2

*
2

ˆˆ UBUD                                      (3.26) 

   其中


D即預期目標的對角線矩陣。 

(七) 因為在第六點中利用 3U 、 2U 來進行基底變換的線性轉換，即 

    

















2

1

2

1
32 u

u

v

v
UU ，其中 









2

1

v

v
為非對角化矩陣



A基底下的解向量， 








2

1

u

u
為對

角線矩陣


D基底下的解向量。  

因此可得其逆轉換如： 



















2

1
2

*
3

*

2

1

u

u
UU

v

v
                             (3.27) 

則


UUU 2
*

3
* 即是將「利薩如曲線」轉換成「次擺線」的 SU(2)矩陣 U，其

詳細計算過程於附錄一討論。 

    透過附錄一及(3.27)式，可得哈密頓算符 (Hamiltonian) Ĥ 運動方程
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(3.20)式的解： 
















 









)(

)(

)2/
~

cos()2/~exp()2/
~

sin()2/~exp(

)2/
~

sin()2/~exp()2/
~

cos()2/~exp(

)(

)(

2

1

2

1

tu

tu

ii

ii

tv

tv


                (3.28) 

其中
1

21tan~



  ， 
3

2
2

2
11tan

~




  , 
2

,
2 0201





  , 

2
3

2
2

2
1  ，而 )(

11
11)(   tiectu ， )(

22
22)(   tiectu 為之前所述 Lissajous

參數式。同時，取 )(),( 21 tvtv 的實部可得 )(~),(~ tytx 參數軌跡方程式如下： 








)2/~cos()2/
~

cos()2/~cos()2/
~

sin()(~
)2/~cos()2/

~
sin()2/~cos()2/

~
cos()(~

222111

222111




tctcty

tctctx
        (3.29) 

因此當改變 ( , )  時，可以利用(3.29)式得到一系列的曲線，下圖 3-2 為

1 2: 1: 5   且 2
  ，   1 2, 1.5,1C C  ， 1 2 0   時不同所對應的各式曲線；

圖 3-3 則是將 1 2:  改為 1 2: 1: 5    所對應的各式各樣曲線，由圖可以發現

當 1 2 與 互為異號時，會由內次擺線變成外次擺線。 

 0, 2
    ,8 2

     ,4 2
   

 ,3 2
     2 ,5 2

     ,2 2
   

 
 

圖 3-2 1 2 1 5   時不同所對應的各式 SU(2)曲線 
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 0, 2
    ,8 2

     ,4 2
   

 ,3 2
     2 ,5 2

     ,2 2
   

 

圖 3-3 1 2 1 5    時不同所對應的各式 SU(2)曲線 

透過圖 3-2 與 3-3 可以發現，當 2
  ， 2

  時候曲線將完整的由利薩如

曲線轉換成次擺線，因此可以透過 SU(2)的方法同時改變  1 2,C C ，將利薩如

曲線轉換成不同型式的擺線或次擺線，其對應圖如下圖 3-4 其 2/1/ 21  ： 

1 2: 1:1C C 

1 2: 1:1.5C C 

1 2: 1.5 :1C C 

 

圖 3-4 2/1/ 21  時不同 1 2,C C 比值時 SU(2)轉換前後圖 
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同樣的，圖 3-5 和圖 3-6，分別為 3/1/ 21  和 7/3/ 21  的結果。 

1 2: 1:1C C 

1 2: 1:1.5C C 

1 2: 1.5 :1C C 

 

圖 3-5 3/1/ 21  時不同 1 2,C C 比值時 SU(2)轉換前後圖 

 

1 2: 1:1C C 

1 2: 1:1.5C C 

1 2: 1.5 :1C C 

 

圖 3-6 7/3/ 21  時不同 1 2,C C 比值時 SU(2)轉換前後圖 
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第四章   紐結 

4.1  利薩如紐結(Lissajous knots) 

一般在數學或科學上所討論的紐結，是指在三維空間中的封閉曲線，

不能利用剪斷後、再重新連接的方式來改變其迴圈路徑，起始點和結束點

是同一個位置[10]。在本文第二章曾討論過二維平面的「利薩如曲線」，而

本節則是探討三維空間的利薩如紐結。在此之前，須先說明兩類紐結：傅

利葉紐結(Fourier knots)與交錯紐結(alternating knots)，先給予初步介紹。 

傅利葉紐結 

所有的紐結都屬於所謂的「傅利葉紐結」(Fourier knots) [11]，利薩如

紐結(Lissajous knots)也不例外。我們可說：所有紐結的參數方程都來自於傅

利葉紐結的參數方程。下面列出傅利葉紐結的數學式： 



















n

k
kkk

m

k
kkk

l

k
kkk

twctz

tvbty

tuatx

1

1

1

)cos()(

)cos()(

)cos()(







       ),,,,,,,,,,,( wvunmlcba ：常數       (4.1) 

換言之，傅利葉紐結在三維空間的三個方向軸上分別是一獨立且包含有限

個相異頻率之線性組合的振盪曲線，即有限項的 cos 的傅利葉級數。 

交錯紐結 

紐結曲線環繞時，每一個相鄰結點呈現的是依序上下交錯穿越的情

況，此即紐結表上呈現的最簡模式圖形，也是紐結表所謂的交叉數的涵義。

如下圖 4-1： 
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(a) (b)

 

圖 4-1 (a)非交錯紐結(b)交錯紐結 

圖 4-1(a)，在其中間有兩處連續相鄰結點的交叉線，水平方向線圈皆同

時由上方通過下方的線圈。在這種情況下，就不符合交錯紐結的義涵，且

交叉數(crossing number)也隨之減少了。所謂的「knotted」是指有效的交叉；

而「unknot」或「the trivial knot」的交叉數為 0[12]。這是紐結表最主要的

分類依據，也是在判別不同紐結時的第一個基本元素。 

利薩如圖形是兩垂直方向的簡諧振盪運動投影在 xy平面上的二維曲線

圖形(如第二章所述)，這告訴我們所有的三維紐結可以在二維平面上投影出

利薩如曲線[10]。由此可知：不論是數學式或是環繞(交織)情況，利薩如紐

結可說是紐結類型中，最基本也最原始的一種，也可能是諸理論科學及應

用科學中許多方程或動態模式下的解。 

利薩如紐結則是在每一方向軸 )(),(),( tztytx 上，各僅包含一項 cos 函數的

傅利葉紐結。利薩如紐結的數學式如下[10,13]： 

)cos()(

)cos()(

)cos()(

zzz

yyy

xxx

CtBAtz

CtBAty

CtBAtx





                                        (4.2) 

我們可以取 0,1  zyyx CAAA ，因為那並不會改變利薩如紐結的拓樸性

質。所以利薩如紐結的數學式簡化如下： 
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)cos()(

)cos()(

)cos()(

tntz

tnty

tntx

z

yy

xx








        
















 



20

:,
:,,

t

phase
frequencynnn

yx

zyx

                  (4.3) 

如同在二維利薩如曲線的圖形，我們必須取三個互質的頻率值，如此

可得環繞路徑及交叉數為最簡單(不重覆)的利薩如紐結。若非互質時，其紐

結圖形將與最簡整數比的紐結相同。同時，在三個投影平面  planexzyzxy .,, 所

得到的利薩如曲線也會對應於第二章所述的同一頻率比值之曲線圖形。以

下將以 ),,( zyx nnn 的頻率值及 yx  , 相位值，來分析利薩如紐結在各種不同頻

率及相位組合的圖形變化及差異。下圖 4-2 為不同 ),,( zyx nnn 的利薩如紐結。 

)1,3,1(),,( zyx nnn )1,5,3(),,( zyx nnn

)1,3,2(),,( zyx nnn )1,5,4(),,( zyx nnn

)1,4,3(),,( zyx nnn )1,9,4(),,( zyx nnn
 

圖 4-2 ),5.0(),(  yx 時，不同 ),,( zyx nnn 所對應的利薩如紐結(xy projections) 
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如果頻率相同時，但相位 yx  , 不同，則利薩如紐結為不同類型，如下

圖 4-3 所示： 

   , , 2 , 5, 9x y zn n n 

   , , 3, 5, 7x y zn n n 

 a  a 

 b  b

 

圖 4-3 ( , , )x y zn n n 相同時，相位不同的利薩如紐結(xy projections) 

)(a    , 0.8,0.6x y    )(a     , 0.1,0.6x y   ; 

)(b )1.0,7.0(),( yx   )(b  )7.0,1.0(),( yx   

 

在頻率 ),,( zyx nnn 相同，但相位 yx  , 組合不同時將得到不同類型的利薩如

紐結，這和二維利薩如曲線的情況相似。 

此外，當頻率 yx nn , 與相位 yx  , 所形成的關係式 yxxyyx nnCnn   或



 

33 
 

C
nn x

x

y

y 


的值相同時，紐結在 xy 平面的投影利薩如曲線將會相同，如圖

4-4 與圖 4-5 所示，C 值依序為 31.0
x

x

y

y

nn
C


與－0.06π，其中圖 4-4(a)

為紐結分類表中的 knot 52而(b) 為 knot 74[13]。 

(a) (b)

 

圖 4-4  ( , , ) 2,3,7x y zn n n  時，不同  ,x y  的利薩如紐結(xy projections) 

      (a) )7.0,2.0(),( yx   (b) )1,4.0(),( yx     

 

(a) (b) (c)

 

圖 4-5  ( , , ) 2,5,7x y zn n n  時，不同  ,x y  的利薩如紐結(xy projections) 

(a)  7.0,4.0  yx  (b)  05.0,1.0  yx (c)  9.0,48.0  yx  

 

由圖 4-4 與圖 4-5 可以發現 C
nn x

x

y

y 


值相同時，紐結的環繞路徑雖不同(即

不同類型紐結)，但在 xy-平面的 2D 投影利薩如曲線卻會相同。 
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在此利用了數學軟體，呈現出不同頻率組合及相位差的利薩如紐結；

進一步地分析比較，得到利薩如紐結的幾何變化，跟二維的利薩如曲線比

較起來，情況相似卻也更顯得複雜。在 3D 的立體空間中，相位的差異對於

紐結曲線的環繞交叉情形，影響很大；當頻率組合相同時，小幅度的相位

差異及相位組合不同的變化，將造成相對應結點其不同的上下穿越的交叉

法，更何況是頻率組合不同時那更多元且複雜的差異性。近來紐結不變量

的學說及研究大量出現，即在分析歸類紐結的多樣性。本文主旨雖然著重

在利用數學計算研究紐結圖像變化，對於紐結不變量不多予討論，但可想

而知，其中必包含了紐結結構的重要內涵。 

4.2  環面紐結 

4.2.1  (p.q)-環面紐結 

標準的(p,q)-環面紐結(Torus knots)是沿著輪胎表面環繞的紐結，其數學

參數式表示如下(4.4)式[14]： 

)sin()(

)sin())cos(()(

)cos())cos(()(

qtatz

ptqtadty

ptqtadtx





                                    (4.4) 

其中 a 表示輪胎內徑；d 為環面中心軸至輪胎內徑上圓心的距離；p 是

繞環面中心對稱軸的圈數，最後 q 是繞輪胎面的圈數。例如我們所熟知的

(2,3)-環面紐結正是所謂的三葉紐結，其數學參數方程為： 

)3sin()(

)2sin())3cos(()(

)2cos())3cos(()(

tatz

ttadty

ttadtx





     where d>a>0                    (4.5) 

透過(4.5)式可以得到三葉紐結如圖 4-6。除此之外，圖 4-7 呈現更多的環面

紐結： 
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圖 4-6  (2,3)-環面紐結(Trefoil) 

 

(2,3) (2,5) (2,7)

(3,4) (3,5) (3,8)

(5,8) (5,13) (13,23)

 

圖 4-7  (p.q)-環面紐結 (xy-plane view) 
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4.1 節中曾經提到傅利葉紐結，依相關研究得知[11]，環面紐結其實是

非線性的三角函數式，意即是三角函數式的二次方以上的數學參數方程。

我們利用三角函數的積化和差公式，將(p.q)-環面紐結的非線性方程式轉化

成線性組合的三角函數式。如此一來，(p,q)-環面紐結很顯然地正符合前述

所提的傅利葉紐結。其數學推導如下： 

)]sin()[sin(
2

1
)cos()sin(

)]cos()[cos(
2

1
)sin()sin(

)]cos()[cos(
2

1
)cos()cos(

bababa

bababa

bababa







       (積化和差公式) 

而(p,q)-環面紐結參數方程為： 

)sin()(

)sin())cos(()(

)cos())cos(()(

qtatz

ptqtadty

ptqtadtx





， 

將 x(t)改寫如下 

)cos()cos()cos()cos())cos(()( qtptaptdptqtadtx   

)cos(
2

)cos(
2

)cos( qtpt
a

qtpt
a

ptd   

同理改寫 )sin())cos(()( ptqtadty  ，我們得到(p,q)-環面紐結的線性組合的三

角函數式為： 

)sin()(

)sin(
2

)sin(
2

)sin()(

)cos(
2

)cos(
2

)cos()(

qtatz

qtpt
a

qtpt
a

ptdty

qtpt
a

qtpt
a

ptdtx







              (4.6) 

從(4.6)式中，不但可知(p,q)-環面紐結是傅利葉紐結的一種，也可以預見環

面紐結和下一段所欲討論的擺線/次擺線紐結之間的密切關聯性。 



 

37 
 

4.2.2  擺線與次擺線紐結 

在 1880 年之間，由泰特(P. G. Tait)首先製成的紐結表中[12]，非零交叉

數的頭一個紐結為 knot 31，即三葉紐結(Trefoil)，正是 4.2.1 節所討論的(2,3)-

環面紐結((2,3)-torus knot 圖 4-6)。近年來，學者泰勒(L. D. Taylor) [15]研究

出可利用擺線/次擺線的二維 x 及 y 的數學參數方程，再加入 z 方向的參數

式，得到如同環面紐結形式的 3D 擺線/次擺線紐結。而另外，Edward 用微

電腦創作出 18、19 世紀時許多造型特殊的紐結裝飾物件，當時是畫 2D 的

電腦圖案，其採用的數學式近似第二章(2.7)式的二維曲線擺線/次擺線簡化

參數方程，如此我們便不須利用標準的環面紐結參數方程(4.4)式，只要利

用較簡易的擺線/次擺線紐結參數方程，就可得到各式各樣的環面紐結。 

我們希望可以讓擺線/次擺線紐結由二維擺線/次擺線曲線擴充而來，在

此先再列出(2.7)式的二維擺線簡化參數方程式： 

)sin()sin()(

)cos()cos()(

22

11






qnpmy

qnpmx
                               (2.7) 

而泰勒在文章裡[15]所用的三維擺線/次擺線紐結參數方程式可寫成(4.7)式： 

 20

)sin()(

)sin()sin()(

)cos()cos()(







tshtz

tqntpmty

tqntpmtx

    )int:,,( ergersnonzerosqp           (4.7) 

透過(2.7)式和(4.7)式兩式對照後，可確認三維擺線/次擺線紐結正是利用二

維擺線擴充到 3D 立體空間所形成的環繞迴圈而得到。將擺線/次擺線紐結

參數方程(4.7)式對照上一小節中的(4.6)式(p,q)-環面紐結之線性組合的三角

函數式，可發現兩數學式的相異及相似性：(4.6)式在 x 式及 y 式中各比(4.7)

式多了 )cos( ptd  及 )sin( ptd  ，且 x、y 式的末兩項的變數為(p+q)t 及(p-q)t，

這些都可用代數式及三角函數式 cos 和 sin 的恆等式來改寫，由此我們看出
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環面紐結和擺線/次擺線紐結之間透過數學式所顯示的關聯。 

此外，擺線/次擺線紐結參數方程(4.7)式和環面紐結(4.6)式一樣，也符

合傅利葉紐結的級數式(4.1)式。以下為方便故，將僅以「擺線紐結」一詞

來通稱「擺線/次擺線紐結」，除非特別強調「次擺線」時，才採用「次擺線

紐結」一詞。 

擺線紐結參數方程式(4.7)中，q 值的正負會決定環面紐結在 x-y 平面投

影的迴圈向外或向內。當 0q 時，環面紐結的迴圈向外(outwards) ，對應於

內擺線/內次擺線(Hypocycloid/Hypotrochoid)；當 0q 時，環面紐結迴圈向

內(inwards) ，對應於外擺線/外次擺線(Epicycloid/Epitrochoid)。 

一般情況下，擺線紐結方程(4.7)式取 p 值> 0。若同時符合 2p ，

0q (outwards)， qps  ，及 1
m

n
的數學關係時，所得到的擺線紐結就是

「標準」的(p,s)-環面紐結。這個(p,s)的 p 代表的是環繞環面中心軸的環繞

圈數 p，相當於(p,q)-環面紐結的 p；而 qps  的 s 代表的是環繞輪胎面的

圈數，相當於(p,q)-環面紐結的 q。 

反之，若(4.7)式無法同時符合 2p ， 0q (outwards)， qps  ，及 1
m

n

的數學條件時，用 mathcad 所得到的擺線紐結將無法確定是否為標準的環

面紐結，有可能只是近似的環面紐結或一般的裝飾紐結。又若進一步在(4.7)

式再加入任意項的 cos 和 sin ，所得到是下一章所要探討的複雜裝飾紐結。 

今仿(p,q)-環面紐結一詞的用法，接下來的圖例分析將採用(p,s)擺線紐

結一詞，如下表 4-1，分別依(1)p=1 及 p≧2、(2)q＞0 及 q＜0、(3) qps 

成立與否、(4) 1
m

n
或 1

m

n
，並利用(4.7)式來探討(p,s)擺線紐結。[15] 
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表 4.1  (p,s)擺線紐結：其中前 8 圖為 outwards，後 4 圖為 inwards 

p q s 
m

n  類別對照 數學參數方程 
Mathcad 
( xy-plane view)

1 -2 3 1.5 

(1,3)擺線紐結 

(2,3)環面紐結

右手三葉紐結 
)3sin(35.0)(

)2sin(5.1)sin()(

)2cos(5.1)cos()(

ttz

ttty

tttx





 

 

1 -2 3 0.8 
(1,3)擺線紐結 

裝飾環面紐結 
)3sin(35.0)(

)2sin(8.0)sin()(

)2cos(8.0)cos()(

ttz

ttty

tttx





 

 

1 -3 4 1.5 
(1,4)擺線紐結 

裝飾環面紐結 )4sin(35.0)(

)3sin(5.1)sin()(

)3cos(5.1)cos()(

ttz

ttty

tttx





 

2 -1 3 0.8 

(2,3)擺線紐結 

(2,3)環面紐結

左手三葉紐結 
)3sin(35.0)(

)sin(8.0)2sin()(

)cos(8.0)2cos()(

ttz

ttty

tttx





 

2 -1 3 1.5 
(2,3)擺線紐結 

裝飾環面紐結 )3sin(35.0)(

)sin(5.1)2sin()(

)cos(5.1)2cos()(

ttz

ttty

tttx





 

2 -3 5 0.45
(2,5)擺線紐結 

(2,5)環面紐結 
)5sin(35.0)(

)3sin(45.0)2sin()(

)3cos(45.0)2cos()(

ttz

ttty

tttx




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2 -7 9 0.25
(2,9)擺線紐結 

(2,9)環面紐結 
)9sin(35.0)(

)7sin(25.0)2sin()(

)7cos(25.0)2cos()(

ttz

ttty

tttx





  

3 -2 5 0.45
(3,5)擺線紐結 

(3,5)環面紐結 )5sin(35.0)(

)2sin(45.0)3sin()(

)2cos(45.0)3cos()(

ttz

ttty

tttx





 

 

1 3 4 1.5 

(1,4)擺線紐結 

數字 8 紐結 

裝飾環面紐結 
)4sin(25.0)(

)3sin(5.1)sin()(

)3cos(5.1)cos()(

ttz

ttty

tttx





 

 

1 3 5 1.5 
(1,5)擺線紐結 

非交錯紐結 )5sin(25.0)(

)3sin(5.1)sin()(

)3cos(5.1)cos()(

ttz

ttty

tttx





 

 

3 5 8 1.5 
(3,8)擺線紐結 

裝飾環面紐結 )8sin(25.0)(

)5sin(5.1)3sin()(

)5cos(5.1)3cos()(

ttz

ttty

tttx





 

2 5 7 0.75
(2,7)擺線紐結

裝飾環面紐結 )7sin(35.0)(

)5sin(75.0)2sin()(

)5cos(75.0)2cos()(

ttz

ttty

tttx





 

 
 

現在將利用擺線紐結參數方程 (4.7) 式來設計三葉紐結，有 0q 及

0q 兩種不同的模式來呈現，數學式各為(4.8)式(4.10)式[15]，再加上標準

環面紐結的數學方法(4.11)式[14]，分(i)~(iii)三點討論： 
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 (i) 0q 的情況：例如 2q 及 1q ，圖 4-8(a)及(b) 

 
)3sin(35.0)(

)2sin(5.1)sin()(

)2cos(5.1)cos()(

ttz

ttty

tttx





        

)(

3

,2,1

righthandTrefoil

qps

qp





                (4.8) 

上面 0q 的參數方程(4.8)又可改寫如下(4.9)式   

]...[

)3sin(35.0)(

)2sin(5.1)sin()(

)2cos(5.1)cos()(

dhypocycloieqsyx

ttz

ttty

tttx







    

)(

3

.)(,2,1

lefthandTrefoil

qps

changeeqstxstillqp





             (4.9) 

此處強調的是二維 x 及 y 的數學參數方程式加減法的不同，進而與內、

外擺線方程的對應型式，而非著眼於 sin 、 cos 的奇偶函數特性。此時，對

應的圖例為圖 4-8(a)Righthand Trefoil，是 outwards 的內擺線形式。 

(a) (b)(a) (b)

 

圖4-8  三葉紐結(i)：(a) Righthand Trefoil (b) Lefthand Trefoil 

(4.8)式的 p 值=1，即表 4.1 的第 1 個表格裡的圖例，本文稱之為(1,3)擺線紐

結，此時雖不符對應於標準(p,q)-環面紐結的 2p 的數學條件，但實際上，

紐結圖樣符合(2,3)環面紐結的類型。圖 4-8(b)Lefthand Trefoil 即表 4.1 的第

4 個表格裡的圖例，符合 2p ， 01q ， qps  ，及 1
m

n
的數學條件，

此時(2,3)擺線紐結正是(2,3)環面紐結。 

 (ii) 0q 的情況：例如 5q ，圖 4-9 
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)3sin(35.0)(

)5sin(3.0)2sin()(

)5cos(3.0)2cos()(









z

y

x

                                   (4.10) 

 

圖 4-9 三葉紐結(ii)：(2,3)擺線紐結(inwards) 0q  

(iii) 用標準的(2,3)環面紐結數學式：(同於 4.2.1 節所述)圖 4-10 

)3sin(6)(

)2sin())3cos(612()(

)2cos())3cos(612()(

ttz

ttty

tttx





                                    (4.11) 

我們可以得到同於(4.5)式的(4.11)式之三葉紐結如圖 4-10 所示： 

 

圖 4-10 三葉紐結(iii)：(2,3)-環面紐結(Trefoil) 

可畫出「環面紐結」的數學式不只一種，在此已討論「標準環面紐結

方程」及「擺線紐結方程」這兩類參數式。從運用數學軟體的實際作圖中

可以知道，代入係數值的微小差異，可能會得到完全不同的紐結類型；就

算是同一類別的環面紐結，也可以用不同的數學式來表現。例如前述的三

葉紐結，除了文中所使用的(i)~(iii)這三種討論分析的數學方法之外，尚可
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用「傅利葉紐結」的簡易方程來繪製得到。而另一個具代表性的「數字 8

紐結」(the figure eight knot)也有相同的情況，其所對應的數學參數方程不只

一種。而不論是環面紐結或擺線紐結的參數式，如同利薩如紐結般，其數

學本質最終都可以歸結到所謂的「傅利葉紐結」[11]。 

4.3  SU(2)紐結 

在 3.3 節已討論過「利薩如曲線」和「次擺線」之間的 SU(2)幾何轉換。

由圖 3-2 及圖 3-3 也列出了兩類曲線之間的轉換過程中的過渡曲線圖例。[9]

本節將接續這樣的想法，進一步呈現三維立體空間中，「利薩如紐結」和「擺

線紐結」之間的「過渡紐結」，我們稱之為 SU(2)紐結。 

     我們已知「利薩如曲線」轉換成「次擺線」的 SU(2)矩陣方程為：  

 














 









)(

)(

)2/
~

cos()2/~exp()2/
~

sin()2/~exp(

)2/
~

sin()2/~exp()2/
~

cos()2/~exp(

)(

)(

2

1

2

1

tu

tu

ii

ii

tv

tv


               (3.28) 

其中 )(
11

11)(   tiectu ， )(
22

22)(   tiectu 為 Lissajous 參數式。如此一來，「利薩

如曲線」轉換成「次擺線」的數學方程式為： 

 

 )()2/
~

cos()2/~exp()()2/
~

sin()2/~exp(Re)](Re[)(~

)()2/
~

sin()2/~exp()()2/
~

cos()2/~exp(Re)](Re[)(~

212

211

tuituitvty

tuituitvtx








       (4.12) 

則 )(),( 21 tvtv 的實部 )(~),(~ tytx 參數軌跡方程式為： 








)2/~cos()2/
~

cos()2/~cos()2/
~

sin()(~
)2/~cos()2/

~
sin()2/~cos()2/

~
cos()(~

222111

222111




tctcty

tctctx
        (3.29) 

現在將對照前面章節中的圖 3-2 及圖 3-3，呈現出由(3.29)式的 )(~),(~ tytx 再加

上 ])cos[()( 211 ztctz   所得對應圖 3-2、3-3 的 SU(2)紐結，下表 4.2 與表

4.3 為整理出來的結果，分別為 1 2: 1: 5   與 1 2: 1: 5    與不同(~ ,~ )結果。 
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表 4.2  SU(2)紐結， 1 2: 1: 5   ，    1 2, 1.5,1C C  ， 2  ， 1 2 0   ， 0Z  

1 2:    1 2,C C ~  ~  SU(2)曲線 SU(2)紐結 

1:5 1.5:1 0 2

  

1:5 1.5:1 8  2

  

1:5 1.5:1 4  2

  

1:5 1.5:1 3  2

  

1:5 1.5:1 52  2

  

1:5 1.5:1 2  2
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表 4.3  SU(2)紐結， 5:1: 21  ，    1 2, 1.5,1C C  ， 2  ， 1 2 0   ， 0Z  

1 2:    1 2,C C ~  ~  SU(2)曲線 SU(2)紐結 

1:-5 1.5:1 0 2

 

 

1:-5 1.5:1 8  2

 

 

1:-5 1.5:1 4  2

 

 

1:-5 1.5:1 3  2

 

 

1:-5 1.5:1 52  2

 

 

1:-5 1.5:1 2  2
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第五章   複雜裝飾紐結 

5.1  裝飾環面紐結 

標準的(p,q)-環面紐結(Torus knots)的數學式仿(4.4)式，可寫為： 

)sin()(

)]cos(1)[sin()(

)]cos(1)[cos()(





qrz

qrpy

qrpx





                                    (5.1) 

其中 p 表示繞環面中心對稱軸的圈數，q 表示繞輪胎面的圈數。在 4.2.1 節

我們呈現了一系列的(p,q)-環面紐結(見圖 4-7)。而本章節我們將探討所謂的

「裝飾環面紐結」，其已跳脫(5.1)式「標準環面紐結」的數學式，進而在(5.1)

式中的 )cos( qr 或 )sin( qr 項後面可任意加若干項的 )cos( nn qr 或 )sin( nn qr ，且

也已跳脫標準環面紐結方程中所要求：z 式的 q 值必須和 x 式、y 式的 q 或

qn為相同數值的限制。唯有一個條件限制：至少須有一個 qn和 p 為互質。

裝飾環面紐結的一般通式有兩型，表示方法分別如下(5.2)式與(5.3)式：[14] 

)sin()(

...])cos()cos(1)[sin()(

...])cos()cos(1)[cos()(

13

2211

2211





mrz

qrqrpy

qrqrpx





                        (5.2) 

 

)sin()sin()(

...]})cos()[cos(1){sin()(

...]})cos()[cos(1){cos()(

2413

2211

2211





mrmrz

qrqrpy

qrqrpx





                      (5.3) 

我們將利用數學軟體來呈現多種造型特殊的裝飾環面紐結。 
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 將(5.2)式取    1 2 1 3, , , , 2,5,10,5,0.35p q q m r  ，分別固定 6.01 r 及 75.02 r ，

變化 75.02 r 、0.5、0.3 及 2.01 r 、0.6、9 時，會出現一系列變化的裝飾環面

紐結，如下圖 5-1 所呈現： 

75.02 r 5.02 r 3.02 r

2.01 r 6.01 r 91 r

(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

 

圖 5-1 裝飾環面紐結型一(5.2)式，(a), (b), and (c)： 6.01 r ; (d), (e), (f)： 75.02 r 。 

接著將(5.2)式的 6.01 r 及 75.02 r 保持不變，改成變化  1 2,q q 值，其所呈

現的圖示如圖 5-2 所示，這裡取 )35.0,5,75.0,6.0,2(),,,,( 3121 rmrrp 。 

(5,10)(5,7) (5,17)

(9,7) (9,13)(9,10)  
圖 5-2 裝飾環面紐結型一(5.2)式，固定 6.01 r 及 75.02 r ，變化( 1q , 2q )值 
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接著是第二型的裝飾環面紐結，採用數學式(5.3)式。同樣地，我們設

定的係數的常數值及變化值和第一類型(5.2)式時相近為： 

)5sin(35.0)(

)]}10cos()5[cos(1){2sin()(

)]}10cos()5[cos(1){2cos()(

21

21









z

rry

rrx

                          (5.4) 

第二型裝飾環面紐結的圖例如下圖 5-3： 

75.02 r 5.02 r 3.02 r

2.01 r 6.01 r4.01 r

(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

 

圖 5-3 裝飾環面紐結型二(5.3)式，(a), (b), (c)： 6.01 r ; (d), (e), (f)： 75.02 r  

最後，我們利用數學軟體呈現若干種造型特殊的裝飾環面紐結，其數

學式的主要架構皆與上述兩型其中之一相同，也會列出紐結圖案所對應的

數學式及係數值的變化，見圖 5-4。 
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1a 1b 1c 1d

2a 2b 2c 2d

3a 3b 3c 3d

4a 4b 4c 4d

 

圖 5-4 裝飾環面紐結(qn>p) 

圖 5-4 細分為四類，第一類包括 1a、1b、1c、1d 四圖，p 值皆為 2，且

qn值皆大於 p 值。同時，所有 qn值呈倍數關係。數學式如下： 
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1a 紐結數學式： 

)9sin(2.0)(

)]9cos(4.0)3cos(45.01)[2sin()(

)]9cos(4.0)3cos(45.01)[2cos()(









z

y

x

                             (5.5)

 

1b 紐結數學式： 

)15sin(25.0)(

)]15cos(4.0)9cos(35.0)3cos(15.01)[2sin()(

)]15cos(4.0)9cos(35.0)3cos(15.01)[2cos()(









z

y

x

                  (5.6)

 

1c 紐結數學式： 

)5sin(35.0)(

)]}10cos(75.0)5[cos(6.01){2sin()(

)]}10cos(75.0)5[cos(6.01){2cos()(









z

y

x

                           (5.7)

 

1d 紐結數學式：  

)15sin(25.0)(

)]9cos(35.0)3cos(15.01)[2sin()(

)]9cos(35.0)3cos(15.01)[2cos()(









z

y

x

                            (5.8)

 

除了 1c 紐結數學式是型二(5.3)式， 1a、1b、1d 都是型一(5.2)式。補

充說明一點，1a、1b、1c 的紐結數學式得自 Taylor 的研究，1d 則是在操作

數學軟體時，依相同規則刪減或代值所得到的變化圖形，圖 5-4 中 2a~4d

一系列的紐結也有相同的情況。 

第二類包括 2a、2b、2c、2d、3c、4c、4d 七圖，p 值皆大於 2，其 qn

值仍皆大於 p 值。同時，所有 qn值仍呈整數倍的關係。數學式如下： 
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2a 紐結數學式： 

)20sin(2.0)(

)]10cos(5.0)5cos(3.01)[3sin()(

)]10cos(5.0)5cos(3.01)[3cos()(









z

y

x

                             (5.9)

 

 

2b 紐結數學式： 

)20sin(2.0)(

)]16cos(25.0)4cos(35.01)[3sin()(

)]16cos(25.0)4cos(35.01)[3cos()(









z

y

x

                          (5.10) 

2c 紐結數學式： 

)15sin(35.0)(

)]}20cos(4.0)5[cos(5.01){4sin()(

)]}20cos(4.0)5[cos(5.01){4cos()(









z

y

x

                           (5.11) 

2d 紐結數學式：  

)21sin(25.0)(

)]14cos(25.0)7cos(35.01)[5sin()(

)]14cos(25.0)7cos(35.01)[5cos()(









z

y

x

                          (5.12) 

3c 紐結數學式： 

)10sin(35.0)(

)]}15cos(75.0)5[cos(5.01){3sin()(

)]}15cos(75.0)5[cos(5.01){3cos()(









z

y

x

                          (5.13) 

4c 紐結數學式： 

)8sin(3.0)(

)]}12cos(75.0)4[cos(5.01){3sin()(

)]}12cos(75.0)4[cos(5.01){3cos()(









z

y

x

                          (5.14) 
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4d 紐結數學式：

 

)25sin(35.0)(

)]}20cos(4.0)5[cos(5.01){3sin()(

)]}20cos(4.0)5[cos(5.01){3cos()(









z

y

x

                          (5.15) 

其中 2a、2b、2d 是型一(5.2)式，2c、3c、4c、4d 是型二(5.3)式。 

第三類包括 3a、3b、3d 三圖，這類的 qn值仍皆大於 p 值。但其 qn值

之間並沒有倍數關係。數學式如下，都是型一(5.2)式： 

3a 紐結數學式： 

)9sin(3.0)(

)]9cos(485.0)7cos(4.01)[2sin()(

)]9cos(485.0)7cos(4.01)[2cos()(









z

y

x

                          (5.16) 

3b 紐結數學式： 

)14sin(3.0)(

)]9cos(3.0)7cos(4.01)[3sin()(

)]9cos(3.0)7cos(4.01)[3cos()(









z

y

x

                            (5.17) 

3d 紐結數學式：  

)15sin(3.0)(

)]17cos(35.0)5cos(475.01)[2sin()(

)]17cos(35.0)5cos(475.01)[2cos()(









z

y

x

                        (5.18) 

第四類包括 4a、4b 兩圖，這類的特色是在 x、y 式中混合了 cos 及 sin ，

qn值皆大於 p 值，且仍保持倍數或等差數列的關係。數學式如下： 

4a 紐結數學式： 
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)8sin(2.0)(

)]4sin(6.0)6cos(35.01)[3sin()(

)]4sin(6.0)6cos(35.01)[3cos()(









z

y

x

                            (5.19) 

4b 紐結數學式： 

)8sin(2.0)(

)]}8sin(75.0)4[cos(45.01){3sin()(

)]}8sin(75.0)4[cos(45.01){3cos()(









z

y

x

                          (5.20) 

其中 4a 是型一(5.2)式，4b 是型二(5.3)式。 

前述的圖 5-4 是 qn值大於 p 值的情況，下面呈現的是某些 qn值小於 p

值的情況，這時的紐結圖形和前述略有不同。如圖 5-5。

 

(a) (b) (c) (d)
 

圖 5-5 裝飾環面紐結(p>qn  for some qn) 

圖 5-5(a)紐結數學式： 

)7sin(2.0)(

)]5cos(35.0)cos(35.0)2cos(25.01)[3sin()(

)]5cos(35.0)cos(35.0)2cos(25.01)[3cos()(









z

y

x

                  (5.21) 

圖 5-5(b)紐結數學式： 

)10sin(2.0)(

)]10cos(35.0)2cos(25.01)[3sin()(

)]10cos(35.0)2cos(25.01)[3cos()(









z

y

x

                          (5.22) 
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圖 5-5(c)紐結數學式： 

)2sin(1.0)5sin(2.0)(

)]}7cos(6.0)cos(2.0)2[cos(525.01){3sin()(

)]}7cos(6.0)cos(2.0)2[cos(525.01){3cos()(









z

y

x

                  (5.23) 

圖 5-5(d)紐結數學式： 

)8sin(2.0)(

)]}10cos(75.0)2[cos(5.01){3sin()(

)]}10cos(75.0)2[cos(5.01){3cos()(









z

y

x

                          (5.24) 

其中(a)(b)是型一(5.2)式，(c)(d)是型二(5.3)式。 

5.2  裝飾擺線紐結 

我們在 4.2.2 節討論過(p,s)擺線紐結可以如(4.7)式： 

 20

)sin()(

)sin()sin()(

)cos()cos()(







tshtz

tqntpmty

tqntpmtx

    )ntergers:,,( inonzerosqp           (4.7) 

也討論過：當 2p ， 0q ， qps  ，及 1
m

n
的條件同時成立時，所得到

的「(p,s)擺線紐結」就是「標準(p,s)-環面紐結」。反之，若(4.7)式無法同時

符合
m

n
sqp ,,, 的數學條件時，我們用 mathcad 所得到的擺線紐結將無法確定

是否為標準的環面紐結，有可能只是近似的環面紐結或一般的裝飾紐結。

現在我們將微調各數值(
m

n
sqp ,,, )，或者在 x、y、z 式加入 )cos( t 或 )sin( t

項，呈現各式各樣的裝飾擺線紐結，如圖 5-6。[15] 
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(a1) (a2) (a3) (a4)

(b1) (b2) (b3) (b4)

(c1) (c2) (c3) (c4)

 

圖 5-6 裝飾擺線紐結 

現依序列出圖 5-6 各裝飾擺線紐結的數學式： 

(a1)紐結數學式： 

)4sin(25.0)(

)3sin(5.1)sin()(

)3cos(5.1)cos()(

ttz

ttty

tttx





                                          (5.25)

 

(a2)紐結數學式： 
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)2sin(2.0)8sin(35.0)(

)5sin(9.0)3sin(35.0)sin()(

)5cos(9.0)3cos(35.0)cos(5.1)(

tttz

tttty

ttttx






                              (5.26)

 

(a1) (a2)紐結的 q>0 迴圈向內(inwards)，其中(a1)即「數字 8 紐結」，其 1
m

n
。 

(a3)紐結數學式： 

)5sin(1.0)10sin(2.0)(

)7sin(67.0)2sin()(

)7cos(67.0)2cos()(

tttz

ttty

tttx





                                       (5.27)

 

(a4)紐結數學式： 

)3sin(15.0)12sin(35.0)(

)7sin(875.0)4sin()(

)7cos(875.0)4cos()(

tttz

ttty

tttx





                                     (5.28)

 

(a3) (a4)紐結和(a1) (a2)一樣，q>0 迴圈向內(inwards)，但 1
m

n
，再加上 2p

後面兩點( 1
m

n
， 2p )符合 4.2.2 節所述環面紐結的數學條件，故此時又可

視為「裝飾環面紐結」。 

至於(b1)、(b2)、(b3)、(b4)這四個裝飾擺線紐結在 x、y、z 式增加了

)cos( t 或 )sin( t 的項數，qn值則可能同時包含正負值。其數學式如下： 

(b1)紐結數學式： 

)2sin(15.0)8sin(35.0)(

)5sin(45.0)3sin(665.0)sin(5.1)(

)5cos(98.0)3cos(8.0)cos(75.0)(

tttz

tttty

ttttx





                            (5.29)

 

(b2)紐結數學式： 



 

57 
 

)2sin(125.0)8sin(35.0)(

)5sin(8.0)sin(5.1)(

)5cos(8.0)cos(75.0)(

tttz

ttty

tttx





                                    (5.30)

 

(b3)紐結數學式： 

)6sin(25.0)9sin(1.0)(

)5sin(45.0)2sin(3.0)sin(59.0)(

)5cos(45.0)2cos(3.0)cos(59.0)(

tttz

tttty

ttttx





                           (5.31)

 

(b4)紐結數學式： 

)4sin(06.0)16sin(12.0)(

)9sin(26.0)3sin(25.0)sin(6.0)(

)9cos(26.0)3cos(25.0)cos(6.0)(

tttz

tttty

ttttx





                            (5.32)

 

此(b)系列紐結的特色是「複合型式」(compound patterns)。其中(b1)、(b2)

為「成對紐結」(pairs of knots, 或 knot pairs)，分成兩群組的型式；(b1)呈現

了 4 個交叉數而(b2)為 6 個交叉數的成對紐結。(b3)與(b4)則進一步擴充其

「分群」的型式，稱之為「群組型紐結」(Larger Groupings of Knots)；(b3)

分為「三群」，而(b4)是分為「四群」的裝飾擺線紐結。 

至於(c1)、(c2)、(c3)、(c4)這四個裝飾擺線紐結, 則是自由變化各項數

值後得到的紐結圖形。數學式如下： 

(c1)紐結數學式： 

)4sin(06.0)16sin(12.0)(

)9sin(26.0)5sin(3.0)sin(6.0)(

)9cos(26.0)5cos(3.0)cos(6.0)(

tttz

tttty

ttttx





                             (5.33)

 

(c2)紐結數學式： 
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)6sin(25.0)9sin(1.0)(

)5sin(26.0)3sin(25.0)sin(6.0)(

)5cos(26.0)3cos(25.0)cos(6.0)(

tttz

tttty

ttttx





                           (5.34)

 

(c3)紐結數學式： 

)6sin(25.0)9sin(1.0)(

)5sin(26.0)2sin(25.0)sin(6.0)(

)5cos(26.0)2cos(25.0)cos(6.0)(

tttz

tttty

ttttx





                           (5.35)

 

(c4)紐結數學式： 

)4sin(06.0)16sin(12.0)(

)13sin(26.0)7sin(3.0)2sin(6.0)(

)13cos(26.0)7cos(3.0)2cos(6.0)(

tttz

tttty

ttttx





                           (5.36)

 

仔細比較(c1)至(c4)的數學式，會發現：只是微小的變化某些係數值，所呈

現的裝飾擺線紐結將會有完全不同的樣貌。 

與 5.1 節的裝飾環面紐結比較之下，裝飾環面紐結的多元性與複雜度極

高，而裝飾擺線紐結的特色在於其有由所謂的「複合型式」所形成的「成

對紐結」、「群組型紐結」。其中較為人所熟知的尚有「成對紐結」的祖母結

及平方結(Granny Knot and Square Knot)，見圖 5-7 [15]。 

(a) (b)

 

圖 5-7 (a)祖母結   (b)平方結 
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5.3  裝飾紐結與音符 

音樂家為了表示音的高低，發明了樂譜。一般最常見的是由所謂的小

荳芽所組成的「五線譜」及由數字所組成的「數字簡譜」，此外還有中國老

祖宗所用的「減字譜」、「工尺譜」等[16]。其中「五線譜」如圖 5-8 所示： 

(A)

(B)

(C)

 

圖 5-8 五線譜 

在圖 5-8 中[17]，其樂譜由(A)至(C)的複雜度逐步增加，這也代表了音

樂的豐富性及多樣性的增加。本文無法呈現像圖 5-8 中(B)及(C)般的複雜樂

譜，目標是設計出可以表現圖 5-8(A)的簡單音符的樂譜，稱之為「紐結音

符」或「紐結樂譜」。 

為了要呈現紐結音符的樂譜，必須引用「數字簡譜」的對照。數字簡

譜是用數字 1、2、…7 等表示音高的簡單記譜方法。可如下圖所示[18]： 
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圖 5-9 數字簡譜與音名

 
圖 5-9 所示的是大家所熟悉的 do-re-mi-fa-sol-la-ti-do，即所謂的「大音階」

(major scale)的音程結構[19]，第一音 do 至第八音 do 構成了八度音程。在

這音階中有七個不同的音高(do 至 ti)，包含了五個全音音程及兩個半音音

程。半音(half step)是傳統西方音樂裡最小的音程；全音(whole step)的距離

是半音的兩倍。如果用鋼琴鍵盤說明，半音就是緊鄰的黑鍵與白鍵的音程。

因此在一個八度音程中共有十二個半音。如下圖 5-10 及圖 5-11 所示[18]： 

 

圖 5-10 鋼琴鍵盤與升降半音

 
    在西方音樂中，利用♯表示音符升(sharp)，用 b 表示音符降(flat)，每次

的升降都是以半音為單位。升降是一種相對的概念，升記號(♯)暗示著音符

由低往高升，表示情緒向上，變得更加激情、亢奮、high…等；反之，降記

號(b)是代表由高往低降，表示情緒往下沉，變得更低落、失望…等[17]。 
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圖 5-11 音階示意圖 

從圖 5-9 及圖 5-10 中，我們歸納出共有 17 個不同的原音符(沒有♯或 b 的)

及升降音符。若也考慮 C 和 F 的降音，及 B 和 E 的升音，即每一個音高都

有三種(原始、升、降)音符時，則共有 21 種音符。本文即是以此為出發點，

嘗試用紐結對照出 21 種不同的音符。如圖 5-12： 

Bb

B

B♯

Ab

A

A♯

Gb

G

G♯

Fb

F

F♯

Eb

E

E♯

Cb

C

C♯

Db

D

D♯

 

圖 5-12 紐結音符 
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最後，用莫札特的「小星星」一曲，來表現紐結音符與數字簡譜的對

照： 

一 閃 一 閃 亮 晶 晶 ， 滿 天 都 是 小 星 星

1 1 5 5 6 6 5 ， 4 4 3 3 2 2 1

掛 在 天 上 放 光 明 ， 好 像 許 多 小 眼 睛

5 5 4 4 3 3 2 ， 5 5 4 4 3 3 2

一 閃 一 閃 亮 晶 晶 ， 滿 天 都 是 小 星 星

1 1 5 5 6 6 5 ， 4 4 3 3 2 2 1

 



 

63 
 

第六章   結論與未來展望 

6.1  結論 

在本論文中，透過第二章 2.1 節利薩如曲線(Lissajous curves)的介紹及

第四章 4.1 節利薩如紐結(Lissajous knots)的探討，可知在頻率及相位的變因

下，兩者在二維相同平面(xy、yz、xz)的曲線投影情況是相同的。但在研究

三維的利薩如紐結時，三維紐結的變化及差異情況更顯得複雜。這是因為

三維紐結多了所謂「結性」(knottedness)的交叉情況。這使得頻率及相位值

必須在符合更嚴密的數學條件關係式時，才可能得到相符性更高的紐結圖

像。 

將第二章 2.2 節及 2.3 節的內外擺線及內外次擺線兩者的數學式與第四

章 4.2.2 節擺線紐結及次擺線紐結的數學式作對照，可以很明確地得知二維

的擺線及次擺線曲線可擴充到三維的擺線紐結及次擺線紐結。而經由 4.2.1

節環面紐結(Torus knots)的數學式分析，使我們確信(p,q)-環面紐結可由 4.2.2

節擺線紐結及次擺線紐結來生成。當然，這也必須在特定的數學條件下才

能達成；而且我們利用數學軟體所繪製的紐結圖樣來確認了「環面紐結」

和「擺線、次擺線紐結」兩者間的數學關聯性。至此，本文所論述的利薩

如紐結、環面紐結或擺線紐結，其數學本質最終都可以歸結到所謂的「傅

利葉紐結」。 
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第三章 3.3 節我們詳細地探討了 SU(2)如何將利薩如曲線轉換為次擺線

的數學原理，再依據「三維利薩如紐結及次擺線紐結是由二維利薩如曲線

及次擺線加上第三個(z)方向所得到」這樣的想法，在第四章 4.3 節我們利用

數學軟體繪製出對應於「SU(2)過渡曲線」的「SU(2)紐結」。綜合第二章至

第四章所有對二維曲線與三維紐結之間的數學式探討及對照，我們利用數

學軟體呈現出具體的紐結圖像。 

在第五章中，跳脫了第四章的「標準環面紐結」及「擺線與次擺線紐

結」的數學式，進而繪製出「裝飾環面紐結」及「裝飾擺線紐結」。最後，

運用本文各式的紐結參數方程式加以探究後，並利用數學軟體繪製出一套

可與數字簡譜對應的「紐結音符」。

           

6.2  未來展望 

    本文在最後一章呈現了各式各樣的造型特殊的裝飾紐結圖樣，這同時

具備了視覺上及數學上的美感。最後一小節，則設計出一簡單的紐結音符。

在「數學中的美」(THE BEAUTY OF MATHEMATICS)一書中，提及：「畢

達哥拉斯學派認為世界是嚴整的宇宙，整個天體就是和諧與數。正是這個

學派，在研究音樂時最早使用了數學，這也是人們最早用數學方法研究美

的實踐。音樂、樂譜與數學同樣美[20]。」 

本文利用數學計算及數學軟體的使用，具體地探究了紐結的圖像。探

究的對象為「利薩如紐結、次擺線紐結、環面紐結、SU(2)紐結及裝飾紐結」
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等。最後，數學式的層次感，讓我們歸納並分類出裝飾紐結的特殊圖像，

也因而引發了「紐結音符」的設計圖像。這或許正是數學的抽像美及抽象

力量的本質，也或許可以成為日後我們深入研究數學與紐結的主題及方

向。更進一步地，或許可以將紐結圖像的設計廣泛應用在科學或商業，甚

或教育活動上。當然，這須要更多的數學內涵及相關數學軟體在質與量兩

者上更高度的提升。 
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附錄一     SU(2) unitary transformation： 

量子力學(Quantum mechanics)的哈密頓算符(Hamiltonian) Ĥ 運動方程

如下(3.20) [9]： 
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最後計算 SU(2)矩陣：
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cos()2/~exp()2/
~

sin()2/~exp(

)2/
~
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~

cos()2/~exp(ˆ



ii

ii
U                                            

即是(3.27)式中(如下式)進行基底轉換的 SU(2)矩陣 2
*

3
*ˆ UUUU  。 



















2

1
2

*
3

*

2

1

u

u
UU

v

v
                                                          (3.27) 

如此可得哈密頓算符(Hamiltonian)  Ĥ 運動方程(3.20)式的解： 
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
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


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



 
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






)(

)(

)2/
~

cos()2/~exp()2/
~

sin()2/~exp(

)2/
~
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~

cos()2/~exp(

)(

)(

2

1

2

1

tu

tu

ii

ii

tv

tv


                               (3.28) 
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