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3-5 聚焦光束之散射理論 

    由前所述，我們確實可以發現，藉由探測雷射光束的引入，我們可以調整探

測雷射光束的聚焦位置，對應追蹤不同尺寸的微粒子。為了描述這樣的現象，我

們便提出了利用延伸的米氏散射理論（Mie scattering），去討論探測雷射光束，

受到不同尺寸的微粒子散射時的現象。 
 
3-5-1 延伸的米氏散射理論與散射光斑 

以目前針對球體的散射理論中，最詳細且適用範圍最廣的，便是米氏散射理

論。[22] 所謂米氏散射的觀念，是考慮一束平行光照射到一個任意大小的球體時，

利用電磁學的邊界條件，將散射光場描述為一連串的貝賽耳函數（Bessel 
function）的級數展開，並解出這些函數係數。換言之，利用米氏散射理論結果，

我們可以得到平面波光場所產生在不同角度與不同偏振的散射光場強度。另外，

藉著富氏光學（Fourier optics）裡，可將空間中光場視為許多不同角度平面波之

疊合的觀念，我們對聚焦入射的雷射光束進行富氏展開，同時帶入米氏散射的結

果和座標旋轉的技巧，將聚焦光束所產生於不同角度與不同偏振的散射光場完整

的計算出來。如圖 3.13，便是我們將入射光中的兩個平面波分量入射的概念圖。

其中一束平面波的座標我們用實線標記，另一束平面波則以虛線標記。當他們入

射到微粒子時，便會各自散射，而散射光則會干涉出我們所偵測的散射光斑。 
 

 

圖 3.13 延伸的米氏散射理論概念圖 
 
    從上面的觀念，我們應首先考慮，在單一粒子追蹤系統當中，聚焦光束的光

場是如何分佈的。如同前面章節中所述，在雷射鑷夾系統的安排裡，為了產生穩

定的捕捉陷阱，捕捉雷射光束在入射物鏡時，會先經由擴束，使其高斯分佈的光

腰（beam waist）與物鏡的入瞳（entrance pupil）相同。而在使用探測雷射時，

通常也會同樣符合相同的條件，而僅是藉由入射進物鏡時，光束是稍微聚焦或散

焦的非平行狀態，來調整其相對捕捉光束在聚焦位置上的位移量（如圖 3.14）。 
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圖 3.14 探測雷射光束與微粒子位置圖 
 

因此，由富氏光學的觀念，假設真空中波數為 k0 的探測雷射，其在物鏡前

的偏振在 x 方向上，且其焦點相對捕捉雷射焦點的位置為 zp（靠近物鏡時，zp < 
0），我們可以得到通過數值孔徑為 NAobj的物鏡，在入射到微粒子之光場的角分

佈，也就是對應不同角度的平面波分量係數，可以表示為： 

),(~),(~ 2
0

2 )/(
iyixi

zikNAkk
iyixi kkeeEkk pizobji PE

v−− ⊥= ，      (3.7) 

其中，k
v

i = [kix, kiy, kiz = (k0 n - ki⊥
2)1/2]為入射光場行進的方向向量、nm為樣品溶液

的折射率、ki⊥ = (kix
2+ kiy

2)1/2。值得注意的是，由於物鏡在孔徑上的限制，因此，

ki⊥ ≤ k0 NAobj。而，E~  = 2 [P0 / (π k0 NAobj nm c ε0)]1/2，c、ε0 是空氣中的光速和介

電係數、P0 為總探針雷射功率。另外，由偏振光折射的觀念（附錄二），可以求

出對應不同行進方向的光場偏振函數為P
v

i為 
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由(3.7)式，我們可以得到，在相對於捕捉雷射焦點為rv的位置上之光場為 

  ∫∫
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⋅
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=
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1)( 2
rkErE
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π
,      (3.9) 

    接下來，對入射光場角分佈，也就是每一個具有各自偏振方向和行進方向的

平面波，引入米氏散射理論。依據米氏散射理論，一個偏振在 x 方向上、朝 z 方
向前進、電場大小為 E0 的平面波光場，被在原點上的球體散射時，其散射光場

角分佈可表示為 

  ]ˆ)(sinˆ)([cos)/()(~
12001, ϕθ θϕθϕ eekE ssssmss SSnkE ⋅+⋅⋅=

v
，   (3.10) 

其中，k
v

s為入射光場行進的方向向量，散射角θs = tan-1(ksy/ksx)、ϕs = cos-1ksz，S1
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和 S2 是對不同散射角的散射光，在平行與垂直散射面方向上分量的強度分佈函

數（附錄三）。因此，如果考慮微粒子相對捕捉雷射焦點位置為b
v
，則我們可以

由(3.9)式與(3.10)式，得到在捕捉雷射的焦平面上，散射光場的角分佈為 

  ∫∫
≤

⋅−
⋅−

⊥

⋅⋅⋅=
obj

i
s

NAkk
iyix

i
siisii

z

i

sysxs dkdke
nkk

ekk
0

])([~)(
)/(

),(~
1,

1

0

bk
bk

kkREkRE
vv

vv

vvv
， (3.11) 

其中，由附錄二中的推導，我們可以由座標轉換得到對應不同入射角度的平面波

光場，將 x 軸與 z 軸分別旋轉到其偏振方向與與行進方向的旋轉矩陣為 
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3-5-2 散射光斑與位移訊號 
    由前所述，我們已經得到了散射光場的分佈，接下來便可以計算出在偵測位

置上的光強度分佈。而實驗系統中，針對前向干涉光斑的偵測時，偵測位置設置

於焦距 fcon 和數值孔徑 NAcon 之聚光鏡的後焦平面，因此我們可以由富氏光學得

到偵測位置上前向干涉光斑的光強度分佈為 

  
2

0 ),(~),(~),( ffsffifff cI ηζηζεηζ ++= EE ，     (3.13) 

其中，下標 s+表示考慮 ksz ≥ 0。而(ξf, ηf)與(xf, yf)空間座標的關係為(ξf, ηf) = (xf /λ 
fcon, yf /λ fcon)。由於聚光鏡收光角度的限制，因此當(ξf

2 + ηf
2) ≥ k0NAcon 時，If = 0。 

 
    另外，由於背向散射的偵測位置一般設置在顯微鏡的成像位置上，同樣的，

我們也可以由富氏光學得到背向散射光斑的光強度分佈為 

  
2

,
1

0 )},(~)({),(
bbsysxssibbb kkcI ηζεηζ −

− −= EkR
v

F ，     (3.14) 

其中，下標 s−表示考慮 ksz ≤ 0，F-1 是反富氏轉換。(ξb, ηb)與空間座標(xb, yb) 的
關係符合(ξb, ηb) = (xb / M, yb / M)，而 M 為顯微鏡的放大率。也由於物鏡的收光

限制，E~ s-僅考慮(ksx
2 + ksy

2) ≤ k0NAobj時有值。另外，Ri(−k
v

s)是考慮散射光場通

過物鏡時，偏振方向所做的改變。 
 
    最後，如(3.13)與(3.14)式，我們已經計算出在偵測位置上的散射光斑的光強

度分佈，因此，若要計算出前面所提到的四象限光偵測器所量測到的訊號，便是

將偵測位置上四個象限的光強度分別進行面積積分，便會得到四象限光偵測器的

四個偵測器各自偵測到的光功率。並且，參考前面對位移訊號的定義與規一化的

條件我們便可以計算出對於不同尺寸的微粒子，其位移與四象限光偵測器所量測

的位移訊號的關係圖，如圖 3.15 與圖 3.16。 
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    與圖 3.11 與圖 3.12 相似地，在圖 3.15 與圖 3.16 中，我們分別計算了前向散

射與背向散射的微粒子位移與位移訊號的模擬關係圖。其中，我們不僅計算了實

驗中所使用尺寸的微粒子，同時，也額外計算了微粒子半徑為 0.125λ、0.25λ、2λ、
4λ與 6λ的情形作為比較。而我們也確實可以發現，雖然理論計算的結果稍有不

同，不過，也都會在相近的離焦位置上得到適合單一粒子追蹤量測的狀態。 
 
3-5-3 球差對入射光場之影響 
    對於理論模擬與實驗結果的差異，最主要的原因是由於在我們前面的計算

中，是考慮入射雷射光束是完美聚焦的情形，但在現實的實驗中，卻會因為像差

的存在，而無法達到完美聚焦。而像差畢竟隨系統的架設有所不同，因此並不容

易完全考慮。不過，由於我們所考慮的雷射光聚焦是在光軸上，而微粒子位移範

圍，在整體尺度上，也很接近光軸，所以，我們便可以先避開一些離軸的像差，

而僅先考慮球差（spherical aberration）的影響。不過即使是指考慮球差，其來源

依然和系統有關，因此在這裡我們考慮，由於蓋玻片玻璃與樣品溶液間的折射率

變化（refractive index mismatch）所造成的球差作為範例。而這樣的球差在一般

使用油鏡作為聚焦物鏡的系統中，是很常見的，也較具有代表性。 
 

 
圖 3.17 球差對雷射光束聚焦影響之示意圖 

 
    由蓋玻片玻璃與樣品溶液間折射率變化而產生球差的概念，如圖 3.17 中所

示。當在徑向上強度變化雷射光束被物鏡聚焦時，假設，在均勻介質的情況下（如

圖左側），雖然光行進的角度不同，但內側與外側的光線都會匯聚到相同的位置，

而形成理想聚焦的焦點。可是，在一般的顯微鏡系統中，由於樣品其實是在溶液

中，且利用蓋玻片與載玻片承載樣品以供觀察。於是，實際的情形便會類似圖

3.17 右側的描述。而在這樣的情況下，因為外側與內側的光線，入射介面時，兩
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者的入射角不同，也就會各自匯聚在光軸上不同的位置，於是聚光焦點便會比理

想聚焦的情形稍微分散。不過，我們還是可以藉由聚焦光點在光軸上光強度的分

佈，找到強度最高的位置，定義出聚焦位置。但是，若我們將光線視為前面所提

到的富氏展開下，不同行進角度的平面波，則這些平行光在聚焦位置上的相位便

會出現差別。於是，這也就與(3.7)式中的入射光場角分佈的定義有些差別。若我

們稱呼(3.7)式中的光場角分佈為E~ i,ideal(k
v

)，則考慮前面所述的球差下的入射光場

角分佈E~ i,sa(k
v

)可以求得為[22] 

)]cos(cos exp[)(~)(~
,, tiwabisai di θθ −= kEkE

vv
，      (3.15) 

其中，dw為完美聚焦時，焦點與介面間的距離；θi與θt則為光線入射介面時的入

射角與折射角。 
 
    藉由(3.15)式，當有如前所述的球差發生時，我們可以對聚焦光束進行修正，

同時，也可以計算出，這樣的現象對微粒子位移與位移訊號之關係的影響。如圖

3.18，便是一個半徑為 0.5 µm 的微粒子，在探針雷射光束於不同 dw（由 0 至 7.5λ，
間格 1.25λ）時，所計算出的微粒子位移與位移訊號的關係。 
 

由圖中，我們可以發現，和理想聚焦（dw = 0）的情形相比，這樣的球差確

實會嚴重的影響微粒子位移與位移訊號之間的關係。不論是訊號強度或是訊號的

趨勢，都會與球差有很大的關係。不過，由圖上，我們卻也可以發現，當我們考

慮探測雷射光束最適合的離焦位置時，並不明顯受到這樣的球差影響。在理想聚

焦的狀況下所得到的最適合離焦距離，套用在不同程度的球差下，都仍是合適的

離焦距離。 
 

這樣的現象，也確實驗證了我們的實驗結果。經由實驗所得到的微粒子位

移與位移訊號之間的關係，雖然在強度與趨勢都與探測雷射光束理想聚焦下的理

論模擬不同，但是，最佳的離焦距離並不受到影響，而依然在接近的位置。而這

也可以表示，當我們利用理想具焦的情況所得到的離焦距離預測結果，即使在不

同的系統，有不完全相同之球差的情況下，這個預測依然是可以適用的。也就是

說，當我們需要架設一個探測光束式的單一粒子追蹤系統時，只要決定了系統中

所需要使用的微粒子尺寸，我們便只需要藉由理想情況下的理論模型，即可預測

所需要的探測雷射離焦距離。而這對架設一套可以適應多種微粒子尺寸的雷射鑷

夾單一粒子追蹤系統來說，是一個非常方便的方式。 
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3-6 探針雷射光束離焦距離的最佳化與粒子追蹤效能 

    在前面的內容中，我們已經藉由實驗與理論模型的方式，驗證了利用離焦的

探測光束確實是可以針對不同尺寸的微粒子，減少位移訊號受不同方向位移耦合

的現象，提供正確的追蹤量測。而且，由微粒子位移與位移訊號的關係圖，則可

以估計適合的探測雷射光束離焦距離。在本節當中，則以數學定義的方式，分析

前文中所得到的微粒子位移與位移訊號關係圖，尋找到最佳的離焦距離。同時，

也藉此比較採用最佳化的離焦距離相對於沒有離焦探測的情況下，對於不同尺寸

的微粒子，在追蹤效能上的差別。 
 
3-6-1 探針雷射光束離焦距離的最佳化 
    在進行單一粒子追蹤時，最重要的兩個位移訊號追蹤效能便是對微粒子位移

的靈敏度與可偵測的位移範圍。因此，我們便針對此二重要的參數以決定最佳化

的離焦距離。 
 
    我們首先經由數學方式定義量化的位移訊號對微粒子位移的靈敏度與可偵

測的位移範圍。由於，受雷射鑷夾捕捉時，微粒子位移b
v
的範圍幾乎都在捕捉雷

射光束焦點附近，所以，針對特定的探測雷射光束離焦距離 zp0 來說，便可以定

義位移訊號對於微粒子位移靈敏度V
v

(zp)為 

  
)0,0,0(

),,()(
=

∂
∂

∂

∂

∂
∂

=
b

V
v

v

z

z

y

y

x

x
p b

S
b
S

b
Sz 。        (3.16) 

其中，由於我們考慮微粒子與探測光束焦點的相對位置時，當在光軸方向向上移

動 bz 時，卻也可以想像成是探測雷射光束的離焦距離向下移動 bz。所以，實際

上，探測雷射光束的焦點與微粒子間的相對位移 zp0 = zp−bz。於是，在之前的將

微粒子固定在樣品中，對探測光束進行掃瞄所得到的位移訊號S
v

(bx, by, zp)來說，

便可以將∂Sz/∂bz替換為−∂Sz/∂zp。 

 
至於，可偵測微粒子位移範圍的定義則必須包含兩個條件：一個是在範圍內

訊號響應必須正比於微粒子位移；另一個條件則是此時的位移訊號也必須不與其

他方向的位移有耦合的現象。因此，在假想 zp 與(bx, by, bz)彼此獨立的情形下，

可偵測微粒子位移範圍 bi,max(zp)便可以定義為符合以下條件的最大值： 

  %5),()(),(
00

≤⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −

== jj bpiipiibpii zbSzVbzbS ，     (3.17) 

且 
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  %5
),(
),(

0

≤
∂

∂

=jbipii

jpii

bzbS
bzbS

，           (3.18) 

其中，i 與 j 為 x、y 與 z，但 j≠i。也就是說，在(3.17)與(3.18)式的條件裡，不僅

要求實際之位移訊號與以線性方式估計的差距比需誤差在 5%之內。同時，也要

求某一方向的位移訊號受其他方向位移的影響，也要在其受本身方向位移影響的

5%以內。 
 
    由前所定義的位移訊號對微粒子位移靈敏度與追蹤範圍，我們便可以分析

下，不同的探測雷射光束離焦距離所具有的追蹤效能。而為了同時顧及此靈敏度

V
v
與偵測範圍b

v
，以最佳化雷射光束離焦距離，我們便針對在不同位置下兩者的

乘積，我們稱為工作範圍W
v

= (Vx bx,max, Vy by,max, Vz bz,max)的最大值，以決定不同

微粒子移動方向下，最佳的雷射光束離焦距離。 
 
    如圖 3.19 便是我們所計算出來針對不同尺寸的微粒子最佳的探測光束雷射

光束離焦距離。其中，(a)~(c)依序是在 x、y、z 方向上，在前向散射偵測下的情

形；而(d)~(f)則是在 x、y、z 方向上，針對背向散射偵測的結果。在每一組微粒

子尺寸與最佳的探測光束雷射光束離焦距離關係中，也同時標示了理論模擬的情

形（以灰色線條連接的實心圓點），以及實際的實驗結果（實心方塊）。 
 

 
 

圖 3.19 微粒子尺寸與最佳探測光束雷射光束離焦距離關係圖 
 

(a) (b) (c) 

(d) (e) (f) 
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由圖中，我們可以發現，理論模擬與實際實驗的分析結果在趨勢上是相符

的，而且數值上的也非常接近，差距都在數百個奈米之內。這樣的分析結果，與

之前直接觀察微粒子位移與位移訊號關係圖，所得到的結論是可以應證的。另

外，我們可以發現，當微粒子的半徑小於波長時，最佳的離焦距離幾乎為零。其

實，這也就是直接使用捕捉雷射光束進行微粒子追蹤適用的範圍。但，當微粒子

的半徑大於波長時，最佳的離焦距離便會隨著微粒子尺寸的增加而增大，這也象

徵了直接使用捕捉光束追蹤已不再適用。 
 
不過，我們也可以發現，最佳的離焦距離便隨著微粒子尺寸增加而增大的趨

勢，可以粗略的估計為線性的關係。對前向散射偵測來說，最佳的離焦距離大約

在相對捕捉中心，靠近物鏡方向上，3.3 倍微粒子半徑的距離。而對背向散射偵

測的情形，最佳的離焦距離則大約在相對捕捉中心，遠離物鏡方向上，2 倍微粒

子半徑的距離。這樣的結果，對需要調整使用不同尺寸的微粒子進行偵測時，便

非常地方便。在調整時，只要將探測光束的焦點移動至估計的位置上，在針對附

近約數百奈米的範圍尋找適合系統的最佳位置即可，而不需要在數至數十個微米

的範圍中尋找。 
 
3-6-2 最佳化的探測雷射光束離焦距離與追蹤效能 
    為了驗證引入離焦的探測雷射光束的效果，我們也將實際實驗時，離焦最佳

化與未離焦情形下的微粒子位移解析度與可追蹤範圍，進行比較，如圖 3.20。其

中，我們求得解析度的方式是將微粒子沒有位移的情況下所得到的位移訊號範圍

視為雜訊，而將雜訊除以位移靈敏度，便會得到追蹤微粒子位移時的解析度。由

圖中，我們可以發現，當微粒子的半徑並不遠小於波長時，引入離焦的探測雷射

光束，並最佳化離焦距離，不論是偵測微粒子位移時的解析度，或是可追蹤的範

圍，都確實較不使用的情況下，在效能上大幅提昇。其中，最小的解析度可以由

大於 15 nm 提升為小於 10 nm，甚至小於 5 nm，而線性範圍則可以由小於 20 nm
增加至大於 50 nm，甚至是超過 150 nm。 
 
    另外，我們也實際利用雷射鑷夾的捕捉光束捕捉微粒子，並利用探測光束追

蹤微粒子的位移，而藉由微粒子的位移情形，以功率頻譜密度（power spectral 
density）分析法（附錄四），我們也可以分析出此時雷射鑷夾的捕捉光彈力常數，
[23] 如圖 3.21。在本實驗中，捕捉雷射通過物鏡的功率為 8 mW。我們可以發現，

當未離焦時，所偵測到的光彈性係數，隨著不同大小的微粒子，並沒有明顯的差

異。而這一點是非常不合理的。因為由前一章的理論模型中，我們已經可以知道，

當微粒子半徑遠小於波長的情況下，隨著微粒子的光彈性係數會隨著微粒子的體

積而線性增加。但當微粒子的尺寸進入幾何光學的範疇內時，光彈性係數卻會與

微粒子的半徑成反比。因此，在我們量測的微粒子尺寸中，雖然並不包含遠小於

波長的情形，也尚未到達遠大於波長的尺度，但是也確實包含光彈性係數隨著半
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徑上升，而出現上升又下降的範圍。而這在離焦最佳化的情形下，也確實很明顯

地看到這樣的趨勢。也就是說，當微粒子的尺寸並不遠小於波長時，使用離焦的

探測光束，也才會偵測到正確的偵測響應。 
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圖 3.20 最佳化探測雷射光束離焦距離與追蹤效能 
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圖 3.21 不同尺寸微粒子之光彈力係數量測 
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    總和來說，對於使用微粒子的尺寸遠小於波長的系統說，雖然可以直接利用

捕捉雷射光束進行追蹤，但便會犧牲了在相同功率下所能產生的捕捉力。而，使

用離焦的探測光束，則可以在提供與使用捕捉雷射追蹤小尺寸的微粒子相同的追

蹤效能的情況下，增加微粒子的適用尺寸範圍，產生較大的捕捉力，以供研究的

需要。 
 




