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附錄一 捕捉雷射光源偏振與幾何光學光線反射率 

 
    在幾何光學模型下，可以將雷射光視為聚焦的光線，和光線在微粒子介面上

的反射與折射，便會施予微粒子作用力。代表偏折方向的反射和折射角度，可以

藉由司乃爾定律（Snell’s law）求出，而代表偏折強度的反射率，則可以從菲涅

耳法則（Fresnel formula）得到。 
 
    在菲涅耳法則中，對於反射率的計算裡，其數值除了與入射角βj和介面入射

側及折射側的介質折射率 nj+1、nj 有關之外，同時還必須考慮入射光的偏振方向。

根據入射光的偏振方向，電場垂直折射面的分量，稱為垂直波（trans-electric 
wave），而電場平行折射面的分量，則稱為平行波（trans-magnetic wave）。這

兩個分量的反射率並不相同，由菲涅耳法則，可以得到這兩者的反射率 RTE 與

RTM分別為[24] 
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其中，δj為折射角。而由光的可逆性和和上(A.1)與(A.2)式，我們可以發現，若在

相同的介面上，而光線原來的折射側入射的話，我們依然會得到相同的反射率，

只是此時βj為折射角，δj為入射角。 
 
    因此，當我們在計算雷射鑷夾聚焦光線的反射率時，便需要考慮入射光線在

這電場所在兩個分量上的比例。若簡化問題的話，也可以將入射物鏡前，雷射本

身的偏振特性假設為是圓偏振（circular polarization）或是無特定偏振（random 
polarization）的。如此，不論雷射穿過物鏡後的行進方向為何，垂直波的分量

qTE,cir、qTE,ran 與平行波的分量 qTM,cir、qTM,ran都是相同的，也就是 

5.0,,,, ==== ranTMcirTMranTEcirTE qqqq 。       (A.3) 

而平均反射率 Ravg,cir與 Ravg,ran 則為 

2/)(,,,, TMTETMcirTMTEcirTErantotcirtot RRRqRqRR +=+== 。   (A.4) 

 
但是在實驗的情形裡，我們所使用的雷射通常都是線偏振（linear polarization）
的。因此，我們便需要額外考慮雷射偏振分量的問題。 
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    在考慮線偏振的問題時，我們便需要考慮線偏振的光通過物鏡時，球座標下

不同空間角度(θ, ϕ)的光線各自的偏振方向為何。而此一關係則可以由偏振函數

P
v

i(θ, ϕ)得到（見附錄二）： 
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    另外，由於折射面可由圖 2.1 中的 ŷ ′與 ẑ ′定義，因此，線偏振的垂直波分量

的 qTE,lin 則可以由向量計算上得到為 

22
, )]ˆˆ([)ˆ( zyPxP ′×′⋅=′⋅=

vv
linTEq 。        (A.6) 

同理，若我們代入內文所提到的光線的方向向量 k̂ i 與微粒子中心對應光線的垂

直向量d
v
（圖 2.2），則可以針對通過物鏡後不同角度光線的垂直波分量符合 

2
, |)]|/ˆ([ ddkP

vvv
×−⋅= ilinTEq 。         (A.7) 

同時，平行波分量 qTE,lin 與平均反射率 Ravg,lin 則可以表示為 

2
,, |)]|/ˆ([11 ddkP

vvv
×−⋅−=−= ilinTElinTM qq ，      (A.8) 

與 
TMlinTMTElinTElinavg RqRqR ,,, +=  

TMiTEi RR }|)]|/ˆ([1{|)]|/ˆ([           22 ddkPddkP
vvvvvv

×−⋅−+×−⋅= 。  (A.9) 
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附錄二 光場行進方向偏折與對應之偏振函數及座標轉換矩陣 

 
    在近軸光學的環境裡，我們並不需要考慮光場通過透鏡時，會因為行進方向

偏折而造成偏振方向改變的情形，因為偏振方向的改變並不明顯。但是，當我們

的系統中，出現像是物鏡這樣高數值孔徑的光學元件時，由於行進方向改變的角

度會不再符合近軸光學的原則，因而，偏振方向的改變也變得重要。於是，在本

文中，考慮之探針雷射的入射與散射光場時，若光場會通過物鏡時，我們便必須

特別注意在光場的前進方向受到物鏡偏折時，偏振方向所產生的對應改變。 

 
圖 B.1 透鏡偏折光場之行進與偏振方向示意圖 

 
    如圖 B.1，我們考慮當一個行進在 z 方向（波向量k

v
0= (0, 0, k)）、電場偏振

在 x 方向（電場E
v

0= (E, 0, 0)）上的光場，當其通過一個透鏡，而產生對應偏折，

使前進前進方向，也就是波向量，由原來的k
v

0 偏折為k
v

= (kx, ky, kz)。而偏折時，

行進方向與偏振方向的的改變，我們可視為是以垂直折射面的方向為轉軸旋轉角

度θ所產生。其中，所謂的折射面，便是同時包含k
v

0 與k
v
的平面。而在尋找折射

面時，我們可以將座標以 z 軸為轉軸旋轉角度ϕ，如此，新座標中的 x′-z′平面便

為折射面，y′軸便為透鏡偏折光場時的轉軸。其中，角度θ與ϕ可分別由偏折後的

波向量k
v
的各分量表示為θ = tan-1[(kx

2+ ky
2)1/2/ kz]、ϕ = tan-1(ky/ kx)。因此，我們便

可以由座標轉換的方式，計算出偏折時的旋轉矩陣為 Rr( k
v

)為 
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其中，k0 為真空中的波數，nm為環境介質的折射率。 
 
    由(B.1)式，帶入入射透鏡前的光場偏振方向(1, 0, 0)，可以得到內文所提的

偏振函數P
v

i為 
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另外，由座標旋轉的觀念，若以偏折後的偏振方向為 x′′軸、光場行進方向為 z″
軸所建立的直角座標系，則其各軸上的 ê x″、 ê y″、 ê z″單位向量與偏折所造成之旋

轉的旋轉矩陣 Rr的關係如下： 
  Rr = [ ê x″, ê y″, ê z″]。          (B.3) 

同時，內文中所提到，轉換到此直角座標系的轉換矩陣 Ri，則可以由其各軸單

位向量 ê x″、 ê y″與 ê z″得到為 
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    另外，當我們如內文中，考慮背向散射光被再次通過原入射透鏡，也就是物

鏡，而被偵測系統接收時，也需考慮光場受到物鏡的偏折。由於光場行進的可逆

性，當背向散射光場的波向量k
v

s = - k
v
時，在 ê x″與 ê y″上的電場分量，便會分別

被物鏡偏折到實驗室座標的 ê x 與 ê y 方向上。換言之，當在計算背向散射光被物

鏡收集後的偏振方向時，只要其在物鏡偏折前的電場與轉換矩陣 Ri(-k
v

s)內積便

可以得到。 
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附錄三 米氏散射理論（Mie Scattering Theory） 

 
    米氏散射理論是一個完整解釋與計算具有特定偏振方向的平行光被球形散

射粒子所散射時，所產生的散射光場與粒子內光場變化的理論。其中，主要的技

巧是將光波的電磁向量場函數轉換成兩個不同的純量場函數，在經由電磁波在介

質介面的邊界條件，解出純量場函數。一般來說，我們可以利用米氏散射理論的

結果，很輕易的描述出散射光場在遠場，也就是離散射粒子距離遠大於光波波長

和粒子半徑處觀察時，光場分佈的情形。以下，便是比較完整的理論內容。 
 
 
C-1 均質微粒子的散射[21] 

對於每一個電磁波，我們都可以藉由 u 和 v 兩個球座標(r, θ, ϕ)的純量函數去

展開表示，其中，電場E
v

= (Er, Eθ, Eϕ)與 u、v 的關係符合下(C.1)至(C.3)式的關係： 
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其中，k 為該電磁波在介質中的波數。例如，在折射率為 nm的環境介質中一個行

進在 z 方向，偏振方向在 x 方向上的電磁波，其在直角座標(x, y, z)下，可以標示

為 

  x
zkin

i
me eE ˆ0=

v
，           (C.4) 

其中，k0 為電磁波在真空中的波數、 ê為在 x 方向上的單位向量。若依據前(C.1) 
至(C.3)式，則可以標示為 
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其中，Pl(cosθ)是一次相關的勒讓德多項式（associated Legendre polynomial），

而ψl則可由半整數階的貝賽耳函數（half-integer-order Bessel functions）J l+1/2(z)
定義為 

  )()2/ ()( 2/1
2/1 zJzz ll += πψ 。         (C.7) 
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    如圖 B.1，若在原點的位置上有一個半徑為 a、折射率為 np 的球形散射粒子，

則粒子外的散射光場與粒子內的光場可以同樣藉由函數 u與 v的表示方式標示為 
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其中，下標 s 和 p 分別代表是粒子外的散射光場與粒子內的光場， A l、B l、C l

和 Dl 是數列各項的係數，而ζl 則可由半整數階的第二類漢可函數（half-integer- 
order Hankel function of the second kind） )2(

2/1+lH (z)表示為 
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2/1 zHzz ll += πζ 。         (C.12) 

習慣上，我們將ψl、ζl合稱為里卡提－貝賽耳函數（Ricatti-Bessel functions）。 
 

 
圖 C.1 入射光場與散射光場之方向與偏振方向示意圖 

 
藉由粒子周圍電磁場的邊界條件，我們可以由解出粒子外散射光場的各項係

數為 
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其中，ρ = nmk0a、m = np / nm。 
 

同時，由於漢可函數的特性，當在遠場的環境下（r>>1），散射光場的角分

佈 us、vs可以表示為 
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或者，我們可以由(C.1)至(C.3)式求出散射光場E
v

s在球座標下的分量為 
  0=srE ，             (C.17) 
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其中，可以得到平行與垂直散射面方向上分量的強度分佈函數 S1 與 S2 符合： 
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    另外，在實際的計算中，對於 S1 與 S2，我們並不可能計算無限多項的級數，

所以一般來說，如果要得到一個比較正確的數據，則所需要考慮的項數至少要大

於ρ= nmk0a。也就是說，比較大的微粒子，是需要比較大的總計算項數的。而這

也是一般我們將ρ稱為尺寸參數（size factor）的原因。 
 
C-2 徑向對稱之多層微粒子的散射 
    不過，對於內文所提到徑向對稱的多層微粒子來說，我們一樣可以將米氏散

射理論延展為適用於這樣的微粒子上。不過我們需要重新定義函數 u 和 v。我們

假設函數 u 與 v 在第 j 層（aj-1<r<aj）時的形式 uj和 vj為 
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其中，Al,j、Bl,j、Cl,j 與 Dl,j則是各項係數。 
 

另外，由電磁學的邊界條件，在每一個介面上，必須同時符合 m u、(1/m)[∂(r 
u)/ ∂r]、v 與∂(r v)/ ∂r 四者皆是連續的。因此，由第 j 介面的邊界條件，係數 Al,j、

Bl,j、Cl,j、 Dl,j與 Al,j+1、Bl,j+1、Cl,j+1、 Dl,j+1，則會滿足以下的關係： 

)()()()( ,,1,1, jjljjljjljjljljljljl mmAmmCAC ρζρψρζρψ −=− ++ ，   (C.26) 

)()()()( ,,1,1, jjljljjljljljljljl mAmCAC ρζρψρζρψ ′−′=′−′ ++ ，    (C.27) 

)()()()( ,,1,1, jjljljjljljljljljl mBmDBD ρζρψρζρψ −=− ++ ，    (C.28) 

)()()()( ,,1,1, jjljjljjljjljljljljl mmBmmDBD ρζρψρζρψ ′−′=′−′ ++ 。   (C.29) 

其中，ρj= njk0aj、mj = nj / nj+1。經過適當的整理，我們可以以矩陣的方式描述上

面的關係： 
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    由(C.30)與(C.31)式，最內與最外層係數的關係則可以得到為 
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對應前文中，r 趨近於無限大時，散射光應該是收斂的。而同樣的，當 r 趨近於

零時，光場也必須是收斂的。於是，Cl,N+1 = Dl,N+1 = 1，而 Al,1 = Bl,1 = 0。將此條

件，代入(C.32)與(C.33)式，散射光場的係數 Al,N+1 與 Bl, N+1 則可以解出為 

  )(
11

)(
211, / ll

Nl LLA =+ ，           (C.34) 

  )(
11

)(
211, / ll

Nl MMB =+ 。          (C.35) 

 
    於是我們只要(C.34)與(C.35)式中的 Al,N+1 與 Bl, N+1 分別取代(C.34)與(C.35)式
中的係數 Al與 Bl，我們便可以得到適合多層微粒子受平行波散射時，遠場下散

射光場平行與垂直散射面方向上分量的強度分佈函數 S1 與 S2 了。 
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附錄四 功率頻譜密度分析法與雷射鑷夾之光彈性係數 

 
    一般而言，雷射鑷夾所捕捉的微粒子半徑大約在數十微米至數十奈米之間。

這樣尺寸的微粒子，在樣品溶液中，受到溶液分子的碰撞時，由於尺寸很小，所

以便會有較大的機率發生碰撞力在各方向不均勻的現象。當不均勻的碰撞發生

時，微粒子便會受淨力而朝特定方向運動，直到發生下一次不均勻的碰撞，而改

變運動方向。這種微粒子受到溶液分子碰撞，而在溶液中不停改變方向運動的現

象，稱為布朗運動（Brownian motion）。因此，當我們利用雷射鑷夾捕捉微粒子

時，雖然會受到微粒子會受到捕捉力而限制在雷射鑷夾所建立的光學陷阱之中，

但卻因為布朗運動的存在，使微粒子並非穩定地停止在雷射鑷夾的捕捉中心，而

會在捕捉中心的附近晃動。其中，微粒子晃動的範圍與頻率，則會受到雷射鑷夾

光彈性係數的大小而有所不同。功率頻譜密度（power spectral density，PSD）分

析法便是一種利用微粒子在雷射鑷夾捕捉下，以其布朗運動的晃動頻率，反推雷

射鑷夾光彈性係數的分析方式。 
 
    對於微粒子的晃動頻率與雷射鑷夾的光彈性係數之間的關係，我們可以從定

性與定量的角度去思考。在定性上，當微粒子在雷射鑷夾中進行布朗運動時，在

微粒子受到溶液分子碰撞而偏離捕捉中心，微粒子便會受到雷射鑷夾的捕捉力拉

回捕捉中心。於是，我們可以想像，微粒子便在捕捉中心的附近晃動。假設微粒

子受到相同的碰撞時，如果雷射鑷夾的光彈性係數越大，則這種拉回捕捉中心的

現象也就越劇烈。也就是說，當光彈性係數越大時，微粒子不僅運動範圍不僅會

較為受限，同時，其移動速率也會較快，這也表示，微粒子的晃動頻率亦較大。

因此，我們便可以藉由觀察微粒子晃動頻率的頻寬，以推測雷射鑷夾的光彈性係

數。至於晃動頻率與光彈性係數之間定性的關係，則可以由微粒子在雷射鑷夾捕

捉下的運動方程式解析得到。 
 
    一個被雷射鑷夾捕捉質量為 m 的微粒子，總共會受到三種力，除了前面所

提到的雷射鑷夾的捕捉力F
v

opt與溶液分子的碰撞力F
v

col外，便是與溶液間產生相

對移動時的水流黏滯力F
v

w。另外，在此系統中，座標各軸的運動是獨立的，於

是，我們便可以寫下一維微粒子的隨時間 t 運動方程式，或稱為朗玆凡方程式

（Langevin equation）： 

  )()( )()()()()( ,,,, tFtbtbktFtFtFtbm icoliiiicoliwiopti +′−−=++=′′ γ 。  (D.1) 

其中，i 可為 x、y 與 z，而b
v
、b′
v
與b ′′

v
則分別是微粒子相對捕捉中心的位移、移

動速度與加速度。另外，ki 代表了各方向的光彈性係數，γ則為了與阻尼係數，

可由γ = 6π aη求得。其中，ηw為溶液的黏滯係數，及 a 為微粒子半徑。由於微粒

子在溶液中的運動，是一種阻尼很大的運動，因此，微粒子的加速時間非常短，
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mb ′′
v

也會較F
v

opt、F
v

w 與F
v

col 小許多。於是我們便可以將微粒子視為幾乎處於淨

力平衡的狀態，而將(D.1)式簡化為： 

)( )()(, tbtbktF iiiicol ′+= γ 。         (D.2) 

 
接下來，我們便對(D.2)式的左右兩側進行功率頻譜密度的分析。所謂的功

率頻譜密度分析，便是對所分析的函數進行富氏轉換後，其絕對值平方對時間的

平均。其意義是指，對於不同的頻率 f 下，單位頻率下所具備的功率（廣義來說，

這裡的功率指的是函數的絕對值平方對時間平均）。藉由這樣的分析，我們可以

得到一維的溶液分子碰撞力的功率頻譜密度PSDFi,col與微粒子位移的功率頻譜密

度 PSDbi間的關係。 

  )()4()( 2222
, fPSDfkfPSD biicolFi γπ+= 。      (D.3) 

而藉由晃動散逸定理（fluctuation-dissipation theorem）與愛因斯坦關係式（Einstein 
relation），我們可以得到，溶液分子碰撞力的功率頻譜密度為一定值， PSDFi,col 
= 4γ kBT。[25] 其中，kB波茲曼常數（Boltzmann constant），T 則為環境溫度。於

是，我們可以得到，微粒子在受雷射鑷夾捕捉的情況下，其位移的功率頻譜密度

可表示為 
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為一個勞侖茲函數（Lorentzian function），其中，截止頻率 fc,i 恰與一維雷射鑷

夾的光彈性係數 ki成正比。這與我們前面定性討論時的結論是符合的。因此，當

我們需要分析雷射鑷夾的光彈性係數時，便可以藉由記錄一段時間的微粒子運

動，並將之藉由功率頻譜密度分析與勞侖茲函數進行函數擬合，便可以求出實驗

環境下微粒子三維運動的截止頻率(fc,x, fc,y, fc,z)與雷射鑷夾的光彈性係數(kx, k,y, 
kz)。 
 
    另外，使用功率頻譜密度分析法求取雷射鑷夾的光彈性係數，還有一個特

點。由內文中，我們可以知道，單一粒子追蹤時，若微粒子的位移在可追蹤範圍

之內，座標方向上，規一化的位移訊號 Si可以表示成 Si = Vi bi，其中，Vi是該位

移方向的偵測靈敏度。因此，我們也可以推得位移訊號 Si的功率頻譜密度為 

  )()( 2 fPSDVfPSD biisi = 。         (D.5) 

其函數的截止頻率 fc,i 仍然是不變的。甚至，我們在也可以將未規一化的四象限

光偵測器所量得的電壓訊號直接進行功率頻譜密度分析，如圖 D.1，也會得到相

同的截止頻率 fc,i，而求出光彈性係數 ki。而這個分析也就可以省去了位移對位移

訊號之間關係校正的步驟，直接量測出雷射鑷夾的光彈性係數。 
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圖 D.1 位移訊號功率頻譜密度分析圖 

 
    不過，當我們直接利用電壓訊號或是規一化的位移訊號進行分析時，需要特

別注意的便是，微粒子的運動範圍必須仍在可追蹤範圍之內，否則其訊號便不會

與位移成正比，其功率頻譜密度截止頻率也就不會與分析微粒子位移時的結果相

同，也就無法得到正確的光彈性係數。而這也是內文中，當我們將探測光束沒有

離焦量測時，所計算的光彈性係數的訊號會出現錯誤的原因。 
 
 
 
 




