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摘    要 

 

傳統存活分析假設感興趣的事件一定會發生，然而當事件由“死亡＂推

廣到如“發病＂、“復發＂… 的情形時，這個假設便不盡合理。文獻修正

的方向是承認存在所謂的“免疫者＂永遠也不會發生此事件，這類方法統稱

為“治癒模式＂。本論文回顧治癒模式的部份文獻，將其分成三個方向討

論。最常見的治癒模式對免疫者無明確的定義；有一類模式以存活是否超過

某固定時間做為免疫的指標；另一方向則以競爭風險發生順序為指標，後兩

者對免疫均有明確的定義。所考慮的推論方法，則有迴歸分析、非迴歸分析

以及無母數分析三種，論文的重點放在迴歸分析方法的回顧。 
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ABSTRACT 

 
In classical survival analysis, it is implicitly assumed that the event of interest 

will occur eventually. However, this assumption may not implausible when there exist 

a proportion of subjects who will never experience the event despite of long-term 

follow-up.  

In the thesis, we will review the literature on cure models. Three types of cure 

models are considered according to the definition of “immune” or “cure”. In the first 

type, there is no explicit definition for the immune. In other words, cured individuals 

are always mixed with susceptible but censored ones. The second class defines cure as 

being able to survive beyond a pre-specified time period. For the third type, whether a 

subject is immune is determined by the order of competing events. Inference methods 

for cure models include parametric, semi-parametric and nonparametric analysis. The 

focus here is on semi-parametric regression analysis.  
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第一章 序論 

傳統的存活分析假設感興趣的事件一定會發生，可以參考近年出版的教科書

包含 Anderson et al.﹝1993﹞、Hougaard﹝2000﹞、Klein and Moeschberger 

﹝1997﹞…等。當感興趣的事件由“死亡＂拓展到“發病＂、“復發＂ … 時，

傳統存活分析的假設便不盡合理。因此文獻上出現所謂“治癒模式＂﹝cure 

model ﹞承認只有部分的人會發生感興趣的事件，稱之為“可致病＂

﹝susceptible﹞；但有部份的個體永遠不會發生此事件，稱之為“免疫＂

﹝immune﹞。許多治癒模式的文獻採用混合模式﹝mixture model﹞做為分析的

架構。混合模式的做法是將母體區分為兩類：免疫﹝immune 或 cure﹞和可致病

﹝susceptible﹞。令T 為到感興趣事件的發生時間，定義指標函數 B ，當 1=B

代表可致病，此時 ∞<T ；當 0=B 代表免疫，此時永遠觀察不到事件的發生，

那麼可令 ∞=T 。可以將T 的分佈拆解為 

)0Pr()1Pr()1|Pr()Pr( =+==>=> BBBtTtT 。 

上式的右邊將T 的分佈分成兩個部分：一部分是 )1Pr( =B ，稱之為致病模式

﹝cumulative incidence model﹞；另一部分為 )1|Pr( => BtT ，稱之為潛在發

病時間模式﹝latency model﹞。可發現當免疫者存在時，T 的分佈並不符合一

般隨機變數的機率性質，因為  

01)0Pr()Pr(lim >−===>
∞→

pBtT
t

。 

我們可令 為 cure rate，稱之為治癒率或是免疫率，這個參數則是許多文

獻感興趣的量。 

p−1

 統計推論的目的是根據所觀測的資料，對感興趣的參數做推論，內容包含估

計和檢定…。若是在有限的時間點 t已觀察到感興趣的事件發生，則可確知 1=B

且 。但是若是觀察不到事件發生，則有兩個可能情形 ─ 一是永遠免疫或

是治癒，機率為 ；另外一個只是暫時尚未發生，機率為 。

文獻中最常見的治癒模式﹝稱之為第一類模式﹞並未直接定義如何區辨免疫的

tT <

)0Pr( =B )1,Pr( => BtT
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觀測值和暫時設限的觀測值。第二類型的治癒模式則是將“治癒與否＂定義為是

否存活超過一個固定的年限(假設M 年)，因此治癒率就是超過M 年的存活機率

。第三類型的治癒模式把治癒與否定義為競爭風險的發生種類或是發

生次序。我們將在第二章到第四章以這三個方向介紹不同類型的治癒模式，討論

的重心在迴歸分析。混合模式所提供的架構可供研究者探討解釋變數對於“免疫

與否＂和“發病時間＂是否存在不同的影響。在第五章我們提出對整篇論文的心

得以及未來可能的研究方向。 

)Pr( MT >
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第二章: 第一類治癒模式-無法直接辨識免疫者 

第一類治癒模式只假設能觀察到部份有致病可能﹝susceptible﹞的個體，

但無法由設限資料中分辨誰是免疫者。令發生感興趣事件發生的時間為T ，但是

只有部份的個體會發生此事件，以指標函數 1=B 代表這類人;免疫者以 表

示，其發生事件的時間可令為

0=B

∞=T 。在設限的情形下存在設限時間C ，使得只

能觀察到 與指標函數CTX ∧= )( CTI ≤=δ 。假設樣本為隨機樣本，右設限的

資料可表示為 ),{( iiX δ )},...,1( ni = ，可知若 1=iδ 則 1=iB ;然而若 0=iδ 則不知

的值。然而若

iB

ii CX = 的值很大，則當 0=iδ 時可以猜測 0=iB ，這個概念和之後

會定義的“充分追蹤時間＂﹝sufficient follow-up﹞有關。 

根據前述混合模式: 

)0Pr()1Pr()1|Pr()Pr( =+==>=> BBBtTtT 。 

因為 ，所以0)1|Pr(lim →=>∞→ BtTt )0Pr()Pr(lim =→>∞→ BtTt 。因為T 的樣

本符合傳統右設限資料，Maller and Zhou﹝1992﹞提議以無母數 Kaplan-Meier 

估計量估計 ，所建議的無母數估計量可以表示為 )Pr( tT >

∏
∑

∑
≤

=

=

≥

==
−=>

tu
n

i
i

n

i
ii

uXI

uXI
tT }

)(

)1,(
1{)r(P̂

1

1
δ

。 

以 做為 的估計量的優點早是存活分析領域被熟知的結果，然而

以 做為 的估計量的合理性﹝ 為最大觀測到發生事件的

值﹞，卻需要特殊條件才會成立。Maller 與 Zhou﹝1992﹞的文章強調此估計量

只有在充分追蹤時間﹝sufficient follow-up﹞成立時才會合理，否則會有高估

的情形。他們更在 1994 年的論文中提出檢驗充分追蹤時間是否成立的

檢定方法，更在 1996 年的專書中將第一類治癒模式做有系統的討論。我們將在

2.3 節中摘錄 Maller & Zhou﹝1996﹞書中的部份結果。Li et al.﹝2001﹞提及

在第一類模式下，以無母數方法處理免疫問題因為缺乏額外資訊一般有不可辨識

)r(P̂ tT > )Pr( tT >

)r(P̂ maxtT > )0Pr( =B maxt

)0Pr( =B
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的問題。Wang﹝2004﹞則具體指出當死亡這個無法避免的競爭風險存在時，無母

數的估計方法有不可辨識性的問題。 

 當存在有解釋變數時，研究的重點在探討解釋變數對於“免疫與否＂和“發

病時間＂是否存在不同的影響。令 Z 為解釋變數，迴歸模式架構於 incidence 的

部份表示為： ;於 latency 部份可表示為: 。通常

以 binary regression 模式描述，如 logistic regression；針對

的模式，有的作者給定母數分配的假設，有的採半母數模式，

有的則以無母數方法分析之。例如 Farewell﹝1982﹞利用 logistic/Weibull 做

為兩部分的模式假設。有數篇文章則假設 logistic/Cox 模式，如 Kuk & Chen

﹝1992﹞，Sy & Taylor﹝2000﹞，Peng & Dear﹝2000﹞。我們在以下數節中先

介紹迴歸模式的推論方法，之後再討論無母數的推論問題。 

)|1Pr( ZB = ),1|Pr( ZBtT =>

)|1Pr( ZB =

),1|Pr( ZBtT =>

 

2.1 Logistic/Weibull 模式  

 Farewell 在 1982 年的文章中針對致病模式的部分以 logistic regression 

模式描述如下： 

)exp(1
)exp(

)|1Pr()( '

'

i

i
iii Z

Z
ZBp

β
β

β
+

=== ， 

對於潛在發病模式的部分則是做 Weibull 的母數分配假設， 

])(exp[),1|Pr( γλ iiii tZBtT −==> 。 

值得注意的是 Farewell﹝1982﹞的論文假設 ),1|Pr( iii ZBtT => 與解釋變數無

關，但是到了 1986 的論文則將解釋變數的影響納入 Weibull 分配的參數之中。

根據傳統治癒模式的資料型態 n}1,...,i,),,{( =iii ZXδ ，可以得到概似函數為 

∏
=

=− −=
n

i

I
iiiiiF

ixxpzxL
1

)1(1 )])(exp()()([),,,,( δγγ λλγλββγλ  

}))](1())(exp()([ )0( =−+−× iI
iii pxp δγ βλβ 。 

因為取了對數之後再對參數微分計算太過複雜，所以利用 EM 演算法來簡化計
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算。首先建構“完整資料＂ ),,,{( iiii ZXB δ )},...,1( ni = 之下的概似函數： 

∏
=

=− −=
n

i

I
iiiC

ixxpL
1

)1(1 )])(exp()()([),,( δγγ λλγλββγλ  

}))](1[()])(exp()([ )0,0()1,0( ==== −−× iiii BI
i

BI
ii pxp δδγ βλβ 。 

在 E-step 中對 ),,(log βγλFL 取條件期望值﹝在給定觀測值下﹞，其中牽涉到以

下等式的計算： 

)],,(|)1,0([ iiiii zxBIE δδ == ),,0|1Pr( iiiii zxTB >=== δ  

)|,0Pr(
)|,0,1Pr(

iiii

iiiii

zxT
zxTB

>=
>==

=
δ

δ
 

),1|Pr()|1Pr()|0Pr(
),1|Pr()|1Pr(

iiiiiiii

iiiiii

zBxTzBzB
zBxTzB

=>=+=
=>=

=

  
))(exp()()](1[

))(exp()(
γ

γ

λββ
λβ

iii

ii

xpp
xp

−+−
−

= 。 

此外可得 

)],,(|0,0([ iiiii zxBIE δδ == ),,0|0Pr( iiiii ZxTB >=== δ  

))(exp()()](1[
)(1

γλββ
β

iii

i

xpp
p

−+−
−

= 。 

第 二 個 步 驟 M-step 為 對 )]|,,([log dataLE C βγλ 取 極 大 值 ， 可 將

)]|,,([log dataLE C βγλ 對參數微分令其等於 0求解以得估計值，這部分可以利用

牛頓法以求得數值解。值得一提的是 )]1,0([ == ii BIE δ 與 )]0,0([ == ii BIE δ 會牽

涉到未知參數，估計時為代入前階段之參數之估計值，在求極值的過程中視為定

值。 

 利用母數分配的假設給定致病模式以及潛在發病時間模式，在模式正確的情

形下，所得之估計量具有效性，但伴隨的問題是模式假設可能不夠一般化，使得

應用性可能不夠廣；此外若是假設錯誤，所得之估計量可能有很大的偏誤因此不

夠穩健。所以檢驗模式適合度有其必要性。 

                                                                                     

2.2 logistic/Cox 模式  

Farewell﹝1982﹞在致病時間模式上，並未將解釋變數的影響考慮其中，這
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是一大缺失。為了彌補這個問題，後續文章除了於致病模式做同樣的 logistic 

模式假設外， 

)exp(1
)exp(

)|1Pr()( '

'

i

i
iii Z

Z
ZBp

β
β

β
+

=== ； 

致病時間模式則是利用“等比例風險模式＂(Cox proportional hazards model)

做為假設： 

})(exp{),1|Pr(
0

'
0∫−==>

i

i

t
z

iii dueuhZBtT α ， 

其 中 為)(0 th 1=B 群 體 發 病 時 間 的 基 底 風 險 函 數 ﹝ baseline hazard 

function﹞。值得一提的是在加入了免疫群體的 Cox model 下，解釋變數對合

併的群體就不再是成比例(proportional)的影響。此外，將迴歸分析用在混合模

式的好處是可將解釋變數在“發病與否＂和“發病時間＂的影響分開討論，例如

有的解釋變數只對發病與否有影響，有的則可能改變發病時間。 

根據資料型態以及 logistic/Cox 模式的假設，概似函數可以寫成: 

)1(

1 0

'
0

'
00 )])(exp()()([),,(

=

=
∏ ∫−=

ii

ii

In

i

x
zz

iiF dueuhexhphL
δ

ααββα    (2.1) 

}))](1())(exp()([ )0('
0

=− −+−× ∫ i

i

i I
i

x

o

z
i pdueuhp δα ββ 。  (2.2) 

一般 MLE 的求解方法是將概似函數取對數以後再予以微分求解。由上式可發現，

概似函數 ),,( 0hLF βα 取對數後，(2.2)式變成為 

)])(1())(exp()(log[)0(
1 0

'
0∑ ∫

=

− −+−×=
n

i
i

x
z

ii pdueuhpI
i

i ββδ α 。 

其中 log 裡為連加的情況，一旦再對參數微分後，整個計算將會變得複雜許多。

問題所在來自當 0=iδ 時，概似函數必須傳遞兩種可能性﹝即 和

﹞，使得函數有連加的部份。可發現若是 的值為已知，連加的部份會變

為連乘，取對數後函數變為線性，求極值時計算亦得以簡化。以上的想法就是

0=iB

0=iB iB
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EM 演算法的概念：先假設完整資料以建構簡單的概似函數，對於缺失值的部份

以條件期望值估計，再求極值。先前討論的 Farewell 就是以此想法提出估計方

法，當模式拓展到半母數的 Cox 模式時，在 E-step 時會牽涉到未知的基底函數

，推論的難度在於估計)(0 th ),( βα 時如何處理無窮維度的未知函數。 

對於 Cox 模式的推論﹝不包含免疫者﹞，一般以部份概似函數﹝partial 

likelihood function﹞估計，文獻發現雖然忽略 的影響但所得之)(0 th α 估計量

仍具有相當不錯的表現。然而當有免疫者存在時，若忽略基底風險函數 的

資訊，則會對

)(0 th

α 的估計造成偏誤，代表部份概似函數估計法不可行。因此針對 

logistic/Cox 模式有關致病時間模式部份的估計，便面臨到要估計基底風險函

數的挑戰。文獻提出了數種方法針對基底風險函數的處理，我們在此簡述其概念。 

 

2.2.1 Kuk and Chen 的邊際概似函數估計法 

Kuk and Chen﹝1992﹞針對 logistic/Cox 模式估計的部分，考慮以邊際

概似函數﹝marginal likelihood﹞的方法估計感興趣的迴歸參數 ),( βα ，這部

份可以不需處理基底風險函數。概念簡述如下：根據所得的右設限資料型態

),,{( iii ZXδ ， ，可將其分成兩部分，一部分為有設限的觀測值 ，另

一部分為沒有設限的觀測值 。將資料根據發生事件的時間做排序，再將排序

資料做多重積分後建構邊際概似函數，這個做法可以巧妙的將基底函數去除，因

此迴歸參數

n}1,...,i = )(C

)(D

),( βα 的估計量為對邊際概似函數求極值獲得，無須在此階段處理基

底函數估計。然而這個方法的難度在於多重積分即使經過簡化，仍牽涉大數目的

排列組合個數，使得概似函數變成是龐大組合個數的連加，因此作者建議以 

Monte Carlo 模擬法求概似函數的近似值後再求解。後續的論文在估計 ),( βα

時，選擇寧可直接面對基底函數存在的事實，而不願意為捨棄這個項目而引來更

為複雜的計算問題。 

 

2.2.2 EM 演算法 
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在 logistic/Cox 模式下的 EM 演算法的概念簡述如下：假設資料型態可表示

為 n}1,...,i,),,,{( =iiii BzXδ ，此時概似函數可表示為 

∏
=

== −=
n

i

BI
i

BI
iC

ii pphL
1

)0()1(
0 }))(1()({),,( βββα              (2.3) 

∏ ∫
=

=== −×
n

i

BI
x

o

zBIz
i

i

i

iiii dueuhexh
1

)1('
0

)1,1('
0 })])([exp(])({[ αδα 。   (2.4) 

則取對數以後可得， 

∑
=

−=+==
n

i
iiiiC pBIpBIhL

1
0 ))}(1log()0()(log)1({),,(log βββα  

∑ ∫
=

−=++==+
n

i

x
z

iiiii

i

i dueuhBIzxhBI
1 0

'
00 ]})()[1(]')()[log1,1({ ααδ 。 

可發現在 ),,(log 0hLC βα 中的 log 函數裡不再有相加的問題，求極值的過程中對

參數微分時也較好計算。 

和前述 Farewell﹝1982﹞的做法相同：E-step 須對設限的個體求其得病可能

性的期望值來作為權數﹝weight﹞，推導如下： 

],,0|)1([)1()],,(|)1([ iiiiiiiiii zxTBIEIzxBIE >==+=== δδδ ， 

在 Cox 模式假設下可得 

],,0|)1([ iiiii zxTBIE >== δ ),,0|1Pr( iiiii zxTB >=== δ  

)|,0Pr(
)|,0,1Pr(

iiii

iiiii

zxT
zxTB

>=
>==

=
δ

δ
 

),1|Pr()|1Pr()|0Pr(
),1|Pr()|1Pr(

iiiiiiii

iiiiii

zBxTzBzB
zBxTzB

=>=+=
=>=

=

)'exp(
0

)'exp(
0

)1|()()](1[
)1|()(

i

i

z
iiii

z
iii

BxSpp
BxSp

α

α

ββ
β

=+−
=

= ，  

    ],,0|)0([1)],,(|)0([ iiiiiiiiii zxTBIEzxBIE >==+−== δδδ  

)'exp(
0 )1|()()](1[

)(1
1

iz
iiii

i
i BxSpp

p
αββ

β
δ

=+−
−

+−= 。 

如前所述在 Cox 模式下這個權數包含未知的基底存活函數，需要額外處理。我們

將在之後敘述兩篇文章的處理方法。EM 演算法的第二個部分為 M-step，將對數

概似函數的期望值取極大值，其中權數部分經代入前階段的參數估計值可視為定
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值，如此可使求極值的步驟不致太複雜。以下簡介兩篇文章以不同方式處理基底

函數的估計問題。 

(1) EM 演算法 -- Sy and Taylor 

Sy and Taylor﹝2000﹞的文章中提出兩種方法估計基底風險函數。 

i. Breslow-type 估計量：令 為基線累積風險函數，其定義為 )(0 tH

∫=
t

duuhtH
0

00 )()( 。 

以 Breslow 的方法估計 如下:  )(0 tH

∑ ∑≤
∈

⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

==
tti

Rl

z
l

i

i

i

lew
d

BtH
)(:

'0 )1|(~
α

， 

 其中 id 為在 t時間事件發生的個數，分母的部分則是在 t時間所有處於風險

之個體的加權期望機率，此加權的權數為風險比例 e 'α
iw 為個體被觀察

到得病的可能性，若為非設限資料，

iz ，

1=iw 若為設限資料， iw； iπ= ，

)1 iiiii zxTBI >==

即

[E ],,0|( δ 。 (0基線存活函數 )1| =BtS 估計量可由的

)1|(~
0 =BtH 求得如下:  

))1|(~exp()1|(~
00 =−== BtHBtS 。 

換句話說，Breslow-type估計量是將未知的基底風險函數利用未知參數α

和 來做表示，藉此降低未知參數的維度以簡化估計，代價是在 E-step

裡的權數 是一個非常複雜的

iw

iw α 和 β 的函數。在 M-step 中依然視 為定

值﹝代入前階段

iw

α 、 β 估計值﹞，利用 Cox 建議的部分概似函數將(2.4)

式簡化後，取極大值，經過疊代的過程，所收斂的解即為參數估計量。 

 

ii.Product-limit 估計量：前述 Breslow 的方法將未知的 表示成

為

)1|(0 =BtS

α 與 β 的“explicit＂函數，以此降低未知參數的維度，卻同時增加函

數的複雜度。而 product -limit 則是將基底存活函數利用 product-limit
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表示成風險機率參數的連乘，對這些額外的參數再以 NPMLE 的概念求解，

其解可表示為α 、 β 的函數。其概念簡述如下：根據 Kalbfleisch and 

Prentice(1980)的想法，將資料分為設限 與非設限 兩部分，(2.4)

式可以寫成 

)( iC )( iD

∏ ∏∏
= ∈

=

∈

− =×=
k

i Cl

zBI
i

Dl

z
iii

i

ll

i

l BtSBtSzth
0

)'exp()1(
)(0

)'exp(
)(0)( })1|(])1|();([{ αα 。 

(2.5) 

根據 PH 模式，基線存活函數可以 Product-limit 的形式表示為 

∏
≤

==
ttj

j
j

BtS
)(:

0 )1|( γ ， 

(2.5)式即可利用 Product-limit 形式改寫為 

∏ ∏∏
= −∈∈

×−
k

i DRl

zw
i

Dl

z
i

ii

ll

i

l

0 )(

)'exp()'exp( }]1[{ αα γγ ，    (2.6) 

此處 的定義與 Breslow-type 估計量中所提到的相同。換句話說，經過

以上的整理，概似函數表示成為

lw

α 、 iγ ),...,1( ki = 與 β 的函數，其中 iγ 為

“failure＂的個數。要“同時＂﹝simultaneously﹞針對這些函數求極

值是似乎是難以達成的任務，因此 Sy and Taylor 建議以下的方式求解：

固定α 、 iγ 的估計函數可表示為 

kiewe

i

l

i
i

l

Rl

z
l

Dl
z

i

z

,...,1,
1

'
)'exp(

'

==
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

− ∑∑
∈∈

α
α

α

γ
 。   (2.7) 

將以上具有 explicit-form 的 iγ 估計量後再代入概似函數(2.6)式中求

α。中間權數 部分，牽涉到lw α、β 與 iγ ，經過層層疊代可以求得估計量。 

 

(2) EM 演算法--Peng and Dear  

Peng and Dear﹝2000﹞提出的做法與 Sy and Taylor﹝2000﹞的方法類似，

兩者都是先根據完整資料建立對數概似函數，求其條件期望值後再求極值，兩篇

論文的差異在 M-step 的處理三種參數α 、β 和 )1|(0 =BtS 的方法不同，此外疊代

步驟亦有差異。在 M-step 的部分，Peng and Dear 的做法和前述 Sy and Taylor
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所提 Breslow-type 估計量類似， )1|(0 =BtS 化簡為同樣的α 與 β 的函數。但因為

(2.4)式較難處理，因此根據 Breslow 的做法，(2.4)式可寫為 

∏ ∑=
∈

k

j
Ri

d
ii

j

j

jzw

s

1 )}'exp({

)'exp(

α

α
，     (2.8) 

js 為所有非設限資料之解釋變數的總合， 為在 時間事件發生的個數。M-step

的部分被簡化成對(2.8)式取極大值，(2.8)式中只包含了

jd t

α 這個未知參數，並不

含未知的基線風險函數，處理上來也較容易。 

 在 E-step 的部分，Peng and Dear 的做法則是和 Sy and Taylor 所提

Product-limit 估計量類似，根據 M-step 所估計出來的α 、β 以及 Kalbfleisch 

and Prentice(1980)的想法，(2.4)式可寫成(2.6)式的形式，可以得到 jγ  

),...,1( kj = 的估計量 

∑
∈

−≈

jRi
ii

j
j zw

d
)'exp(

1ˆ
α

γ ， 

進而可以估計基底存活函數 ，將 帶入 E-step 中的 ，如此疊代數次後

即可求的估計量。 

)(0 tS )(0 tS iw

 

2.3 無母數分析 

此類的治癒模式的資料和右設限模式毫無區別，然而選擇以傳統存活分析的

方法或是以治癒模式的角度卻需要事先做決定。統計分析所牽涉到的問題在於分

析方法需要做額外的假設，先前提到的方法是依靠模式的假設，在此節中所提到

的無母數分析則需要靠資料品質的假設，才能夠確保估計值的唯一性以避免所謂

“不可辨識＂﹝non-identifiability﹞的問題。Farewell﹝1986﹞建議研究者

以應用領域的專業判斷免疫者存在與否做為抉擇的準則。 

無母數分析經常使用 Kaplan-Meier 估計量以估計 :  )Pr( tT >
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∏
∑

∑
≤

=

=

≥

==
−=>

tu
n

i
i

n

i
ii

uXI

uXI
tT }

)(

)1,(
1{)r(P̂

1

1
δ

。 

文獻中討論 Kaplan-Meier 估計量性質的文章相當多。我們在此節中整理 

Maller and Zhou ﹝1996﹞ 書中的結果，討論在治癒模式的假設下使用

以估計)r(P̂ maxtT > pB −== 1)0Pr( 的可行性。經常使用存活分析方法的人都知道

K-M 估計量在估計時間尾端的分配時表現並不穩定。原因之一是當 值很大時

的個數變小，這部份位居分母，使得估計的變異性增大。另一個更為

相關的問題在於 的範圍只能估計限於能觀測到發生事件的最大時間

點，如果觀察時間太短，會有一大部份本來是 susceptible 的人受到設限，此

時若以 估計 會造成嚴重的高估。在下一小節中我們以較為嚴謹的

數學表示法來說明所謂“充分追蹤時間＂﹝sufficient follow-up﹞的問題。 

t

∑
=

≥
n

i
i tXI

1
)(

)r(P̂ tT >

)r(P̂ maxtT > p−1

 

2.3.1 充份追蹤時間的條件 

仿照 Maller and Zhou (1996)，定義以下幾個端點:  

}1)Pr(:{inf =≤= tXttHτ ， 

}1)Pr(:{inf =≤= tCttGτ ， 

}1)Pr(:{inf =≤= tTttFτ 。 

假設觀察時間有限， ∞<Gτ 。在右設限下 CTX ∧= ，可知 HGF τττ =∧ 。當不存

在免疫者時，我們希望 FG ττ > ，這樣 HF ττ = 才能有機會觀察到最大可能的事件

發生時間。若 FG ττ < ，代表觀察時間太短，會有 heavy censoring 出現，此時

K-M 曲線不會降到 0。然而當免疫者存在時，免疫者的發病時間定義為 ∞=T ，

此時 ，T 分配稱之為“improper＂，無論觀測時間如何拉長都

會有 G

1)Pr( <∞≤= Tp 的

∞=≤ Fττ 。此時可以定義 

}1)1|Pr(:{inf0 ==>= BtTttτ ， 
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代表可觀察到 susceptible 者最大可能發生事件的時間。此時我們反而希望

0ττ >G ，代表觀察時間充裕到足以使所有 susceptible 的人都有足夠時間發生

事件。 

 Maller and Zhou ﹝1996)﹞在書中的第二章先將如何檢驗“免疫者是否存

在＂和“觀察時間是否充足＂量化成數學的符號。之後再討論以 K-M 估計量做

為檢驗方法的可行性。 

第一步: 檢驗 1)Pr(:01 =≤ GTH τ 。若是接受 ，代表觀察時間足以包含所有發

生時間，可知

01H

∞<Fτ 而且免疫者不存在，觀察時間亦充份。然而若是 被拒絕，

無法得知究竟是免疫存在使得

01H

∞=Fτ 或者是觀察時間不夠充份，而使得 Gτ 的值

太小。此時我們要進行第二步驟的討論。 

第二步: 在已知 1)Pr( <≤ GT τ 的情形下，檢驗 GH ττ ≤002 : 。若是 成立，代表

觀測時間夠長到足以使得所有 susceptible 的個體都發生事件。此時可以確認

免疫的族群存在即 。若 被拒絕，代表研究時間不夠充份﹝follow-up 

is not sufficient﹞，無法由資料判別免疫者是否存在。此時如 Farewell 所

言，研究者依自己的專業判斷免疫者是否存在，分析時避免以無母數方法而是靠

模式假設做分辨“真正免疫者＂和“暫時設限者＂的工作。 

02H

01 >− p 02H

 

2.3.2 Kaplan-Meier 估計量在尾端的性質 

以下內容摘錄自 Maller and Zhou﹝1996﹞書中的第三章，我們討論如何檢

驗前節所提出的兩個假說。討論估計量 的性質可分為以下幾個方向:  )r(P̂ maxtT >

a. Theorem 3.2: Ht τ→max  almost surely。 

在 K-M 的估計式中 被用來估計maxt Hτ ，很顯然 Ht τ≤max 。這個定理說明當

樣本數很大時，所觀察到的值會很接近真正被估計的端點。 

b. Theorem 3.4: 當 在)Pr( tT ≤ Hτ 是連續的情形下，  

in probability。 

)Pr()r(P̂ max HTtT τ≤→≤
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這個結果保證了 做為)r(P̂ maxtT ≤ )Pr( HT τ≤ 的點估量具有一致性。值得注意

的是最終目標是以 估計 的可行性，所以我們要討論 與

在 t發生於不同界限時的關係。 

)r(P̂ maxtT ≤ p p

)Pr( tT ≤

c. Theorem 3.5: 當 FG ττ ≤ ，則 HG ττ = ，此時  in 

probability。 

)Pr()r(P̂ max GTtT τ≤→≤

當 FG ττ ≤ 觀察時間未能包含最大可能觀測到的發病時間，值得一提的是這

個結果未討論免疫者存在的情形。當免疫者不存在時， FG ττ ≤ 是不理想的

狀態;然而當免疫者存在時， FG ττ < 卻是必然，而我們希望以 估

計 ，所以有以下的結果。 

)r(P̂ maxtT ≤

1<p

d. Theorem 3.6: 只有當 Gττ ≤0 ，才有 。 pTtT =≤→≤ )r(P̂)r(P̂ 0max τ

這個結果說明了充分追蹤時間( Gττ ≤0 )的重要性，此時以 Kaplan-Meier 尾

端的估計量用來估計免疫的比例才會合理。值得注意的是若 0τττ <= HG ，

則 會高估 ，因為若將觀察時間延長會繼續記錄到事件發

生，使得 還有下降空間。 

)r(P̂ maxtT > p−1

)r(P̂ tT >

 

2.3.3 Kaplan-Meier 估計量尾端會降到 0 的機率 

一旦 ，我們就會得到 。當免疫者實際存在時﹝尤

其當比例很小﹞，資料仍有可能得到 的情形，雖然實際上

。因此 Maller and Zhou 在 3.2 節的主題就以計算了在重複抽樣下

會得到 的 frequency。熟悉存活分析的人都知道當最大的觀測值是

觀察到的 failure 則 Kaplan-Meier 曲線會降到 0 即 。令

1)r(P̂ max =≤ tT 0)0r(P̂ ==B

0)0r(P̂ ==B

0)0Pr( >=B

1)r(P̂ max =≤ tT

1)r(P̂ max =≤ tT maxδ 代

表 對應的指標函數，則 maxt
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)1Pr()0)0r(P̂Pr( max ==== δB 。 

書中的 Theorem 3.9，推導了在 1≤p 的情形下 )1Pr( max =δ 的理論值; Theorem 

3.10，推導了在 的情形下1≤p )0Pr( max =δ 的理論值。這些值都以積分或是連加

的方式表示，與變數 值和p 1| =BT 與C 的母數分配有關。實際的計算在一般情

形下需要用到數值方法。但是若分配是 exponential distribution，則可以得

到 explicit 的結果。此外兩個定理的結果包含所有的樣本大小，所以是 

finite-sample 的結果。 

Theorem 3.11 和 3.12 則是針對 0τ , Fτ , Gτ 大小的不同排列情形推導

)1Pr( max =δ 在 大 樣 本 的 極 限 值 。 基 本 上 我 們 要 看 當 時 ， 是 否1=p

1)1Pr(lim max ==∞→ δn ，因為當免疫者不存在且樣本很大時， K-M 曲線降到 0 的

機率應該是 1 才合理。同理當 1<p 代表免疫者存在，我們應該得到

1)0Pr(lim max ==∞→ δn ，代表 K-M 曲線不會降到 0 的機率也應該是 1才合理。我

們重述其理論:  

Theorem 3.11: 當 且觀測時間太短以致1=p FG ττ < ，則 1)0Pr(lim max ==∞→ δn 。

當 ，則亦會得到1)1Pr( <=B 1)0Pr(lim max ==∞→ δn 。 

Theorem 3.12: 當 且觀察時間夠長到使得1=p FG ττ > ，則 1)1Pr(lim max ==∞→ δn 。 

書中約略提到 FG ττ = 的情形，需要加入特殊的條件才會使得 )1Pr(lim max =∞→ δn 的

極限存在。 

 

2.3.4 Kaplan-Meier 估計量的分配理論與收斂速率 

令� 。Maller and Zhou 的 Theorem 4.1 證明只有當觀察時間

充份的情形下

)r(P̂ˆ maxtTp ≤=

)( 0 Gττ ≤ ， 。這個定理說明 具有一致性的充分

必要條件就是

pBp p ==→ )1Pr(ˆ p̂

Gττ ≤0 。此時 )1|Pr( =≤ BtT 的無母數估計量為 ，在同

樣的條件下 具有 uniform consistency 的性質。 

ptT ˆ/)r(P̂ ≤

ptT ˆ/)r(P̂ ≤
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 以上討論的是 做為點估計量的性質，欲做後續的推論﹝如區間估計和假設

檢定﹞則需要有關於 分配理論的推導結果。在 Maller and Zhou﹝1996﹞書中

第四章的 Theorem 4.1 證明了當 

p̂

p̂

10 << p  的情形下﹝即免疫者存在﹞，

)ˆ( ppn − 會收斂到常態分配，此外書中亦提供了 )}ˆ({ ppnVar − 的公式。然而

當 ，只知1=p 0)1ˆ( →−pn 。換言之當免疫者不存在時﹝ 1=p ﹞， 會

收斂到一個 non-degenerate distribution，只知 的收斂速率比一般 的

)ˆ( ppn q −−

p̂ 2/1−n

速率來得快﹝即 ﹞，但是確切的 值未知，而且 的分配型態亦

未知。文獻上稱 時的性質討論為“boundary problem＂，因為 是比例

的上界。在一般統計分析中研究這個問題都是困難的，

﹝如泰勒展開式 …﹞在邊界無法使用。因為理論推導的問題牽涉到困難的數學

分析能力，我們不做進一步討論。在此我們討論

2/1>q q )ˆ( ppn q −−

1=p 1=p

因為許多有用的數學工具

1=p 的性質在實際問題的應用。 

 點估計量 的性質在所有p̂ 1≤p

先前提到的第一步驟檢驗

的情形都適用。但是做進一步的推論卻需要

判斷是否免疫者存在。 1)Pr(:01 =≤ GTH τ 就包含檢定免

疫者存在的情形。因為若是 被接受了，可以推得01H 1=p ; 若被拒絕則要繼續做

第二步驟 的檢定。Maller and Zhou﹝1994﹞的論文提出討論檢定充份追蹤

時間的方法 欲檢定 ，可以利用

02H

。 01H 1ˆ −p 的距離做為判別標準，然而 的

分配型態和 值在 卻是未知的。根據 Neyman-Pearson 法則，棄卻範圍由控

制型一錯誤

)1ˆ( −− pn q

q 1=p

α 決定: αα ==>− )1|)(1ˆPr( pcp n 。換言之若是 )(1ˆ αncp −> 則拒絕

，承認免疫不存在。然而01H )(αnc 的值卻因為 的性質在p̂ 1=p 缺乏理論依據所

以無法求得，使得以無母數的方法檢驗 的目標遇到很大的挑戰。Maller and 

的檢定。 

01H

Zhou 以模擬分析討論 01H

 16



第三章:以固定時間為切點之治癒模式 

有一些文獻把存活超過某時間(M 年)定義為治癒，此時治癒比例為 

)Pr()1Pr( MTB ≤== 。 

在解釋變數存在的情形下，模式建構於 incidence 部份:  

)exp(1
)exp()()|0Pr( '

'
'

Z
ZZZB
β

ββπ
+

=== 。 

在沒有設限的情形下，資料可以表示為 ，可自動轉換成為 ，

其中 ，則概似函數方法可表示為： 

),...,( 1 nTT ),...,( 1 nBB

)( MTIB ii ≤=

)0(

'

)1(

1
'

'

)exp(1
1

)exp(1
)exp(

)(
==

=
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

=∏
ii BI

i

BIn

i i

i

ZZ
Z

L
ββ

β
β ， 

對參數微分後可得 score equation： 

0
)()(

)(
})()({ ''

'

1

' =−≥∑
=

i
ii

i
n

i
ii Z

ZZ
Z

ZMTI
βπβπ

βπ
βπ φ

，    (3.1) 

其中
φ
φπφπφ ∂

∂
=

)()( ， ππ −=1 。然而當設限存在時，我們只能觀察到 ),.{( iiX δ , 

，其中 ,},...,1 ni = iii CTX ∧= )( iii CTI ≤=δ ， 代表設限變數，也因此 的值

有可能發生未知的情形。當

iC iB

1=iδ ，很顯然 )( MXIB ii ≤= ；當 0=iδ ，此時 的

值是未知的。以此為方向的治癒模式並非我們主要的興趣，因此我們只選兩篇文

章簡述其概念。 

iB

 

3.1 Jung﹝1996﹞ 

Jung 發現 )()|Pr()|)(( tGZtTZtXIE iiii ≥=≥ ，其中 )Pr()( tCtG i >= 。因此

建議以 做為)(ˆ/)( MGMXI i ≥ )0( =iBI 的“代理者＂(proxy)，修正(3.1)的估計

函數可得： 

       0
)()(

)(
})(

)(ˆ
)(

{ ''

'

1

' =−
≥∑

=
i

ii

i
n

i
i

i Z
ZZ

Z
Z

MG
MXI

βπβπ
βπ

βπ φ
。  (3.2) 
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這個方法使用的原則是處理 missing data 常用的“inverse probability 

weighting＂的方法。 

 

3.2 Subramanian (2001) 

Subramanian 文章的概念是以 ],,|)([ iiii ZXMTIE δ≥ 的無母數估計量(以

表示之)取代(3.1)式中的 。此文章所做的額外假設為解釋變數 為離

散變數，如此才可能針對個別可能的

iÊ

)( MTI i ≥ iZ

Z 值估計 。所提出的估計函

數可表示為 

)|Pr( ii ZMX ≥

0
)()(

)(
})(ˆ{ ''

'

1

' =−∑
=

i
ii

i
n

i
ii Z

ZZ
Z

ZE
βπβπ

βπ
βπ φ

，   (3.3) 

其中 

],,|)([ˆˆ
iiiiii ZxXMTIEE =≥= δ  

)|r(P̂
)|r(P̂

)0,()(
ii

i
iiii ZxT

ZMT
MxXIMXI

>

>
=<=+≥= δ 。   (3.4) 

這個方法所應用的原則被稱為“imputation by conditional mean＂。這個方法

的缺點在於 的估計與)|Pr( ZtT > Z 有關，所需要的資訊非

的假設所能夠涵蓋。若是解釋變數為離散型，則可以根據

)()|0Pr( 'ZZB βπ==

Z 值將資料做切割，再

以 Kaplan-Meier 的無母數估計量估計 。 )|Pr( ZtT >
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第四章:考慮競爭風險之治癒模式 

傳統的治癒模式並不直接定義哪個狀態為免疫，因此真正的免疫者是與非免

疫的設限資料混合在一起。當模式假設不夠強時﹝指在無母數的情形下﹞，則強

烈的需要依賴資料的“良好品質＂(指追蹤時間充份)，才能做正確的推論。第三

章討論的治癒模式，分析的結果和人為決定的切點有關，所以應用有限。在本章

中我們討論第三類型的治癒模式，免疫與否的定義取決於競爭風險發生的種類或

是次序。 

我們先討論一個簡化的例子，是將 Betensky 與 Schoenfeld。2001﹞討論的

新生兒因急性肺炎住院改編成因 SARS 住院的例子。令 

1T  = time to hospital discharge (因 SARS 入院到活著出院的時間) 

2T  = time to death  (因 SARS 入院到在醫院死亡的時間)。  

在此例中，“活著出院＂可視為痊癒。也就是說“免疫與否＂取決於競爭風險

(“死亡＂與“出院＂)發生的次序，因此若是在沒有外來設限的情形下，“痊

癒＂是可被觀察到的事件。因為免疫與否有清楚的定義，這樣的架構不致發生前

述不可辨識性的問題。 

 

 

因 SARS 入院 

死在醫院 

活著出院  

 

 

 

圖 4-1：SARS 入院的例子 
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以競爭風險的角度來看上述的問題，在這個簡化的例子中，只有兩種失敗型

態(failure types)。令 1~ =B ，代表“活著出院＂的情形； 2~ =B ，代表“在醫

院中死亡＂的情形。若令“活著出院＂代表痊癒，則無法痊癒的比例為

)2~Pr( =B 。然而對 2~ =B 的觀測值， 的定義不明，有的做法是對死在醫院者時，

令 ；或是只定義

1T

∞=1T 1~|1 =BT 。可得 

)2~Pr()1~Pr()1~|Pr()Pr( 11 =+==>=> BBBtTtT 。 

可以清楚看到  

， 

代表不會發生活著出院的比例。值得一提的是， 

)2~Pr()Pr(lim 1 ==>
∞→

BtT
t

)Pr()Pr(1 11 tTtT ≤=>− 是競爭

風險文獻裏經常討論的“累積發生函數＂( ，

代表到 時間所累積觀察到發生活著出院的比率。同理可得 

cumulative incidence function)

t

)1~Pr()2~Pr()2~|Pr()Pr( 22 =+==>=> BBBtTtT ， 

其尾端機率 )1~Pr( =B 代表不會死於醫院的比例。 

 文獻中考慮競爭風險的治癒模式有 Greenhouse and Wolfe (1984)，

Larsen and Dinse (1985)，Taylor (1995)，Ng and McLanchlan (1998)，Betensk 

and Schoenfeld (2001)，Maller and Zhou (2002)，Wang (2004)…等。由發表

年代看來，這個研究方向似乎有變得熱門的趨勢。我們將統整這些文章的符號，

以便做有系統的整理。這一系列文獻中，經常引用的文獻始自 Greenhouse and 

Wolfe (1984)，多數的文章討論不只兩種競爭風險。在此，我們由 Larsen & Dinse 

(1985)開始介紹，因為此文提供的思路為後續文章主要的脈絡。 

 

4.1 Larson-Dinse 的迴歸分析 

 令 B~代表失敗的型態，假設共有 種可能，每一種失敗型態發生的機率定為J

 20



jpjB == )~Pr( ， 。再定義 11 =++ Jpp L jBTj =~| 為給定第 個事件會發生的

時間長度，則條件存活函數為 

j

)~|Pr()( jBtTtQ jj =>= 。                                       

Larson-Dinse﹝1985﹞以迴歸模式來描述 與 。令 代表解釋變

數，在失敗型態的部分用 logistic regression 做為模式的假設，則每一種失敗

型態發生的機率可以表示成 

jp )(tQ j 1: ×pZ

∑
=

== J

j

T
j

T
j

Z

Z
ZjB

1
)exp(

)exp(
)|~Pr(

β

β
， 

其中 ),...,( 1 jpjj βββ = ；發生第 個事件的時間長度， jj BZTj =~,| ，則假設服從 Cox

模式，則條件存活函數可表示為 

∫−==>=
t

T
jjj duZuhjBtTZtQ

0

)exp()(1exp{)~|Pr()|( γ ， 

其中風險函數 的型態給定為 piece-wise exponential 模式，可將時間資料

分成

)(th j

M 個區段 ，第 個風險型態的風險函數為 ),,( 1 MII L j

),,1,()exp()( MmItth mjmj L=∈= α ， 

因此在每個區段的 為常數。在風險函數 給定的情況下，可用傳統的最

大概似法以估計參數。然而若是基底風險函數不給定，估計將因未知參數的維度

太高而變得複雜。然而根據第一類治癒模式所發展的方法概念，應可以類推到處

理競爭風險的情形。 

)(th j )(th j

我們在此回顧基本的推論架構。在沒有設限的情形下，觀察到的資料型態為 

， ， ，則概似函數可以表示為： ),,~( iii zxB JBi ,...,1~ = ni ,...,1=

∏∏
=

=

=

===
n

i

jBI
i

J

j
iijj

izjBzxfJjhL
1

)~(

1

)}|~Pr()|(),...,1,,,( γβ ， 

 21



其中
t

ztQ
ztf j

j ∂

∂
−=

)|(
)|( 。而在有設限的情況下，有的觀測值無法得知真正的失

敗型態，此時所觀測到的時間 ii Cx = ，且 。為了傳遞重要的概

念，我們假設較簡單的情形，令 

iJii xTT >),...,min( 1

2=J ，所觀察到的資料型態為: ，

 ，其中 

),,( iii zxb

2,1,0=ib ),...,1( ni = 1=ib 1~ =⇒ iB ， ii Tx 1= ，代表確知痊癒(or immune); 

， ，代表確知未痊癒(or susceptible)；然而當 時，

的值未知，即不知道免疫與否，此時

2=ib 2~ =⇒ iB ii Tx 2= 0=ib

iB~ ),min( 21 iiii TTCx <= 。設限下的概似函

數可以表示為 

)2(
22

)1(
1

1
1 )]()|([)]()|([ ==

=
∏= ii bI

iii
bI

iii

n

i
F zpzxfzpzxfL  

     。 )0(
2211 )}|()()|()({ =+× ibI

iiiiii zxQzpzxQzp

和第二章的問題類似，最後一項在取對數後再對參數微分的計算會變得太過複

雜，因此可用 EM 演算法來估計。假設 可觀察到完整的資料之概似函數為 iB~

)2(
22

)1(
1

1
1 )]()|([)]()|([ ==

=
∏= ii bI

iii
bI

iii

n

i
C zpzxfzpzxfL  

)2,0(
22

)1,0(
11 )}|()({)}|()({ ====× iiii BbI

iii
BbI

iii zxQzpzxQzp 。 

取對數之後為 

   ∑
=

+==
n

i
iiiiC zxfzpbIL

1
11 )]|(log)()[log1({log

      )]|(log)()[log2( 22 iiii ztfzpbI +=+  

       )]|(log)()[log1~,0( 11 iiiii zxQzpBbI +==+

      。 )]}|(log)()[log2~,0( 22 iiiii zxQzpBbI +==+

EM 演算法分為兩個部分，第一部分為先對 取條件期望值，稱為

E-step，也就是求 ，其中牽涉到計算 

CLlog

],,|[log iiiC zxbLE

   ),|~Pr()0()(],,|)~([ iiiiiiiii zxXjBbIjbIzxbjBIE ===+===
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       )|()0()( iijii zxwbIjbI =+== ， 

在這裡 可表示為 )|( iij zxw

)|()()|()(
)|()(

)|(
2211 iiiiii

iijij
iij zxQzpzxQzp

zxQzp
zxw

+
= 。 

第二部分為對對數概似函數的期望值取極大值，稱為 M-step，也就是求

。經過疊代，就可以得到所求的估計值。值得一提的是 牽

涉到未知參數的部分為代入前階段之估計值，在求極大值的過程中視為定值。以

上是以 2 種失敗型態來作為 Larsen-Dinse 在考慮競爭風險的治癒模式下的觀念

闡述，至於 種失敗型態也可以利用此觀念加以推廣。 

][logmax CLE )|( iij zxw

J

 文章分析了著名的心臟移植資料(Stanford Heart Transplant)，希望對於

接受心臟移植後的病人(共 65 人)能探討解釋變數對於不同失敗型態的影響。共

有兩個失敗型態，其中 1~ =B 代表因為發生排斥而死亡， 2~ =B 代表因為其他原因

而死亡。在實際資料中， (29 人)， (12 人)，值得

注意的是 (24 人)，代表缺失值頗嚴重。解釋變數的維度 ，

除了截距項以外還包含“mismatch score＂ (越大代表捐贈者和接受者組織之相

容度差)，“age＂代表接受移植時的年紀，“waiting time＂代表等到心臟移植

的時間。其中“mismatch score＂和“age＂變數都經過標準化，

time＂則是轉成是否超過 31 天的 0/1 變數。對於 的模式採

piecewise-exponential 分配，試了三種配置法:當

45.0)1r(P̂ ==b 18.0)2r(P̂ ==b

37.0)0r(P̂ ==b 4=p

“waiting 

)|( ZtQ j

3=M 時，將時間分成 3 個

區段 ;當),90[),90,45[),45,0[ ∞ 2=M 時，將時間分成 2 個區段 ;另一

個選擇是

),60[),60,0[ ∞

1=M 。 

 當發現“waiting time＂沒有太大影響時這個解釋變數便被捨棄，此時作者

只考慮將“mismatch score＂和“age＂並以 3=M 的 piecewise-exponential 

分配做為 的模式。分析結果發現這兩個解釋變數對於)|( ZtQ j )1~Pr( =B 並無顯著
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影響，倒是對於反映在 上的排斥時間有顯著影響，年紀越輕且組織 match

較好的人到排斥發生的時間越長。換言之年紀大小和是否因排斥而死亡無關，但

若是終究因排斥而死，年輕者之排斥現象會較年長者更晚發生﹝年輕者手術後可

以撐比較久﹞。 

)(1 tQ

 

4.2 Logistic/Weibull 模式 -- Taylor 

Larson and Dinse﹝1985﹞的分析，對於每一種失敗型態發生的機率( )

和給定第 個事件會發生的條件存活函數( )皆做了母數模式的假設。而在

Taylor﹝1995﹞一文中，對於每一種失敗型態發生的機率( )仍做 logistic 

regression 的假設，以 為例令 

jp

j )(tQ j

jp

2=J

)exp(1
)exp()|1~Pr( '

'

1 Z
ZZBp
β

β
+

=== ， 

然 而 對 於 這 個 部 分 ， 對 於 可 能 發 病 者 ()|( ZtQ j )2,1( =j 2~ =B ) 假 設

並以無母數 product-limit 的方式分析之;但是對於免疫的人

(

)()|( 22 tQZtQ =

1~ =B )視 ∞=T ，所以避免了對 做分配的假設。在前述假設下，可以得

到概似函數 

)|( ZtQ1

)2(
22

)1(
1 )]()|([)]([ === ii bI

iii
bI

iF zpzxfzpL  

)0(
221 )]()|()([ =+× ibI

iiii zpzxQzp ， 

在這裡 。和 Larson and Dinse (1985) 所提出的估計一樣，

最後一項在取對數後再對參數微分的計算會變得太過複雜，所以 需要先做處

理簡化，所得到的概似函數為 

)|()()|( 22 ztQthztf =

FL

)2(
22

)1(
1 )]()|()([)]([ === ii bI

iiii
bI

iC zpzxQxhzpL  

)2~,0(
22

)1~,0(
1 )]()|([)]([ ====× iiii BbI

iii
BbI

i zpzxQzp ， 
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取對數之後為 

   ∑
=

==
n

i
iiC zpbIL

1
1 )]()[log1({log

     )](log)|(log)()[log2( 22 iiiii xhzxQzpbI ++=+  

      )]()[log1~,0( 1 iii zpBbI ==+

     。 )]}|(log)()[log2~,0( 22 iiiii zxQxpBbI +==+

Taylor 也是建議以 EM 演算法來做估計，所需要的工作亦是針對簡化後概似函

數中的 和 求條件期望值。對於 的條

件期望值 

)1~,0( == ii BbI )2~,0( == ii BbI )2~,0( == ii BbI

),|2~Pr()0()2(],,|)2~([ iiiiiiiiii zxXBbIbIzxbBIE ===+===  

        )|()0()2( 2 iiii zxwbIbI =+== ， 

Taylor 導出 

)|()()(
)|()(

),|2~Pr()|(
221

22
2

iiii

iii
iiiiii zxQzpzp

zxQzp
zxXBzxw

+
==== ， 

  ， )|(1)|( 21 iiii zxwzxw −=

此處 利用 Kaplan-Meier 所表示成的 product-limit 形式代入，透過 EM

演算法即得所求之估計值。 

)|(2 ii zxQ

利用以上 logistic / Kaplan-Meier 做為模式假設會發生的問題是過多的未

知參數造成估計的繁雜，此外理論上 0)|(lim 1 =∞→ ZtQt ，但是在模擬分析上卻依

然可能產生致病時間模式不會遞降到 0的情形，尤其是當樣本數太小或是設限資

料的比例太大的時候。針對這個問題 Taylor 亦提出修補的方法可強迫 的

無母數估計值遞降至 0。 

)|(1 ZtQ

 

4.3 母數分析 – 非迴歸模式:  

 Greenhouse and Wolfe(1984)提出以最大概似法做為推論方法，並針對常

見模式做細節討論。Ng and McLanchlan (1998)亦是採取母數模式的架構，因為
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提出的推論方法較為創新，因此回顧這篇文章。該文主要目的是估計 1~|1 =BT  的

分配與 ，至於p 2~|2 =BT 的分佈較不重要。值得一提的是當 jB =~
，令

。在 mixture 的表示法下： ∞=kT )( jk ≠

  ),Pr()( 21 tTtTtH >>=  

)2~,Pr()1~,Pr( 21 =>+=>= BtTBtT  

)1)(()( 21 ptQptQ −+= 。  

論文中討論 likelihood-based 的推論方法。如果 和 的母數分配均為

已知，則 log-likelihood 可以表示為  

)(1 tQ )(2 tQ

   )};(log{)1()(log 1
1

1 θψ j

n

j
j xpfbIL ∑

=

== )};()1log{()2( 2
1

2 θj

n

j
j xfpbI∑

=

−=+

)};(log{)0(
1

ψj

n

j
j xHbI∑

=

=+ ， 

其中 
t

tQ
tf j

j ∂

∂
−=

)(
)( ， ),,( 21 pθθψ = 。假設我們只關心 ),( 1 pθ ，視 2θ 為不感興

趣的參數。以此為前提下作者認為 full-likelihood 需要對兩個分佈均做母數

分配的假設並沒有必要，並進一步提出了 partial Maximum likelihood 的估計

方法。他們的想法是只對 的函數型態做母數的假設，對於 的資料給予

密度函數，即

)(1 tQ 1=ib

);( 11 θjtpf ，但是對於 0=ib 或是 2=ib 的觀察值，都視為設限並假

設觀察到研究的結束(即C )，此時在概似函數中給予 1(i );() 11 θiCpQp +− 。所以

修正後的部份概似函數可以表示為 

    )};(log{)1()(~log 1
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n

i
i xpfbIL ∑
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==

)};()1log{()2( 1
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其中最值得注意的是對 的觀測值，不能使用2=ib ixT =2 而是更大的 。因

為若是將 以 取代(即競爭風險視為外生的設限情形)，所得之估計量會有偏

*
ixC =

*
ix ix
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誤。 

Maller and Zhou (2002) 考慮更一般化的競爭風險架構，可以容許更多的失敗

型態，所以 。再定義以下存活函數 1)~Pr(
11

=== ∑∑
==

J

j
j

J

j

pjB

)~|Pr()( jBtTtQ jj =>= ， 

∑ ∑
= =

−−==≤−=>>=
J

j

J

j
jjjJ ptQjBtTtTtTtH

1 1
1 )}(1{1)~,Pr(1),...,Pr()( 。 

令 為 的隨機樣本),( iij CT ),...,1( ni = ),( CTj ),...,1( Jj = ，代表實際發生事件類型的

指標函數定義為 )),...,min(,~( 1 iJiiiji CTTjBI <==δ ， ，其中 ∑
=

=
J

j
jii

1

δδ

所以若是第 i 個人設限， 0=iδ ，否則 1=iδ ，此外令 ),,...,min( 1 iJiii CTTX = ，資

料可表示為 )},...,1(),,,,...,{( 1 niX iiJii =δδδ 。概似函數就可表示為 

iji
i

J

j
jj

n

i

J

j
ijj xQpxfpL δδψ −

== =
∑∏ ∏ −−= 1

11 1

)]}(1[1}{])([{)( ， 

其中 )(/)( tfttQ jj =∂∂− 。 

以上討論的兩篇以母數分析為出發點的文章，如何在“最大概似法＂架構

下，提出值得發表的創意。Ng and McLanchlan (1998) 提出較具穩健性的 

partial ML 方法；Maller and Zhou (2002) 則是理論推導，做為檢定

的假說的基礎。在 給定下，而且外生的設限存在，我們往往不知道

1
1

=∑
=

J

j
jp

*JJ =

}0:{ =ii δ 的設限觀測值中究竟是否包含未出現過的失敗型態(指 ，此時

)。這個問題的方向在於希望得知參數的值是否發生在邊界 

(boundary)，是非典型的推論問題，許多數學技巧都不能使用。 

*JJ >

1
1

<∑
=

J

j
jp

 

4.4 無母數分析 – Wang  

Wang (2004) 只考慮 2 種競爭風險，並以 multi-state model 描述問題，

文中令 B~做為路徑的指標，並提出以無母數角度估計 的方法。為求)(, tQp 1 2 )(, tQ
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符號的一致性，資料型態可以表示為 )},...,1)(,{( nixb ii = 。可知當 ，0=b B~ 的值

未知，在給定資料後 1~ =B 的條件機率為 
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這裡 。在假設 、 和 為連續型隨機變數，則可得到 ),Pr()( 21 tTtTtH >>= 1T 2T C
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其中 }0)Pr(),Pr(:sup{~
21 >>>>= tCtTtTtT

)1

，代表可觀察時間的上界。值得一提

的是
~,~Pr( 1 =< BTT 永遠無法被準確估計，除非是 0)1~,~Pr( 1 ==< BTT ，這個條

Kaplan-Meier 估 計 量 估 計 和

如下:  

件 就 是 追 蹤 時 間 為 充 份 。 可 利 用 )(tH

)Pr()( tCtG >=

∏
∑

∑
≤

=

=

≥

≠=
−=

tu
n

i
i

n

i
ii

uXI

buXI
tH }

)(

)0,(
1{)(ˆ

1

1 ， 

∏
∑

∑
≤

=

=

≥

==
−=

tu
n

i
i

n

i
ii

uXI

buXI
tG }

)(

)0,(
1{)(ˆ

1

1 。 

對於 ，因為是可觀察變數之機率函數則可用 empirical function)1,Pr( == bvX

來做估計。而 )1~,~Pr( 1 =< BTT 可寫成 )~()~( THTp ，對於 )~(Tp 和 )~(TH 可以利用觀

察到最大 的值 來做估計。因此可以得到 的估計量為 0≠b )(nx )(cp
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其中 )~(~
)(nXp 的值需要額外假設才能得知。 
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)(cp 的資訊對於估計 、 與 很有幫助。 和 與 可利用

下列三個式子來做估計， 
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利用無母數方法來做分析，因為不需要做模式分佈假設，所以估計量應該具有穩

健性，但是先決條件仍是資料的品質要夠好，在此是以“充份追蹤時間＂的條件

是否成立來衡量。雖然如此，第三類型的資料因為多了可以辨別部份免疫者的資

訊，即使是假設不符仍有可能做合理的猜測和修正。 
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第五章 結論 

在有關治癒模式的文獻中，我們將文章依“治癒＂或是“免疫＂是否明確定

義區分成“傳統＂、“以固定時間為切點＂和“考慮競爭風險＂三個方向，並以

混合模式的架構，分別討論“致病與否＂和“發病時間＂的推論問題。一般統計

的分析方法可區分為討論解釋變數影響的迴歸分析與非迴歸分析。此外依假設強

弱可分為母數分析、半母數分析、以及無母數分析三種方法。本論文所選取的文

獻以迴歸模式的半母數分析為主，在混合模式的架構下可分別探討解釋變數對於

“致病與否＂和“發病時間＂的影響。 

在傳統的治癒模式下，因為免疫者的定義不明確，所以推論方法往往必須依

賴模式假設以避免在參數估計時有不可辨識的問題。母數分析方法在模式假設正

確的情形下，估計量具有效性;然而若是模式假設錯誤，所得之估計量可能不夠

穩健。我們發現文獻上對於治癒模式討論模式適合度﹝goodness-of-fit﹞的方

法似乎不多。當以混合模式架構將模式分成兩個部份討論時，如何針對兩部份的

模式假設檢驗其適合度，以及探討兩者如何互相影響，應該是值得繼續討論的課

題。無母數分析所得之估計量，雖然假設最弱但是需要“充份追蹤時間＂成立下

才能得到合理的性質。我們發現在無母數分析和母數分析做取捨時，除了穩健性

和有效性的考量外，尚要評估資料的品質是否滿足“充分追蹤時間＂的標準。因

此檢驗這個條件是否成立是一個重要的研究課題，Maller and Zhou ﹝1994﹞提

出的檢驗方法，依據“最大事件發生值＂和“最大觀測值＂的距離做為判斷觀測

時間是否充份的依據，然而這方法的實用性並不大。我們認為可以嚐試的一個思

考方向是在“充份追蹤時間＂不成立時，推導估計量造成的偏誤的範圍

﹝bound﹞，或是發展一種準則使能夠達到最短的充份的追蹤時間。 

在討論迴歸分析的文獻時，我們發現免疫者的存在會使得概似函數因為多了

連加項而在分析上變得複雜。當模式假設弱時，如何處理維度龐大不感興趣的參

數是推論過程挑戰的來源。本論文的討論集中在以 EM 演算法簡化概似函數的估
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計，所研讀的數篇論文差異在於估計權數時處理 nuisance parameters 的方法

有所不同。EM 演算法的優點是提供具體的方式以求得複雜函數的解，但是起始

值的選取、收斂的判斷、收斂值的理論性質、所得到估計量的變異數是否能求

得 … 都是伴隨來的新問題，換言之以概似函數為出發點的方向並非萬靈丹。在

論文即將完成時，我們也發現有數篇類似的文獻，模式由 Cox PH 模式拓展到更

具一般性的轉換模式 ﹝transformation model﹞，推論方法以估計函數的概念

為主，可以參考 Chen et al.﹝2002﹞和 Lu and Ying﹝2004﹞。 

對於考慮競爭風險下的治癒模式來說，免疫者的定義取決在於競爭風險型態

發生的順序，相對於傳統的治癒模式，免疫者有明確的定義。所以在考慮競爭風

險下，無論在迴歸分析或是在無母數分析上，所需要的假設都較傳統治癒模式要

來的弱些。Wang (2004)的無母數方法亦需要充分追蹤時間假設，但所需條件較

Maller and Zhou (1992) 的架構為弱。我們將討論過治癒模式的數篇論文依其

類別整理於附錄二中。 
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附錄二、治癒模式文獻一覽 

 作者與發表年代 可能發病與否 可能發病時之發病時間

Farewell   

(1982,1986) 

Logistic  

regression 

Weibull 

 

Kuk and Chen  

(1992) 

Logistic  

regression 

假設 Cox model 

marginal likelihood 

Sy and Taylor 

Peng and Dear(2000) 

Logistic  

regression 

假設 Cox model 

EM (baseline 處理不

同) 

Lu and Ying (2004) 
Logistic  

regression 
Transformation model

傳統 

治癒 

模式 

Maller and Zhou 

(1992) 
未做假設 

未做假設但需要充份觀

察時間 

固定 

切點 

Jung (1996), 

Subramanian (2001) 

Logistic  

regression 
定值 

Ng & McLanchlan (1998) 

Maller & Zhou (2002) 
未做假設 (部份)母數分配 

Larson and Dinse  

(1985) 

Logistic  

regression 

Cox model 

(基底函數在區段為常數)

Taylor (1995) 
Logistic  

regression 
Nonparametric 

競爭 

風險 

模式 

Wang (2004) 未做假設 
未做假設但需要充份觀

察時間 
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