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第四章 雙維度模式建構與推論 

4.1  雙維度分析之基本假設 

在不失一般性的原則下，我們假設具有血緣關係的對象是姊妹，令 jD~ )2,1( =j 代

表個別是否帶有致病基因的指標函數。依據遺傳的定律， )~,~( 21 DD 具有相關性，我

們可以用勝負比(odds ratio)來描述相關性強弱: 

   
)0~,1~Pr()1~,0~Pr(
)0~,0~Pr()1~,1~Pr(

2121

2121

====
====

=
DDDD
DDDD

γ 。      (4.1) 

令 1~| =jj DX 代表帶因者之潛在發病時間， jY 代表來自死亡的競爭風險，以 2,1=j

分別代表姊妹。對於帶因者( 1~ =jD )，與單維度的情形一樣令 jj XX =* ；對於免疫

者( 0~ =jD )，則令 ∞=*
jX 。此時可定義 )( *

jjj YXID ≤=  )2,1( =j ，代表在生前是否

觀測到發病的指標函數。當觀察到發病( 1=jD )，可知 1~ =jD 且 jj YX ≤ ；然而若死

亡前未觀察到發病( 0=jD )，則有可能有兩種情形:有可能是免疫( 0~ =jD )或是帶因

( 1~ =jD )但是 jj YX > 。 

針對雙維度模式，我們所做以下假設： 

假設 一: jj YX ⊥*  )2,1( =j            (4.2) 

假設 二: 0~|1~| === jj
d

jj DYDY  )2,1( =j         (4.3) 

假設 三: )1~|Pr()1~,1~|Pr()0~,1~|Pr( =>===>===> iijiijii DtXDDtXDDtX   

)( ji ≠ 。   (4.4) 

假設（一）（二）的理由和先前單維度的理由相同。第三個假設指一旦知道其中

一個帶因( 1~ =iD )，其發病時間( iX )的分配和其姊妹是否帶因的資訊無關(由 jD~ 的

值決定)。這個假設一方面是為了估計的簡化，另一方面也應屬合理，因為一旦有
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了直接的證據，間接的證據便失去參考價值。在混合模式架構下，可以得到 

)0~Pr()0~|Pr()1~Pr()1~|Pr()Pr( *** ==>+==>=> jjjjjjj DDtXDDtXtX  

 )1()1~|Pr( *
jjjj ppDtX −+=>= ，      (4.5) 

其中 jj pD == )1~Pr( )2,1( =j 。值得一提的是我們可以模仿 Chatterjee & Shih的作法

假設 ppp == 21 ，以減低未知參數的維度。但對我們的方法而言，這個簡化的假

設並非必要的。 

 

4.2  雙維度混合模式 

4.2.1 雙維度資料   

如前述之定義，我們令 jD 代表個體實際發病與否的指標函數，其對應的時間為

jjj YXT ∧= * 。可將資料表示為 )},...,2,1(),,,{( 2121 niDDTT iiii = ，其中 1
*
11 iii YXT ∧= ，

2
*
22 iii YXT ∧= ， )( 1

*
11 iii YXID ≤= ， )( 2

*
22 iii YXID ≤= 。外生設限(censoring)的情形將

在後面章節考慮，在此仍假設每個個體都可以追蹤到發病或是因其他疾病而死

亡。 

 

4.2.2 雙維度模式分配的假設  

當免疫者不存在的情形下，以無母數的方法估計雙變量的存活函數 

(nonparametric estimation of the bivariate survival function) 已是相當複雜與困難的

問題。因此當存在免疫者時，無母數的方向更不可行，此時我們需要做一些分佈

的假設以做為推論的依據。 

(I). 發病時間之關聯模式：若姊妹皆可能致病 )1~,1~( 21 == DD ，我們假 

設其發病的時間的聯合分配具有 copula model，可表示為 

  )1~,1~|,Pr( 2121 ==>> DDtXsX { })(),( 21 tSsSCα= ，   (4.6) 
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其中 )1~|Pr()( =>= jjj DtXtS 。參數α衡量發病時間關聯性的強弱，是我們最感興

趣的參數之一，也是推論的主要目標。 

(II). 競爭風險之關聯模式：假設 ),( 21 YY 亦具有 copula model，可表示為 

  { })(),(),Pr( 2121 tHsHDtYsY β=>> ，     (4.7) 

其中 )Pr()( tYtH jj >= ，參數 β衡量來自死亡的競爭風險關聯性的強弱。 

 

4.2.3 符號定義  

在討論估計方法之前，我們先定義符號，以簡化推導過程之表達。 

 (i). ),(00 vuCα ( )vuC ,α= ， 

 (ii). 
u

vuC
vuC

∂
∂

=
),(

),(
00

10 α
α ， 

 (iii). 
v

vuC
vuC

∂
∂

=
),(

),(
00

01 α
α ， 

 (iv). 
vu

vuC
vuC

∂∂
∂

=
),(

),(
00

11 α
α 。 

我們可以依類似的原則定義 ),( tsD kl
β  )1,1(),1,0(),0,1(),0,0(),( =lk 。 

 

4.3  雙維度混合模式的推論方法 

4.3.1 概似函數 

資料可表示為 )},...,2,1(),,,{( 2121 niDDTT iiii = 。依據模式的架構，感興趣的參數有： 

(i). 描述姊妹帶因與否的關聯性參數(
1001

0011

PP
PP

=γ ）； 

(ii). 姊妹發病時間的關聯性參數（α）； 

(iii). 來自死亡競爭風險的關聯性參數（ β）。 

依據可觀測到的指標函數 ),( 21 ii DD 的值，我們可以將其對應到以下的幾種情形:  
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a. )1,0( 21 == ii DD :有兩種可能的情形 

a1 )1,1()~,~( 21 =ii DD : 此時 111 iii YXT <= ， 222 iii YXT <= ， 

a2 )1,0()~,~( 21 =ii DD : 此時 111 iii XYT <= ， 222 iii YXT <= ； 

b. )0,1( 21 == ii DD ：有兩種可能的情形 

b1 )1,1()~,~( 21 =ii DD :此時 111 iii YXT <= ， 222 iii YXT <= ， 

b2 )0,1()~,~( 21 =ii DD : 此時 111 iii YXT <= ， 222 iii XYT <= ； 

c. )0,0( 21 == ii DD ：有四種可能的情形 

c1 )1,1()~,~( 21 =ii DD : 此時 111 iii YXT <= ， 222 iii YXT <= ， 

c2 )0,1()~,~( 21 =ii DD : 此時 111 iii YXT <= ， 222 iii XYT <= ， 

c3 )1,0()~,~( 21 =ii DD : 此時 111 iii XYT <= ， 222 iii YXT <= ， 

c4 )0,0()~,~( 21 =ii DD : 此時 111 iii XYT <= ， 222 iii XYT <= ； 

d. )1,1( 21 == ii DD ：只有一種情形 

d1 )1,1()~,~( 21 =ii DD : 此時 111 iii YXT <= ， 222 iii YXT <= 。 

當邊際存活函數 )1~|Pr()( =>= jjj DtXtS 已知的情形下， ),,,,,( 00011011 PPPPβα 的概似

函數可表示為:  

∏
=

======== +++++=
n

i

DDI
iiii

DDI
ii

DDI
ii

DDI
i

iiiiiiii LLLLLLLLLL
1

)0,0(
9876

)1,0(
54

)0,1(
32

)1,1(
1

21212121 )()()()(

                (4.8) 

其中 )~,~Pr( 21 jDiDPij === )1,0(, =ji ， 

iL1 )1~,1~Pr(),Pr()1~,1~|,Pr( 212211212211 ==>>===== iiiiiiii DDtYtYDDtXtX  

112211
00

22112211
11 ))(),(()()())(),(( PtHtHDtStStStSC iiiiii βα ∆∆= ， 
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iL2 )1~,1~Pr(),Pr()1~,1~|,Pr( 212211212211 ===>==>== iiiiiiii DDtYtYDDtXtX  

11222211
01

112211
10 )())(),(()())(),(( PtHtHtHDtStStSC iiiiii ∆∆= βα ， 

)0~,1~Pr(),Pr()0~,1~|Pr( 21221121113 ==×=>×==== iiiiiiii DDtYtYDDtXL  

10222211
01

11 )())(),(()( PtHtHtHDtS iiii ∆∆= β ， 

)1~,1~Pr(),Pr()1~,1~|,Pr( 2122112122114 ==>====>= iiiiiiiii DDtYtYDDtXtXL  

11112211
10

222211
10 )())(),(()())(),(( PtHtHtHDtStStSC iiiiii ∆∆= βα ， 

)1~,0~Pr(),Pr()1~,0~|Pr( 21221121225 ==×>===== iiiiiiii DDtYtYDDtXL  

01112211
10

22 )())(),(()( PtHtHtHDtS iiii ∆∆= β ， 

)1~,1~Pr(),Pr()1~,1~|,Pr( 2122112122116 ====×==>>= iiiiiiiii DDtYtYDDtXtXL  

1122112211
11

2211
00 )()())(),(())(),(( PtHtHtHtHDtStSC iiiiii ∆∆= βα ， 

)0~,1~Pr(),Pr()0~,1~|Pr( 21221121117 ==×====>= iiiiiiii DDtYtYDDtXL  

1022112211
11

11 )()())(),(()( PtHtHtHtHDtS iiiii ∆∆= β ， 

)1~,0~Pr(),Pr()1~,0~|Pr( 21221121228 ======>= iiiiiiii DDtYtYDDtXL  

0122112211
11

22 )()())(),(()( PtHtHtHtHDtS iiiii ∆∆= β ， 

)0~,0~Pr(),Pr( 2122119 ===== iiiii DDtYtYL  

0022112211
11 )()())(),(( PtHtHtHtHD iiii ∆∆= β 。 

以下簡述以概似函數求估計量的難度： 

（i） 概似函數（L）包含 )1~|Pr()( =>= ijjj DtXtS ，這部分是未知的，需要額

外估計，這個問題已在第三章討論過。在模式中我們亦將比較無母數和

假設母數分佈的最大概似法估計 )( ij tS 。一般來說無母數的估計量較具
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穩健性，但是有較大的變異性，在存在免疫者時，無母數方法依賴充分

追蹤的假設。 

（ii） 因為無法直接觀察到 )~,~( 21 DD ，但是 ),( 21 DD 提供的資訊包含數種可能

性，使得概似函數（L）中有相加的機率項。在求極值的過程將對數概

似函數(log-likelihood function)取微分時，score function因此變得十分複

雜，增加了估計的難度。即使以數值分析的方法求解，可是在計算二階

微分以求 information時，複雜度更為增加。為了簡化計算，我們將採用

EM演算法的方法求解。 

（iii） 在(4.8)的概似函數中，包含 )( 11 itS ∆ , )( 22 itS ∆ , )( 11 itH ∆ , )( 22 itH ∆ 這些衡量

point mass 的項目。對於一般 copula model的推論問題，這些項目會在

對參數微分時自動消失。然而我們的問題容許存在免疫的可能性，概似

函數中連加的項目亦包含這些 mass計算，無法以常數視之，使得我們

必須處理多餘的估計問題。 

 

4.3.2 β的概似函數與無母數推論方法 

參數 β描述了姊妹競爭風險發生時間的關聯性，如前所述 ),( 21 YY 受到 ),( *
2

*
1 XX 的

設限，這是典型分析二維 copula 模式的推論問題(不像估計α牽涉到免疫與否的

問題)，估計方法較為單純因此可以先行處理。前面將競爭風險 ),( 21 YY 之關聯模式

表示為:  

  { })(),(),Pr( 2121 tHsHDtYsY β=>> ， 

其中 )Pr()( tYtH jj >= )2,1( =j 。我們以無母數方法估計 )Pr()( tYtH jj >= ，

Kaplan-Meier估計量可表示為: 

∏
∑

∑
≤

=

=

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

≥

==
−=

tu
n

i
ij

n

i
ijij

j

uTI

DuTI
tH

1

1

)(

)0,(
1)(ˆ  )2,1( =j 。 
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將 )(ˆ tH j 代入原有的概似函數中，得到的擬概似函數(pseudo-likelihood function)可

表示如下， 

[ ] [ ]{ ×∆∝∏
=

====n

i

DDI

iii

DDI

ii
iiii tHtHtHDtHtHDL

1

)0,1(

222211
01)1,1(

2211
00 2121 )(ˆ))(ˆ),(ˆ())(ˆ),(ˆ(~

βββ  

[ ] ×∆
== )1,0(

112211
10 21)(ˆ))(ˆ),(ˆ( ii DDI

iii tHtHtHDβ  

[ ] })0,0(

22112211
11 21)(ˆ)(ˆ))(ˆ),(ˆ(

==
∆∆ ii DDI

iiii tHtHtHtHDβ      (4.9) 

其中 ),( tsDkl
β 的定義如同(4.2.4)節的符號( )1,1(),1,0(),0,1(),0,0(),( =lk )。 

對 βL~ 取 log函數，可得 

[ ]{∑
=

+==∝
n

i
iiii tHtHDDDIL

1
2211

00
21 ))(ˆ),(ˆ(log)1,1()~log( ββ  

[ ]+== ))(ˆ),(ˆ(log)0,1( 2211
01

21 iiii tHtHDDDI β  

[ ]+== ))(ˆ),(ˆ(log)1,0( 2211
10

21 iiii tHtHDDDI β  

[ ] }))(ˆ),(ˆ(log)0,0( 2211
11

21 iiii tHtHDDDI β== 。    (4.10) 

對上式 [ ] )(~|)~log( ββ lDataLE = 求極大值的解即為β估計量。 

 我們利用 Newton-Raphson方法求 )(~ βl 的極大值發生的 β，做為 β的估計值。

Newton-Raphson方法的公式如下： 

 
1

1

ˆ2

2

ˆ
1

|)(~
|)(~

ˆˆ

−

−

=

=
−

∂
∂
∂

∂

−=

k

k

l

l
kk

ββ

ββ

β
β

β
β

ββ           (4.11) 

其中 kβ̂ 代表第 k次疊代之估計量， 

{ +===
∂

∂ ∑
=

n

i
iiii tHtHDDDIl

1
2211

100
21 ))(ˆ),(ˆ()1,1()(~

ββ
β  

 +== ))(ˆ),(ˆ()0,1( 2211
101

21 iiii tHtHDDDI β  

 +== ))(ˆ),(ˆ()1,0( 2211
110

21 iiii tHtHDDDI β  
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 }))(ˆ),(ˆ()0,0( 2211
111

21 iiii tHtHDDDI β== ；      (4.12) 

{∑
=

+===
∂

∂ n

i
iiii tHtHDDDIl

1
2211

200
212

2

))(ˆ),(ˆ()1,1()(~
ββ

β  

+== ))(ˆ),(ˆ()0,1( 2211
201

21 iiii tHtHDDDI β  

+== ))(ˆ),(ˆ()1,0( 2211
210

21 iiii tHtHDDDI β  

}))(ˆ),(ˆ()0,0( 2211
211

21 iiii tHtHDDDI β== ，     (4.13) 

其中
[ ]
β
β

β ∂

∂
=

),(log
),(1 tsD

tsD
kl

kl ，
[ ]

2

2
2 ),(log

),(
β
β

β ∂

∂
=

tsD
tsD

kl
kl ),( lk )0,1(),0,0(=  )1,1(),1,0(, 。 

當 β的估計值求出後，我們可將 β̂代入(4.8)的概似函數中。在 4.3.1節與 4.3.2節

我們求得了邊際函數與β的估計量，可視為第一階段的估計。在下一節中，我們

討論利用先前獲得之估計量，以“代入＂(plug-in)的原則，用以估計最感興趣的

參數α與 r。 
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4.3.3 )1,0,(, =jiPijα 的概似函數與估計 

再複習二階段的推論架構: 

二階段估計法:  

階段一: 先估計邊際分配 (.)jS )2,1( =j 與 β  

第三章已分別討論以有母數和無母數方法估計 (.)jS )2,1( =j 。在 4.3.2節探討參數

β 的估計，因為未牽涉到免疫問題且是傳統右設限的資料，可以用針對一般 copula

模式擬概似函數估計法。將第一階段所得估計量 (.)ˆ
jS 和 β̂ 代入概似函數中，此時

概似函數只剩下未知參數 ),,,,( 11011000 PPPPα 。 

階段二: 估計 ),,,,( 11011000 PPPPα  

 原有參數 )0,1(),( =jiPij 中，自由度為 3，在第一階段中估了邊際機率，等於

只剩下一個維度的未知參數。先前提及的概似函數（4.8）是根據不完整資料 

)},...,2,1(),,,{( 2121 niDDTT iiii = 而建構的，求取極大值時，若未知參數的危度大會

造成分析的困難。我們利用 E-M演算法的想法，先建構完整資料

)},...,2,1(),,~,~,,{( 212121 niDDDDTT iiiiii = 的概似函數，其中會牽涉部分未知的 ijD~ ，我

們對此概似函數根據已知資料先求條件期望值(E-step)，再對期望概似函數取極大

值(M-step)。 

E-M 演算法: 根據完整資料建立的概似函數可表示為 

),,,,(~
00011011 PPPPL α  

{∏
=

===========
n

i

DDDDI
i

DDDDI
i

DDI
i

iiiiiiiiii LLL
1

)0~,1~,0,1(
3

)1~,1~,0,1(
2

)1,1(
1

2121212121  

)1~,0~,1,0(
5

)1~,1~,1,0(
4

21212121 ======== iiiiiiii DDDDI
i

DDDDI
i LL

)0~,1~,0,0(
7

)1~,1~,0,0(
6

21212121 ======== iiiiiiii DDDDI
i

DDDDI
i LL  
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})0~,0~,0,0(
9

)1~,0~,0,0(
8

21212121 ======== iiiiiiii DDDDI
i

DDDDI
i LL ， 

(4.14) 

其中， ),,,,(~
00011011 PPPPL α 中各項 kiL )9,...,2,1( =k 的定義如同（4.8）概似函數 L的定

義。對 ),,,,(~
00011011 PPPPL α 取 log函數，可得： 

),,,,(~
00011011 PPPPl α  

{ +====+=== ∑
=

iiiii

n

i
iii LDDDDILDDI 22121

1
121 log)1~,1~,0,1(log)1,1(

+====+==== iiiiiiiiii LDDDDILDDDDI 4212132121 log)1~,1~,1,0(log)0~,1~,0,1(

+====+==== iiiiiiiiii LDDDDILDDDDI 6212152121 log)1~,1~,0,0(log)1~,0~,1,0(

+====+==== iiiiiiiiii LDDDDILDDDDI 8212172121 log)1~,0~,0,0(log)0~,1~,0,0(

}iiiii LDDDDI 92121 log)0~,0~,0,0( ==== ，       (4.15) 

其中 log kiL 為對各項 kL )9,...,2,1( =k 取 log轉換。原有 kiL 內的每一項項數都是相乘

的關係，經由 log的轉換後，log kL 內的每一項就可寫成相加的項，因此線性的關

係簡化了期望值的操作。我們可將 log kL 改寫成與參數 βα , 和 ),,,( 00011011 PPPP 有關

函數的線性組合，令 

++= βαα llPPPPl ),,,,(~
00011011 CP ll + ，       (4.16) 

其中 

{ +=== ∑
=

n

i
iiii tStSCDDIl

1
2211

11
21 ))(),((log)1,1( αα  

+==== ))(),((log)1~,1~,0,1( 2211
10

2121 iiiiii tStSCDDDDI α

 +==== ))(),((log)1~,1~,1,0( 2211
01

2121 iiiiii tStSCDDDDI α  

}))(),((log)1~,1~,0,0( 2211
00

2121 iiiiii tStSCDDDDI α==== ， 
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(4.17) 

{ +=== ∑
=

n

i
iiii tHtHDDDIl

1
2211

00
21 ))(),((log)1,1( ββ  

  +== ))(),((log)0,1( 2221
01

21 iiii tHtHDDDI β  

+== ))(),((log)1,0( 2221
10

21 iiii tHtHDDDI β  

}))(),((log)0,0( 2211
11

21 iiii tHtHDDDI β== ，    (4.18) 

Pl [{∑
=

+====+===
n

i
iiiiii DDDDIDDI

1
212121 )1~,1~,0,1()1,1(  

+==== )1~,1~,1,0( 2121 iiii DDDDI  

])1~,1~,0,0( 2121 ==== iiii DDDDI +== )1~,1~Pr(log 21 ii DD     

[ +==== )0~,1~,0,1( 2121 iiii DDDDI  

] +====== )0~,1~Pr(log)0~,1~,0,0( 212121 iiiiii DDDDDDI  

[ +==== )1~,0~,1,0( 2121 iiii DDDDI

 ])1~,0~,0,0( 2121 ==== iiii DDDDI +== )1~,0~Pr(log 21 ii DD

 [ ])0~,0~,0,0( 2121 ==== iiii DDDDI })0~,0~Pr(log 21 == ii DD ， 

              (4.19) 

Cl {∑
=

+=======
n

i
iiiiii DtXDDDDI

1
1112121 )1~|Pr(log)0~,1~,0,1(   

+====== )1~|Pr(log)1~,0~,1,0( 2222121 iiiiii DtXDDDDI  

+=>==== )1~|Pr(log)0~,1~,0,0( 1112121 iiiiii DtXDDDDI  

})1~|Pr(log)1~,0~,0,0( 2222121 =>==== iiiiii DtXDDDDI 。  

               (4.20) 

在此有兩項 βl ＆ Cl 與參數 ),,,,( 00011011 PPPPα 無關，所以這兩項可視為
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),,,,( 00011011 PPPPα 概似函數的常數項。因為隨機變數 )2,1(~ =jD j 無法觀測到屬缺失

值（missing data），所以我們提出用 EM演算法計算 ),,,,(~
00011011 PPPPl α 的極值。 

E-step:針對 For 10,,, orqpkl =  

[ ]21212121 ,,,|)~,~,,( TTkDlDqDpDkDlDIE iiiiii ======  

[ ]2211212121 ,,,|~,~Pr),( iiiiiiii tTtTkDlDqDpDkDlDI ======×===  

[ ]
[ ]221121

22112121
21 ,,,Pr

,,,,~,~Pr
),(

iiii

iiiiii
ii tTtTkDlD

tTtTkDlDqDpD
kDlDI

====
======

×=== 。   

                 (4.21) 

M-step: 對 ),,,,(~
00011011 PPPPl α 求極值 

當對 ),,,,(~
00011011 PPPPl α 微分時，因為函數的複雜度使我們利用數值方法

Newton-Raphson法來求解。另外，與α有關的概似函數項 αl 和與 ),,,( 00011011 PPPP 有

關的概似函數項 Pl 是分開的，所以我們可以個別對α和 ),,,( 00011011 PPPP 分別做估

計。 

（i）  α的估計： 

α對 ),,,,( 00011011 PPPPl α 微分相當於只需對 αl 取微分，因為只有 αl 與α有關，而其他

項對α而言是常數項。故 

α
α

∂
∂ ),,,,(~

00011011 PPPPl  

α
α

∂
∂

=
l  

{ +=== ∑
=

n

i
iiii tStSCDDI

1
2211

111
21 ))(),(()1,1( α

+==== ))(),(()1~,1~,0,1( 2211
110

2121 iiiiii tStSCDDDDI α

+==== ))(),(()1~,1~,1,0( 2211
101

2121 iiiiii tStSCDDDDI α
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}))(),(()1~,1~,0,0( 2211
100

2121 iiiiii tStSCDDDDI α====  ，    (4.22) 

其中
[ ]
α
α

α ∂
∂

=
),(log

),(1 tsC
tsC

kl
kl )1,1(),1,0(),0,1(),0,0(),( =lk  

以牛頓法求α的數值解，需要做以下二階導數的計算： 

2
00011011

2 ),,,,(~

α
α

∂
∂ PPPPl  

＝ 2

2

α
α

∂
∂ l

 

{ +=== ∑
=

n

i
iiii tStSCDDI

1
2211

211
21 ))(),(()1,1( α  

+==== ))(),(()1~,1~,0,1( 2211
210

2121 iiiiii tStSCDDDDI α  

+==== ))(),(()1~,1~,1,0( 2211
201

2121 iiiiii tStSCDDDDI α  

}))(),(()1~,1~,0,0( 2211
200

2121 iiiiii tStSCDDDDI α==== ，    (4.23) 

其中
[ ]

2

2
2 ),(log

),(
α
α

α ∂
∂

=
tsC

tsC
kl

kl  )1,1(),1,0(),0,1(),0,0(),( =lk 。值得一提的是在這些式子

中，因為 )2,1(~ =jD j 是缺失值，所以對於 0,,, =qpkl 或1 ，

)~,~,,( 2121 qDpDkDlDI iiii ==== 的值要利用 E-step中求得的

[ ]21212121 ,,,|)~,~,,( TTkDlDqDpDkDlDIE iiiiii ====== 來取代之。以下是 E-step中

八種條件期望值， 

[ ]21212121 ,,0,1|)1~,1~,0,1( TTDDDDDDIE iiiiii ======  

iii wDDI 121 )0,1( === ， 

其中
1011112211

10
112211

10

1 )())(),((
))(),((

PtSPtStSC
PtStSC

w
iii

ii
i ×∆+×

×
=

α

α ；

 [ ]21212121 ,,0,1|)0~,1~,0,1( TTDDDDDDIE iiiiii ======  

iii wDDI 221 )0,1( === ， 
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其中
1011112211

10
1011

2 )())(),((
)(

PtSPtStSC
PtS

w
iii

i
i ×∆+×

×∆
=

α

；

 [ ]21212121 ,,1,0|)1~,1~,1,0( TTDDDDDDIE iiiiii ======  

 iii wDDI 321 )1,0( === ， 

其中
0122112211

01
112211

01

3 )())(),((
))(),((

PtSPtStSC
PtStSC

w
iii

ii
i ×∆+×

×
=

α

α ；

 [ ]21212121 ,,1,0|)1~,0~,1,0( TTDDDDDDIE iiiiii ======  

 iii wDDI 421 )1,0( === ， 

其中
0122112211

01
0122

4 )())(),((
)(

PtSPtStSC
PtS

w
iii

i
i ×∆+×

×∆
=

α

；

 [ ]21212121 ,,0,0|)1~,1~,0,0( TTDDDDDDIE iiiiii ======  

 iii wDDI 521 )0,0( === ， 

其中 [ ]0001221011112211
00

112211
00

5 )()())(),((
))(),((

PPtSPtSPtStSC
PtStSC

w
iiii

ii
i +×+×+×

×
=

α

α ； 

 [ ]21212121 ,,0,0|)0~,1~,0,0( TTDDDDDDIE iiiiii ======  

 iii wDDI 621 )0,0( === ， 

其中 [ ]0001221011112211
00

1011
6 )()())(),((

)(
PPtSPtSPtStSC

PtS
w

iiii

i
i +×+×+×

×
=

α

； 

 [ ]21212121 ,,0,0|)1~,0~,0,0( TTDDDDDDIE iiiiii ======  

 iii wDDI 721 )0,0( === ， 

其中 [ ]0001221011112211
00

0122
7 )()())(),((

)(
PPtSPtSPtStSC

PtS
w

iiii

i
i +×+×+×

×
=

α

； 

 [ ]21212121 ,,0,0|)0~,0~,0,0( TTDDDDDDIE iiiiii ======  

 iii wDDI 821 )0,0( === ， 

其中 [ ]0001221011112211
00

00
8 )()())(),(( PPtSPtSPtStSC

P
w

iiii
i +×+×+×
=

α

。 
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利用上述 8種情況的條件期望值估計缺失值。另外，(4.23)與(4.24)是概似函數 αl 對

α 的一階和二皆微分式。所以，估計α的牛頓法公式如下： 

)(

)(

|),,,(

|),,,(

)(
01

)(
10

)(
112

2

)(
01

)(
10

)(
11

)()1(

k

k

kkk

kkk

kk

PPPl

PPPl

ααα

ααα

α
α

α
ααα

=

=
+

∂
∂
∂
∂

−= 。 

（ii）  011011 ,, PPP 的估計： 

因為 01101100 1 PPPP −−−= 為 011011 ,, PPP 的線性組合，故只需要估計出 011011 ,, PPP 就能

得到 00P 的估計值，若做了可交換性的假設，則參數的個數會減少。同理 011011 ,, PPP

個別對 ),,,,(~
00011011 PPPPl α 微分相當於只需對 Pl 取微分，故 

11P
lP

∂
∂ { [∑

=

+====+===
n

i
iiiiii DDDDIDDI

1
212121 )1~,1~,0,1()1,1(  

] −====+====
11

21212121
1)1~,1~,0,0()1~,1~,1,0(
P

DDDDIDDDDI iiiiiiii  

[ ]
⎭
⎬
⎫

−−
====

0111
2121 21

1)0~,0~,0,0(
PP

DDDDI iiii ，      （4.24) 

10P
lP

∂
∂ [{∑

=

+====+=====
n

i
iiiiiiii DDDDIDDDDI

1
21212121 )1~,0~,1,0()0~,1~,0,1(  

] −====+====
10

21212121
1)0~,1~,0,0()1~,0~,0,0(

P
DDDDIDDDDI iiiiiiii  

[ ]
⎭
⎬
⎫

−−
====

)21(
2)0~,0~,0,0(

0111
2121 PP

DDDDI iiii ，     (4.25) 

同理 )2,1(~ =jD j 是缺失值，所以 )~,~,,( 2121 qDpDkDlDI iiii ==== )10,,,( orqpkl = 的

值利用 E-step中求得的 [ ]21212121 ,,,,|)~,~,,( TTkDlDqDpDkDlDIE iiiiii ====== 來取

代之。同樣利用牛頓法，解出 011011 , PPP = 的數值解，公式如下： 
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⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−

+

+

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∂
∂
∂
∂

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∂
∂

∂∂
∂

∂∂
∂

∂
∂

−⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

)(
10

)(
11

10

1110

11

1

2
10

2

1011

2
1011

2

2
11

2

)(
10

)(
11

)1(
10

)1(
11

k

k

P
P

P
P

P

P

PP

PP

k

k

k

k

P
l

P
l

P
l

PP
l

PP
l

P
l

P
P

P
P

， 

(4.26) 

其中 

2
11

2

P
lP

∂
∂ { [∑

=

+====+===
n

i
iiiiii DDDDIDDI

1
212121 )1~,1~,0,1()1,1(  

]×====+==== )1~,1~,0,0()1~,1~,1,0( 21212121 iiiiiiii DDDDIDDDDI   

−
−

2
11

1
P

[ ]
⎭
⎬
⎫

−−
==== 2

0111
2121 )21(

1)0~,0~,0,0(
PP

DDDDI iiii   (4.27) 

2
10

2

P
lP

∂
∂ [{∑

=

+====+=====
n

i
iiiiiiii DDDDIDDDDI

1
21212121 )1~,0~,1,0()0~,1~,0,1(  

]×====+==== )0~,1~,0,0()1~,0~,0,0( 21212121 iiiiiiii DDDDIDDDDI

−
−

2
10

1
P

[ ]
⎭
⎬
⎫

−−
==== 2

0111
2121 )21(

4)0~,0~,0,0(
PP

DDDDI iiii ，  (4.28) 

1011

2

PP
lP

∂∂
∂ =

1101

2

PP
lP

∂∂
∂

∑
= ⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎭
⎬
⎫

−−
====−=

n

i
iiii PP

DDDDI
1

2
0111

2121 )21(
2)0~,0~,0,0( ， (4.29) 

為了運算的方便，我們計算了訊息矩陣的反函數如下： 

1

1

2
10

2

1011

2
1011

2

2
11

2

−

−

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∂
∂

∂∂
∂

∂∂
∂

∂
∂

bc
ca

P
l

PP
l

PP
l

P
l

PP

PP

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−

−
=

ac
cb

cab 2

1       (4.30) 

其中 2
11

2

P
la P

∂
∂

= ， 2
10

2

P
lb P

∂
∂

= 和
1011

2

PP
lc P

∂∂
∂

= 。 
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第五章 模擬實驗 

5.1  模擬資料生成 

在本章我們利用電腦模擬以檢驗先前提出的推論方法在有限樣本的表現。 在先

前的討論中，我們假設發病時間的聯合分配和競爭風險發生時間的聯合分配均呈

現 copula模式分配。在模擬程式中，我們選擇 Clayton分配，其聯合分配函數可

表示為 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
>−+=

−−−

1
1)1(),( 1

1
11

α
αααα

α
ifuv

ifvuvuC  。 

其中
1
1

+
−

=
α
ατα 。模擬實驗資料的生成過程整理如下： 

第一步:生成具有關聯性的離散型變數 )~,~( 21 DD ： 

令 )1,0,()~,~Pr( 21 ==== jiPjDiD ij ，
0110

0011

PP
PP

=γ 。 

(i) 先給定 P11和γ； 

(ii) 利用下列兩項條件： 

2
10

0011)1(
P

PP
=γ ， 

101100100011 2112)2( PPPPPP −−=⇒=++ ， 

可求出
2

42

10
baaP −+−

= 和 101100 21 PPP −−= ， 

其中 )1(,2
11

1111
2

1111 −=−== PPPPbPa
γγγγ

。 

(iii) 生成變數 ),...,2,1( niU i = ，其中 )1,0(~ UU i 且 iU 與 jU 獨立。 

(iv) if  ⇒< 11PU i 1~,1~
21 == ii DD  

else if  ⇒+< 1011 PPU i 0~,1~
21 == ii DD  

else if ⇒++< 011011 PPPU i 1~,0~
21 == ii DD  
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else   0~,0~
21 == ii DD  

因此可得 ),...,2,1()~,~( 21 niDD ii = 。 

第二步: 生成 )(~1~,1~|, 2121 ατClaytonDDXX == ： 

(i) 先計算
α

α

τ
τ

−
−

=
1
1

cc ； 

(ii) 再生成彼此獨立的變數 ),...,2,1(),( 21 niUU ii = ，其中

)2,1()1,0(~ =jUU ji ； 

(iii) 令 )2,1(1~| == jDX jj 的邊際分配為 exp(1)，則根據 Prentice and 

Cai (1993)的程式，生成 ),( 21 ii XX 如下： 

cc
ii Ua

1

2 )1(
−

−= ， 

)1log( 22 ii UX −−= ， 

])1(1log[ 1
1

11
cc

iiii UaaccX +
−

−×+−×= ； 

(iv) if( 1~,1~
21 == ii DD )，set ),(),( 21

*
2

*
1 iiii XXXX =  

else if ( 0~,1~
21 == ii DD )，set ),(),( 1

*
2

*
1 ∞= iii XXX  

else if ( 1~,0~
21 == ii DD )，set ),(),( 2

*
2

*
1 iii XXX ∞=  

else ( 0~,0~
21 == ii DD )，set ),(),( *

2
*
1 ∞∞=ii XX 。 

重複以上步驟n次可得 ),...,2,1(),,~,~( *
2

*
121 niXXDD iiii = 。 

第三步: 生成 )(~),( 21 βτondistributiClaytonYY ：        

生成方式如同第二步驟中的(i)~(iii)，重複 n次可得 ),...,2,1(),( 21 niYY ii = 。 

第四步: 製造觀察到的時間 ),( 21 TT 和生前經歷發病與否的指標 ),( 21 DD ： 

If iiii YXYX 2
*
21

*
1 , ≤≤ ，set ),(),( *

2
*
121 iiii XXTT = 和 )1,1(),( 21 =ii DD  
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else if iiii YXYX 2
*
21

*
1 , >≤ ，set ),(),( 2

*
121 iiii YXTT = 和 )0,1(),( 21 =ii DD  

else if iiii YXYX 2
*
21

*
1 , ≤> ，set ),(),( *

2121 iiii XYTT = 和 )1,0(),( 21 =ii DD  

else  iiii YXYX 2
*
21

*
1 , >> ，set ),(),( 2121 iiii YYTT = 和 )0,0(),( 21 =ii DD 。 

  可得資料 ),...,2,1(),,,( 2121 niDDTT iiii = 。 

5.2 模擬結果 

我們建立模擬實驗來評估論文中提出的二階段估計法。個別樣本大小（sample 

size）為 500=n 和 1000=n 的成對資料，而模擬實驗的重複次數則是樣本大小的 2

倍，即個別重複 1000 次和 2000 次，再求平均誤差與標準差。我們選用 Clayton

模式來描述姊妹倆發病時間的聯合分配和競爭風險發生時間的聯合分配，而描述

關聯性的參數之設定方式則是令 7.0,5.0,3.0=ατ 和 5.0,3.0=βτ 配對成六種情形，由

此轉換為α和 β值。另一方面我們固定姊妹倆帶因與否的關聯性為 8.0=γ ，而姊

妹皆帶因的機率( )1~,1~Pr( 21 == DD )設定為 0.2，經由 5.1節的第一步之（ii）的計算，

可 得 其 他 三 種 帶 因 與 否 的 參 數 值 各 為

262348.0)1~,0~Pr()0~,1~Pr( 2121 ====== DDDD 及 275305.0)0~,0~Pr( 21 === DD 。 

圖表（一）是當 3.0=βτ 和 =ατ 0.3(弱相關)，0.5（中度相關），0.7（高度相關）

時，分別利用有母數和無母數方法估計邊際分配和單維度個體可致病機率的模擬

結果。我們令 1̂P和 2P̂ 為 )1~Pr( 1 =D 和 )1~Pr( 2 =D 的估計值（而真值皆為 0.462348）；

另外在有母數的估計方法中，我們假設姊姊 /妹妹的邊際分佈為指數分配

（exponential distribution），因此 1λ 和 2λ 為指數分配母數（真值為 )2,1(1 == jjλ ），

而 )2,1(ˆ =jjλ 為母數的估計值。由圖表（一）的結果發現不論是用有母數法或是

無母數法得之 )2,1(ˆ =jPj 估計量偏差均理想。當 3.0=βτ 和 7.0,5.0,3.0=ατ 下，母數
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方法所估計 )2,1(1 == jjλ 的估計量的表現並沒有很好，因為估計量的準確度只到

小數第二位，而標準差也很大。當樣本數增加時（樣本大小由 500 增加一倍到

1000），其偏差值和標準差會略微降低。儘管如此在相同的條件下利用有母數的

估計方法所估計出來的 )2,1(ˆ =jPj 值仍具有較小的標準差。 

 圖表（二）、圖表（三）和圖表（四）則是令真值 7.0,5.0,3.0=ατ 與 5.0,3.0=βτ

配對成六種情形和樣本大小各為 500=n 和 1000=n 之下，對 ατ 、 βτ 、 11P 和 10P 估計

的模擬結果。圖表（二）中顯示，不論 ατ 和 βτ 的真值如何的變化，對 11P 和 10P 所

做的有母數和無母數估計都具有小的偏差值，但是用無母數估計方法會得到較大

的標準差。與圖表（一）的表現相同，當樣本數增加時（樣本大小由 500增加一

倍到 1000），其偏差值和標準差會略微降低。 

 對於競爭風險發生時間之關聯性（β）的估計，我們只採用無母數

（Kaplan-Meier estimator）估計競爭風險發生時間的邊際分配。理由之一是 ),( 21 YY

呈現傳統右設限資料，沒有所為免疫的問題。其次是 )2,1( =jY j 非感興趣的變數，

所以不希望給予強的模式假設。另外由於模擬的結果顯示死亡的次數較發病的次

數多，因此關聯性 βτ 的估計值較為 efficient。這樣的模擬設定應該是與實際現象

相符合，以研究罕見疾病為例，只會有少數人會發生該疾病；即使有帶因的話，

也有可能被死亡所設限。我們發現對於帶因者發病時間之關聯性（α）的估計，

即使是用有母數估計法來估計邊際機率，但是 ατ̂ 的標準差仍比以無母數方法做為

邊際估計量之 βτ̂ 的標準差大。至於用無母數估計法估計 ατ ，在偏差值和標準差的

表現就顯得更差。若要進一步改善 ατ 估計在偏差值和標準差的表現的話，就要增

加樣本大小。在圖表（五）是令樣本大小為 5000，實驗的次數降為 200次的結果。

以圖表（五）與圖表（三）和圖表（四）的數據作比較，發現樣本數增加對 ατ 估
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計的偏差值和標準差確實有所改進。其實不僅僅是 ατ 有所改善，其他的參數在偏

差值和標準差的表現也改進許多。另外比較圖表（三）、圖表（四）和圖表（五）

會發現當 ατ 增加，所有估計量都表現得更好。在圖表（六）是在不同的樣本數下，

帶因者發病時間的存活函數，當樣本數越大時，Kaplan-Meier曲線就與真值

exponential(1)的曲線越接近。 
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N=500  Rep=1000 N=1000  Rep=2000 

3.0=βτ  3.0=βτ  
 

  
Bias 210−×   

(St.error 210−× ) 

Bias 210−×   

(St.error 210−× ) 

P 0.33(5.46) 0.10(3.65) 

1̂P
NP -0.09(6.15) -0.04(4.63) 

P 0.40(5.23) 0.21(3.69) 

2̂P
NP 0.50(5.93) -0.14(4.67) 

1̂λ P 1.42(18.52) 0.68(12.53) 

3.0=ατ  

2λ̂ P 2.04(18.33) 0.78(12.73) 

P 0.26(5.21) 0.27(3.72) 

1̂P
NP -0.18(5.98) -0.18 (4.76) 

P 0.24(5.24) 0.20(3.77) 

2̂P
NP 0.33(6.78) -0.18(4.61) 

1̂λ P 1.97(18.41) 0.89(12.93) 

5.0=ατ  

2λ̂ P 1.21(18.59) 0.89(12.79) 

P 0.00(5.45) 0.13(3.74) 

1̂P
NP -0.64(5.95) -0.16(4.72) 

P 0.29(5.46) 0.07(3.75) 

2̂P
NP -0.51(5.97) -0.20(4.60) 

1̂λ P 1.39(18.88) 0.94(12.91) 

7.0=ατ  

2λ̂ P 1.37(18.96) 0.71 (12.96) 

圖表（一）：在樣本大小為 500和 1000下，利用有母數估計法(“P”)和無母數估計法(“NP”)
估計邊際分配和個體帶因與否的機率之估計值的比較。
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   N=500  Rep=1000 N=1000  Rep=2000 

   3.0=βτ  3.0=βτ  

   Bias 210−×   (St.error 210−× ) Bias 210−×   (St.error 210−× ) 

P 1.88(12.37) -0.09(9.78) 
ατ̂  
NP -9.31(14.32) -8.39(11.60) 

βτ̂  NP -0.38(3.04) -0.31(2.19) 

P 1.56(3.62) 0.70(2.63) 

11P  
NP 0.22(4.43) 0.45(3.50) 

P 0.26(2.78) 0.17(2.10) 

3.0=
ατ  

10P  
NP -1.39(3.66) -0.92(2.52) 

圖表（二）：在樣本大小為 500和 1000下，給定 3.0=ατ 和 3.0=βτ 利用有母數估計法(“P”)

和無母數估估計法(“NP”)估計參數 ατ 、 βτ 、 11P 和 10P 。 
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   N=500  Rep=1000 N=1000  Rep=2000 

   3.0=βτ  5.0=βτ  3.0=βτ  5.0=βτ  

   
Bias 210−×  

(St.error 210−× )

Bias 210−×  

(St.error 210−× )

Bias 210−×  

(St.error 210−× ) 

Bias 210−×  

(St.error 210−× )

P 0.46(8.99) 0.04(8.68) 0.16(6.28) 0.40(5.84) 

ατ̂  
NP

-12.68(16.59

) 

-16.9815(17.5

4) 

-10.27(12.45

) 

-12.23(12.4

9) 

βτ̂  NP -0.41(3.12) -0.80(2.55) -0.36(2.17) -0.38(1.88)

P 1.35(3.13) 1.46(3.21) 0.78(2.24) 0.82(2.20) 

11P̂  
NP 0.82(4.02) 0.93(4.28) 0.56(3.24) 0.71(3.37) 

P 0.59(2.44) 0.34(2.33) 0.37(1.67) 0.35(1.62) 

5.0=
ατ  

10P̂  
NP -1.05(2.93) -1.53(2.97) -0.88(2.18) -1.03(2.07)

圖表（三）：在樣本大小為 500 和 1000，令 5.0=ατ 和 5.0,3.0=βτ ，利用有母數估

計法和無母數估估計法估計參數 ατ 、 βτ 、 11P 和 10P 。 
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   N=500  Rep=1000 N=1000  Rep=2000 

   3.0=βτ  5.0=βτ  3.0=βτ  5.0=βτ  

   
Bias 210−×  

(St.error 210−× )

Bias 210−×  

(St.error 210−× )

Bias 210−×  

(St.error 210−× ) 

Bias 210−×  

(St.error 210−× )

P 0.29 (4.6) 0.45 (4.26) 0.19(3.26) 0.15(3.13) 

ατ̂  
NP

-15.30(17.53

) 

-17.34(18.21

) 
-9.24(10.07) 

-10.67(10.8

0) 

βτ̂  NP -0.43(3.08) -0.58(2.37) -0.32(2.16) -0.32(1.82)

P 0.97(2.93) 1.36(3.05) 0.63(2.01) 0.66(2.06) 

11P̂  
NP 0.64(3.72) 1.20(4.03) 0.48 (2.99) 0.57(2.64) 

P 0.79(2.11) 0.73(2.17) 0.41(1.55) 0.34(1.47) 

7.0=
ατ  

10P̂  
NP -1.44(2.76) -1.48(2.83) -0.74(2.02) -0.90(2.04)

圖表（四）：在樣本大小為 500 和 1000，令 7.0=ατ 和 5.0,3.0=βτ ，利用有母數估

計法和無母數估估計法估計參數 ατ 、 βτ 、 11P 和 10P 。 
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N=5000  Rep=200  5.0=ατ   3.0=βτ  

單維度的估計： 

 有母數估計法： 無母數估計法： 

 Bias 210−×  (St.error 210−× ) Bias 210−×  (St.error 210−× ) 

1̂P  0.06(1.71) 0.28(3.57) 

2̂P  -0.08(1.74) 0.08(2.95) 

1̂λ  0.59(5.87) --- 

2λ̂  -0.13(5.78) --- 

雙維度的估計： 

ατ̂  0.09(2.76) -2.57(4.05) 

βτ̂  --- -0.13(0.91) 

11P̂  0.14(0.94) 0.14(1.49) 

10P̂  0.16(0.68) -0.08(1.03) 

   圖表（四）：在樣本大小為 5000，令 5.0=ατ 和 3.0=βτ ，利用有母數估計法和

無母數估估計法對各種參數做估計。 
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圖表（五）：樣本大小（n）不相同時，Kaplan-Meier曲線與 exponential(1)曲線。 
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第六章  結論 

本論文將二維存活分析（bivariate survival analysis）和治癒模式（cure model）結

合，以探討遺傳現象展現於發病（incidence)和發病年齡間(age of onset)的關聯性。

我們的論文和 Chatterjee & Shih（2001）所探討的問題相同，最大的差別在於我

們的架構中直接考慮了“死亡”這個競爭風險，而 Chatterjee & Shih似乎把死亡當

成是設限的原因之一，換言之她們的架構未將外生設限和因死亡競爭風險的設限

予以分開。然而 Chatterjee & Shih意識到死亡對發病是無法避免的競爭風險，並

在其文章最後討論的部份提及了解釋力（interpretability）和模式的辨識性

（identifiability）的問題。該文強調所分析的WAS乳癌資料，最晚發病的乳癌患

者發病年齡是 91歲，但是仍有一些活得更久的人未見發病，作者認為在此資料

中應有充份證據顯示 91歲已是乳癌發病年齡的上限。 

我們的模式直接把死亡的影響納入了分析的架構中，在單維度的分析裏，我

們以無母數方法分析競爭風險的影響，在雙維度的分析中，我們以 copula模式描

述親屬競爭風險間的關聯性。我們提出的推論方法在假設 YX ⊥* 的情形下，會和

Chatterjee & Shih 得到一致的結論，然而當兩者非獨立時，我們的架構容許做適

度的修正。例如可以 frailty 角度假設兩者具有條件獨立的關係： ξ|YX ⊥ ，其中

ξ代表解釋兩者關聯性的變數（如環境因子），此時要建構 ),( YX 的聯合分配只需

要對ξ的分配積分即可。此外，我們的方法可利用以下關係式以推估帶因者在生

前未發病的比例： 

∫−===>
y

Y dyHySYSEDYX )()()]([)1~|Pr( 。 

將死亡的競爭風險納入分析中的好處之一是透過比較 CYS τττ ,, 的大小可以判斷

sufficient follow-up的條件是否成立，將問題的本質看得更為清楚。如果研究者手

邊的資料並非像 Chatterjee & Shih 的乳癌資料品質這麼好（樣本大、追蹤時間夠

久），我們的方法亦可以清楚的知道問題出在哪裏。 
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我們提出的推論方法利用 EM 演算法以簡化概似函數的估計問題，

Chatterjee & Shih則是假設 pair間的可交換性以減低參數個數，再直接求概似函

數的極值。我們的方法較不受參數個數的影響，但是 EM 以疊代方式求解，欲推

導所得之估計量變異數可能會遇到困難。 

在 Chatterjee & Shih的模擬中樣本數令為 5000，猜測可能是在小樣本無法得

到理想結果，這個情形和我們的實驗是一致的。我們同時考慮母數與無母數兩種

方法，是發現當免疫者存在的情形下，藉著無母數估計量的尾端來估計 p，進而

以
p

ptX
ˆ

)ˆ1()r(P̂ * −−>
求 )1~|Pr( => DtX 的估計量，不但深深受限於“充分追蹤時間”

的假設，而且 p̂置於分母亦帶來不穩定的表現，因此我們建議以母數的方法估計

邊際分配。至於由無母數 Kaplan-Meier所得之曲線可以將其和母數方法所得之

)Pr( * tX > 估計量予以比較，做為檢驗模式假設合理性的方法。 

後續的研究希望整理論文所提出之方法的大樣本性質，並透過模擬程式和

Chatterjee & Shih 的方法比較。我們已獲得 Johns Hopkins 大學有關 dementia 家

族資料的使用權，希望透過分析實際資料對模式和分析方法有更清楚的了解。此

外發展方法以處理競爭風險非獨立的情形，以及發展考慮解釋變數的迴歸模式亦

是未來的具體目標。 
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附錄 

附錄一： 

 
 

 

 
 
 

圖形截自論文“Genetic Susceptibility and Survival: Application to Breast 

Cancer”.lversen et al. JASS, March 2000. 

 
 


