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一個機率函數之估計法 
 
 
 
 

研究生：李忠庭 指導教授：彭南夫 博士 

 

 

國立交通大學統計學研究所  

 

 

摘 要       

    本論文是探討估計有關分配相同且相互獨立隨機變數之和

的分佈函數，對於沒有已知或公式解的分佈函數，我們將提供

一種簡單的三次多項式估計法，使得對正的未知隨機變數和有

準確的估計。並有多次模擬比較的結果來做驗証。 
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第一章、簡介 

 

1.1 研究動機 

在此篇論文裡，主要要探討的是估計有關分配相同且相互獨立（identically 

distributed and independent）隨機變數（random variable）之和的分佈函數。假

設我們在更新過程（renewal process）中的到達時距（inter arrival）是來自指數

分佈（Exponential distribution）時，就可利用分配相同且相互獨立的指數分佈相

加形成珈瑪分佈（Gamma distribution）來得到我們想要的結果。但是有許多分配

之和並無像指數分佈相加時的良好性質，例如:韋伯分配(Weibull  distribution)、

貝他分配(Bata distribution)……等。以韋伯分配為例: 當到達時距

為 n 個分配相同且獨立來自 Weibull(c,

nXXX ,...,, 21

β )分佈的隨機變數，（其機率密度函數為

β

β

cx
c excxf

−
−= 1)( ），則我們有興趣的機率值就是 

)( tSP n ≤ ，其中 nn XXS ++= ...1 。 

而此機率值並無已知的公式或解法。在本篇論文中我們將提供一種較簡單以及擁

有不錯準確度的逼近方法並配合附錄的參數表來估計我們感興趣的機率值，並期

待這樣的方法能讓工業界和各個領域在使用時，能夠以更快的計算速度和較低的

困難度中，得到精確的結果。 
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第二章、三次多項式的近似方法 

 

在這一章中，我們探討 )()( tSPtF nn ≤= 的估計問題，根據盧信銘(2003)提出

了一個方法，只利用三個點（三個分位點（quantile））就可以得到非常近似的答

案。我們是以函數方式（functionwisely）求得，而非以一個點一個點方式。我們

的想法與作法如下：  

如果 為來自某一獨立同分配的隨機變數，iX ni ,...,1= ，且為正的隨機變數

(其值皆為正數)， 為來自另一獨立同分配的隨機變數，iY ni ,...,1= ，亦為正的隨

機變數，且 、 經由變數變換具有 的關係，在此，我們希望用 

 的分佈函數來近似 

iX iY c
ii XY =

nYY ++ ...1 nXX ++ ...1  的分佈函數。假設 服從

F(F 為一個累積機率密度函數(cdf))，

nXX ++ ...1

nYY ++ ...1 服從 G(G 為另一個累積機率密

度函數)，因為 、 皆為正的隨機變數，所以 F(0)=0、G(0)=0，其圖形畫出

如下:                                                                                

iX iY

 

F (t) 

t )( ctw
t

1t

G ( )=F ( ) 1t 1t

F 
G 

 2
註: 
1t =  )( 1

ctw
t<   ，t>)( ctw 1t  

t>   ，t<)( ctw 1t  



由圖可看出此為一單峰之隨機變數，因此我們以下只對具單峰的隨機變數做

推論；因為這兩個分佈函數都是連續可微分 ( continuously differentiable ) 的函

數，所以對於每一個 ，存在 ，使得 0≥t )(tw

))(...())(...()...( 111
c

n
cc

n
c

n twYYPtwXXPtXXP ≤++=≤++=≤++ 。 

同時 是連續可微分，以及)( ctw 0)0( =w 。我們大致畫出 與 的關係圖: t )( ctw

 

也因為 ，在本文中我們所考慮的 之形式為 （註：

也可考慮 之形式，但其結果並不好。）。若前面圖中 F 與 G 之角色互

換，則結果相反，但不論如何，我們猜想 可用三次方的形式來做估計；其中

三個未知的參數，我們利用

0)0( =w )( ctw ccc ttt    23 τ+γ+α

cc tt   2 γ+α

)(tw

nXX ++ ...1 及 nYY ++ ...1 的 0.1、0.5 以及 0.9 這三

個分位點來決定。首先，我們令 滿足  pt

ptXXP pn =≤++ )...( 1 ， 

並且 滿足 pθ

pθYYP pn =≤++ )...( 1 ， 

t 

)( ctw

t 
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因此， 與 分別為 與pt pθ nXX ++ ...1 nYY ++ ...1 的第 p 分位點。當 =p 0.1, 0.5, 0.9

時，我們利用 得到三個線性方程式，而這三個方程式可求

得此三個未知參數（ ）。求的此三個位知數後，我們即可得到

= ，亦即 。通常，

我們要求 的累積機率密度函數為已知，這個的好處是：如果得知

（ ），則

p
c
p

c
p

c
p θttt =++    23 τγα

,α ,γ τ

)(ˆ ctw ccc ttt    23 τ+γ+α ))(ˆ...()...( 11
c

nn twYYPtXXP ≤++≅≤++

nYY ++ ...1

,α ,γ τ nXX ++ ...1 的累積機率密度函數之近似函數，可以很容易求得。 

我們發現，這種優良近似的現象在各式正的隨機變數中都會發生。 
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第三章  各種分配之實際模擬                              

 

根據第二章所述之理論，我們利用多種不同的分配，加以實際糢擬如下: 

3.1 估計韋伯分配隨機變數和的研究方法 

3.1.1 估計方法 

假設 為來自 分佈的隨機變數，則經由變數變換 可

知 為來自 分佈的隨機變數，

iX ) 1 ,  ( cWeibull c
ii XY =

iY ) 1 (lExponentia ni ,...,1= 。因此，我們希望用 

 的分佈函數來近似 nYY ++ ...1 nXX ++ ...1  的分佈函數，且 為

gamma(n,1)分配。對於每一個 ，我們希望可以找到 ，使得 

nYY ++ ...1

0≥t )( ctw

))(...()...( 11
c

nn twYYPtXXP ≤++=≤++ 。 

同時 是連續可微分。因為)( ctw 0)0( =w ，在本文中我們所考慮的 之形式為

。其中三個未知參數，我們利用

)( ctw

ccc ttt    23 τ+γ+α nXX ++ ...1 及 的 0.1、

0.5 以及 0.9 這三個分位點來決定。 

nYY ++ ...1

3.1.2 模擬步驟: 

我們把以上說明化為下列步驟： 

（一）決定模擬樣本數 ，令 為 N 個分配相同且獨立來自

的隨機變數，再將其排序得到 ，

並且令 為 的估計值，其中

710=N NTTT ,...,, 21

)...()( 1 xXXPxF nn ≤++= )()2()1( ,...,, NTTT

)(
ˆ

Npp Tt = pt =p 0.1, 0.5, 0.9。因為模擬樣本

數 ，因此當710=N =p 0.1, 0.5, 0.9 時， 都是正整數，所以 是Np )(NpT
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第 p 樣本分位點（ ） quantilesamplethp     −

      亦即 )， )， 分別為 ， 5， 的估計值。） 10(1.0 6
ˆ Tt =

105(5.0 6
ˆ

×
= Tt

)109(9.0 6
ˆ

×
= Tt 1.0t .0t 9.0t

（二）以相同的方式估算出 pθ ，模擬樣本數 ，令 為 N 個分

配相同且獨立來自

710=N NQQQ ,...,, 21

)...()( 1 yYYPyF nn ≤++= 的隨機變數，再將其排序得到

，並且令 為 )()2()1( ,...,, NQQQ )(
ˆ

Npp Q=θ pθ 的估計值，其中 =p 0.1, 0.5, 

0.9。經過排序後，找出 ， ， 分別為 )10(1.0 6
ˆ Q=θ )105(5.0 6

ˆ
×

= Qθ )109(9.0 6
ˆ

×
= Qθ

1.0θ ， 5.0θ ， 9.0θ 的估計值。 

（三）我們由 

1010
2
10

3
10

ˆˆˆ
.

c
.

c
.

c
. θtτ tγ tα =++ ， 

5050
2
50

3
50

ˆˆˆ
.

c
.

c
.

c
. θtτ tγ tα =++ ， 

9090
2
90

3
90

ˆˆˆ
.

c
.

c
.

c
. θtτ tγ tα =++ ， 

解得 。 ,α γ, τ

（四）因此在固定某個 n 及形態參數 c 下，我們得到 的估計形式為

。 

)( ctw

cccc ttttw    )(ˆ 23 τγα ++=

（五）所以我們有興趣的機率值，可寫成下面的近似方程式: 

      。  ptwYYPtXXP c
nn =≤++≅≤++ ))(ˆ...()...( 11

3.1.3 模擬結果 

在本實驗中，我們做 ， 以及 c=1,2,…9 的例子，而在附錄表(一)

中只列出 c=1，n=5 及 3 的結果。附錄表一列出了相對誤差值，（定義為 

10 ..., ,3 ,2=n
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1

11 ˆ

P
PP −

，其中 11 )...( PtXXP n =≤++ ， ）。而我們

從表一中可發現，由最大相對誤差的觀點，當 n=3，其相對誤差最大在 t=1 時

的 0.0010105，當 n=5 時， t=2 時的 0.003474，其餘的表現都很好，且在真實

機率值 越大時，誤差有越來越小的跡象。而未列出的 c 值結果亦同。 

11
ˆ)(ˆ...( PtwYYP c

n =≤++

1P

 

 

3.2 估計指數分配隨機變數和的研究方法 

在前一節中，我們用指數分配來近似韋伯分配得到不錯的結果，在此節中，

我們反過來以韋伯分配近似指數分配。 

 3.2.1 估計方法 

如果 為來自參數為 1的指數分配( )隨機變數， 為來自具

有參數(c、1)的韋伯分佈(Weibull(c,1))隨機變數，則經由變數變換 ，

。因此對於每一個 ，我們希望找到 ，使得 

iX ) 1 (lExponentia iY

c
ii XY /1=

ni ,...,1= 0≥t )(tw

))(...()...( /1
11

c
nn twYYPtXXP ≤++=≤++ 。 

因為 ，在此我們假設 之形式為 。其中三個未

知參數，我們利用 及

0)0( =w )( /1 ctw ccc ttt /1/2/3    τγα ++

nXX ++ ...1 nYY ++ ...1 的 0.1、0.5 以及 0.9 這三個分位點

來決定。 

3.2.2 模擬步驟: 

我們一樣地做下列步驟： 
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（一）決定模擬樣本數 ，令 為 N 個分配相同且獨立來自

的隨機變數，再將其排序得到 ，

並且令 為 的估計值，其中

710=N NTTT ,...,, 21

)...()( 1 xXXPxF nn ≤++= )()2()1( ,...,, NTTT

)(
ˆ

Npp Tt = pt =p 0.1, 0.5, 0.9， 是第 p

樣本分位點（ ） 

)(NpT

quantilesamplethp     −

      亦即 )， )， 分別為 ， ， 的估計值。 10(1.0 6
ˆ Tt =

105(5.0 6
ˆ

×
= Tt )109(9.0 6

ˆ
×

= Tt 1.0t 5.0t 9.0t

（二）以相同的方式估算出 pθ ，模擬樣本數 ，令 為 N 個分

配相同且獨立來自

710=N NQQQ ,...,, 21

)...()( 1 yYYPyF nn ≤++= 的隨機變數，再將其排序得到

，並且令 為 )()2()1( ,...,, NQQQ )(
ˆ

Npp Q=θ pθ 的估計值，其中 =p 0.1, 0.5, 

0.9。經過排序後，找出 ， ， 分別為 )10(1.0 6
ˆ Q=θ )105(5.0 6

ˆ
×

= Qθ )109(9.0 6
ˆ

×
= Qθ

1.0θ ， 5.0θ ， 9.0θ 的估計值。） 

（三）我們由 

10
/1
10

/2
10

/3
10

ˆˆˆˆ
.

c
.

c
.

c
. θtτ tγ tα =++ ， 

50
/1
50

/2
50

/3
50

ˆˆˆˆ
.

c
.

c
.

c
. θtτ tγ tα =++ ， 

90
/1
90

/2
90

/3
90

ˆˆˆˆ
.

c
.

c
.

c
. θtτ tγ tα =++ ， 

解得 。 ,α γ, τ

（四）因此在固定個數 n 及參數 a、b 下，我們得到 的估計形式為

。 

)( /1 ctw

cccc ttttw /1/2/3/1    )(ˆ τγα ++=

（五）所以我們有興趣的機率值，可寫成下面的近似方程式: 

      。  ptwYYPtXXP c
nn =≤++≅≤++ ))(ˆ...()...( /1

11
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3.2.3 模擬結果 

在本實驗中，我們做 ， 以及 c=1,2,…9 的例子，而在附錄表(二)

中只列出 c=1 及 5，n=5 的結果。附錄表一列出了相對誤差值，（定義為 

10 ..., ,3 ,2=n

1

11 ˆ

P
PP −

，其中 11 )...( PtXXP n =≤++ ， ）。而從表

中可發現，由最大相對誤差的觀點，當 c=5，其相對誤差最大在 t=3 時的

0.0048237，當 c=1 時， t=2 時的 0.0040875，其餘的表現都很好，未列出的 c

值結果亦同。 

2
/1

1
ˆ)(ˆ...( PtwYYP c

n =≤++

 

 

3.3 非正隨機變數不適合此方法之探討 

經過幾次試驗此三次多項式的估計方法皆得到不錯的結果之後，我們想要進

一步的試驗不同性質的分配，3.1 節和 3.2 節中所用的分配皆為正的值，於是

此節中，我們想要拿具有正值和負值的分配，而選擇的是具有良好性質的標準

常態分配(Normal(0,1))。 

 3.3.1 估計方法 

我們一樣探討 )()( tSPtF nn ≤= 的估計問題，其中 。

為分配相同且相互獨立的標準常態分配(Normal(0,1))。 為自具有

自由度 1 的卡方分配 (chi-square  distribution)，此種組合剛好 ，

nn XXS ++= ...1

nXXX ,...,, 21 iY

2
ii XY =

 9



ni ,...,1= 。因此，我們用 nYY ++ ...1  的分佈函數來近似 nXX ++ ...1  的分佈函

數。這兩個分佈函數也是連續且可微分的函數，所以對於每一個 ，我們希

望找到 ，使得 

0≥t

)( 2tw

))(...()...( 2
11 twYYPtXXP nn ≤++=≤++ 。 

同時 是連續且可微的函數，不同的是)( 2tw 0)0( ≠w ，所以我們所考慮的 形

式不能為 ，必須加上常數項ρ這樣的話即有四個未知參數，須取

四個點來得到四個方程式，為了避免四個點不好取得，決定增為四次方程式，所

以 形式為 。其中有五個未知的參數 α、r、τ、δ、

ρ，我們利用

)( 2tw

246    ttt τγα ++

)( 2tw ρδτγα ++++ 2468    tttt

nXX ++ ...1 及 nYY ++ ...1 的 0.1、0.3、0.5、0.7 以及 0.9 這五個

分位點來決定。我們令 滿足: pt

ptXXP pn =≤++ )...( 1 ， 

並且 滿足 pθ

pθYYP pn =≤++ )...( 1  

當 0.1、0.3、0.5、0.7、 0.9 時，我們利用 得到

五個線性方程式，再利用此五個方程式解五個未知參數: α、r、τ、δ、ρ。 

pppp tttt θρδτγα =++++ 2468    

 

3.3.2 模擬步驟: 

     再以相同的方式做模擬: 

（一）模擬樣本數 ，令 為 N 個分配相同且獨立來自710=N NTTT ,...,, 21

 10



)...()( 1 xXXPxF nn ≤++= 的隨機變數，再將其排序得到 ，

並且令 為 的估計值。因為 ，當 0.1、0.3、0.5、0.7、 

0.9 時， 皆為正整數， 是第 p 樣本分位點。 

)()2()1( ,...,, NTTT

)(
ˆ

Npp Tt = pt 710=N

Np )(NpT

（二）再以相同的方式估算出 pθ 。 

（三）我們由 

10
2

1.0
4

10
6

10
8

10
ˆˆˆˆ

.... θttτ tγ tα =++++ ρδ  

30
2

3.0
4

30
6

30
8

30
ˆˆˆˆ

.... θttτ tγ tα =++++ ρδ  

50
2

5.0
4

50
6

50
8

50
ˆˆˆˆ

.... θttτ tγ tα =++++ ρδ  

70
2

7.0
4

70
6

70
8

70
ˆˆˆˆ

.... θttτ tγ tα =++++ ρδ  

90
2

9.0
4

90
6

90
8

90
ˆˆˆˆ

.... θttτ tγ tα =++++ ρδ  

解得 α、r、τ、δ、ρ。 

（ 四 ） 因 此 在 固 定 個 數 n 之 下 ， 我 們 得 到 的 估 計 形 式 為

。 

)( 2tw

ρδτγα ++++= 24682    )(ˆ tttttw

（五）所以我們有興趣的機率值，可寫成下面的近似方程式: 

      。 ptwYYPtXXP nn =≤++≅≤++ ))(ˆ...()...( 2
11

3.3.3 模擬結果   

在本實驗中，我們做 n=2，3，…，10， 的例子，而在我們的附錄 

表(三)中列出 的結果。附錄表五中包含了五個參數 α、r、τ、δ、ρ 5=n

及 ， 另 外 也 列 出 了 相 對 誤 差 值 ，（ 定 義 為  )( 2tw
1

11 ˆ

P
PP −

， 其 中
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11 )...( PtXXP n =≤++ ， ）。我們從表三中可發現， 1
2

1
ˆ)(ˆ...( PtwYYP n =≤++

其誤差是相當大的，因為算出來之 有可能為負值或是很大，在此次試驗中

t=-2,-1,0,1 時，算出來之 為負值，而卡方分配之值皆為正數，所以造成

)( 2tw

)( 2tw

1P̂ =0，得到的誤差為 1.0000；當 t=-3,2,3 時，因為 太大，所以皆得到 )( 2tw

1P̂ =1，因此誤差亦很大，所以可知此方法是失敗的，而失敗的原因是因為

Normal(0,1)非正的隨機變數，我們將在下一節中探討。 

 

 

3.4 估計常態隨機變數絕對值之和 

   由 3.4 的試驗結果得知，把三次方估計法使用在常態分配上面並不適當，難

道是有負值的關係嗎？為了了解此說法的正確性，在本節裡，我們特別把所有常

態分配之值，皆加上絕對值，使它也是一個正的分配(卡方分配)對正的分配(常

態分配加絕對值)做估算。 

3.4.1 估計方法 

在此 為分配相同、相互獨立並加上絕對值的標準常態分配 nXXX ,...,, 21

ZX
d

i=  i=1,2…,n ，其中 Z 為服從 Normal(0,1)分配的隨機變數。 為自

具有自由度 1 的卡方分配 (chi-square distribution)，  亦保有 ，

。因此，我們用 

iY

2
ii XY =

ni ,...,1= nYY ++ ...1  的分佈函數來近似 nXX ++ ...1  的分佈

函 數 。 這 兩 個 分 佈 函 數 也 是 連 續 且 可微 分 的 函 數 ，  同 樣 的 ，
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))(...()...( 2
11 twYYPtXXP nn ≤++=≤++ 。我們想找出 ，同時 是

連續且可微的函數，為了和 3.3 節的一樣，我們設 形式為

。其中有五個未知的參數 α、r、τ、δ、ρ，我們

利用 及 的 0.1、0.3、0.5、0.7 以及 0.9 這五個分位點

來決定。 

)( 2tw )( 2tw

)( 2tw

ρδτγα ++++ 2468    tttt

nXX ++ ...1 nYY ++ ...1

我們令 滿足: pt

ptXXP pn =≤++ )...( 1 ， 

並且 滿足 pθ

pθYYP pn =≤++ )...( 1  

當 0.1、0.3、0.5、0.7、 0.9 時，我們利用 得到

五個線性方程式，再利用此五個方程式解五個未知參數: α、r、τ、δ、ρ。 

pppp tttt θρδτγα =++++ 2468    

因為 的關係，所以理論上得到的ρ值應該等於零。 0)0( =w

3.4.2 模擬步驟: 

對照 3.3.2 之方法。 

3.4.3 模擬結果 

在本實驗中，我們做 ，例子，而在附錄表四中列出包含了五個

參數 α、r、τ、δ、ρ及 ，並列出了相對誤差值，（定義為 

10 ..., ,3 ,2=n

)( 2tw
1

11 ˆ

P
PP −

，

其中 ， ）。由最大相對誤差的觀

點，當 n=5，其相對誤差最大在 t=2 時的 0.013763，其餘的表現都很好。而未

11 )...( PtXXP n =≤++ 1
2

1
ˆ)(ˆ...( PtwYYP n =≤++
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列出的值結果亦同。 

 

 

3.5 以眾數取代中位數的結果 

   前面所用的三次多項式估計法，皆是取三個分位點(0.1、0.5、0.9)，但是

這三個點不一定就是最適當的，在此節中我們將把中位數(0.5)這個分位點捨

掉，改以眾數(mode)這點來取代。 

3.5.1 估計方法 

若 為來自 分佈的隨機變數，則經由變數變換 可知

為來自 分佈的隨機變數，

iX ) 1 ,  ( cWeibull c
ii XY =

iY ) 1 (lExponentia ni ,...,1= 。因此，我們用  的

分佈函數來近似  的分佈函數。對於每一個 ，我們希望可以找

到 ，使得 

nYY ++ ...1

nXX ++ ...1 0≥t

)(tw

))(...()...( 11 twYYPtXXP nn ≤++=≤++ 。 

同時 是連續可微分，以及)(tw 0)0( =w 。又因 0)0( =w ，我們假設 之形式為

。其中三個未知的參數 ，我們利用 及

的 0.1、mode 以及 0.9 這三個分位點來決定。首先，我們令 滿足  

)(tw

ccc ttt    23 τ+γ+α ,α ,γ τ nXX ++ ...1

nYY ++ ...1 pt

ptXXP pn =≤++ )...( 1 ， 

並且 滿足 pθ

pθYYP pn =≤++ )...( 1 ， 
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因此， 與 分別為為pt pθ nXX ++ ...1 與 nYY ++ ...1 的第 p 分位點。當 =p 0.1, mode, 

0.9 時，我們利用 得到三個線性方程式，而這三個方程式

可求得此三個未知參數（ ）。 

p
c
p

c
p

c
p θttt =++    23 τγα

,α ,γ τ

3.5.2 模擬步驟: 

（一）模擬樣本數 ，令 為 N 個分配相同且獨立來自

的隨機變數，再將其排序得到 ，

並且令 為 的估計值，其中

710=N NTTT ,...,, 21

)...()( 1 xXXPxF nn ≤++= )()2()1( ,...,, NTTT

)(
ˆ

Npp Tt = pt =p 0.1, mode, 0.9。因為模擬樣

本數 ，因此當710=N =p 0.1, 0.9 時， 都是正整數，所以 是第 p

樣本分位點，亦即 ， 分別為 ， 的估計值。 

Np )(NpT

)10(1.0 6
ˆ Tt = )109(9.0 6

ˆ
×

= Tt 1.0t 9.0t

另外，mode 的取法是把所得 樣本數加以分組，累算出個數最多的組

別，做為 mode 的估計點 。 

710

etmod
ˆ

（二）以相同的方式估算出 pθ ，模擬樣本數 ，令 為 N 個分

配相同且獨立來自

710=N NQQQ ,...,, 21

)...()( 1 yYYPyF nn ≤++= 的隨機變數，將其排序得到

，並且令 為 )()2()1( ,...,, NQQQ )(
ˆ

Npp Q=θ pθ 的估計值，其中 =p 0.1, 0.9。

經過排序後，找出 ， 分別為 )10(1.0 6
ˆ Q=θ )109(9.0 6

ˆ
×

= Qθ 1.0θ ， 9.0θ 的估計值。

相同的，mode 的取法是把所得 樣本數加以分組，累算出個數最多的組

別，做為 mode 的估計點 。 

710

eQmod
ˆ

 

 

 15



（三）我們由 

1010
2

10
3

10
ˆˆˆ

.
c
.

c
.

c
. θtτ tγ tα =++ ， 

e
c

e
c

e
c

e θtτ tγ tα modmod
2

mod
3
mod

ˆˆˆ =++ ， 

9090
2

90
3

90
ˆˆˆ

.
c
.

c
.

c
. θtτ tγ tα =++ ， 

解得 。 ,α γ, τ

（四）因此在固定某個 n 及形態參數 c 下，我們得到 的估計形式為

。 

)(tw

ccc ttttw    )(ˆ 23 τγα ++=

（五）所以我們有興趣的機率值，可寫成下面的近似方程式: 

      ptwYYPtXXP nn =≤++≅≤++ ))(ˆ...()...( 11 。  

3.5.3 模擬結果 

在此試驗中，我們分別以中位數估計法和眾數估計法做 10 ..., ,3 ,2=n ， 以 

及 c=0.5,1,2,…9 的例子，而在附錄表(五)中列出 c=0.5、1 及 5，n=5 的結果。

並 列 出 中 位 數 估 計 法 的 相 對 誤 差 值 ，（ 定 義 為
1

11 ˆ

P
PP −

， 其 中

1， ）。和眾數法的相對誤差值（定

義為

1 )...( PtXXP n =≤++ 1
2

1
ˆ)(ˆ...( PtwYYP n =≤++

1

11
ˆ̂

P
PP −

， 11 )...( PtXXP n =≤++ ， ）。再加以

比較

1
2

1
ˆ̂)(ˆ...( PtwYYP n =≤++

1P̂ 和 1
ˆ̂P 。從表五中可發現，當 c=1 時，在 t=1,3,5 時中位數法誤差小於眾

數法，而在 t=2,4,6,7,8 時誤差是眾數法較小，而全部的最大相對誤差是 t=1 時

眾數法的 0.0124476。當 c=0.5 時，在 t=7,9,15 中位數法誤差小於眾數法，而在

t=1,2,3,4,5,12,20 時誤差是眾數法較小，而全部的最大相對誤差是 t=1 時中位數
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法的 0.00305。當 c=5 時，在 t=4.7 和 5 時中位數法誤差小於眾數法，而在

t=4,4.3,4.5,6 時誤差是眾數法較小，而全部的最大相對誤差是 t=4.7 時眾數法的

0.004923。其餘的都表現很好，而未列出的值結果亦同，由此可知中位數法與

眾數法各有優劣。 
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第四章、結論 

     

最後，我們雖然不能得到真正分配相同且獨立隨機變數之和的分佈函數。但

我們透過其他與其有次方關係的隨機變數和之分佈，找出它們之間的關係，只要

二者都是正的隨機變數，初步可以找到一個三次多項式的關係存在，配合著算出

的參數表，即得到一個簡單的方程式來估計我們感興趣的隨機變數之和的分佈。

未來我們研究的方向可再加入更多次方的式子，看看是否能讓我們的估計更準

確、更適合，也可以再針對其他負的隨機變數做研究，使得此方法的運用能更廣

泛。期待我們的研究能夠讓更多人受惠，在遇到相關問題時能夠有多一種估計方

法可以做選擇。 
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附錄 

[ 表一、相對誤差表 ] 

在固定 n=3 與 c=1 的情況下，任意輸入 t 值， 

1111
ˆ))(ˆ...(,)...( PtwYYPPtXXP c

nn =≤++=≤++ ,相對誤差為
1

11 ˆ

P
PP −

。 

 

t 真實機率 1P  估計機率 1P̂  相對誤差 

1 0.080152 0.080071 0.001010 

2 0.322935 0.323186 0.000778 

3 0.576254 0.5762903 0.000062 

4 0.761504 0.761917 0.000617 

5 0.87470 0.874601 0.0001115 

 

固定 n=5 與 c=1 的情況下，任意輸入 t 值 

 

t 真實機率 1P  估計機率 1P̂  相對誤差 

2 0.00528445 0.0526609 0.003474 

3 0.1844376 0.184465 0.000150 

4 0.370659 0.3705504 0.000294 

5 0.55909 0.558861 0.000399 

6 0.714325 0.713987 0.0004734 

 20



7 0.826149 0.826284 0.0001629 

8 0.899427 0.8994128 0.0000166 

 
 
 

 
 

 [ 表二、相對誤差表 ] 

在固定 n=5 與 c=1 的情況下，任意輸入 t 值 

1
/1

111
ˆ))(ˆ...(,)...( PtwYYPPtXXP c

nn =≤++=≤++ ,相對誤差為
1

11 ˆ

P
PP −

。 

 

t 真實機率 1P  估計機率 1P̂  相對誤差 

2 0.052645 0.0528371 0.0036281 

3 0.1839756 0.1847272 0.0040875 

4 0.3704939 0.3710592 0.0015249 

5 0.5587293 0.5588994 0.0003060 

6 0.7145179 0.7138352 0.0009558 

7 0.8262037 0.8257325 0.0005700 

8 0.9002639 0.9002379 0.0000288 
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在固定 n=5 與 c=5 的情況下，任意輸入 t 值 

1
2

111
ˆ))(ˆ...(,)...( PtwYYPPtXXP nn =≤++=≤++ ,相對誤差為

1

11 ˆ

P
PP −

。 

 

t 真實機率 1P  估計機率 1P̂  相對誤差 

2 0.052656 0.052909 0.0048237 

3 0.184478 0.185365 0.0048082 

4 0.369974 0.370136 0.0004405 

5 0.559211 0.558969 0.0004327 

6 0.713825 0.713481 0.0004819 

7 0.825949 0.825699 0.0003014 

8 0.8995499 0.899527 0.00002445 
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[ 表三、相對誤差表 ] 

在固定 n=5 的情況下，解得 α、r、τ、δ、ρ， 

ρδτγα ++++= 2468    )(ˆ tttttw ，任意輸入 t 值 

1
2

111
ˆ))(ˆ...(,)...( PtwYYPPtXXP nn =≤++=≤++ ,相對誤差為

1

11 ˆ

P
PP −

。 

 

t α r τ δ ρ )(ˆ 2tw  

-3 0.73101 -11.64981 52.776103 -52.528326 4.37677 110.4484 

-2 -7.303371 135.77078 -714.0532 750.8696 4.327455 -1597.3788

-1 0.542801 -9.192380 44.395359 -45.410422 4.38503 -5.279360 

0 -10469.604 184019.06 -918239.66 928243.246 -72.10521 -72.10521 

1 4.690211 -79.84025 387.533749 .-397.5495 4.343049 -80.82274 

2 -3.523513 12.478964 164.395781 239.35476 4.361745 1573.90966

3 5.526529 -96.197736 476.369582 -485.23570 4.379513 354.599462
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t 真實機率 1P  估計機率 1P̂  相對誤差 

-3 0.0898 1.000000 10.135857 

-2 0.18783 0.000000 1.0000000 

-1 0.32542 0.000000 1.0000000 

0 0.49920 0.000000 1.0000000 

1 0.67194 0.000000 1.0000000 

2 0.81479 1.000000 0.2273101 

3 0.91047 1.000000 0.0983217 
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[ 表四、相對誤差表 ] 

在固定 n=5 的情況下，解得 α、r、τ、δ、ρ， 

ρδτγα ++++= 2468    )(ˆ tttttw ，任意輸入 t 值， 

1
2

111
ˆ))(ˆ...(,)...( PtwYYPPtXXP nn =≤++=≤++ ,相對誤差為

1

11 ˆ

P
PP −

。 

 

t α r τ δ ρ )(ˆ 2tw  

2 0.000001 -0.000065 0.001175 0.275137 0.086715 1.202144 

3 0.000000 0.000047 0.002060 0.309354 -0.005889 2.642737 

4 -0.000002 0.00013 -0.004063 0.330349 0.083509 4.587979 

5 0.000001 0.000001 -0.000479 0.293919 0.038389 7.110343 

6 -0.000002 0.000158 -0.004189 0.325572 -0.052056 9.910262 

 

t 真實機率 1P  估計機率 1P̂  相對誤差 

2 0.054489 0.055239 0.0137639 

3 0.24675 0.24695 0.0008105 

4 0.53141 0.53132 0.0001693 

5 0.78424 0.78512 0.0011211 

6 0.92339 0.921089 0.0024908 
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[ 表五、相對誤差表 ] 

在固定 n=5 與 c=1 的情況下，以中位數估計法，任意輸入 t 值， 

1
2

111
ˆ))(ˆ...(,)...( PtwYYPPtXXP nn =≤++=≤++ ,相對誤差為

1

11 ˆ

P
PP −

。 

在固定 n=5 與 c=1 的情況下，以眾數估計法，任意輸入 t 值 

1
2

1,11
ˆ̂))(ˆ...()...( PtwYYPPtXXP nn =≤++=≤++ ,相對誤差為

1

11
ˆ̂

P
PP −

 

 

t 真實機率 1P  1P̂  相對誤差 1
ˆ̂P  相對誤差 較好 

1 0.0036794 0.0036397 0.0107626 0.00363359 0.0124476 1P̂  

2 0.0052597 0.052651 0.0010304 0.052647 0.000958 1
ˆ̂P  

3 0.184516 0.184502 0.0000791 0.184489 0.0001484 1P̂  

4 0.3704107 0.3705167 0.0002861 0.3703119 0.0002667 1
ˆ̂P  

5 0.558836 0.5590467 0.0003761 0.5591152 0.0004985 1P̂  

6 0.7142273 0.7141577 0.0000974 0.7142779 0.0000708 1
ˆ̂P  

7 0.82645 0.826513 0.0000757 0.826408 0.0000505 1
ˆ̂P  

8 0.899452 0.899463 0.0000115 0.8994624 0.0000104 1
ˆ̂P  
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在固定 n=5 與 c=0.5 的情況下，以中位數估計法，任意輸入 t 值 

1
2

111
ˆ))(ˆ...(,)...( PtwYYPPtXXP nn =≤++=≤++ ,相對誤差為

1

11 ˆ

P
PP −

。 

在固定 n=5 與 c=0.5 的情況下，以眾數估計法，任意輸入 t 值 

1
2

1,11
ˆ̂))(ˆ...()...( PtwYYPPtXXP nn =≤++=≤++ ,相對誤差為

1

11
ˆ̂

P
PP −

 

 

t 真實機率 1P  1P̂  相對誤差 1
ˆ̂P  相對誤差 較好 

1 0.036384 0.036273 0.00305 0.036294 0.00248 1
ˆ̂P  

2 0.112779 0.112769 0.0000851 0.112778 0.0000053 1
ˆ̂P  

3 0.199667 0.199515 0.0007632 0.199526 0.0007081 1
ˆ̂P  

4 0.285127 0.284791 0.001176 0.284805 0.001128 1
ˆ̂P  

5 0.364084 0.363949 0.0003702 0.363951 0.0003658 1
ˆ̂P  

7 0.499024 0.4990303 0.0000124 0.4994306 0.0008139 1P̂  

9 0.6051265 0.605291 0.0002716 0.6049286 0.0003272 1P̂  

12 0.721359 0.7217506 0.0005425 0.7216734 0.0004355 1
ˆ̂P  

15 0.800804 0.800706 0.0001223 0.8006457 0.0001987 1P̂  

20 0.882105 0.882305 0.0002269 0.882294 0.0002151 1
ˆ̂P  

 

 

 

 27



在固定 n=5 與 c=5 的情況下，以中位數估計法，任意輸入 t 值 

1
2

111
ˆ))(ˆ...(,)...( PtwYYPPtXXP nn =≤++=≤++ ,相對誤差為

1

11 ˆ

P
PP −

。 

在固定 n=5 與 c=5 的情況下，以眾數估計法，任意輸入 t 值 

1
2

1,11
ˆ̂))(ˆ...()...( PtwYYPPtXXP nn =≤++=≤++ ,相對誤差為

1

11
ˆ̂

P
PP −

 

 

t 真實機率 1P  1P̂  相對誤差 1
ˆ̂P  相對誤差 較好 

4 0.106553 0.106657 0.0009666 0.106634 0.000747 1
ˆ̂P  

4.3 0.264746 0.266221 0.005571 0.265861 0.004212 1
ˆ̂P  

4.5 0.415983 0.417053 0.002571 0.415906 0.0001855 1
ˆ̂P  

4.7 0.583067 0.581803 0.002166 0.580196 0.004923 1P̂  

5 0.80505 0.80294 0.002623 0.801732 0.004126 1P̂  

6 0.999133 0.998713 0.0004199 0.998732 0.0004017 1
ˆ̂P  
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