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第一章  緒 論 

 

第一節  研究動機 

 

     近年來，台灣在國內外經濟金融環境的遽變之下，推動了一連串金融自由化的

措施，利率管制也完全解除，使利率任由市場機能決定。此雖然使資金配置更有效率， 

卻也使利率風險大幅提高﹔金融國際化的結果，更使得利率容易受到國外各主要貨幣

利率的影響，以致於波動性增加。再加上國內一般公司企業取得長期固定利率資金之

來源有限，發行公司債亦有許多障礙，故多半以浮動利率借款。如此一來，利率風險

的提高自然使得對規避利率風險金融工具的需求更殷切。 

就發展史上，在利率風險管理工具的發展方面，首先登場的是利率期貨，接著，

1982年利率交換出現;1983年初終於有了利率遠期市場，利率選擇權與利率期貨選擇

權也相繼在集中市場上出現。而利率上限與下限屬店頭市場中的上櫃交易選擇權

(over-the-counter option)，自1983年底由大型金融機構陸續推出以來，交易量不斷擴

大，目前已成為店頭市場中，交易量最大且最成功的選擇權;堪稱店頭市場上最重要

的利率風險管理工具。其利率衍生性商品成長速度之快，更是必然的趨勢。(詳見圖

1-1) 

而所謂利率衍生性商品，顧名思義即為衍生性商品的價值依附於與利率有關的

固定收益證券為標的金融工具，通常以未來一段期間之利率為標的;就其種類劃分，

主要分為遠期利率協定(Forward Rate Agreements)、利率交換(Interest Rate Swaps ,IRSs)

及利率選擇權(Interest Rate Options ,IROs)。例如債券現貨選擇權、債券期貨、債券期

貨選擇權、利率上下限等均屬之。 

當一般公司企業多以浮動利率借款、銀行以短期浮動利率吸收存款而以長期固

定利率放款、投資人持有浮動利率資產愈來愈普及之下，如何防範利率往不利方向變
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動，是各界關切的焦點。而利率上限與利率下限具有「高度有效的規避利率風險金融

工具」的特質，不僅如同其他利率風險管理工具一樣可以消除利率往不利方向變動時

的損失，還可保留當利率往有利方向變動時的好處，市場前景 

看好、潛力無限，即為國內各界可考慮選擇的有效的避險工具之一。  

由於利率下限是一個可規避利率下跌風險的有利金融商品，即為浮動利率資產

保險，使其收益率至少在某一水準(利率下限)以上的金融工具。對金融機構或券商而

言，通常持有一筆長期負債部位，為了達到 maturity match，那麼就需要購買另一筆

長期資產來沖銷;但在衡量現實市場環境後，預期未來長期利率會上漲，即長期資產

價格會下跌，故會有延後買入長期資產的動機。不幸地，若判斷錯誤，將反遭損失;

因此，可以透過購買利率下限來規避利率下跌的風險。 

因此，本論文研究主體為利率選擇權之利率下限，任何金融商品推出後的成

敗，決定於其需求與價格，而其價格之訂定是否合理，更是關鍵之所在。因此，相關

利率下限價格訂定所需考慮的因素有哪些?其訂價方式又有哪些?如何正確地評價選

擇權?為本論文所探討的課題。 

交易衍生性商品成長概況

0
500

1000
1500
2000
2500
3000
3500
4000
4500

A
gr

ic
ul

tu
ra

l

E
ne

rg
y

In
te

re
st

R
at

es

O
th

er

St
oc

k
In

di
ce

s

products

million contracts
2002
2003

  

圖 1-1 交易衍生性商品成長概況 

資料來源：TRADE data Global Services 
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第二節  研究目的 

  

建立選擇權評價模式之前必須針對選擇權的特色將選擇權加以分類，藉著對無

風險投資組合的評價，間接求出選擇權的價格。從建構投資組合的觀點來區分，選擇

權大致可分為股票選擇權與利率選擇權。其差異在於：評價股票選擇權時，僅需研究

單一或少數的股價隨機過程；評價利率選擇權時則需研究整個利率期間結構的隨機過

程，評價之複雜度因而大增。為了簡化利率選擇權的評價問題，必須對殖利率曲線的

波動有一定的瞭解，根據其特性建構出利率模型。本文的研究將著重於利率選擇權之

一的利率下限來做評價方法的探討。 

由於利率選擇權評價的複雜度遠遠超過股票選擇權，因此更難以直接求出利率

選擇權的評價公式，此時必需藉助電腦的運算能力，以數值方法求出利率下限的價

格。而目前較常被使用的數值方法可分為三種，第一種是有限差分法(finite difference 

method)，第二種是利率樹(tree or lattice method)，第三種則是蒙地卡羅模擬(Monte 

Carlo method)，每種方法各有其適用的條件：路徑獨立的利率選擇權可以採用利率樹

或有限差分法求解 ; 但路徑相依的歐式利率選擇權則無法直接使用蒙地卡羅模擬。

主要的原因在於使用數值方法求解利率選擇權時，必須先求出與市場一致的利率期間

結構，否則評價將會產生很大的誤差，利率樹可以輕易地滿足這項要求，但蒙地卡羅

模擬則較困難。因此，若要使用蒙地卡羅模擬，所產生的路徑將無法與市場利率期間

結構一致。因此，如何有效利用數值方法評價利 

率下限成為本文重要的課題。 

國內目前關於利率選擇權評價的研究，所使用的數值方法，大多僅限於

Hull-White模型的三元利率樹，或是只限對於 Vasieck 或是 Hull-White extend Vasieck 

模型之公式解來作評價分析。但是，在多數利率衍生性商品或是利率模型並非常態性

假設情況下，公式解往往並不存在。雖然從理論上可以得知，透過模擬次數的增加及

切割期數的縮小則模擬的價格期望值必然會收斂到理論價格。但切割模擬的次數到達

多少才能將誤差降低到可接受的範圍內，故如何判斷求出的數值解是否合理、正確，
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成為一個棘手的問題，才是主要問題。本文作法是先透過，均衡模型中的 Vasicek 模

型與無套利模型中的 Hull和White之 extended Vasicek模型，在假設一個隨機變數的

波動過程遵循特定的隨機差分方程式，經由隨機差分方程式產生零息債券價格選擇權

的公式解(closed form solution)，求出利率下限之公式解，接下來再透過利率樹與蒙地

卡羅模擬來評價 Vasicek 模型、CIR模型與 Hull-White模型，進而觀察切割的誤差隨

著割切次數增加時的變化情形，以供參 

考。 

又由於 Hull and White(1993)所提出的三元利率樹，可以建構出與市場完全一致

的利率期間結構，並適用於大多數的一因子利率模型，相當具有彈性，且收斂速度極

快，是非常有效率的數值方法。因此，本文將透過結合 Hull and White三元利率樹與

蒙地卡羅模擬的方式來評價路徑相依之利率下限，使其模擬出的利率隨機過程能與市

場一致，並比較其差異性。 

 

第三節  研究流程 

 

     評價利率下限時，必須先建構利率模型，將利率的隨機過程加以描述，並根據

該隨機過程，利用數值方法建構出與市場一致的利率期間結構以求出利率下限的價

格。因此本文首先將介紹本文應用的利率模型，接著介紹利率樹、蒙地卡羅模擬與結

合 Hull and White三元利率樹與蒙地卡羅模擬等不同數值方法，如何應用於評價利率

下限。另外，再透過情境分析(scenario analysis) 探討利率樹與蒙地卡羅模擬的數值解

之估計誤差與收斂情形。最後，針對利率樹之數值方法，來作敏感度分析，並做出結

論與後續研究之建議。 

  

本論文共六章，其內容大綱如下： 
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第一章  緒論：說明研究動機與研究目的 

 

第二章  文獻探討：主要分為三部分：第一部份主要是介紹不同的利率模型之特色與

限制，透過模型間的相互對照、比較，以瞭解使用數值方法時應該注意的事

項。第二部分，則介紹利率上限與利率下限評價之文獻。第三部介紹相關文

獻的數值方法，並說明各種數值方法的優缺點與適用時機。 

 

第三章  研究方法：分為四部分來探討：第一部分說明 Hull and White之三元利率樹。

第二部分介紹蒙地卡羅模擬，並介紹一些常被用於降低蒙地卡羅估計誤差，

以改善精度的技術。第三部分說明如何將利率樹與蒙地卡羅結合。第四部分

是模型參數估計部分。 

 

第四章  資料分析與參數估計：第一部分說明資料來源與處理，第二部分則針對資料

來做參數估計結果分析。第三部分為本文所應用的利率期間結構。 

 

第五章  模擬結果：主要分為四部分：第一部是在 Vasicek模型與 CIR模型以及 Hull 

and White模型下，利用利率樹與蒙地卡羅模擬對利率下限的數值解分析。

第二部分則是利用利率樹針對三個利率模型來做數值法之收斂行為分析，另

外本文還透過利率樹來評價的美式選擇權。第三部分則是探討三元利樹之

Hull and White模型的數值分析基本運作﹔以及 Hull and White模型之蒙地

卡羅模擬與利率樹結合後，其數值解的分析結果。第四部分是針對上述所分

析之利率模型數值方法，來做敏感度分析。 

 

第六章  結論與建議 
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第二章 文獻探討 

 

第一節 利率期間結構與利率模型 

 

      利率的期間結構(term structure of interest rates)乃是零息債券(zero coupon bonds)

到期期間與零息債券到期收益率相互對應的關係式。不同的利率期間結構對於債券的

評價，甚至於利率衍生性金融商品的評價都將有很大的影響，因此許多關於利率期間

結構的假設與模型相繼的被提出。但卻無法有效的應用在評價利率商品及其衍生性金

融商品。因此，關於整個殖利率曲線動態變化情形的研究，已成為近代利率理論熱門

研究的課題之一。各種關於利率期間結構在未來時點的動態描述的模型，相繼被提出。 

利率模型所扮演的角色，就如同股票衍生性商品標的物的動態行為給予符合市

場慣例的規範，然而其間的差別在於利率衍生性商品，要描述整條殖利率曲線(yield 

curve)隨時間推移所發生的移轉、平移等複雜的模型，遠較股票衍生性商品僅描述一

個股價變數的隨機過程還要複雜許多。根據不同的假設可以將這些動態利率模型分成

均衡模型(equilibrium model)與無套利模型(no-arbitrage model)兩種，再依據影響利率

變化的因子個數分成單因子模型(one-factor)與多因子模型(multi- factors)。 

 

表 2-1 利率模型的分類 

模型 一因子 二因子 

均衡模型 Vasicek(1977) 

Dothan(1978) 

Cox-Ingersoll-Ross(1985) 

Jamshidian(1989) 

Brennan-Schwartz(1978) 

Chaplin(1978) 

Langetieg(1980) 

Coutadon(1982) 
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Longstaff(1989) 

Beaglehole-Tenny(1992) 

Constantiedes(1992) 

Cox-Ingersoll-Ross(1985) 

Longstaff-Schwartz(1992) 

Chen-Scott(1992) 

無套利模型 Ho-Lee(1986) 

Black-Derman-Toy(1990) 

Hull-White(1990) 

Black and 

Karasinski(1991) 

Heath-Jarrow-Morton 

(1990,1992) 

    

一、均衡模型 

       均衡模型是由即期利率的經濟變數開始發展，首先假設影響短期利率的因子

及其隨機過程再加上資產定價模型，導出在風險中立情況下的債券價格。常見的

均衡模型有單因子的 Vasicek(1977)模型、CIR(1985)模型、二因子的 Longstaff & 

Schwartz(1992)模型等，其對利率隨機過程的假設各有不同，故得出的利率期間結

構也有所差異。不過由於這些模型假設其參數為定值，與實際情況不盡相同，故

所得出的理論利率期間結構常與當時市場上實際的利率期間結構無法吻合，成為

此類模型較為人所爭議之處。 

 

1、Vasicek模型 

Vasicek模型為最早提出之均衡模型。此假設參數是固定的，短期利率具

有回復均數(Mean reversion)的性質，且符合 Ornstein-Uhlenbeck(OU) Process： 

( ) dzdtrdr ⋅+−= σµβ  

    其中，r:短期利率，β:均數回復調整速度，μ:短期利率的平均值，σ:短期利

率的標準差，z:韋納過程(Wiener Process)。 dtdz ×= ε ，其中ε服從標準常態

分配。 
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     在 Vasicek模型中，時點 s支付一元的零息債券在時點 t的價格為： 
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Jamshidian(1989)承襲Vasicek模型進一步評價零息債券選擇權。其特色在

於將風險中立過程(risk-neutral process)轉成forward – adjusted過程，可簡單求解

零息債券選擇權之價值。由於每個floorlet可視為浮動利率的賣權或零息債券的

買權，使用Vasicek 模型計算每個floorlet的價值，即可假設為一零息債券的買

權價值，表示如下: 
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另外，Stapleton 和 Subrahmanyam(1990)推導利率選擇權與零息債券選擇權之

間的關係，可得到一單位以 s(單位年)期利率為標的之買權到期支付時，若與

1單位以 s期零息債券為標的之賣權到期之支付相同，則： 

X = ))360/365(1/(1 ××+ sx  

其中：s 為零息債券到期日，T為零息債券選擇到期日，L 為到債券的面額，

X為債券執行價格，x %為執行利率，N( )代表累積常態分配。 

      P(t,s)為在 Vasicek模型中，時點 s支付 1元的零息債券在時點 t的價格。 

      P(t,T)為在 Vasicek模型中，時點 T支付 1元的零息債券在時點 t的價格。 
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2、Cox, Ingersoll, and Ross 模型 

         由於 Vasicek所提出的模型中假設利率隨機過程呈現常態分配，因此利率可

能出現負值。Cox, Ingersoll, and Ross為解決此一問題而提出了均方根(square root)

模型，假設利率波動為平方根隨機過程，認為短期利率符合以下的隨機過程：

( ) dzrdtrdr ⋅+−= σµβ  

    其中 r:短期利率，β:均數回復調整速度，μ:短期利率的平均值， rσ :短期利

率的標準差，z:韋納過程(Winner Process)。 

    CIR模型中，時點 s支付 1元的零息債券在時點 t的價格為： 
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     選擇權的評價公式為： 
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     其中，T為選擇權到期日，s為債券到期日， 2χ 分配，λ為市場風險溢酬。 

K為債券執行價格，k%為執行利率。 

3、Longstaff & Schwartz(1992)模型 

         Longstaff & Schwartz不僅將模型擴充至多因子，並且透過變數變換的方式
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將原先無法觀察到的變數轉成具有經濟上的意義，此模型所提出的二因子為短

期利率及利率波動性。二因子模型雖然解決了單因子模型中的部分問 

     題，但仍然有以下的問題： 

(1) 由於二因子模型的參數結構過於龐大，所以造成估計與運算上的困難。 

(2) 二因子利率模型所估計出來的殖利率曲線與實際資料仍有偏誤。 

 

二、無套利模型 

         由於均衡模型無配適出與市場上的利率期間結構相吻合的理論利率期間結

構，故有無套利模型的產生。它是把觀察到的市場利率期間結構當作原始資料輸

入，如此所得出的模型可以配適整個實際的利率期間結構，保證理論價格與市場

價格一致。此類的文獻包括 Ho&Lee(1986)、 Black-Derman- Toy(1990)、

Hull-White(1990)、Heath-Jarrow-Morton(1990,1992)等。 

 

(一)  利用零息債券價格配適與市場利率期間結構吻合的模型： 

        --- Ho & Lee(1986) 

          此模型是由 Thomas Ho與 Sang-bin Lee於 1986年所提出，他們以現有的

市場利率期間結構(轉為零息債券價格)為輸入變數，再以二項樹狀圖的結構推

展出將來各種不同期限的零息債券價格可能的變化。將模型以連續的方式：

( ) dzdttdr ⋅+⋅= σθ  

      其中，σ:短期利率標準差，?(t):時間函數。債券的價格函數如下： 

       22
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       零息債券的歐式選擇權價格為： 
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其中 L代表債券面額，X代表執行價格。 

Ho-Lee 模型的特色是它的單純性、評價容易，且提供對現今利率期間結

構一個良好的配適效果。但是缺點是，由於假設利率變化為常態分佈，所以可

能出現利率值為負的情形。此外，該模型的利率隨機過程不具備均數回復的現

象。而且，所有的即期與遠期利率具有相同的標準差 σ，因此並無法配適起

始點的利率波動性結構(term structure of volatility)。 

 

(二) 利用即期利率配適與市場利率期間結構吻合的模型： 

1．Black-Derman-Toy(1990) 

            BDT模型假設即期利率呈現對數常態分配，市場上所有債券的殖利率

變動完全相關。模型中除了吻合市場現有的利率期間結構外，尚還吻合利率

變異數之期間結構，所以即期利率變異數會隨著時間的改變而變動，不再如

Ho-Lee和 Hull-White模型中假設為常數的狀況。以連續型的隨機模型來表示

BDT模型如下： 

           ( ) dztdtr
t
t

trd ×+×






 ′
+= )(log

)(
)(

log σ
σ
σ

θ  

           BDT模型同樣以二項樹狀圖來建構利率期間結構模型，即期利率為對數

常態分佈，其所建構的利率期間模型具有均數回復的效果，不僅能確保利率

結構不會發生利率為負的現象，且也能夠描繪市場真實利率變動的行為。但

缺點是對於債券的評價公式無法求出。 

2．Hull-White 模型(1990) 

            Hull and White 針對 Vasicek模型無法滿足市場上真實利率期間結構及
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Ho-Lee 模型沒有均數回復的缺點，重新建立即期利率隨機模型，以使模型

得以符合現今的利率期間結構，其假設利率為常態分配，利用三元樹狀結構

圖來配適市場的利率期間結構，故能反映利率均數回復的特性。且此模型的

優點是，不論對零息債券或歐式選擇權價格來說，皆有其相對的封閉解。 

將這個模型的隨機過程以最一般化的形式表示： 

         ( ) dzrtdtrattdr b ×⋅+×−⋅−= )()()()( σβθ  

        當 b=0時，模型變成 

extended Vasicek model ( ) dztdtrattdr )()()()( σβθ +×−⋅−=  

當 b=0.5時，模型變成 

extended CIR model ( ) dzrtdtrattdr ⋅+×−⋅−= )()()()( σβθ  

當 )(tβ 與 )(tσ 為常數，a=0、b=0時，一般式將變成  

( ) dzdtrtdr ⋅+×⋅−= σβθ )(  

其中，r:短期利率，β:均數回復調整速度，σ:短期利率的標準差 

        ?(t):可以由期初利率期間結構求得。 

( ) ( ) ( ) ( )t
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β
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βθ 2
2

1
2

,0,0   

在此 F(0,t)代表 t點到期的遠期利率函數。在上式中最後一項通常可忽略 

不計。因此可以改寫成： [ ] dzdtrtFtFdr t ×+×−+= σβ ),0(),0(  

以上式與債券價格到期日價值為面額的限制式，可以解出第 s期到期的零息

債券在第 t期的封閉解價格： 
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由於每個floorlet可視為浮動利率的賣權或零息債券的買權，使用Vasicek 模型

計算每個floorlet的價值，即可假設為一零息債券的買權價值，表示如下： 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]
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( )

( )[ ]
ββ
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⋅
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其中：s 為零息債券到期日，T為零息債券選擇到期日，L為到債券的面額，

X為債券執行價格。 

   

Hull and White 承襲 Vasicek均衡利率模型的架構，並以市場上起始點的

利率期間結構當成模型的輸入資料，使得模型得以配適實際市場上的利率期間

結構。除了符合均衡模型的設定之外，也利用無套利模型強調符合真實利率期

間結構的配適原則來建構模型。此模型雖解決了均衡模型無法符合實際利率期

間結構的問題，同時又能得到債券與選擇權的評價公式。因此，在評估三元利

率樹的收斂性質，本文是以這個模型作為三元利率樹評價為基礎。 

 

(三) 建立瞬間遠期利率的模型： 

       ----Heath-Jarrow-Morton(1990,1992) 

          Heath-Jarrow-Morton認為瞬間遠期利率包含了投資人對未來資訊的預

期，故欲了解利率期間結構的變化，應將探討的焦點置於遠期利率上。 

此模型的隨機過程如下： 

        dzTtdtTtTtdf ⋅+⋅= ),(),(),( σα  

其中，f為 instantaneous forward rate。債券的價格函數為： 
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其中， σσ =t 。此模型與先前模型最大的不同點在於以遠期利率 ),( Ttf 代替短

期現貨利率(short rate or instantaneous spot rate)。 

此模型為連續時間模型，模型中以外生的方式給定起始點不同期限的遠期利

率，而期間結構則為遠期利率的函數，藉由固定的遠期利率之變異數維持樹狀

結構中的路徑獨立，且因為只需估計遠期利率的變異數，所以並無 Ho-Lee模

型中參數估計值不穩定的情形。此模型最大的缺點在於：模型的利率隨機過程

不是馬可夫過程，將造成模型的複雜度大增，求解更加困難。 

 

三、均衡模型與無套利模型比較  

    依據 Hull and White(1990)將短期利率 r的隨機過程通式假設如下：  

     ( ) dzrtdtrattdr b ×⋅+×−⋅−= )()()()( σβθ   

當 b在各種利率模型中通常被設為 0、1/2、1 分別代表 Normal、Noncentral 

chi-square 2χ 、Lognormal的分配，dz為Winner process，其平均數與變異數分別

為 0與 dt。 

下列五種常見的利率隨機過程： 

1、 Ornstein-Unhenbeck process(簡稱 OU process) 

2、 Mean-reverting square root process (簡稱 SR process) 

3、 Lognormal process(簡稱 LN process) 

4、 Ho and Lee discrete bi-normal process (簡稱 HL process) 

5、 Hull and White extended vasicek process(簡稱 HW process) 

        表 2-2顯示 前三種為均衡模型(一因子固定參數模型)，後兩種為無套利模

型(一因子變動參數模型)，差別在於利率隨機過程中有沒有 )(tθ 來配置目前的收

益率曲線。利率不像國民生產毛額(GDP)或是股價指數會有上升的趨勢，而是會

呈現平均反轉現象(mean-reverting), 即當利率過高時會反轉向下，相反的，當利
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率過低時會反轉向上。OU、SR、HW因為提供此特性將更能反應實際經濟現象。

然而 OU、HL 因假設利率的隨機過程為常態分配，而有負利率的產生將不符合

另一個實際經濟現象。SR、LN分別使用 Noncentral chi-square 2χ 與 Logonormal

的分配消除負利率的產生，然而因為短期利率的變異數是利率的函數，因而也是

時間的函數，所以產生的解較為複雜。 

       但是，常態性的假設容易在債券、選擇權或是其他利率產品獲得公式解

(Closed form solution)，使得評價上較容易且快速。而非常態性之利率模型常需藉

助數值方法，不僅實際操作因難且往往需耗費大量電腦運算時間。而由上小節已

介紹 OU、HW為利率隨機過程的 Vasicek模型與 Hull and White extended Vasicek

模型，其零息債券價格以及零息債券選擇權的公式解，便可評價利率下限的價值。 

表 2-2  不同利率模型之比較 

利率隨機過程 
均 數

反轉 
負利率 

配置市收

益率曲線 

隨機

分配 

變異數 

假設 
代表模型 

OU   ( ) dzdtrdr ⋅+−= σµβ  有 可能 沒有 常態 獨立 Vasicek(1977) 

SR ( ) dzrdtrdr ⋅+−= σµβ  有 不可能 沒有 卡方 相依 CIR(1985) 

LN   dzrdtrdr ⋅⋅+××= σµ  沒有 不可能 沒有 
對數

常態 
獨立 

Rendleman-Ba

tter (1980) 

Brennan-Schw

artz(1978) 

HL   ( ) dzdttdr ⋅+⋅= σθ  沒有 可能 有 常態 獨立 Ho-Lee(1986) 

HW 
( )

dzt
dtrttdr

)(
))(()(

σ
αβθ

+
−−=

 有 可能 有 常態 獨立 
Hull-White 

(1990) 

 

表 2-3 均衡模型與無套利模型比較 

比較項目 均衡模型 無套利模型 
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模型所需的資料 利用統計方法估計 起始點的期間結構 

運用於現貨市場 可以 無法運用 

運用於衍生性金融商品 較差 可以 

模型的持續性 參數穩定 不一致 

資料來源：Bruce Tuckman(1995) 

 

第二節  利率上限與利率下限評價之文獻 

 

      利率模型的發展使得利率上下限之評價更廣泛被研究，從早期的 Abken (1989)

使用蒙地卡羅模擬來評價利率上限，到 Stapleton and Subrahmanyam (1990,1993)首先

轉換利率選擇權與零息債券選擇權的關係，在假設零息債券之折價成對數常態分配，

利用 Black and Scholes(1973)模型評價。而 Hull and White (1990)引進利率模型，擴充

Vasicek(1977)和 Cox,Ingersoll,and Ross(1985)，使模型的參數不再是固定，並獲得零息

債券選擇權的公式解來評價利率上限，至此 Hull and White的一因子參數變動模型廣

泛被研究。Briys, Crouhy and Schobel(1991)在假設零息債券價格的隨機過程至少與兩

種利率的隨機過程為常態的假設一致，即OU利率隨機過程與隨機漫步(Random walk)

利率隨機過程，獲得評價利率上限的公式解。Hull-White(1990,1993b,1993c)同樣將利

率上限與利率下限視為零息債券選擇之組合，應用 Hull-White(1990)之 extended 

Vasicek模型，評價利率上限與利率下限。 

     而在國內方面，應用利率模型來評價公司債附有利率上限、利率下限的有

Hwang(1995)與林容竹(1995)，游登茂(1996)、楊振海(1999)。而林容竹(1995)則以

Black(1979)模型和 Hull and White extended Vasicek 模型對遠紡 62期公司債、遠紡 63

公司債所附利率上限進行評價。另外，游登茂(1996)則是利用一因子 Vasicek 模型、

Hull and White extended Vasicek模型以及二因子 Vasicek模型，並使用其產生零息債

券選擇權的公式解來評價公司債附有利率、利率下限及利率雙限的價值，另外還對利
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率 Black and Scholes(1973)模型反推隱含變異數(implied volatility)。而楊振海(1999)則

利用 Hull and White extended Vasicek 模型，來對平均利率上限與利率上限評價。許嘉

玲(2002)主要是以 Hull-White(1990b)無套利機會利率模型(No Arbitrage Model) 為基

礎，推導出一吻合現今市場殖利率曲線之一般化 IRS利差期間結構模型，並利用美元

IRS之資料進行參數估計與模型解釋能力分析，以避免非 IRS契約本身之因素所造成

的影響。 

 

第三節   數值方法相關文獻 

 

在評價利率衍生性資產時，首先必須針對該資產的特性找出適合的模型來評

價。模型確定後，如果無法直接求得公式解，則必須根據模型的特性，找出適合的數

值方法求得模型的數值解。在大多數的情形下公式解都無法求得，數值解是唯一的選

擇。較常用於求解利率模型的數值方法有利率樹(lattice or tree method)、蒙地卡羅模

擬(Monte Carlo method)與有限差分法(finite difference method)，三種方法各有其適用

的場合，本文將針對蒙地卡羅模擬與利率樹來說 

明。 

 

一、蒙地卡羅模擬  

         蒙地卡羅模擬主要用於評價路徑相依的歐式股票選擇權，其理論基礎來自

於 Cox and Ross(1977)。他們認為只要選擇權可以透過其他資產完全複製，則選

擇權價格便可直接以無風險利率將到期日的期望現金流量加以折現而求得。蒙地

卡羅模擬的作法便是模擬出許多股價波動的路徑，每條路徑分別求出選擇權到期

日的現金流量，最後將所有的現金流量加以平均並折現，便可得到選擇權的價格。 

         Boyle(1977)是第一位將蒙地卡羅模擬應用於選擇權評價的學者，由於蒙地

卡羅模擬的簡單易用，故被許多學者都用於評價無法求出公式解的選擇權，例如
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Johnson and Shanno(1987)，Hull and White(1987)與 Scott(1987)。然而， 

    沒有一種數值方法是完美無缺的，蒙地卡羅模擬也不例外。 

         蒙地卡羅模擬主要的缺點有三個：第一個是估計時，標準誤降低速度十分

緩慢; 其次是不適合用於美式選擇權的評價; 此外，用於求解利率模型時，無法

得到與市場完全一致的利率期間結構。由於許多的評價問題只能以蒙地卡羅模擬

求解，因此許多學者開始針對上述的三個缺點提出改善的方法。 

        Hull and White(1988)以控制變異(control variate)來降低蒙地卡羅所產生的估

計標準誤。Kemna and Vorst(1990)則使用控制變異降低蒙地卡羅模擬評價亞洲選

擇權的估計標準誤。還有許多其他的方法可以降低估計標準誤，包括對消變異

(antithetic variate)，分段抽樣(stratified sampling)等方法，這些用來降低蒙地卡羅

模擬誤差的方法通稱為變異降低技術(variation reduction techniques )。 

         Tilly(1993)是最早使用蒙地卡羅模擬於美式選擇權評價的學者，此外

Barraquand and Martineau(1995)，Boyle ,Broadie and Glasserman(1995)，Broadie 

and Glasserman(1997)等學者，也提出一些使用蒙地卡羅模擬評價美式選擇權的方

法。這些方法主要的概念是在模擬隨機變數的路徑時，在每個節點上分別判斷選

擇權是否會被提前執行，如果不會提前執行，下一期只需模擬出一個節點即可; 

若可被提前執行，則下一期必須模擬多個節點，直到選擇權到期日為止，不斷重

複此一步驟，求出許多的路徑，最後再將折現的現金流量取平均值，便可求出選

擇權的價格。 

         目前還沒有文獻專門探討如何利用蒙地卡羅模擬出與市場利率期間結構一

致的路徑。Hull and White(1993)曾提到以蒙地卡羅模擬結合 Hull and White三元

利率樹的方式評價路徑相依之利率選擇權，如此便可解決蒙地卡羅模擬無法產生

與市場利率期間結構一致之路徑的問題，但文中並沒有針對這個問題作深入的探

討。Wang(1997)將蒙地卡羅模擬與利率樹結合以評價利率選擇權，但文中的利率

樹是建構在 CIR模型上，由於 CIR模型所產生的利率期間結構不一定會與市場

一致，故用於評價選擇權時可能會造成誤差。 
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         本文則採用Hull and White (1993)的建議，將蒙地卡羅模擬與Hull and White

三元利率樹結合，使模擬出的利率隨機過程與市場利率期間結構一致，進而用於

路徑相依之利率選擇權評價。 

 

二、 利率樹 

樹狀模型模擬最早是在1979 年由Cox-Ross-Rubinstein 所提出的二項式模

型（Binomial Model），評價股票選擇權，該方法由於觀念簡單易懂，容易使用，

再加上可用於美式選擇權的評價，很快就在學術界與實務界佔有一席之地。 

Ho and Lee(1986)首度將二項定價模式用於評價利率選擇權。由於他們所使

用的方法可以產生與市場利率期間結構完全一致的解，在概念上又與CRR的二項

定價模式十分相近，故很快就受到學術界的青睞。Black,Derman and Toy(1990)與

Hull and White(1993)也分別利用二元利率樹與三元利率樹來評價利率選擇權，其

中又以Hull and White三元利率樹最受重視，原因是Ho and Lee與BDT的二元利率

樹都只能用於特定的模型，而Hull and White三元利率樹幾乎可用於所有的一因子

模型，一旦利率樹建好後，將可用於評價所有路徑獨立的利率選擇權。另外，有

限差分法(EFD)與三元利率在本質上是相同的，Hull and White三元利率樹也是從

EFD發展而成。Hull and White(1990)使用EFD評價衍生性資產，並將EFD對於具

有均數回復性質的利率隨機過程可能無法收斂的缺點加以改進，以確保EFD的收

斂。Hull and White(1993)則進一步將EFD轉換成三元利率樹。 

Kijima and Nagayama(1994)與 Pelsser(1994)，則提出第二階段平移函數的封

閉式解，可以減少許多運算時間。但由於三元利率樹是在間斷時間(discrete time)

的假設下所建構， 平移函數的封閉式解則是連續時間(continuous time)的假設下

所求得，如果在第二階段直接透過平移函數的公式解來建構最後的利率樹，則可

能造成求出的利率樹無法與市場的利率期間結構完全一致。 

Hull and White(1994)針對 1993年所發表的三元利率樹加以改進，以提升其運

算效率，Hull and White(1996)再度以 1994年的改良三元利率樹為基礎，說明許多
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在 1994年的文章中沒有涵蓋到的細節加以闡述。故 Hull and White 三元利率樹是

一個評價利率衍生性資產非常有效率的數值方法 
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第三章 研究方法 

 

第一節  Hull and White三元利率樹 

 

三元利率樹模型主要是由於二元樹收斂的速度緩慢所發展出來， Hull and 

White(1990)將CRR 的二項式模型加以擴展，發展出三元利率樹模型。 

Hull and White利率模型對利率的隨機過程設定為： 

( ) dzdtrtdr ⋅+⋅⋅−= σβθ )(                                        (3.1) 

其中 r是短期利率(short rate)，而 )(tθ 是用來使模型能與市場上的利率期間結構一致

的調整項，而β與σ是模型的參數，其中σ決定短期利率的波動性，β則決定長

期利率與短期利率相對的波動性。(3.1)式子可以改寫成下式： 

  dzdtr
t

dr ⋅+⋅







−= σ

β
θ

β
)(

                                       (3.2) 

由上式可以看出：在時點 t，r會以β的速度向
β

θ )(t
趨近，所以 Hull and White是具

有均數回復(mean-reverting)特性的利率模型。 

Hull and White在 1994年提出使用(3.2)式利率模型，來建構三元利率樹的方法，其建

構方法分成兩階段進行：第一階段先求出 *dr ，建構出 )(* tr 的利率樹;第二階段再求

出平移函數 )(tθ ，並利用 )()()( * ttrtr θ+= ，而建構出真正的 )(tr 三元利率樹。以下將

分別介紹其建構觀念及方法。 

 

一、第一階段利率樹之建構 

首先將(3.1)式拆解成為下列的型態： dttdrdr ×+= )(* θ  

定義隨機變數 dzdtrdr ⋅+⋅−= σβ **   
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由該式子可知，此隨機過程對稱於 0* =r ，而隨機變數 )()( ** trttr −∆+ 是常態分

配，若 1,0 >=∆ nt n ，則其期望值與變異數分別為： 

[ ]
[ ] ttrttrVar

ttrtrttrE

∆=−∆+

∆⋅−=−∆+
2**

***

)()(

)())((

σ

β
                               (3.3) 

由數值方法的文獻中可知，若將 r∆ 設定成 tr ∆=∆ 3σ 將會使誤差最小。 

定義節點 ( )ji, 代表處於第i期 ( )tit ∆= ，狀態(垂直高度)為j( )rjr ∆=* 的節點，

則任一節點 ( )ji, 的利率值為 rjr ∆=* ，由此便可求出每一個狀態(垂直高度)的利

率值。在此利率模型下，當節點由時點 t到時點 t+1時，利率的變化有三種路徑，

但是不同利率水準的節點，其分枝(branching)形狀可能不同，所對應的分枝機率

(branching probabilities)也會不同，見圖 3-1： 

 

               (a)                   (b)                (c) 

 

  圖 3.1：三元利率樹可能之分枝形狀 

 

在一般情形下，三元樹的分枝形狀為圖 3-1(a)，然而由於利率具有均數回復

的特性，所以節點的分枝形狀會隨者利率水準的高低而改變，當利率處於低檔

時，三元樹的分枝形狀可能會出現如圖 3-1(b)的情形，使利率有往上回升的傾向;

反之當利率處於高檔時，三元樹的分枝形狀能會出現如圖 3-1 (c)，使利率有向下

調整的傾向。 

各分枝機率的求算方法如下：假設參數 a>0的情形下，當 j夠大 )( maxjj > 則
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分枝形狀必須由(a)變成(c);當j夠小 )( minjj > ，則分枝形狀會由(a)變成(b)。其中， maxj

為
t∆β

1835.0
值的最小整數，而 maxmin jj −= 可以保證所有分枝機率恆為正。在每一個節

點，其最高、中間、最低分枝的機率各以 Pu、Pm、Pd來代表(參數見圖 3-1)，在符

合 r*與原來利率隨機過程，期望值與變異數必須一致，且各分枝機率總和必須等於 1

的限制下，可以得到 3條方程式。此三條方程式分別為： 









=++
∆∆+∆=∆+∆

∆∆−=∆−∆

1

2222222

dmu

du

Du

PPP
trjtrPrP

trjrPrP

βσ

β

 

以 tr ∆=∆ 22 3σ 代入求解，便可得到分枝機率為： 

在圖 3-1(a)的分枝形狀下，各分枝機率為： 
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在圖 3-1(b)的分枝形狀下，各分枝機率為： 
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在圖 3-1(c)的分枝形狀下，各分枝機率為： 
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第一階段的三元利率樹，每一個節點的分枝機率只與狀態(垂直高度)有關，
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且利率樹上下對稱的，也就是說同一時點但位置上下對應的節點，其分枝機率恰

好是相反的。 

 

                         圖 3.2第一階段三元利率樹 

 

二、第二階段利率樹之建構 

定義： )()( * tirtiri ∆−∆=θ 。先求出平移函數 )(tθ ，再將第一階段所求出的

利率 r*加上去，便可以得到真正的三元利樹 r。Hull & White以數值方法循環求

解平移函數，介紹如下： 

jiQ , 代表在第 i期，當第 j種情狀發生時現金流量為$1，其他情況發生時現金流

量為 0的證券價格。在第 i期 jiQ , 已知之下，(i+1)到期的折價債券(discount bond)

之價格為 

       [ ]∑ ∆∆+−=+
j

iji trjQiP )(exp)1( , θ                            (3.4) 

整理可得 

        
t

iPeQ
j

trj
ji

i ∆

+−
=

∑ ∆∆− )1(lnln ,

θ                               (3.5) 

iθ 求出後，便可利用下式求出 jiQ ,1+ ， 
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         [ ]∑ ∆∆+−=+
k

ikiji trjjkPQQ )(exp),(,,1 θ                     (3.6) 

其中 P(k,j)代表從節點(i,k)到節點(i+1,j)的機率。 

當 jiQ ,1+ 已知，可利用上述觀念求出 1+iθ ，如此可將整個平移函數求出，得到

符合市場利率結構的利率樹。透過上述的方法來求解平移函數最大的好處在於可

以使求出的三元利率樹與市場利率期間結構完全一致。 

          

 

 

                         圖 3.3第二階段三元利率樹 

 

第二節   蒙地卡羅模擬 

 

蒙地卡羅模擬原本是應用在其他領域，Boyle(1977)首先將蒙地卡羅模擬用於衍

生性資產的評價。蒙地卡羅模擬的概念非常簡單，只是隨機抽樣加上大數法則的應用

罷了，所有選擇權價格的隨機過程都能以隨機偏微分方程式 (stochastic partial 

differential equation, SDE)描述，選擇權評價主要的工作就是求解SDE,SDE是很難求解

的問題，在許多情形下根本求不出封閉解，此時可以利用蒙地卡羅模擬出SDE的路

0 s T 
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徑，進而估計SDE的解。以下將舉一例說明蒙地卡羅模擬的概念與 

作法。 

假設有一個隨機變數 )(tri 其波動是隨著某一組隨機變數所影響，則 )(tri  

隨機過程可表為：   ∑
=

+=
nk

kikiiii tdztrtdttrtutdr
,1

, )())(,())(,()( σ          (3.7) 

其中 idz 為布朗運動( dtdzdzEdzE ijjii ρ== )(,0)( )， iu 與 ikσ 分別代表 ir的 drift與

volatility，當 ikσ 符合某些條件時，上式可改寫為        

∫ ∫ ∑
= = =

++=
t

s

t

s

n

k
kiikii sdzsrsdssrsurtr

0 0 1

)())(,())(,()0()( σ                     (3-8) 

在(3-8)式第一個積分式是普通的 Riemann積分，而第二個積分式則是隨機積分，蒙地

卡羅模擬的概念就是把式子中的積分項改成間斷時間(discrete time)的形式  

   

)())(,()())(,(

))(,())(,(

0 1 1

0

sk

t

r

n

k s

n

k
sisikkiik

t

s s
sisiii

tZtrtsdzsrs

ttrtdssrs

∫ ∑ ∑∑

∫ ∑

= = =

=

≅

∆≅

σσ

µµ

 

為求得 r(t)可透過 ∑
=

+∆+=∆+
nk

sksisiksisisx tztrtttrttrttr
,1

)())(,())(,()()( σµ  

遞迴求解，其中   
)1,0(~

)(

N

ttZ ksk

ε

ε ∆≅∆
 

因此，蒙地卡羅模擬法是假設資產價格的變動依附在服從某種隨機過程的型

態，利用電腦模擬，在目標時間範圍內，產生隨機價格路徑，並依此建構資產報酬分

配。此一估算程序如果用以描述投資組合價值變動行徑之模式適當，而且用來模擬情

境發生的亂數產生器(random number generator)符合真正隨機亂數的性質，則模擬建構

的投資組合損益分配即可精確描述該投資組合損益分配之特性。另外，蒙地卡羅模擬

法的價格變動率 ix∆ 是從指定的模型中任意抽取出來的。其主要有以下幾個步驟： 

1、選擇一個適合描述資產價格的模型，並利用歷史資料估計該模型的參數。 

2、利用電腦中的亂數產生器來產生隨機變數的模擬值，並代入模型中，則可得
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到一個未來資產價格的路徑。 

3、重複多次使所模擬的資產價格的分配收斂至所假設的分配。 

例如，圖 3-4是利用蒙地卡羅模擬的一條路徑，其隨機過程為 ：

dzrdtrdr γσβα ⋅+⋅+= )(  其中假設 05.0,5.0,3.0,2.1,06.0 0 ===−== rγσβα  

n =100。 

 

                      圖 3.4蒙地卡羅所模擬之路徑 

蒙地卡羅模擬常為人所詬病的缺點是收斂速度太慢，因此蒙地卡羅模擬很難直

接用於衍生性資產評價。然而對於某些衍生性資產而言，蒙地卡羅模擬是唯一可行的

評價方法，因此許多學者開始研究降低蒙地卡羅模擬估計誤差的方法。 

Hull and White(1988)以控制變異(control variate method)來降低蒙地卡羅模擬的

估計誤差。控制變異的作法是，找出與被評價資產 A 具有高度相關且具有評價公式

的資產 B，同時對資產 A與資產 B進行蒙地卡羅模擬分析，分別求出資產價格的估

計值 *
Af 與 *

Bf ，則可以利用  BBAA ffff +−= **  求出 Af 做為資產 A 的價格估計值，

其中 Bf 是資產 B以評價公式求出的價格。 

例如我們可以找到另一個機率密度函數h而在h之下 )(⋅g  的期望值有公式解， 

也就是說， ∫=
A

dyyhygG )()( 是可以直接計算的。 

那麼以下必然成立: ( )∫ −+=
A

dyyhyfygGg )()()(  
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我們只要分別從 f 及 h 產生樣本 y 及 z， 便可以獲得 g  的另一個估計式: 

( )GgGg ˆˆ* −+=   其中  ∑
=

=
n

i
iyg

n
g

1

)(
1

ˆ  and ∑
=

=
n

i
izg

n
G

1

)(
1ˆ  

值得注意的： *g  是一個不偏估計式且變異數為

)̂,̂(2)ˆ()̂()( * GgCovGVargVargVar −+=  

只要 2/)̂()ˆ,̂( GVarGgCov >  或 )̂(/)̂(
2
1

)̂,̂( gVarGVarGgCov >  ， *g  的變異數就會

小於 ĝ 的變異數， 因此， 這個方法利用高正相關的兩個估計式提供了一種改善精

度的方式。  

 另一種常用的方法是分段抽樣(stratified sampling)，作法是先將隨機變數的定義

域分段，針對不同區段分別模擬隨機過程的路徑，當劃分的區段愈多，則估計誤差降

低的效果愈顯著。但隨著區段的增加，所耗費的運算時間也會跟著上升。 

接著要介紹的是對消變異(antithetic variate method)，這是最簡單的方式。利用負

相關變數的概念。 例如，在模擬過程中我們用一個取自 U(0,1) 的變數 u 產生一個

yu 及對應的g(yu)， 當然也可用 1-u產生一個y1-u 及對應的g(y1-u)， 則 

[ ])()(
2
1~

1 uu ygygg −+=   也會是 g  的不偏估計式且 

g~變異數為  ))()((
2
1

))](())(([
4
1

11 uuuu ygygCovygVarygVar −− +++  

若 g(yu) 與 g(y1-u) 為負相關， g~的變異數也會較 ĝ小。 

而實際簡單的作法，是每模擬出一個數值 dz，直接以-dz當作另一條模擬路徑的數值 

(請參考下圖 3-5 )。由於兩個隨機過程為完全負相關，因此可以有效降低估計誤差;

此外，由於-dz只需將 dz變號即可求得，不需特別的處理，故運算時間較其他方法少。 

例如 dzrdtrdr γσβα ⋅+⋅+= )(  其中假設 05.0,5.0,3.0,2.1,06.0 0 ===−== rγσβα  

n =100。 
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                    圖 3.5對消變異所模擬之路徑 

 

  由於蒙地卡羅模擬是透過電腦產生的亂數去模擬隨機變數，因此電腦亂數的隨

機性成為影響蒙地卡羅模擬效果的重要變數。但由於電腦無法產生真正的亂數，而是

利用一些演算法製造出類似具隨機性的亂數。研究結果發現使用電腦所產生的虛擬亂

數，會發生群聚的現象，可能會對模擬的結果產生不良的影響。為了解決這個問題，

學者開始嘗試利用非隨機(deterministic)的數列代替虛擬亂數，目的是希望每一個數值

能均勻地分佈，這種技術稱為Quasi-Monte Carlo，採用的數列最通稱為 low discrepancy 

sequence。 

  由於採用 Quasi-Monte Carlo 所耗費的運算時間比傳統的蒙地卡羅模擬多，而

蒙地卡羅模擬加上對消變異後，運算時間並不會增加，因此是演算效率最佳的方法。

本文在評價路徑相依利率選擇權亦採用蒙地卡羅模擬加上對消變異的方法。 

 

第三節  結合利率樹與蒙地卡羅模擬 

 

          由於利率樹先天上的限制，使得利率樹並不適合用於路徑相依(path dependent) 



 30 

利率選擇權的評價。雖然，蒙地卡羅模擬非常適合用於評價路徑相依的股票選擇權，

但由於股票選擇權與利率選擇權本質上的差異，故無法直接使用蒙地卡羅模擬於路徑

相依之利率選擇權的評價。主要的原因在於使用數值方法求解利率選擇權時，必須先

求出與市場一致的利率期間結構，否則評價將會產生很大的誤差，利率樹可以輕易地

滿足這項要求，而蒙地卡羅模擬則較困難。因此，若要使用蒙地卡羅模擬, 所產生的

路徑將無法與市場利率期間結構一致。 

  為了評價路徑相依之利率選擇權，必須將蒙地卡羅模擬加以修改，使其模擬

出的利率隨機過程能與市場一致，為了達到這個目的，本文將透過結合蒙地卡羅模擬

與利率樹的方式，使蒙地卡羅模擬所產生的路徑能與市場一致。實際的作法是先建構

一個與市場利率期間結構完全一致的利率樹，再從利率樹上隨機抽樣，產生所需的路

徑。 

      三元利率樹建構完成後，即可利用蒙地卡羅模擬在利率樹上抽樣。亦即在任一

節點上，抽出一個介於零與一之間的隨機變數 s，當 s 小於 Pu時，則下一期的節點

上升;當 Pu< s < (Pu+Pd)時，下一期的節點不變;當 s大於等於(Pu+Pd)時，節點則下

降。重複此一步驟，即可得到利率波動的路徑，每一條路徑可求出一個價格。重複

1000次上述步驟，最後將有路徑所求出的價格平均，即可得出價格的估計值。 

   

第四節 參數估計 

 

本文採用 Chen and Scott(1993)所用的最大概似估計法(Maximum Likelihood 

Estimation)來作為估計參數的方法。此方法最大的優點在於，若利率的分配給定後，

利用利率機率密度函數可準確估出參數，而不受 t∆ 大小的影響。缺點在於此方法必

需先給定分配，才能採用。但許多利率模型之分配並非都已知。 

一般而言，最大概似估計法來進行參數估計時，常會遇到該如何選擇合理的初始

值呢?本文參考 Chen and Yang(1995b)的作法，將 Vasicek模型所遵循的隨機過程
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( ) dwdtrdr ⋅+−= σµβ 視為一個以離散型態表達的一階自我迴歸方程式： 

( ) ( ) ( )
( )( ))1

2
,0(~)( 2

2
ts

ts
ts

eNse

seerr

−⋅−

−⋅−

−

+×−+=

β

β

β
σ

µµ

 

能夠如此表達是因為上述的 O-U process可以導出 tr之條件機率分配平均值。基本上，

可以再將 tr之條件機率分配平均改寫成一個 AR(1)的迴歸式子： 

( ) ( )tbba
erbar

seerer

ttrt

ts
t

ts
s

∆⋅−=−=
+⋅+=⇒

+×+−=
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µ ββ

exp,1
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    針對所蒐集到的利率資料，分成二數列，一為 tr，另一為 1−tr ，進行一階自我迴

歸，便可估得的截距項、斜率和殘差的誤差平方均數;之後再分別得到 β、 µ、σ 的

初始估計值，並以這些初始估計值再作為最大概似估計法中所需的初始值。 

在 Vasicek模型中，由於假設短期利率服從 O-U process。而 O-U process本身

具備所謂的”馬可夫性質” (Markovian Property)所致，此一特性仍意謂只有現在的

資訊對預測未來是有用的，過去的資訊則毫無幫助。以數學表示，則是

( )1212 ,|)|( ++++ = ttttt rrrfrrf ， tr代表隨機變數。故由於 O-U process可以導出隨機變數

tr之條件機率分配為常態分配，即在目前短期利率為已知的前提下，未來任何時點的

短期利率的之波動變化將呈現常態分配的特性，可用數學式表示如下： 
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再利用 O-U process所具備的馬可夫性質而得出所有樣本期間內 tr的概似函數： 

( ) ( ) ( ) ( )112121 ||,,,|,, −= TTTt rrfrrfrfrrrrL ΛΚΚσµβ  
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取 log後，可得 ( ) ( ) ( )∑
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針對上式的參數集合進行最大化運算，即可求各個參數的最大概似估計值。 
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第四章 資料來源與參數估計 

 

第一節  資料來源 

 

      指標利率(reference rate)，通常以三或六個月的倫敦銀行同業間拆款利率

(London Inter-bank offered Rate，LIBOR)為準，亦可以國庫券利率(Treasury bill rate)、

基本放款利率(prime interest rate)、商業銀行定期存單利率(commercial bank certificate 

of deposit (CD) rate)、商業本票利率(commercial paper(CP) rate)或銀行承兌匯票利率

(bankers’ acceptance(BA) rate)等為準。基本上，只要是具公信力、不易受人為操縱且

是許多浮動利率資產與負債計息之依據，而交易雙方均能接受的利率指標，都可以被

選為指標利率。            

本文資料蒐集來源主要以台灣地區為主，為便於說明起見挑選出三種不同天期

的貨幣市場利率來作為實證的資料，即 30天期，90天期和 180天期的月資料。資料

來源，則是取自台灣經濟新報資料庫，時間則是自民國 75年 9月至民國 92年 5月止，

三種天期融資性商業本票的利率，共計各有 201筆月資料。其三種不同天期到期的商

業本票之利率走勢圖如下圖4.1、4.2及4.3所示。由這些圖中可知，商業本票利率

自從民國 75年 9月至民國 89年 9月，這段期間利率具有 mean reverting的現象。 
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圖4,1 

30天到期商業本票走勢圖

0
2

4
6

8
10

12
14
16

9/866/873/8812/89/896/903/9112/99/926/933/9412/99/956/963/9712/99/986/993/0012/09/016/023/03

時間

利
率
(
%
)

 

圖 4.2 

90天到期商業本票利率走勢圖
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圖 4.3 

180天到期商業本票利率走勢圖

0
2
4
6
8
10
12
14
16

9/
86

6/
87

3/
88

12
/8

9/
89

6/
90

3/
91

12
/9

9/
92

6/
93

3/
94

12
/9

9/
95

6/
96

3/
97

12
/9

9/
98

6/
99

3/
00

12
/0

9/
01

6/
02

3/
03時間

利
率
(
%
)

 
 

下表 4-1是利率資料的一些基本統計，由表中大概可以約略知道貨幣市場利率

的基本特徵，例如天期越長的利率，其平均值也往往較高。 
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表 4-1 台灣貨幣市場商業本票利率基本概況 

 30天期 90天期 180天期 

平均數 6.1380% 6.3235% 6.4590% 

中間值 6.06% 6.23% 6.37% 

眾數 5.45% 7.96% 5.74% 

最小值 1.33% 1.43% 1.7% 

最大值 14.74% 15.01% 14.98% 

標準差 0.022685 0.024062 0.02438 

變異數 0.000515 0.000579 0.000594 

樣本數 201 201 201 

         (月資料：9/1/1986~5/31/2003) 

 

第二節  參數估計結果 

     

本文針對上節所蒐集到的各天期商業本票利率資料，分成二數列，一為 tr，另一

為 1−tr 。針對 ttrt erbar +⋅+= ∆−  進行一階自我迴歸，便可估得的截距項、斜率和殘

差的誤差平方均數;之後再透過 ( ) ( )tbba ∆⋅−=−= βµ exp,1  與 ( )t
t ee ∆−= β

β
σ 2

2

1
2

分

別得到 β、µ、σ 的初始估計值，並以這些初始估計值再作為最大概似估計法中所需

的初始值。而此過程估計結果，顯示於表 4-2、表 4-3、表 4-4中。 

 

表 4-2 利用 AR(1)估計參數結果 

Parameter 30天期 90天期 180天期 
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 a  0.00579385 0.00347538 0.00252135 

 b  0.903556 0.943592 0.960076 

 2σ  0.0001027991 0.0000706397 0.0000513457 

 

表 4-3 利用表一結果推算出估計參數之初始值 

Parameter 30天期 90天期 180天期 

μ 0.0601 0.0616 0.0632 

β 1.2170 0.6967 0.4889 

 σ 0.0101 0.0084 0.0072 

 

表 4-4 利用最大概似法估計 Vasicek model真實分配的參數 

Parameter 30天期 90天期 180天期 

μ 0.061327 0.063024 0.064879 

β 1.6292 0.85146 0.63955 

 σ 0.039542 0.030304 0.025948 

Max value 731.83 701.22 652.13 

Δt=1/12的參數值(台灣地區商業本票月資料) 

 

由表 4-2至表 4-4可知，不同天期所估計出來的β、μ、σ等參數及概似函數

值，會因到期的長短而呈現不同的趨勢型態。例如：β與σ會隨著天期的增加而縮減，

這或許說明了短天期利率變動較長天期來得活潑有彈性，所以調整速度比較快，變異

性亦較高。但μ則相反，仍是隨到期日天期的增加而增加，μ所代表的長天期利率平

均水準(mean reversion level)較高，則蠻符合一般直覺上的概念。因為長天期利率的平

均水準在正常情況下往往會比短天期利率來得高。另外，在資料中所跑出的結果中短

天期利率所估計出的概似函數值，也較長天期來的高。這現象也頗符合直覺的看法，
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主要是因為模型中的利率其實是即期利率(instantaneous interest rate)的概念，所以越短

天期的利率應該要越符合理論模型的要求。即配適度越高，導致概似函數值也要隨到

期天數增長而減少。 

 

第三節  利率期間結構 

 

本文在 Hull-While模型中，以 Vasicek Model的利率模型 

( ) dzdtrdr ⋅+−= σµβ  所產生的零息債券價格 ( ) ( ) ( )rstBestArstP ,,,, −×=  

( ) ( )( )
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本文以30、60及90天期的商業本票利率資料，透過最大概似法所估計出

參數β、σ、μ(表 4-4)為其代入參數值，再由 ( ) ( )rstP
ts

stR ,,ln
1

,
−

−= 來決定

整個利率期限結構，當作其輸入的市場利率期間結構。圖 4.1 為 Vasicek模型之

利率期間結構。 

 

圖 4.4 利率期間結構 
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第五章  模擬分析 

 

本章將實際運用前章的利率模型，Vasicek 模型、CIR 模型與 Hull&White 之

extended Vasicek 模型，與所估計出的參數來進行利率下限的評價。第一節為對利率

下限，即零息債券之買權來做評價﹔第二節則針對利率樹的數值方法，來分析其收斂

效果，另外也對歐式選擇權與美式選擇權進行評價。第三節為介紹三元利率樹之原

理，以及分析結合原始蒙地卡羅跟對消變異之蒙地卡羅後之結果。第四節則從 Vasicek

模型及 CIR模型之二項樹，及 Hull-White之 extended Vasicek模型之三元利率樹來看，

影響利率下限價值的因素至少有執行利率、距到期期限、短期利率之波動性與調整速

度。本節將就幾個相關因素，來進行敏感度分析。 

 

第一節  利率下限價值模擬結果 

 

由實證方法中的估計方法，採最大概似估計法得知各參數值。因此，本文採用

以 30 天期商業本票之參數估計值。β為 1.6292﹔σ為 0.039542 ﹔μ 為 0.061327。

另外，假設執行利率 ( x )  為 0 . 0 4;執行價格 ( K  )為 ))360/365(1/(1 ××+ sx  

= 0.9610 ﹔期初利率(r0) 為 6% ﹔本金(L)為 1﹔Δt 等於 1/N ﹔零息債券到期日(s)

為 1年 ﹔選擇權到期日(T)為半年。利率模型計算每個 Floor的價值時，假設為計算

1個零息債券的買權價值(floorlet)。 
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表 5-1  數值方法評價三個利率模型之利率下限價值 

 Vasicek model CIR model Hull-White model 

公式解 Floor: 0.00899128  Floor: 0.0089112 

利率樹(? t =1/100) 

     (? t =1/1000) 

BN:0.0085064  

BN: 0.0089515 

BN:0.008142 

BN: 0.008652 

TN: 0.0095346 

TN: 0.0089468 

蒙地卡羅(N=100) MC: 0.0083643  

OU: 0.00837358 

AMC: 0.00920049  

MC: 0.00779354  

AMC: 0.00838494  

MC+BN : 0.01957 

AMC+BN: 0.010591 

(? t =1/100) 

        (N=1000) MC: 0.008830129 

OU: 0.008685598 

AMC:0.00909332 

MC: 0.00792264 

AMC: 0.00840957 

MC+BN : 0.019464 

AMC+BN: 0.0099783 

(? t =1/100) 

其中 Binomial Tree (BN)、Trinomial Tree(TN)、Monte Carlo(MC)、Antithetic Monte 

Carlo(AMC)。 

上表，主要是利用特殊假設下的公式解，以及不同的數值方法(包括利率結構

樹及蒙地卡羅)，來對三個利率模型加以評價利率下限。其結果如表 5-1 所示。利率

下限使用 Vasciek 模型及 Hull-White extended Vasicek模型來評價，在特殊假設下產

生零息債券價格選擇權的公式解(closed form solution)，所獲得每一元面額公司債利率

下限價值，分別為 0.00899128與 0.0089112。因此，透過均衡模型與無套利模型所模

擬出來的結果，兩者差異不大。      

另外，利用不同數值方法所估計出來的值，有其差異之處。其中以 Vasciek 模

型為例，以二項樹所模擬出的數值，分割期數愈大者，當分割 1000 期時，每一元面

額公司債利率下限價值為 0.0089515，更接近其公式解。而在蒙地卡羅方法所模擬出

來的數值，當模擬次數為 1000次所評價的結果為 0.008830129，相對模擬次數為 100

次時所評價的 0.0083643數值，要來得更接近公式解。相同地， Hull-White模型也可

得相同的結論。因此，不易求得公式解下的 CIR 模型，由於是非常態性之利率模型，
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常需藉助數值方法來模擬，可透過模擬次數(N)的增加及分割期數(? t)的縮小，將可似

近其 CIR 模型之公式解。由結果可知，似近其 CIR 模型獲得利率下限價值約為

0.00840957~0.008652，與 Vasciek 模型及 Hull-White extended Vasicek模型有些微差

異。 

 

第二節  利率結構樹之數值分析 

 

一、利率樹之價格收斂行為 

 

       為了分析公式解與二項樹(Binomial Tree)及三元利率樹(Trinomial Tree 二種數

值評價方法價格的收斂行為，本文分別以 Vasicek模型及 Hull-White模型設定 Vasicek 

Model的利率期間結構為市場上的利率結構，並且代入此方法，來確保其收斂行為。

另外，仍可分析 CIR模型之二項樹(Binomial Tree) 的收斂行為。 

 

 表 5-2  利率下限公式解與二項樹評價之收斂行為 

 以零息債券為標的 

Vasicek model CIR model 內差點數 

權利金 誤差(%) 權利金 誤差(%) 

10 0.0048721 -0.00458131 0.003071 -0.006468897 

50 0.00800149 -0.00110083 0.007575 -0.001290100 

100 0.00850675 -0.00053888 0.008142 -0.000638151 

250 0.00880293 -0.00020948 0.008482 -0.000247212 

500 0.008901181 -0.00010021 0.008596 -0.000116132 

1000 0.008951452 -0.00004429 0.008652 -0.000051742 

1500 0.008967422 -0.00002653 0.008671 -0.000029895 
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2000 0.008975167 -0.00001792   0.008680 -0.000019547 

封閉解 0.00899128   - 

   

表  5-3  利率下限封閉解與三元利率樹評價之收斂行為表 

 以零息債券為標的 

Hull - White model 
內差點數 

權利金 誤差(%/100) 

10 0.027744 0.021133854026 

50 0.010176 0.001419337463 

100 0.0095346 0.00069956909 

250 0.0091249 0.00023981057 

500 0.0089997 0.000099313224 

1000 0.0089468 0.000039949726 

1500 0.0089288 0.000019750426 

2000 0.0089201 0.000009987432 

封閉解 0.0089112  
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          圖 5.1  利率下限公式解與二項樹評價之價格收斂行為 

        

       圖 5.2  利率下限公式解與三元利率樹評價之價格收斂行為 

 

小結： 

 根據理論，當利率樹的切割期數不斷增加，? t 不斷地趨近於零，則封閉解與

利率樹之數值解，將會收斂在一起。從上方兩張圖可知，本文所採用的利率樹數值方

法，在切割點(內差點數)增加時，不論是 Vasicek 模型、CIR模型或是 H -W模型，

可以得到與零息債券為標的的利率下限公式解的價值，二者趨於一致，即數值解會慢

慢逼近其公式解。當均衡模型之二元利率樹切割期數達 250 左右時，利率下限數值

解，精確度已經達到小數第三位。至於無套利模型之三元利率樹切割期在500時，也

收斂至非常精確的數值。另外，由表 5-2、表 5-3，可知誤差值會隨著利率樹切割期

數增加，而產生逐漸遞減的情形。因此，公式解與利率樹之數值方法的價格收斂行為，

與理論的預期相符合。 

      本節在分析數值解的誤差時，都是以公式解作為比較的基礎。但在多數情況

下，公式解往往並不存在。故如何判斷求出的數值解是否合理、正確，成為一個棘手

的問題。從理論上可以得知，就利率樹而言只要切割期數趨近無窮大，則模擬的價格

期望值必然會收斂到理論價格。但實際操作時，只能切割有限次數，因此切割的次數

到達多少才能將誤差降低到可接受的範圍內，才是主要問題。一般作法是先找出一個



 43 

具有公式解的問題，以模擬的方式觀察切割的誤差隨著割切次數增加時的變化情形，

以供參考。 

 

二、美式利率下限與歐式利率下限 

 

      利率樹相較蒙地卡羅方法，除了觀念簡單易懂，容易使用之外，還可應用於美

式選擇權的評價。本節除了分析歐式利率下限，另外，也加進美式利率下限來加以分

析比較。 

表 5-4  美式利下限與歐式利率下限之比較表 

N = 100 以零息債券為標的 

Vasicek 模型 利率變異數 

σ 歐式公式解 美式 binomial 歐式 binomial 

0.01 0.0081708531356 0.008140960510 0.008140960510 

0.02 0.0081739726037 0.0081594495050 0.0081594495050 

0.03 0.0084170307045 0.0082668525933 0.0082668506329 

0.04 0.008654133886 0.0085227639225 0.0085224612493 

0.05 0.0089267195224 0.0088782005065 0.0088742411966 

0.06 0.00950828012 0.0093800996346 0.0093608921623 

0.07 0.0101721384530 0.0099316759876 0.0098758532889 

0.08 0.0112523933446 0.0105156738997 0.0103942329910 

0.09 0.0113567834065 0.0111786970683 0.0109598934705 

0.1 0.0121796921031 0.0119636239267 0.0116145611056 

 (本金=1，μ=0.061327，β=1.6292，σ=0.039542，r0=0.06，內差點數=100) 

 

在公式解(Floor)、二項式美式利率下限( American Floor)與二項式歐式利率下限
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(European Floor)之比較下，由上方表5-4結果可以得出以下三點結果： 

 

1、 不論是何種利率商品 (Floor、American Floor、European Floor)，都 

會隨著代入的短期利率波動度(σ)愈大，其利率下限之權利金也愈大，  

此符合一般選擇權理論。 

2、 不論短期利率波動(σ)為何，美式利率下限價值恆大於等於歐式利率下 

限價值。主要是由於美式選擇權比歐式選擇多了提前執行的權利。 

3、 隨著利率波動程度愈大，美式選擇權與歐式選擇權之差異愈大。 

 

 

第三節  三元利率樹之數值分析 

 

一、三元利率樹原理 

 

      本 文 假 設 市 場 上 的 利 率 期 間 結 構 為 Vasicek Model 的 利 率 模 型

( ) dzdtrdr ⋅+−= σµβ  所產生的利率期間結構 ( ) ( )rstP
ts

stR ,,ln
1

,
−

−= ，將前述所估

的參數值帶入求解，其 β 等於 1.6292﹔σ 等於 0.039542﹔假設 N 等於 10。因此，

將建構一個一年期，切割數為 10期的利率樹。 

第一階段，首先先求出 ?r ，直接代入公式，可求出 =∆×=∆ tr 3σ  =2.17%，

之 後 再 建 構 出 第 一 階 段 的 利 率 樹 ， 例 如 0)0,0(* =r ， 0)0,1(* =r ， 

%17.210)1,1(* =∆×+= rr ， %17.210)1,1(* −=∆×−= rr 。其餘節點的求法依此 

類推。 

第二階段 ，先求出 maxj 。由 Hull- Whi t e 的定義可知， maxj 是取大於

)/(1835.0 t∆×β =1.11263 的最小整數，所以，經過計算 maxj 等於 2，而 minj 等於 
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2max −=− j  ， 1.010/1/1 ===∆ nt 。接著再來求出節點變化的機率，在節點(0,0) 

上的上升機率，代入公式後為： 

1666.0
2

125.001217.1125.001217.1
6
1

26
1 222222

=
××−××

+=
∆××−∆

+
tjtj αβ

，其餘

的機率以此類推。另外，接著再求出 jiQ , 與 )(iθ 。由定義知， 10,0 =Q ，          

)0()0( r=θ  ; 其中r(0)可由市場假設的利率期間結構 ( ) ( )rstP
ts

stR ,,ln
1

,
−

−=  ，且

( ) ( ) ( )rstBestArstP ,,,, −×= 求得， %6)0( =r ， 1657.0
6
1 1.0%6

1,1 == ×−eQ 。同樣地，

6627.00,1 =Q ， 1657.01,1 =−Q 。 

之後，再透過 tyrr eeQeQeQ ∆×∆−−
−

−∆+−
− =×+×+× 2111 )(

1.10,1
)(

1,1
θθθ ，可反求算出 1θ ，代入

第一階段的利率樹(r*-tree)，便可求出第二階段的利率樹(r-tree)。 

透過電腦快速運算，即可求得出，使用 ( ) dzdtrtdr ⋅+×⋅−= σβθ )( 模型下的三

元利率樹表。此例中，所計算出來的利率限值為 0.002774表格5-5，為 state price tree

以及 probability tree 。下方表格5-7則為利率結構樹，及零息公債與歐式利率下限結

構樹。 
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表 5-5三元利率樹下所建構的 state price tree 

 

                                                                  

 

 

 

 

 

 

                                                                 ⋯⋯ 

 

 

表 5-6 模擬參數結果 

I 第 0期 第 1期 第 2期 第 3期 第 4期 第 5期 ⋯⋯ 第 9期 

P(i)  0.9940 0.9881 0.9822 0.9763 0.9704 ⋯⋯ 0.9417 

SQ 1 0.9940 0.9881 0.9822 0.9744 0.9676 ⋯⋯ 0.9434 

θ(i) 6% 6.01% 6.01% 4.13% 3.36% 2.78% ⋯⋯ 1.85% 

 

 

 

                                                                       

 

                                                                     ⋯⋯ 

 

 

6% 
0.02774 

 

6%  
0.0279 

8.17%  
0.0245 
 

3.84%  
0.0313 

8.17%  
0.0241 
 

8.18%  
0.0235 
 

3.84%  
0.0321 

3.85%  
0.033 

6.01%  
0.0281 

6.01%  
0.0282 

10.34 
0.0188 

1.68%  
0.0362 

6.18%  
0.0379 

10.34 
0.0201 

6.18%  
0.0172 

4.01%  
0.0228 

1.85%  
0.0284 

0.32%  
0.0341 

0.0025 
0.002 

r(i,j) 
call & bond 

0.0722  
0.7310 
0.2122 
0.0568 
 
0.2147 
0.0985 
0.6401 
0.2614 

0.3646 
0.1667 
0.6667 
0.1667 

0.2175  
0.2614 
0.6401 
0.0985 

 
0.0744 
0.0568 
0.2122 
0.7310 
 

1    
0.1667 
0.6667   
0.1667 

0.6627 
0.1667 
0.6667 
0.1667 

0.1657  
0.0985 
0.6401 
0.2614 

0.1657 
0.2614 
0.6401 
0.0985 

0.2150 
0.0985 
0.6401 
0.2614 

0.2269  
0.0985 
0.6401 
0.2614 

0.2154  
0.2614 
0.6401 
0.0985 

 

0.2278  
0.2614 
0.6401 
0.0985 

 

0.5252  
0.1667 
0.6667 
0.1667 

0.4617  
0.1667 
0.6667 
0.1667 

0.0327  
0.7310 
0.2122 
0.0568 
 

0.0163  
0.0568 
0.2122 
0.7310 

0.033   
0.0568 
0.2122 
0.7310 
 

0.0162  
0.7310 
0.2122 
0.0568 

0.0458  
0.7310 
0.2122 
0.0568 
 
0.2174  
0.0985 
0.6401 
0.2614 

0.4260 
0.1667 
0.6667 
0.1667 

0.2288
0.2614 
0.6401 
0.0985 
 

0.0464  
0.0568 
0.2122 
0.7310 
 

Q(i,j) 
Pu 
Pm 
pd 
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表 5-7 零息債券與歐式利率下限結構樹 

 

二、結合蒙地卡羅模擬與三元利率樹 

 

為了評價路徑相依之利率下限，則必須將蒙地卡羅模擬加以修改，使其模擬出

的利率隨機過程能與市場一致，為了達到這個目的，本節將透過結合蒙地卡羅模擬與

利率樹的方式，使蒙地卡羅模擬所產生的路徑能與市場一致。實際的作法是先建構一

個與市場利率期間結構完全一致的利率樹，再從利率樹上隨機抽樣，產生所需的路徑。 

      由於蒙地卡羅模擬造成的估計誤差太大 ，因此必須採用一些技巧使模擬的誤

差降低到可接受的範圍，本文採用的方法為對消變異。由表 5-8及圖 5-3為原始蒙地

卡羅模擬與對消變異的蒙地卡羅模擬，在利率樹上進行抽樣所得到的選擇權價格，隨

著模擬次數的增加，數值解的收斂情形。假設選擇權的到期日為半年，標的債券到期

日為 1 年，執行利率為 4%，本金為 1，β為 1.6292﹔σ為 0.039542，利率樹切割期

數為 200 期，利用三元利率樹所求出每一元面額公司債利率下限價值的價格為

0.0091911。 

由表 5-8及圖 5-3可知，使用對消變異後，隨著模擬次數的增加，由 10到 300

之間，其誤差有明顯地變小，收斂的速度也加快許多。因此，在固定切割期數為 200

後，隨著模擬次數的增加，以原始的蒙地卡羅模擬再加上對消變異的蒙地卡羅模擬，

會明顯地優於原始的蒙地卡羅模擬結果。 

 

表 5-8  原始的蒙地卡羅模擬與對消變異之數值解   

N=200 Standard Error Call Premium 

partition Antithetic MC Original MC Antithetic MC Original MC Tree 

10 0.0017383 0.0037264 0.0084563 0.018716 0.0091911 

40 0.001286 0.0014738 0.011575 0.019333 0.0091911 
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50 0.0010578 0.0011194 0.0099152 0.01512 0.0091911 

60 0.0010312 0.0011421 0.011219 0.016835 0.0091911 

80 0.00079785 0.00098725 0.010514 0.016751 0.0091911 

100 0.00071405 0.00079041 0.0078513 0.014935 0.0091911 

120 0.00070287 0.00086025 0.010268 0.01803 0.0091911 

140 0.00062366 0.00069014 0.010086 0.017065 0.0091911 

160 0.00058541 0.00065531 0.0093583 0.017139 0.0091911 

180 0.00054553 0.00067888 0.0095695 0.017523 0.0091911 

200 0.00054011 0.00062306 0.010327 0.016936 0.0091911 

220 0.00050909 0.00055493 0.0097211 0.017043 0.0091911 

240 0.00044704 0.00051003 0.0086551 0.016626 0.0091911 

260 0.00043955 0.00053567 0.0085626 0.016184 0.0091911 

280 0.00042563 0.00048398 0.0092785 0.016911 0.0091911 

300 0.00043031 0.00044706 0.0090556 0.016568 0.0091911 

註：Antithetic MC：Antithetic Monte Carlo, Original MC：Original Monte Carlo 

 

 

  圖 5.3 蒙地卡羅模擬與對消變異 
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另外，為了評估原始的蒙地卡羅的估計標準誤，本文的作法是，不斷地重複的

蒙地卡羅的次數，即每求出 N 條路徑後，取一個平均數，稱為 1 次蒙地卡羅試驗模

擬。求出估計值，最後求出這些估計值的標準差。本文假設模擬次數為 1000 次，表

5-9 為重複做 1000 次的蒙地卡羅模擬，並依不同利率樹切割點(由 40~240)所得出結

果。 

由結果顯示出，對消變異相對原始的蒙地卡羅的數值解，較易於收斂於三元利

率樹數值解，切割期數在 80期左右即可收斂至可接收的精確度，而且所模擬出來的

標準差也相對較小。因此，在固定模擬次數為 1000 次下，隨著切割期數的增加，以

原始的蒙地卡羅模擬再加上對消變異的蒙地卡羅模擬，會明顯地優於原始的蒙地卡羅

模擬。所模擬結果如下： 

 

 表 5-9  原始的蒙地卡羅模擬與對消變異的數值解   

partition 

=1000 

Standard Error Call Premium 

N Antithetic MC Original MC Antithetic MC Original MC Tree 

40 0.00025543 0.00026321 0.010616 0.021424 0.010466 

50 0.00024586 0.0002709 0.010827 0.020628 0.010176 

60 0.0002346 0.0002691 0.010385 0.020495 0.0099741 

80 0.00023802 0.0002652 0.009867 0.020018 0.0096969 

100 0.00023702 0.00027142 0.0099921 0.019227 0.0095346 

120 0.00024333 0.00026941 0.0095962 0.019 0.0094238 

140 0.00023399 0.000269 0.0097853 0.018479 0.009335 

160 0.0002368 0.00026358 0.0093869 0.017895 0.0092763 

180 0.00023052 0.00027926 0.0092435 0.017604 0.0092311 
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200 0.00023688 0.00026882 0.0096502 0.016649 0.0091911 

220 0.00024469 0.00026161 0.0096933 0.016124 0.0091562 

240 0.00023234 0.00026024 0.00972 0.015683 0.009135 

 

 
圖 5.4 原始的蒙地卡羅模擬與對消變異的數值解 

 

第四節  敏感度分析---權利金行為及參數分析 

 

   從利率模型來看，影響利率下限價值的因素至少有執行價格(K)、距到期期限

(T)、短期利率之波動性(σ)，利率的調整速度(β)，本節即針對幾個相關因素，來

進行敏感度分析。 

 

一、 二項結構樹評價之參數分析--- Vasicek model 

 

(一)、利率調整速度(β) VS距到期日長短(T) 

假設其他情況不變下，變動距到期期限於半年到 1年之間，調整速度由 0.1

到 2之間，則利率下限價值之變動結果如 3D圖形所示。 
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利率下限契約參數設定 

σ μ ß r T K N(內差點) 

0.039542 0.061327 0.1 ~ 2 0.06 0.5 ~ 1 0.9610 100 

 

 

圖 5.5 Vasicek Model 中 maturity 與 beta變動之利率下限立體圖 

 

分析： 

1、不論調整速度較快或較慢時，利率下限價值隨距到期日之增加而增加的幅度

較大，速度也較快。這是由於含有時間價值的關係，到期期限愈長，權利金

會隨距到期日期限之增加而增加。 

2、不論距到期日較短或較長時，利率下限價值隨著調整速度之增加而減少的幅

度較小，速度也較慢。 

       調整速度參數，就也是均數回復參數，代表瞬間短期利率向長期平均利率水

準移動的速度，因此參數值愈大，表示瞬間短期利率愈快移向長期平均利率

而導致利率波動程度下降所致，使得利率下限價值與均數回歸參數呈負向變

動關係。 
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(二)、利率調整速度(β) VS短期利率波動性(σ) 

假設參其他情況不變下，變動短期利率波動性於 0.01到 0.5之間，調整

速度由 0.1到 2之間，則利率下限價值之變動結果如 3D圖形所示。 

  

利率下限契約參數設定 

σ µ β r T K N(內差點) 

0.01~0.5 0.061327 0.1 ~ 2 0.06 0.5 0.9610 100 

        

 

圖 5-6  Vasicek Model 中 sigma 與 beta變動之利率下限立體圖 

 

分析： 

    1、當調整速度較慢時，利率下限價值因短期利率波動性的增加而增加的幅度較

大，速度也較快。反之，當調整速度較快時，利率下限價值因短期利率波動

性的增加而增加的幅度較小，速度也較慢。 

    2、不論短期利率之波動性較大或較小時，利率下限價值隨著調整速度之增加而

減少的幅度都相當小，速度也較慢。 
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    3、當短期利率波動性增加時，利率下限價值因短期利率波動性的增加而增加的

幅度，遠高於因調整速度之增加而減少的幅度。因此，在 Vasicek模型中，短

期利率之波動性對利率下限價值，相較調整速度具有影響力。 

 

(三)、利率調整速度(β)VS執行價格(K) 

假設其他情況不變下，變動執行價格於 0.92到 1之間，調整速度由 0.1

到 2之間，則利率下限價值之變動結果如 3D圖形所示。 

    

利率下限契約參數設定 

σ μ ß r T K N(內差點) 

0.039542 0.061327 0.1 ~ 2 0.06 0.5 0.92~1 100 

        

 

圖 5-7 Vasicek Model 中 strike price與 beta變動之利率下限立體圖 

 

分析： 

1、不論當調整速度大小時，利率下限價值隨執行利率之上升而大幅的下降，

而且速度很快。 
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2、不論執行價格較大或較小時，利率下限價值隨著調整速度之變動而沒有太

大的變化。通常，隨著調整速度的增加，表示瞬間短期利率愈快移向長期

平均利率而導致利率波動程度下降，因此，利率下限價值會跟著下降。 

 

(四)、距到期日(T) VS執行價格(K) 

假設其他情況不變下，變動執行價格於 0.92到 1之間，以及距到期限由

半年到 1年之間，則利率下限價值之變動結果如 3D圖形所示。 

 

利率下限契約參數設定 

s  µ ß r T K N(內差點) 

0.039542 0.061327 1.6292 0.06 0.5~1 0.92~1 100 

         

 

圖 5-8 Vasicek Model中 strike price 與 maturity變動之利率下限立體圖 

分析： 

1、 當執行價格較低時，利率下限價值隨距到期期限之增加而增加的幅度較   

大，速度也較快。反之，當執行價格較高時，利率下限價值隨距到期期    

限之增加而增加的幅度較小，速度也較慢。 
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2、 不論距到期日長或短時，利率下限價值隨執行價格之上升而減少的幅度 

較大，速度也較快。 

 

(五)、短期利率波動性(σ) VS執行價格(K) 

假設其他情況不變下，變動執行價格於 0.92到 1之間，以及短期利率之波

動性由 0.01到 0.5之間，則利率下限價值之變動結果如 3D圖形所示。 

 

利率下限契約參數設定 

s  µ ß r T K N(內差點) 

0.01~0.5 0.061327 1.6292 0.06 0.5 0.92~1 100 

 

 

圖 5-9 Vasicek Model中 strike price 與 sigma變動之利率下限立體圖 

     分析： 

1、當短期利率波動幅度(Volatility)，即歷史之市場利率波動性極大時，其利率下

限價值會較高。反之，市場利率平穩時，其計算出之利率下限價值也較低。因

此，隨著短期利率波動性增加，利率下限價值也跟著上升。 
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2、當執行價格愈低時，利率下限價值會隨著短期利率波動性之增加而增加，          

且其增加的幅度比較明顯。反之，當執行價格愈高時，利率下限價值會隨著

短期利率波動性之增加而增加，但其增加的幅度較小。 

3、不論短期利率波動性大或是小時，利率下限價值隨著執行價格之上升而   

下降，而且其增加的幅度大，速度也較快。 

 

(六)、短期利率變異數(σ) vs 距到期日(T) 

假設其他情況不變下，變動距到期期限由半年到 1年之間，以及短期利率之

波動性由 0.01到 0. 5之間，則利率下限價值之變動結果如 3D圖形所示。 

 

利率下限契約參數設定 

σ µ β r T K N(內差點) 

0.01~0.5 0.061327 1.6292 0.06 0.5~1 0.9610 100 

 

 

圖 5-10 Vasicek Model中 maturity 與 sigma變動之利率下限立體圖 
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分析： 

1、當距到期期限較短時，利率下限價值會隨著短期利率波動性之增加而增加的

幅度較大，且速度較快。反之，當距到期期限較長時，隨著短期利率波動性

的變動，利率下限價值不會有太大的變化。 

2、當短期利率之波動性較低時，利率下限價值隨距到期期限之增加而增加的幅

度大，而且速度較快。反之，當短期利率之波動性較高時，利率下限價值不

會隨距到期期限之增加而增加。 

 

二、 二項結構樹評價之參數分析--- CIR model 

 

(一)、利率調整速度(β) VS距到期日長短(T) 

假設其他情況不變下，變動距到期期限於半年到 1年之間，調整速度由 0.1

到 2之間，則利率下限價值之變動結果如3D圖形所示。 

利率下限契約參數設定 

σ μ ß r T K N(內差點) 

0.039542 0.061327 0.1 ~ 2 0.06 0.5 ~ 1 0.9610 100 

 

圖 5-11 CIR Model中 beta 與 maturity變動之利率下限立體圖 
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分析： 

1、不論調整速度較快或較慢時，利率下限價值隨距到期日之增加而增加的幅度

較大，速度也較快。這是由於含有時間價值的關係，到期期限愈長，權利金

會隨距到期日期限之增加而增加。 

2、不論距到期日較短或較長時，利率下限價值隨著調整速度之增加而減少的幅

度較小，速度也較慢。 

       調整速度參數，就也是均數回復參數，代表瞬間短期利率向長期平均利率水

準移動的速度，因此參數值愈大，表示瞬間短期利率愈快移向長期平均利率

而導致利率波動程度下降所致，使得利率下限價值與均數回歸參數呈負向變

動關係。 

 

(二)、利率調整速度(β) VS短期利率波動性(σ) 

假設其他情況不變下，變動短期利率波動性於 0. 01到 0. 5之間，調整速度

由 0.1到 2之間，則利率下限價值之變動結果如 3D圖形所示。 

     

利率下限契約參數設定 

s  µ β R T K N(內差點) 

0.01~0.5 0.061327 0.1 ~ 2 0.06 0.5 0.9610 100 
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圖 5-12 CIR Model中 beta 與 sigma變動之利率下限立體圖 

 

分析： 

     1、當調整速度較慢時，利率下限價值因短期利率波動性的增加而增加的幅度較

大，速度也較快。反之，當調整速度較快時，利率下限價值因短期利率波動

性的增加而增加的幅度較小，速度也較慢。 

     2、不論短期利率之波動性較大或較小時，利率下限價值隨著調整速度之增加而

減少的幅度都相當小，速度也較慢。 

     3、當短期利率波動性增加時，利率下限價值因短期利率波動性的增加而增加的

幅度，遠高於因調整速度之增加而減少的幅度。因此，在 CIR模型中，短期

利率之波動性對利率下限價值，相較調整速度具有影響力。 

 

 (三)、利率調整速度(β)VS執行價格(K) 

假設其他情況不變下，變動執行價格於 0.9610到 1之間，調整速度由 0.1

到 2之間，則利率下限價值之變動結果如 3D圖形所示。 
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利率下限契約參數設定 

σ μ ?  r T K N(內差點) 

0.039542 0.061327 0.1 ~ 2 0.06 0.5 0.9610~1 100 

 

 

圖 5-13 CIR Model中 beta 與 strike price變動之利率下限立體圖 

 

分析： 

1、不論當調整速度大小時，利率下限價值隨執行價格之上升而下降的幅度較

大，而且速度很快。 

      2、不論執行價格較大或較小時，利率下限價值隨著調整速度之變動而沒有太

大的變化。通常，隨著調整速度的增加，表示瞬間短期利率愈快移向長期

平均利率而導致利率波動程度下降，因此，利率下限價值會跟著下降。 

 

(四)、距到期日(T) VS執行價格(K) 

假設其他情況不變下，變動執行價格於 0.9610到 1之間，以及距到期期限

由半年到 1年之間，則利率下限價值之變動結果如 3D圖形所示。 
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利率下限契約參數設定 

s  µ ß r T K N(內差點) 

0.039542 0.061327 1.6292 0.06 0.5~1 0.9610~1 100 

 

 

圖 5-14 CIR Model中 maturity 與 strike price變動之利率下限立體圖 

 

分析： 

1、當執行價格較低時，利率下限價值隨距到期期限之增加而增加的幅度較   

大，速度也較快。反之，當執行價格較高時，利率下限價值隨距到期期    

限之增加而增加的幅度較小，速度也較慢。 

5、不論距到期期限長或短時，利率下限價值隨執行價格之上升而下降的幅度較

大，速度也較快。 

 

(五)、短期利率波動性(σ) VS執行價格(K) 

假設其他情況不變下，變動執行價格於 0.9610到 1之間，以及短期利率之

波動性由 0. 1到 1.5之間，則利率下限價值之變動結果如 3D圖形所示。 
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利率下限契約參數設定 

s  µ ß r T K N(內差點) 

0.1~1.5 0.061327 1.6292 0.06 0.5 0.9610~1 100 

 

 

圖 5-15 CIR Model中 sigma 與 strike price變動之利率下限立體圖 

 

       分析： 

1、當執行價格愈低時，利率下限價值會隨著短期利率波動性之增加而增加，但

其增加的幅度小，速度也較慢。但是，當執行價格愈高時，利率下限價價值

幾乎不會隨著短期利率波動性之增加而增加。 

2、不論短期利率波動性大或是小時，利率下限價值隨著執行價格之上升而下

降，而且其下降的幅度大，速度也較快。 

 

(六)、利率變異數(σ) vs距到期日(T) 

假設其他情況不變下，變動距到期期限由半年到 1年之間，以及短期利率之

波動性由 0. 1到 0. 9之間，則利率下限價值之變動結果如 3D圖形所示。 
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利率下限契約參數設定 

s  µ β r T K N(內差點) 

0. 1~1.5 0.061327 1.6292 0.06 0.5~1 0.9610 100 

 

 

圖 5-16 CIR Model中 sigma 與 maturity變動之利率下限立體圖 

 

分析： 

1、當距到期期限較長時，利率下限價值並沒有明顯地隨短期利率波動性之增加

而增加。而當愈接近到期日時，利率下限價值會隨短期利率波動性之增加

而增加的幅度較大，但速度仍相當慢。 

2、不論短期利率之波動性較高或較低時，利率下限價值隨距到期期限之增加而

增加的幅度大，而且速度較快。 

 

三、三元利率樹評價之參數分析--- Hull - White model  

  

   (一)、利率調整速度(β) VS 距到期日長短(T) 
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假設其他情況不變下，變動距到期期限於半年到 1年之間，調整速度由 0.1

到 2之間，則利率下限價值之變動結果如 3D圖形所示。 

        

利率下限契約參數設定 

σ μ β r T K N(內差點) 

0.0101 0.0601 0.1 ~ 2 0.059 0.5 ~ 0.9 0.9610 100 

 

 

圖 5-17 Hull-White Model中 beta 與 maturity變動之利率下限立體圖 

 

      分析： 

1、不論調整速度較快或較慢時，利率下限價值隨距到期日之增加而增加的幅度

較大，速度也較快。這是由於含有時間價值的關係，到期期限愈長，權利金

會隨距到期日期限之增加而增加。 

2、不論距到期日較短或較長時，利率下限價值隨著調整速度之增加而減少的幅

度較小，速度也較慢。 

       調整速度參數，就也是均數回復參數，代表瞬間短期利率向長期平均利率水

準移動的速度，因此參數值愈大，表示瞬間短期利率愈快移向長期平均利率
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而導致利率波動程度下降所致，使得利率下限價值與均數回歸參數呈負向變

動關係。 

 

(二)、利率調整速度(β) VS短期利率波動性(σ) 

假設其他情況不變下，變動短期利率波動性於 0.01到 0.5之間，調整速度

由 0.1到 2之間，則利率下限價值之變動結果如 3D圖形所示。 

 

利率下限契約參數設定 

s  µ β r T K N(內差點) 

0.01~0.5 0.061327 0.1 ~ 2 0.06 0.5 0.9610 100 

 

 

圖 5-18 Hull-White Model中 beta 與 sigma變動之利率下限立體圖 

 

分析： 

     1、當調整速度較慢時，利率下限價值因短期利率波動性的增加而增加的幅度較

大，速度也較快。反之，當調整速度較快時，利率下限價值因短期利率波動

性的增加而增加的幅度較小，速度也較慢。 
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     2、不論短期利率之波動性較大或較小時，利率下限價值隨著調整速度之增加而

減少的幅度都相當小，速度也較慢。 

     3、當短期利率波動性增加時，利率下限價值因短期利率波動性的增加而增加的

幅度，遠高於因調整速度之增加而減少的幅度。因此，在 Hull-White模型中，

短期利率之波動性對利率下限價值，相較調整速度具有影響力。 

 

(三)、利率調整速度(β) VS 執行價格(K) 

假設參其他情況不變下，變動執行價格於 0.9610到 1年之間，調整速度

由 0.1到 2之間，則利率下限價值之變動結果如 3D圖形所示。 

   

利率下限契約參數設定 

σ μ ß r T K N(內差點) 

0.039542 0.061327 0.1 ~ 2 0.06 0.5 0.9610~1 100 

  

圖 5-19 Hull-White Model中 beta 與 strike price變動之利率下限立體圖 

分析： 
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1、在固定調整速度下，利率下限的價值會隨執行價格的增加而大幅下降，而

且下降速度相當快。 

2、在固定執行價格下，利率下限的價值並沒有隨調整速度而有太大的變化。 

 

(四)、距到期日(T) VS執行價格(K) 

假設其他情況不變下，變動執行價格於 0.9610到 1之間，以及距到期期限

由半年到 1年之間，則利率下限價值之變動結果如 3D圖形所示。 

    

利率下限契約參數設定 

s  µ ß r T K N(內差點) 

0.039542 0.061327 1.6292 0.06 0.5~1 0.9610~1 100 

 

圖 5-20 Hull-White Model中 maturity 與 strike price變動之利率下限立體圖 
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分析： 

1、不論執行價格較高或較低時，利率下限價值隨距到期期限之上升而增加的幅

度較小，速度也較慢。 

2、不論距到期期限較長或較短時，利率下限價值隨執行價格之上升而下降的幅

度較大，下降速度也較快。 

 

(五)、短期利率波動性(σ) VS執行價格(K) 

假設其他情況不變下，變動執行價格於 0.9610到 1之間，以及短期利率之

波動性由 0. 01到 0. 5之間，則利率下限價值之變動結果如 3D圖形所示。 

    

利率下限契約參數設定 

s  µ ß r T K N(內差點) 

0.01~0.5 0.061327 1.6292 0.06 0.5 0.9610~1 100 

 

  

圖 5-21 Hull-White Model中 sigma 與 strike price變動之利率下限立體圖 
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分析： 

1、不論短期利率波動大或小時，執行價格愈高時，其價值亦隨之愈低。 

2、當執行價格愈高時，利率下限價值會隨著短期利率波動性之增加而增加，且

其增加的幅度大，速度也較快。但是，當執行價格愈低時，利率下限價值會

隨著短期利率波動性之增加而增加，但其增加的幅度較小。 

 

    (六)、利率變異數(σ) vs距到期日(T) 

假設其他情況不變下，變動距到期期限由半年到 1年之間，以及短期利率之波動

性由 0.01到 0. 5之間，則利率下限價值之變動結果如 3D圖形所示。 

 

利率下限契約參數設定 

s  µ β r T K N(內差點) 

0.001~0.05 0.061327 1.6292 0.06 0.5~1 0.9610 100 

 

 

圖 5-22 Hull-White Model中 sigma 與 maturity變動之利率下限立體圖 
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分析： 

1、當距到期期限較短時，利率下限價值會隨著短期利率波動性之增加而增加的

幅度較大，且速度較快。反之，當距到期期限較長時，隨著短期利率波動性

的變動，利率下限價值不會有太大的變化。 

3、當短期利率之波動性較低時，利率下限價值隨距到期期限之增加而增加的幅

度大，而且速度較快。反之，當短期利率之波動性較高時，利率下限價值不

會隨距到期期限之增加而增加。 

 

<小結> 

 β：調整速度參數，就也是均數回復參數，代表瞬間短期利率向長期平均利率水準

移動的速度，因此參數值愈大，表示瞬間短期利率愈快移向長期平均利率而導

致利率波動程度下降所，使得利率下限價值與均數回復參數呈負向變動關係。

在本文敏感度分析中，在其他參數假設不變下，利率下限價值並不會隨調整速

度的變動而有太大的變化。 

k：當 Floor所定之執行價格愈高時，其利率下限價值會愈低，這是由於執行價格

愈高，其選擇權被執行之機率亦較低。 

σ：當短期利率波動幅度大(Volatility)，也就是當歷史之市場利率波動性極大時，

其利率下限價值會較高。反之，市場利率平穩時，其計算出之利率下限價值也

較低。因此導致利率下限價值與利率波動程度具有正向變動關係。 

   T：由於含有時間價值的關係，到期期限愈長，利率下限價值會隨距到期日期限之

增加而增加。 

  另外，由上述敏感度分析可知，不論何種利率模型，當愈接近到期日，或是瞬間

短期利率向長期平均利率水準移動的速度愈慢時，利率上限價值隨短期利率波動程度

的增加而會有較明顯的提高。 
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第六章   結論與建議 

 

第一節 研究結論 

 

    本文透過不同的數值方法，包括二項利率樹、三元利率樹、蒙地卡羅模擬，及

蒙地卡羅模擬結合三元利率樹等方法，使用 Vasciek model、CIR model 均衡模型與

Hull-White model無套利模型，來評價利率下限選擇權，綜而言之，本文結論如下： 

在本文中，Vasciek model與 Hull-White extend Vasciek model分析數值解的誤

差時，都是以公式解作為比較的基礎;使用利率樹、蒙地卡羅兩種方法透過模擬次數

的增加及切割期數的縮小，均可以逼近其公式解。而在不易求得公式解的 CIR model，

從理論上可以得知，只要在利率樹中，切割期數趨近無窮大，或是增加蒙地卡羅模擬

次數至趨近無窮大時，則模擬的價格期望值必然會收斂到理論價格。但實際操作時，

只能切割模擬有限次數，因此切割的次數及模擬的次數到達多少才能將誤差降低到可

接受的範圍內，才是主要問題。一般作法是先找出一個具有公式解的問題，以模擬的

方式觀察切割與模擬的誤差，隨著割切與模擬次數增加 

時的變化情形，以供參考。 

在整個評價過程，發現以數值方法來模擬 CIR model的期望價格，所獲得的

每一元面額公司債利率下限價值為 0.008697最小，而 Hull-White extend Vasciek model

為 0.0089112 則介於中間，Vasciek mode 為 0.00899128 則最大。而且， 

Hull-White extend Vasciek model與 Vasciek mode較為接近。另外，當均衡模型之二元

利率樹切割期數達250左右時，利率下限數值解，精確度已經達到小數第三位。至於

無套利模型之三元利率樹切割期在 500時，也收斂至非常精確的數值。由此結果可

知，誤差值會隨著利率樹切割期數增加，而產生逐漸遞減的情形，公式解與利率樹之
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數值方法的價格收斂行為，與理論的預期相符合。 

另外，利用利率樹可以評價美式選擇權的優勢，由本文模擬結果得知，不論短

期利率的波動程度為何，利率下限之美式選擇權恆大於等於利率下限之歐式選擇權，

主要是由於美式買權有可能提前履約。接著，本文為了解決，利率樹無法適合用於路

徑相依之利率選擇權的評價，因此，採用了另一種數值方法，即蒙地卡羅模擬結合三

元利率樹，來評價路徑相依的利率下限選擇權。但是，由於蒙地卡羅模擬造成的估計

誤差太大，因此本文採用對消變異的模擬技巧，來降低誤差到可接受的範圍。本文研

究發現，使用對消變異可以使估計的精確度提高，並且更快收斂至三元利率樹之數值

解;因此，相當適合用於評價路徑相依之利率選擇權。 

最後，針對本文所探討以利率樹來評價三個利率模型，Vasciek model、CIR 

model與 Hull-White model的基礎，假設其他情況不變下，選出執行利率、距到期期

限、短期利率之波動性與調整速度等進行敏感度分析，而結果大致與預期吻合。由研

究結果發現： 

β：調整速度參數，就也是均數回復參數，代表瞬間短期利率向長期平均利率水準移

動的速度，因此參數值愈大，表示瞬間短期利率愈快移向長期平均利率而導致

利率波動程度下降所，使得利率下限價值與均數回復參數呈負向變動關係。在

本文敏感度分析中，在其他參數假設不變下，利率下限價值並不會隨調整速度

的變動而有太大的變化。 

k：當 Floor所定之執行價格愈高時，其利率下限價值會愈低，這是由於執行價格

愈高，其選擇權被執行之機率亦較低。 

σ：當短期利率波動幅度大(Volatility)，也就是當歷史之市場利率波動性極大時，

其利率下限價值會較高。反之，市場利率平穩時，其計算出之利率下限價值也

較低。因此導致利率下限價值與利率波動程度具有正向變動關係。 

   T：由於含有時間價值的關係，距到期期限愈長，利率下限價值會隨距到期日期限
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之增加而增加。 

  另外，由上述敏感度分析可知，不論何種利率模型，當愈接近到期日，或是瞬間

短期利率向長期平均利率水準移動的速度愈慢時，利率上限價值隨短期利率波動程度

的增加而會有較明顯的提高。 

 

第二節 研究建議與限制 

 

1、模型的選擇： 

本文所選擇的三個模型，一因子 Vasicek模型、CIR模型及 Hull-White extended 

Vasicek模型，其中 Vasicek模型其隨機過程是服從 Ornstein-Unhenbeck(OU)的隨

程，假設短期無風險利率的波動服從常態分配，而 CIR模型則是服從卡方分配，

但其實際上短期利率資料情況，分配為何?還需進一步驗證。另外， 本文所研究

之利率模型均採一因子模型，對分析上將有所限制。 

2、參數的估計： 

本文採用台灣貨幣市場商業本票利率，作為評價利率下限的指標利率，進行一因

子參數的估計，其利率資料是否為無風險利率需進一步驗證。 

3、市場收益率曲線的估計： 

由於 Hull and White extended Vasicek模型需配置市場收益率曲線，而一般利率上

下限，其指標利率大都缺乏長天期的利率指標，加上台灣市場可參考的長期利率

有限，因此本文以 Vasicek模型中的零息債券價格推導出殖利率曲線配置來假設，

由於本文重點是對利率模型評價利率下限選擇權，故在此以最簡單方式假設指標

利率的市場收益率曲線。 

4、本文主要是透過對消變異方法來降低蒙地卡羅估計誤差的技術，對於本文後續研

究可嘗試其他方法來分析。 
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