
第五章 可展開成平面多面體之路徑規劃 
 
以前的學者曾提出很多方法與技巧來推導幾何模型上之路徑規劃，但

在可展開成平面之多面體方面其計算過程仍顯煩雜，因此以平面展開

及座標轉換之方法來解決上述問題，只要幾何模型能展開成平面即能

簡易的求出介於任意兩點間之最短路徑，將在展開平面上所求得之最

短路徑透過座標轉換自動繪製在多面體上。 
 
5.1 機械手之工作狀況 

選擇在平面、十二面體、二十面體、與由圓柱圓錐平面與斜面等

所組合而成之多面體為例在其表面上搜尋最短路徑乃因彼等皆可經

由簡單計算而獲得真正之最短路徑，並利用其解來驗證此法之可用

性，本章的討論重點是如何在展開平面之多面體表面上求取任意兩點

間之最短路徑，任意兩點之位置可在該多面體之表面或外面。在可展

開式多面體之路徑規劃流程係 1.利用面與面彼此之特定關係，建立資

料結構。2.以平移或旋轉將多面體展開成同一工作平面。3.在平面上
由起點至終點連一直線即得最短路徑。4.將各轉折點之座標轉換至多
面體上。5.連接起點、轉折座標點與終點即可獲得在可展開成平面之
多面體上之最短路徑如圖 5.1所示。 
 
 
 

 
線段連接

建立資

料結構 

將轉折邊

界轉換成

曲面座標

 
 
 
 

此法在求

成平面之多面

圖 5.2之中顯示
與目標點間之

徑與逆向由展

面上或空間中

點與目標點為

徑，利用座標轉

算所獲得之最

 

將曲面座

標轉換成

平面座標 
 
圖 5.1繪製最短路徑的流程圖 

 
取最短路徑之應用非常廣泛，本節以機械手在

體所組合的模型上求取介於任意兩點間之最短

機械手在三維模型表面上，以最短的時間在

工作情況，本文的焦點著重在如何尋找機械手

開平面之最短路徑轉換成幾何模型上之路徑。

兩點間之最短距離為該兩點連接線段之直線距

已知，計算繞著三維物件表面並通過該兩點之

換的理論將三維的物件轉換成二維的展開平

短路徑來驗證本文所提方法之可用性及其正確
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5.2座標轉換
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Ph*=PhTh 
 
 
Ph*=[x* y* z
 
 
Ph =[x y z 1]
 

 

 

圖 5.2 機器手在三度空間的作業狀態 

 
模型物件皆能過透過一定值來做簡單的轉換，轉換後的

原先位置、方向及形狀，因此必須利用電腦來儲存該幾

座標系統的數值資料，並設計一些轉變資料的方法來表

之位置與方向，在本文之中選擇了平移、旋轉等方法來

置與方向，透過座標轉換的功能將該三維的物件轉換成

面，然後在展開平面上連接起點與目標點，即可獲得該

距離，直接以參數的方式來表達幾何物件，諸如點、向

面等來展現他們的改變。 

座標轉換成新座標 
件的平移意含該物件上每一個點均在給定的方向上移動

物件上每一個同質的Ph 點矩陣以一定的量t (tx ty tz)來
質的Ph 點矩陣乘以平移指示矩陣Th，則由方程式 (5.1)
新的同質的Ph* 點矩陣。 

(5.1) 

* 1]  (5.2) 

 (5.3) 
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Th =  (5.4) 
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同樣的，繞著座標系三個旋轉軸(Z、Y、X)各旋轉α、β、γ 的角
度，在物件上每一個同質點矩陣Ph均乘以一個簡單的旋轉指數矩陣

Rh，則新的點矩陣Ph*即可由方程式(5.5)來獲得。 

 
Ph*=Ph Rh (5.5) 
 
 
Rh = Rot(z,α) Rot(y,β) Rot(x,γ)  (5.6) 
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此外，一個同質的點矩陣經過平移及旋轉的轉換，則在物件上每

一個同質點矩陣Ph必須乘以平移指數矩陣Th及旋轉指數矩陣Rh，則新

的同質點矩陣Ph*即可由方程式(5.8)來獲得。 

 
Ph*=PhRhTh (5.8) 
 
 
RTN = RhTh   (5.9)
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 RTN =   (5.11) 
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其中(5.9)為正向轉換矩陣，包含平移轉換與旋轉轉換其乘積如

(5.10)而其結果如(5.11)，在(5.11)中左上角之 3×3 之子矩陣為旋轉矩
陣，而左下角之子矩陣為 1×3的平移矩陣如(5.12)。  
 
 
5.2.2由已知之新座標轉換成原參考座標 

通常於路徑規劃之理論中在展開平面上最短路徑之座標是已

知，使用座標轉換的方法將最短路徑轉換至曲面模型上，此即所謂逆

向轉換，逆向轉換矩陣RTN
-1 可利用正向座標轉換矩陣與逆向轉換矩

陣之乘積為單位矩陣之關係來獲得，矩陣乘積可利用簡單的點積關係

來計算：已知兩個相互平行的向量其點積為 1，而兩個相互垂直的向

量其點積為 0。 
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RTN
-1=  (5.15) 
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5.3資料結構 

在多面體上任意兩點間有數以百計之可通行路徑，但其路徑之最

短距離卻只有一個，然而在一個多邊界之多面體上求取任意兩點間之

最短路徑其過程應可再簡化，提出以平面展開法來解決此問題，計算

合乎規定總行程距離最短之路徑，將三維多面體之平面以二維平面來

表示，並建立資料結構以供計算最短距離之需求，然而此法有兩個限

制條件：第一是在有效的範圍內平面之號碼不能重覆，第二是資料結

構係依序以分層相鄰之關係取得。 
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圖 5.3 經過排序之所有可能被通過的邊界組合 
 

在六面體上所有的平面均可利用一系列的資料結構表示成特定

關係之展開平面如圖 5.3所示。雖然利用二維平面來展現三維物體，

則在角度變形、面積變形及長度變形等三方面中可能將有一方面會造

成失真，不過利用平移與旋轉所建構的展開平面，可顯示相鄰平面間

之相對關係，利用此法由面 1到面 6可得到 28種邊界組合如表 5.1，
其顯示每個平面到其他相鄰平面之相互關係，以圖 5.4為例，指定面

1為起點所座落的平面而面 6為目標點所座落的平面，而相鄰於面 2
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的平面有面 3和面 5，相鄰於面 3的平面有面 2和面 4，相鄰於面 4
的平面有面 3和面 5，相鄰於面 5的平面有面 2和面 4，所有可能的
邊界須經過排序因此可產生 28種可能之路徑。 

 

表 5.1 從點 PS 到 PG最短路徑通過的平面 
從點 PS 到 PG

最短路徑通過

三個平面 

從點 PS 到 PG

最短路徑通過

四個平面 

從點 PS 到 PG

最短路徑通過

五個平面 

從點 PS 到 PG

最短路徑通過

六個平面 

1,2,6 
1,3,6 
1,4,6 
1,5,6 

1,2,3,6 
1,2,5,6 
1,3,2,6 
1,3,4,6 
1,4,3,6 
1,4,5,6 
1,5,2,6 
1,5,4,6 

1,2,3,4,6 
1,2,5,4,6 
1,3,4,5,6 
1,3,2,5,6 
1,4,3,2,6 
1,4,5,2,6 
1,5,2,3,6 
1,5,4,3,6 

1,2,3,4,5,6 
1,2,5,4,3,6 
1,3,2,5,4,6 
1,3,4,5,2,6 
1,4,3,2,5,6 
1,4,5,2,3,6 
1,5,2,3,4,6 
1,5,4,3,2,6 

 
5.4 平面展開 

如起點所座落的平面與目標點所座落的平面分別處在不同的編

號平面內，而所有可通行之路徑將通過哪幾個平面須有妥善的規劃，

計算多面體上之最短路徑時須事先定義其路徑之可能通過平面，因為

在同一個展開平面上兩點間之最短距離是一條筆直的線段，將每個平

面之路徑還原後即可產生多轉折之路徑軌跡。 
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自動計算出被最短路徑所通過之轉折邊界，即能得到在多面體上

由起點至終點之多邊形路徑。平面的發展可移動到任意的位置和方

向，而不會改變原來的幾何特性，如平面 P是平行於工作平面，則以

平移的方式將平面 P 移動適當量 L 的距離使其座落於工作平面上，

如平面 P與工作平面傾斜一個夾角ϑ，則讓平面 P旋轉ϑ角度使其座

落於工作平面上，其餘的平面可依循此法展開。 
    假設起點和終點分別座落於平面 1和平面 6上如圖 5.4所示，而
平面與平面之搭接順序包含由平面 1 至平面 6 所有可通行平面的組

合，估算最短路徑可能通過的展開平面即像設定一個平面到其他平面

的搭接順序，設定 PS 和 PG 是在工作平面上的起點和目標點，則所

有可通行之路徑線段皆須在展開平面上，不能跨越出展開平面之外如

圖 5.5所示。 
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圖 5.5 以彼此特定的關係展開平面最短路徑通過的平面 
 

    在此範例中平面 6座落於最上層，平面 1座落於最下層，彼等可

被置放在同一層之任意位置，雖然平面 2、3、4和 5皆座落在中間層，
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但其可改變的位置須依循下列順序：平面 2須緊鄰著平面 3和 5，平
面 3須緊鄰著平面 2和 4，平面 4須緊鄰著平面 3和 5，平面 5須緊
鄰著平面 2 和 4，在此範例中可產生 28 組之可通行路徑。一個有效

率確認展開平面是否合法的方法，其步驟如下：假定 e1、 e2、 e3、… 
e n 是展開平面的邊界順序，連接 PS 與 PG線段觀察是否與每一個 e i 相

交來判斷其展開是否合法。很明顯的如 PS 與 PG 連接的線段越過展

開平面則表示展開的範圍或展開的過程是不合法，這是一種簡單的測

試方法，看線段有無在整個展開平面之邊界內。因此上例則有四組從

PS 到 PG通過三個平面的可通行路徑如圖 5.5(a)，有八組從 PS 到 PG

通過四個平面的可通行路徑如圖 5.5(b)，有八組通過五個平面的可通
行路徑如圖 5.5(c)，有八組通過六個平面的可通行路徑如圖 5.5(d)。 

依此類推可將更複雜的多面體加以展開成平面如 12 面體及 20
面體等，在圖 5.6 中每一個元件均是五角形，展開平面即是由 12 個
五角形平面所組成，其中每一個元件均可依據需求經過平移或旋轉來

符合工作平面之需求以計算由起點 S 至終點 G 之路徑，因此展開平

面是將編號 12置放在最上層，編號 7、8、9、10、11等置放在第三
層，編號 2、3、4、5、6等置放在第二層，編號 1置放在最下層，第
二層與第三層均可依相鄰之順序移動。 

 
 
 

 
 

 

圖 5.6 由 12面體模型所發展之平面 
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圖 5.7 由 20面體模型所發展之平面 
 

在圖 5.7中每一個元件均是三角形，展開平面即是由 20個三角形
所組成，其中每一個元件均可依據需求經過平移或旋轉來符合來符合

工作平面之需求以計算由起點 S 至終點 G 之路徑，因此展開平面是

將編號 20 置放在最上層，編號 17、18、19 等置放在第五層，編號
11、12、13、14、15、16等置放在第四層，編號 5、6、7、8、9、10
等置放在第三層，編號 2、3、4等置放在第二層，編號 1置放在最下
層，第二、三、四等層均可依相鄰之順序任意移動。 

 

 

S 

G 

圖 5.8將編號 9經過平移及旋轉來計算路徑 
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圖 5.9將編號 8經過平移及旋轉來計算路徑 

 

 

圖 5.10將編號 3經過旋轉
 

    例如計算 20面體上由 S至 G之路徑

連接之共邊界關係經過平移及旋轉至元

求，如圖 5.8所示由 S至 G之路徑通過三

順序為 9、10及 12。另外將元件 8 利用
經過平移及旋轉至元件 7的下方以符合計
S至 G之路徑通過四個元件，其經過平面

19。又如計算 12面體上由 S至 G之路徑

連接之共邊界關係經過平移及旋轉至元件

求，如圖 5.10所示，其計算結果由 S至

S
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來計算路徑 

，則將元件 9 利用彼此相互
件 10 下方以符合計算之需
個元件，其經過平面元件之

彼此相互連接之共邊界關係

算的需求，如圖 5.9所示由
元件的順序為 8、7、14及
，則將元件 3 利用彼此相互

2 之下方以符合計算的需
G之路徑經過平面元件之順



序為 3、 2、 8以及 12。 
   
5.5 圓柱的展開 

以圓柱或圓錐來隱含各種不同的障礙物的概念，然後即可輕易的

在曲面模型上規劃避碰路徑，因為圓柱與圓錐均可利用座標轉換的關

係來求得其真正之最短路徑，因此本文選擇以圓柱及圓錐來說明，並

以此法所求得的值與座標轉換所計算的值來做比較，以驗證此法的正

確性及效率性。 
首先將圓柱分成兩個部份，第一個部份由 0 度至 180 度所組成的

展開平面，第二個部份由 180 度至 360 度所組成的展開平面，而第二

部份亦可視為由 0 度至-180 度所組成的展開平面，如果起點與終點

均座落在同一個展開平面上，則該兩點間之最短距離即該兩點所連接

之線段，如果起點與終點並非座落在同一個展開平面上，則選擇起點

所在的展開平面當基準面，而將終點所在的平面當搭接面，然後再利

用疊代平面法分別將兩組終點所在的平面與基準面相連接而成疊代

平面如圖 5.11所示。 
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圖 5.11 在圓柱
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如起點 PS與終點 PG之位置均座落於同一平面 SB上，則將起點 PS與

終點 PG的連接即可得最短之距離。同理起點 PS之位置座落於 SB平
面上，而在同理平面上找到同理目標 PG點，在 SC 平面上找到 PG1

點，在 SA 平面上找到 PG2點，因此其最短路徑即是由 PS到 PG (PG1

或 PG2)。如圖 5.11中在展開後的平面上 V方向之大小並無改變，但
在 U方向即以 π(90-θi)/180cosθi的放大倍率來呈現展開後大小。 
  
5.6 圓錐的展開 

首先將圓錐分成上半部及下半部兩個部分，上半部是 SB扇形平
面，下半部扇形平面有正向與負向兩組，其中正向下半部是 SA扇形
平面，負向下半部是 SC扇形平面，如果起點與終點均座落在同一個

扇形平面上，則該兩點間之連接線段即該兩點之最短距離。然而如果

起點與終點並非座落在同一個展開扇形平面上，則選擇起點所在的展

開扇形平面當基準面，然後再利用疊代平面法分別將兩組終點所在的

扇形平面與基準面相連接而成組合平面如圖 5.12所示。 
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如起點PS與終點PG之位置均座落於同一扇形平面SB上，則將起點PS

與終點PG連接即可得最短距離。同理起點PS之位置座落於SB扇形平
面上，而在同理平面上找到目標PG點，在SC扇形平面上找到PG1點，

在SA扇形平面上找到PG2點，因此很容易判斷其最短路徑是由PS到PG 

(PG1或PG2)。在此範例中SB、SA及SC都是由扇頂弧寬=πr2，扇身長度

L=(R2-(r1
2-r2

2)1/2及圓錐角度θ=2sin-1((r1-r2)/R)度所組成的扇形平面，在
錐面上距離傘底w處的圓形半徑rw = r2+(R-wi)sin(θ/2)。如圖 5.12中在
展開後的扇形平面上沿著傘心R方向的大小沒有改變，但在θ方向即
以πrw/(2R-w)的倍率來呈現展開後的實際大小，其改變的大小則隨著

w之位置而改變。 
 
5.7 最短路徑 

在展開之疊代平面上獲得起點與目標點之位置，因在平面上兩點

間最短距離為該兩點之連接線段，因此在平面上可輕易取得兩點間之

最短路徑，再經座標轉換將該線段轉換並繪製在多面體模型上，此法

之優點係在最短路徑之計算次數可縮小至一次。 

  
 

 
 

圖 5.13由圓柱、平面、斜面及圓錐等可展開成平面之多面體 
 
以圖 5.13 為例機械手係在由圓柱、平面、斜面及圓錐等組合而

成可展開成平面之多面體上工作，為了簡化過程，從其中選擇一部分

曲面來規劃介於兩點之間而沿著模型表面之最短路徑如圖 5.14 所
示，然而僅需要依上述的方法將每個綴面展開至疊代平面上，並利用

直線連接的方式在疊代平面上將起點 PS與終點 PG相連接如圖 5.15
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所示，後依據上述的方法將疊代平面上的路徑轉換至可展開成平面之

多面體上，發展的程式只需提供起點與終點之位置，則能自動的將最

短路徑繪製在可展開成平面之多面體上如圖 5. 16所示。 
 

 

PG

PS

 
圖 5.14 將圓柱及圓錐分割成若干等份的平面 

 
 
 

 

PG

PS

 

圖 5.15 將所有的平面及斜面直接貼放於疊代平面上 
 

包含圓柱、平面、斜面及圓錐等外形所組合而成的可展開成平面

之多面體，先將圓柱及圓錐分割成若干等份的平面如圖 5.14，然後依
序將所有的平面及斜面直接貼放於疊代平面上，在疊代平面上將起點

與終點以直線連接，該直線必須在疊代平面內如圖 5.15，再以座標轉
換將每個轉折邊界之交點，依其比例轉換至曲面模型上，即可求得介
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於起點與終點間之最短路徑如圖 5.16 可得平面展開法轉換後之路徑

與利用布魯霍斯法則所得之計算結果相比較，兩者之路徑相當貼近，

其間若有差值應係為計算誤差。 
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計算結果 
 

PS

6在可展開成平面之多面體上由起點至終點之最短路徑 

 

論 
何呈線性關係之平面經平移或旋轉後在展開後之同平面上任

短路徑通過之線段其入角一定等於出角，在平面上任意兩點間

路徑即是該兩點之連接線段，獲得最短路徑後再以座標轉換將

分別繪製在多面體上即可獲得在多面體上之最短路徑。我們建

資料結構展開規則，記錄每個編號平面之分層與緊鄰關係，以

得可能被最短路徑通過之路線組合。 
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