
第三章 搭接式多面體之路徑規劃 
 

在機械手的工作空間中必須避免與機台或夾治具和工件及週邊

設備等產生接觸之區域，該區域即是所稱障礙區，掃描實際產生干涉

之位置，再利用座標轉換將所量得資料改為關節障礙區域，並將這些

關節障礙區域全部擺放在架構空間內，即可獲得障礙區域範圍，再以

幾個特定幾何外形來界定障礙區域之輪廓規劃避碰路徑。在搭接式多

面體之路徑規劃流程係 1.利用網格規劃法以求得任意可通行點至其

他可通行點之距離以產生鄰接矩陣。2.再以迪吉斯托來求得軌跡矩

陣。3.從軌跡矩陣中自動搜尋最短路徑。 
 
3.1 關節障礙之架構空間 

一般在卡氏座標中機械手由一點移動至另一點時，可到達的最短

路徑可能只有一條，但轉換成關節的角度，各軸需轉動的角度其解並

非唯一，將產生有多重選擇的路徑，造成驅動關節角度的取捨問題，

所以在關節架構空間中利用特定輪廓之障礙曲面來搜尋路徑，確立關

節角度指定到達目標點的路徑，決定如何到達指定位置並定義架構空

間範圍。 

 

                         

 

d2

θ2

L2 

d1

θ3

θ1

圖 3.1 三軸 PUMA機械手之示意圖    
 

    以三軸PUMA機械手為例做說明如圖 3.1所示，其轉軸角度

與轉軸距離分別標示如圖上之θ1、θ2、θ3、 d1、d2、以及L2，依其座
標轉換公式可得到連桿 3以 0座標系來描述的轉換矩陣0

3，其中 表

示連桿n以i座標系來描述之轉換矩陣， i

T i
nA

nA −1表示連桿n以i座標系來描
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述之轉換反矩陣。以三軸PUMA機械手在有障礙之機台上工作為例如

圖 3.2所示，假設機台和週邊設備以及工件等可能與機械手碰撞之點
座標為p (px, py, pz)，則每一個p值皆可利用矩陣公式(3.1)與(3.2)及(3.3)
的計算求出相對映之關節旋轉角度θ1,θ2和θ3，然後將可能產生碰撞之
關節角度值置入架構空間內。 
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圖 3.2 三軸 PUMA機械手之工作
 

    利用B-Spline擬合曲面來建構即可獲得特定

將特定輪廓表面之點群資料保留以計算局部之有

徑規劃中只要知道機械手在移動瞬間之位置與

可，因此從起點PS至目標點PG之最短路徑即該兩

示，在連線過程中如與界定障礙區域之多面體發

面體後再回到原直線向量繼續前進。採用網格規

法則來計算由起點至目標點的最短路徑，依網格
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周邊設備

示意圖 

形狀之障礙曲面，再

效路徑，而在避碰路

下一步要到達位置即

點之連線如圖 3.3所
生交集則先繞行該多

劃法並配合迪吉斯托

規劃法來規劃路徑必



須沿著網格點依序前進，且以網格往前連接方式來建立距離資料庫，

配合迪吉斯托法則之資料處理，統計比較並選取總合距離最小之路

徑。如所設定之網格大小變更則所獲得的路徑距離總合值亦會不同，

而網格大小如何取捨則視所需精度而定，當網格小到一定程度時即將

產生收斂之效果。 

 

 

ϑ1

ϑ3

PS

障礙區域  

 

圖 3.3 從起點PS至目標點PG之最短路徑

 
3.2 利用 B-Spline建構障礙空間曲面 

利用雙三次均勻 B-Spline 理論建構各種輪

界定架構空間中之障礙區域，該多面體亦稱為

理論將建構的曲面作微小的局部修正，使選用

區域實際形狀，又改變機台的擺設位置或加減

同輪廓外形之障礙曲面。B-Spline曲面的建構
以給定點當作控制點來建構曲面，此法所建構

定的點，第二種是以給定點當作擬合點來建構

曲面會通過所給定點，並沿著給定點以平順之

點，障礙邊界點就是擬合點，因此採用第二種

而以擬合點來建構曲面時需要先行運算反向求

制點。 

一個轉換矩陣0T3 可由座標轉換來獲得，

來表示，iAn 稱為以i座標來表示n座標之轉換矩
標，i表示參考座標，另一個符號iAn

-1 係iAn之
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ϑ2

即該兩點的連線 

廓外形之多面體，以

障礙曲面，依 B-Spline
之多面體更符合障礙

週邊設備即可建立不

方法有兩種，第一種是

的曲面不會通過所給

曲面，此法所建構之

方式連接所有的給定

方法來建構障礙曲面，

出經過該擬合點之控

0T3即為連桿 3以連桿 0
陣，n表示一個新的座
反轉換矩陣，因此在下



列公式之符號中Aijkr表示轉換矩陣，Vrk表示控制點矩陣，2sok表示在u
方向第一個邊界向量，2smk表示在u方向最後的邊界向量，Pik表示擬
合點矩陣，亦即是機台和週邊設備以及工件等可能與機械手碰撞之

點集合，Pik矩陣中 2sok與 2smk為u方向之邊界向量，若以自由端為條件

所建構之曲面則 2sok與 2smk均為 0。         
 

Aijkr Crj= Pik                          (3.4) 
 
Aijkr

1 Pij = Vrk                         (3.5) 
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Vij = [V0,j V1,j V2,j V3,j ⋯ Vm,j Vm+1,j Vm+2,j]T (3.10) 
 
 
Pij = [2di 6Pi0 6Pi1 6Pi2 ⋯ 6Pin-1 6Pin 2ei]T (3.11) 
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(3.4)與(3.5)是計算擬合點與控制點曲面之主要方程式，再配合擬
合方程式(3.6)即可建立障礙曲面，2di B與 2ei為v方向之邊界向量，其中

2di= Vi,2-Vi,0 (扭曲矩陣中最左側之邊界向量)，2ei= Vi,n+2-Vi,n(扭曲矩

陣中最右側之邊界向量)。上述矩陣之下標符號其中i,r = 0,...,m+2而
j,k = 0,...,n。 

 

 

 

 

  

最

體

示，

跨

所

由

子

方

 

障礙曲面
 

圖 3.4 由方盒形多面體所組成之障礙曲面 
 

  在此提出三個特定形狀多面體來界定架構空間中之障礙區，指定

短路徑係由起點往終點方向前進，遇界定障礙之多面體時再沿多面

表面來規劃最短路徑，第一個例子為方盒形障礙曲面如圖 3.4 所
方盒形是一個對稱的障礙曲面，經展開以後其正方網格的每一個

距距離是一樣的。第二個例子是瓶子形多面體之障礙曲面如圖 3.5
示，在這個例子中每一個方向網格的大小是不同的，第三個例子是

兩個不同大小的球形多面體之障礙曲面如圖 3.6所示，在第三個例

中路徑可能由貼於兩個球面的曲線和一條沿著起點和目標點連線

向的直線所組成。 
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瓶形障礙曲面 

 

圖 3.5 由瓶子形多面體所組成之障礙曲面 
 

 

 

     
大球形障礙曲面

 

 

小球形障礙曲面 

      

圖 3.6 由兩個不同大小球形多面體所組成之障礙曲面 

 
3.3 機械手臂在障礙曲面上之工作點      
以電子零件插入機械手或汽車廠的點焊機械手為例經常在複雜的三

度空間中工作，每一個插入點或焊點即是所謂的起點或目標點，而每
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一個由工作起點和終點的連線是一條最短路徑，當該直線與所建構的

障礙曲面無接觸時，則該直線便是最短路徑，但是當該直線與障礙曲

面有接觸時，將每兩個停頓點設定為局部障礙曲面之起點和目標點，

然後在起點與目標點之間運用網格規劃法與迪吉斯托法則來計算其

通行路徑中之最短路徑。 

離值，如此所建構的二維之網格平面就非常趨近於三維曲面。 

 

可

 

3.4 疊代平面 (Overlapping Plane) 
首先建構一個特定形狀輪廓之多面體來界定障礙區域，在多面體上標

上網格點，將每一個網格點和其相鄰的點連接成網格。然後將障礙曲

面區分成兩個等份的自由端曲面，並針對障礙曲面的表面與網格關係

來分析，由 0 到 180 度的曲面稱為上半部曲面，而 0 到-180 度的曲

面稱為下半部曲面，利用幾何分析法，將每一半之三維曲面對映成二

維的平面，在二維平面上分別在網格點間再細分，然後計算微分後點

與點間之空間距離，此空間距離包含 u方向和 v方向，其中 u(0~360
度或-180~180 度)、v(0~總高度)，將同一個 u值方向點與點間之距離

以累加的方式登錄之，然後將所得之值擺放在 v方向上，依序增加一
個微量的 u值，再重覆上述的步驟將所得到的值擺放在下一個 v位置
上。相同的方法在 u方向擺放所得到的同一個 v值方向的點與點間之
距

 

 
 

 

圖 3.7 經展開及疊代後之盒形障礙平面 
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圖 3.7 是由 SA,SB,SC,和 SD 等四個平面所搭接而成之疊代平面，當
起點和目標點均落在同一個平面上時即表示行進路線與障礙曲面的

交點均在同半個曲面上，當起點和目標點同時在不同的兩個區域平面

上，會有不同繞著障礙曲面的方法產生，例如起點是座落在 SA平面
上，而目標點是座落在 SB平面上，則表示行進路線係沿著逆時針方

向旋轉至目標點，如果起點是座落在 SA 平面上而目標點是座落在

SD平面上，則表示行進路線係沿著順時針方向旋轉至目標點，依此

類推，如果起點座落在 SB平面上而目標點是座落在 SA平面上，則
表示行進路線係沿著順時針方向旋轉到達目標點，如果起點座落在

SB 平面上而目標點座落在 SC 平面上，則表示行進路線係沿著逆時

方向到達目標點。   

 

針

 
      

圖 3.8 經切割的上半部盒形曲面 

 

S0 

上半部障礙曲面 

S180 

將盒形障礙曲面分割成上下兩個部分，上半部分是由 0 到 180
度所組成，而下半部則由 0 到-180 度所組成，因為上、下兩個半部

障礙曲面是對稱的，因此繪製上半部如圖 3.8所示，利用先前所提過

的方法即可得到所對映之平面。依此類推，利用前述的方法各別分割

瓶子形障礙曲面與兩個不同大小的雙球形障礙曲面為上半部和下半

部如圖 3.9與圖 3.10所示,當然用上述的方法得到對映之平面，盒形
的曲面是一個規則曲面，所以每一個網格點的大小是相同的，在後兩

個例子中因為不是規則性模型所以每個格點跨距的大小都不同，使用

一個正方的對映平面來說明，但在對映平面所代表的格點大小是不相
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同的。雖然上述之各種例子都是上下部分對稱，但是此法亦可適用於

對稱之模型。 

 

非

 

圖 3.9 經切割後的上半部瓶子形障礙曲面 

 

 

 
 

圖 3.10 經切割後的上半部雙球形障礙曲面 

上半部障礙曲面 

 
    由以上的例子中可以發現在多面體曲面上起點和目標點之位置

可能發生在同一個對映平面上也有可能發生在不同的兩個對映平面

上，當起點和目標點的位置皆發生在同一個對映平面上時其行進路線

只有一種，但起點和目標點的位置分別在不同的對映平面上時，由起

點至目標點沿著障礙曲面繞行的方式有兩種，一個是繞著順時鐘方向

B0 

上半部瓶 面 形曲

B0 

B180 

B180 
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行進，另一個就是繞著逆時鐘方向行進，亦即要計算最短路徑時必須

要先建立如圖 3.11 所示的疊代平面，如何判斷該採用逆時鐘方向旋
轉或順時鐘方向旋轉的方法，直接計算由起點至目標點所經過每一個

小塊之線性距離總合，並採用線性距離總合較小者，其計算線性距離

合的方程式如(3.12) 所示。 

 =

總

 

i
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( ) ( ) (x x y y z zi i i i i i+ + +− + − + −1
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1
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距離的總合

，則採用逆時鐘方向旋轉的行進路線，反之亦同。 

   

 

如果逆時鐘方向旋轉其距離的總合比順時鐘方向旋轉其

小

 

 
      

 

圖 3.11 在疊代之障礙平面上尋找最短路徑 

P 

P1

Q 
Q 

SD SA SB SC

Q1Q1

P 

180 0 
-180

0
180 
-180 180

 

    以圖 3.11為例假設疊代障礙平面是由 SA, SB, SC和 SD四個區
域平面所組成，如果路徑的規劃是由 SA到 SB以及由 SB到 SC等方
向是屬於逆時鐘方向旋轉，如果是由 SB到 SA以及由 SA到 SD等方
向是屬於順時鐘方向旋轉。事實上在 SA 平面上任一點 P 相對映在
SC平面上也有相同的點 P存在，同樣的在 SB平面上任一點 Q相對
映在 SD平面上也有相同的點 Q。由 P點到 Q點的路徑就有四條；第

一個路徑是由 SA之 P點至 SD之 Q點，第二個路徑是由 SC之 P點
至 SB之 Q點，第三個路徑是由 SA之 P點至 SB之 Q點，第四個路

徑是由 SC之 P點至 SD之 Q點。但其中由 SA之 P點至 SD之 Q點
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與由 SC之 P點至 SB之 Q點是一樣的，而且由 SA之 P點至 SB之
Q點必小於由 SC之 P點至 SD之 Q點，因為由 SC平面至 SD平面
必須橫跨過 SB與 SA 兩個平面，設定工作的起點 P位於 SA平面上，
則由 P點到 Q點的路徑只有二個，它們分別是前述第一與第三路徑。 

    在圖 3.11 中的另一個路徑由P1點至Q1點可說明順時鐘與逆時鐘

旋轉路徑的選擇，SA平面上的起點P1係在SA平面之邊界上緊靠著SB
平面，而目標點Q1是在SB平面上緊靠著SA平面，以及SD平面之邊界
上，因此由SA平面之P1至SB平面之Q1其距離甚短，但由SA平面之P1

至SD平面之Q1其距離甚遠，以雙球形障礙曲面來描述就更為貼切，

當起點在-179 度的位置而目標點在 177 度的位置時，逆時鐘方向旋

轉要 358 度才能到達，而以順時鐘方向旋轉卻只要 2 度即可到達。 

鄰接矩陣與軌跡矩陣來計

算任

SB

至目標點Q其最短路徑是 204.78
其最短路徑是由 P39到 Q231。 

 

 

3.5最短路徑 

由圖 3.11中任意 P點到任意 Q點的最短路徑採用迪吉斯托的最短路

徑搜尋法，將網格節點之間距以資料結構方式儲存，在網格上依序將

所有的網格點編號，並計算每一個編號至其他點的距離，以幾種如前

述的基楚網格規劃模式來比較並得到一個最有效率的方法，首先將一

個網格點與其四個正交的格點相連接，所得到的結果較粗燥其長度較

長，第二個方法將一個格點與其四個正交格點連接之外並與其對角的

四個格點相連接，其結果較佳和較有效率，第三個方法將網格點與其

他的格點相連接，此法所求得的距離最短，但其計算量較大，採用第

三種方法來計算堆有效率的路徑規劃，使用

意起點 P到目標點 Q之最短路徑。 

因此要計算由起點至目標點的最短路徑，只要知道起點的位置即

可，由三個區域平面所構成的疊代平面求出，假如起點的位置座落於

SA平面上，則由 SD與 SA和 SB所構成的疊代平面就可計算出如何
繞行才可得到最短的距離，相同的起點的位置座落於 SB平面上，則
由 SA 與 SB 和 SC 所構成的疊代平面即可決定是由何方向繞行才可

得到最短路徑。如圖 3.12所示起點 P座落在 平面上，且在 SA平
面及 SC平面上找到相同的目標 Q點，在圖上 P點的位置在疊代平面
上的編號為 39，在 SC 平面上找到 Q 點其位置在疊代平面上的編號
為 231，在 SA平面上找到 Q點其位置在疊代平面上的編號為 249，
由迪吉斯托法則計算得 P39 到 Q231 其距離是 204.78，但由 P39 到
Q249其距離是 397.57，因此由起點P
而
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圖 3.12 由下半部點 P至上半部點 Q的最短路徑 

 

搜尋法所求得之角度ϑ1為 44.9784 度而角度ϑ2為

45.0217 度。 

  

 

3.6範例說明 
在第一個例子中，一個盒形障礙礙曲面是由四個正交的平面所組成，

是規則的對稱曲面，其每一個跨距都相等，使用迪吉斯托法則來搜尋

最短路徑並將二維所得之值轉換成三維曲面之對映位置，將圖 3.12
所求得之值代入則可得到在盒形障礙曲面上從點P至點Q之最短路徑

如圖 3.13 所示。在此例中我門們企圖將其他方法計算所得之值與此

法所求得之值作比較，並依據其結果來確認此法的可行性，然而如何

求得點C是求取真解之重要關鍵，尋求真解的方法：選擇直線A到B，
它是介於上半部平面和側平面相交的直線如圖 3.13 所示。其最短路

徑CD就是由直線P到Q和直線A到B之共垂線向量求得，其交點C即可
求得，最短路徑的真解即是距離PC和距離CQ之總和如圖 3.14所示。
以求解最短路徑之另一個條件是最短路徑通過每個邊界線之入角度

ϑ1要等於出角度ϑ2，在此例中其角度ϑ1=ϑ2其值為 45 度,而以網格規

劃與迪吉斯托

 

 

  

V 

U 

Q231 Q249 

之最短

路徑 

P39

SC 

SB

SA

0  0

由點 P39至點
Q231

180 180 
-180
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圖 3.13 在盒形障礙曲面上由 P點至 Q點的路徑規劃 

 

 

 

 

 

 

 
 

圖 3.14 交點 C同時垂直於直線 PQ與直線 AB 

 

P 

Q 

 

P 

Q

A 

C(x2,y2,z2) 
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與線段 
AB之最短距離 
H = 介於線段 PQ

D(x1, y1, z1)

A 

B 

C 
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表 3.1計算結果比較及誤差值 
計算所求得的真解 H = 70.71068 ϑ1 = ϑ2 = 45 

此法所求得的解 H = 70.71090 
ϑ2  
ϑ1=44.9784 

=45.0217
誤差值 0.00022 0.0433 

    

等份

、P到 Q的線短段組合、與 Q到 B之直線所組成如圖
3.15 示。 

 

     

表 3.1 中此法所求得之解的統計數字是將每一個單位再分成 10
所求出之數字，如果網格跨距縮小將可以得到更準確的答案。 

在第二個例子中最短路徑就是沿著起點至目標點的連線直線，如

果起點和目標點均不在障礙曲面上如圖 3.14 所示，設定其路徑是沿

著由起點 A至目標點 B的直線，當該直線與瓶子形障礙曲面相交時，
其交點稱為 P點和 Q點。除此之外，介於 P點和 Q點間之行進軌跡

總是沿著障礙曲面上由 P 點向 Q 點前進。因此一個有效率的路徑由

A到 P的直線
所

 

 
 

圖 3.15在瓶子形障礙曲面上由 B點至 A點的路徑規劃 

 

Q 

P 

B 

A

在第三個例子中企圖在兩個不同大小的圓球形障礙曲面上尋求

一個有效率的路徑，由點 A 到點 F 所構成的直線與兩個不同大小的

圓球形障礙曲面有四個交點，它們被稱為分別是 B、C、D和 E如圖
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3.16 所示，有效率的路徑是沿著由 A 至 F 的直線之三個線段與沿著
曲面表面之兩個線段組合所組成，三個直線線段部份是指 A到 B、C
到 D E到 F，兩個曲線段部份是指 B到 C與 D到 E如圖 3.16所示。 
 

 

與

 

圖 3.16 在雙球形障礙曲面

運用在三軸機械手臂之路徑規劃，

A B 

D 

E 

F 

 

3.7 討 論 
利用關節架構空間障礙曲面來描述

路徑對映在卡氏座標中是具有唯一

幾個範例說明及驗證，此法所得

跡，雖然整體來看全部的距離總合

其每一階段的距離是最短的。在架

很多，此法提供了一個快速且簡易

在空間中會造成碰撞的點集合遠較

分析碰撞點來替代可通行點，因此

 

C
  

上由 A點至 F點的路徑規劃 

亦可使用在其他領域之路徑規劃。 

機械手的路徑軌跡較為容易，且其

性，在控制上也較簡單，以上述的

到的結果是一個很有效率的路徑軌

並不一定是最短，但在局部範圍內

構空間中由起點至目標點之途徑有

的路徑規劃方法。以網格理論而言

不會碰撞的點集合來得少，此法以

計算時間要節省許多，此法不只可
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