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印表機馬達系統之系統判別 

研究生：洪朝瀛 指導教授：李福進  博士 

國立交通大學 

電機與控制工程學系 

碩士論文 

摘     要 

本篇論文是利用傳統的系統判別方法，最小平方估測法和最小

平方遞迴估測法加以改進，然後利用這些方法找出 HP inkjet 3325

彩色噴墨印表機直流噴墨馬達系統的最佳轉移函數，以便我們在設計

系統的控制器時，可以非常的準確。最後在本篇論文的這個系統判別

法則可以很容易的轉換成電腦輔助設計程式，並且可由實際系統的輸

入輸出資料來取得較佳的參數估測。 
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System Identification of Motor System of 

Printer 

 

Student: Chao-ying Hung  Advisor: Dr. Fu-Ching Lee 

 

Institute of Electrical and Control Engineering 

National Chiao Tung University 

        Abstract 

 

The purpose of this thesis is to utilize the traditional system identification 

method, the least-square estimation method and the recursive least-square 

estimation method to improve then utilize these methods to find out the 

optimal transformation function of the DC motor system of HP 3325 

color inkjet printer. An accurate model of the motor system can be used 

to design a proper servo control system. At last, the estimation methods 

in the thesis can be easily transformed into CAD programs, and we can 

perform parametric estimation by using I/O data of real systems. 
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第一章 緒論 

1.1 研究背景 

要設計一個好的控制器，首先我們必須要找出系統的最佳轉移函數的數學模

式，在本論文中我們所要研究的就是如何以現有的傳統系統判別方法，最小平方

估測法和最小平方遞迴估測法加以改進，去找出系統最佳轉移函數的數學模式，

在本論文中我們是以 HP inkjet 3325 彩色噴墨印表機直流噴墨馬達系統的實際

例子來做研究，根據從工研院所量測到的輸入輸出資料來分析，再以傳統的系統

判別方法，最小平方估測法[1](Least-Squares Estimation Method)和最小平方

遞迴估測法[1](Recursive Least-Squares Estimation Method)和利用改進真實

系統的輸出值去改進的估測法，來加以計算以求得最佳的系統轉移函數的數學模

式，然後利用電腦輔助軟體(Matlab)去模擬並且和實際量測到的輸出資料做比

較，看是否吻合，來判別我們利用改進後的估測法，所求得的系統轉移函數的數

學模式，是否比未改進的估測法，所求得的系統轉移函數的數學模式，更接近真

實系統的轉移函數的數學模式，若我們所求得的系統轉移函數的數學模式越接近

真實的系統，那麼對我們要設計一個好的控制器將會有很大的幫助[2]。 

 

1.2 章節介紹 

 第二章中我們將介紹最小平方估測法和最小平方遞迴估測法的理論基礎和

演算法的推導，以及利用改進真實系統的輸出值改進的估測法。第三章我們將會
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利用第二章所講的方法去分析一個以 HP inkjet 3325 彩色噴墨印表機直流噴墨

馬達系統的實際例子（此平台是由工研院所架設的），所量測到的輸入輸出資料

去求得最佳的系統轉移函數的數學模式，並且利用電腦輔助軟體去模擬印表機馬

達系統之輸出波形，然後跟真實的系統所量測到的輸出波形互相作比較，以證明

改進後的估測法，所求得的參數估測值，比未改進前的估測法，所求得的參數估

測值，更接近真實的系統，第四章則為本論文之結論。 
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第二章 定理及演算法 

 在本章節裡，我們在 2.1 節中首先介紹動態系統及線性差分方程式，接著

2.2 節在介紹傳統系統判別方法，最小平方估測法及最小平方遞迴估測法，並舉

例說明，由於上述兩種方法都是利用最小平方誤差和來求得最佳解，加上印表機

馬達系統所量測的時間很短，我們所得到的資料有限，因此在 2.3 節中我們將介

紹如何利用改進真實系統的輸出值來改進估測法，使我們在使用相同數量的資料

下，卻能得到更接近真實系統的參數估測值。 

 

2. 1 動態系統 

2. 1. 1 簡介 

 動態系統可以被區分為兩種形式︰連續時間和離散時間。這兩種形式主要的

區別是在連續時間的系統中，訊號是連續的，而在離散時間的系統中，訊號也是

連續的，但是訊號是以離散的方式來表示。連續訊號的資料如果以適當的取樣比

率去取樣來儲存它的資料，那麼離散系統將會非常的接近連續系統[3]。 

 由於數位電腦的採用，所以系統判別技術絕大多數都是利用數位的方式來表

示，因此採用離散時間系統將會使我們更方便的去處理資料。在本論文中所提到

的最小平方估測法及最小平方遞迴估測法，也是建立在離散時間系統的基礎上。 

2. 1. 2 線性差分方程式 

  首先，參考圖 2.1-1 的方塊圖，通常 n th order− 差分方程式可表示成如下： 
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1 0 1( ) ( 1) ( ) ( ) ( 1) ( )n ny k a y k a y k n b u k b u k b u k n+ − + + − = + − + + −… …       (2.1-1) 

or 

1 0
( ) ( ) (

n n

j j
j j

y k a y k j b u k j
= =

+ − =∑ ∑ )−                                  (2.1-2) 

其中 y 是系統的輸出，u是系統的輸入， k 是整數時間 

1 0 1, , , , , ,na a b b⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ nb 是系統的參數。 

Linear Discrete
System

u(k) y(k)

 

圖 2.1-1：單一輸入和單一輸出（SISO）的離散系統 

 

如果我們把 q假設成位移運算子則 

1 ( ) ( 1)q y k y k− = −  

且 

1 1 2
1 2

1 1 2
0 1 2

( ) 1

( )

n
n

n
n

A q a q a q a q

B q b b q b q b q

− − −

− − −

= + + + ⋅⋅ ⋅ +

= + + + ⋅ ⋅ ⋅ + ,

−

−

)

              (2.1-3) 

則方程式(2.1-1)可被表示成下面的形式 

1 1( ) ( ) ( ) (A q y k B q u k− −=                   (2.1-4) 



 

這是一個非常基本的數學模式，我們將會使用在系統判別（System 

Identification）上[4][5]。 

 仔細的觀察上面的式子，我們發現上面的推導過程可以很容易的去表示出差

分方程式和線性非時變的轉移函數之間的簡單關係。再來我們對方程式(2.1-1)

取 Z-轉換，並且假設初始狀況為零 ( ) ( ) 0y k u k= = ， 0k < ，我們將會獲得下面的

式子： 

1 2 1 2
1 2 0 1 2(1 ) ( ) ( ) ( )n n

n na z a z a z Y z b b z b z b z U z− − − − − −+ + + ⋅ ⋅ ⋅ + = + + + ⋅ ⋅ ⋅ +  

其中 z是 Z-轉換的變數。 

則轉移函數將可被定義為 

1 2
0 1 2

1 2
1 2

( )( )
( ) 1

n
n

n
n

b b z b z b zY zH z
U z a z a z a z

− − −

− − −

+ + +⋅⋅⋅+
= =

+ + +⋅⋅⋅+
          (2.1-5) 

or  

1

1

( )( )
( )

B zH z
A z

−

−=                         (2.1-6) 

其中多項式 和1(A z− ) )1(B z− 定義在方程式(2.1-3)。 

方程式（2.1-1）也可用來表示多重輸入和多重輸出的系統。考慮一個有 m

個輸入和 r個輸出的的系統（如圖 2.1-2），然後我們將定義向量 和 如

下： 

( )U k ( )Y k

1 1( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )m r

u k y k
U k Y k

u k y k

⎡ ⎤ ⎡
⎢ ⎥ ⎢= =⎢ ⎥ ⎢
⎢ ⎥ ⎢⎣ ⎦ ⎣

# #
⎤
⎥
⎥
⎥⎦

 

然後這個系統可以被表示成 
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1 0
( ) ( ) ( )

n n

j j
Y k A Y k j B U k jj j

= =

+ − =∑ ∑ −                    (2.1-7) 

其中 和Aj B j 分別是 和 的系統參數矩陣。 r r× r m×

 根據單一輸入和輸出的系統表示，我們把方程式(2.1-7)化簡成下列形式也

是可能的 

1 1( ) ( ) ( ) (A q Y k B q U k− −= )  

) )

                (2.1-8) 

其中 和1(A q− 1(B q− 是以 為變數的矩陣多項式，定義如下： 1q−

1 1

1 1

( ) ( ) ( )1

( ) ( ) (0 1

n

n

A q I A q A qn

)B q B B q B qn

− −

− −

= + + +

= + + +

"

"

−

−

                            (2.1-9)   

        

Linear Multivariable
Discrete System

u1(k)

u2(k)

um(k)

…
y1(k)

y2(k)

yr(k)

…

 

圖 2.1-2：多重輸入和多重輸出(MIMO)的離散系統 

 

2. 2 傳統系統判別方法 

 首先，考慮下面系統的數學模式 

1 1( ) ( 1) ( ) ( 1) ( )n my k a y k a y k n b u k b u k m+ − + ⋅ ⋅ ⋅ + − = − + ⋅ ⋅ ⋅ + −  
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其中 是系統的輸出，u是系統的輸入，y 1 1, , , , ,na a b mb⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 是系統的參

數。我可將其表示為 

N

1 1

1

1
( )

( ) ( 1) ( ) ( 1) ( )

[ ( 1) ( ) ( 1) ( )]
T

n m

n

k

m

y k a y k a y k n b u k b u k m

a

a
y k y k n u k u k m

b

b

ϕ

θ

= − − − ⋅ ⋅ ⋅ − − + − + ⋅ ⋅ ⋅ + −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

= − − − − − − ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

#

" "����������	���������


#

 

 

假設 

[ ]T( ) (1) (2) ( )

(1)
( )

( )

T

T

Y k y y y k

k
k

ϕ

ϕ

=

⎡ ⎤
⎢ ⎥Φ = ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

"

#

              (2.2-1)   

寫成矩陣的形式為 

Y θ= Φ                          (2.2-2) 

其中Y 是系統的輸出向量，Φ是已知的系統資料向量，而θ則是未知且要估測的

參數向量。 

 

2. 2. 1 最小平方估測法 

最小平方估測 [9]是參數估測最常用的方法之一，它的基本想法是找出一組
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參數使得實際所量測到的輸出與經由假設之數學模式所得到的輸出兩者的誤差

平方和為最小。因此，參數θ的選取是要使下面的函數最小化 

� 2

1

1( , ) ( ( ) ( ))
2

k

i
V k y i y iθ

=

= −∑                    (2.2-3) 

其中 是實際量測所得到的輸出值，( )y i �( )y i 是根據假設之數學模式所得到的輸出

值。定義誤差值如下 

�( ) ( ) ( ) ( ) ( )Ti y i y i y i iε ϕ θ= − = −  

則 2.2-3 式可寫成 

22

1

1 1 1( , ) ( )
2 2 2

k
T

i
V k i E E Eθ ε

=

= = =∑                (2.2-4) 

其中 

lE Y Y Y θ= − = −Φ  

由於使 2.2-3 式函數最小化之參數 �θ滿足 

�

�( , ) 0T TV k Y
θ θ

θ θ
θ =

∂
= −Φ +Φ Φ =

∂
 

�T TYθ⇒ Φ Φ =Φ  

若矩陣 是非奇異的矩陣，則 TΦ Φ

� 1( )T Yθ − T= Φ Φ Φ                      (2.2-5) 

2.2-5 式即為最小平方估測之演算法。 
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2
2θ ϕ

1
1θ ϕ

2ϕ

1ϕ

Y

mY

E

 

圖 2.2-1：最小平方估測之幾何意義 

圖 2.2-1 以幾何的觀點說明最小平方估測的意義[9]；假設 1ϕ 與 2ϕ 為線性獨立之

向量，且 向量位於lY 1ϕ 及 2ϕ 所組成的平面上，為使 lE Y Y= − 為最小，則 E 必須

垂直於 所在的平面。因此參數lY θ的選取要使 剛好位於lY E 的正交處；也就是Y

在此平面上的投影。 

Example   考慮系統 

1 2( ) ( 1) sin( ( )) ( 1) ( )y t ay t b u t b u t e t+ − = + − +  

其中 ，0.8a = − 1 0.3b = − ， ， 為雜訊值，由於實際量測的資料通常含

有雜訊，所以在原來的系統上加上 項。 

2 0.5b = ( )e t

( )e t

    現在給予輸入訊號u，同時量測系統的輸出訊號 y ，給予之輸入訊號，必須

要有足夠的頻率成份，以確保系統各個模態均可被激發表現出來，此即所謂的持

續激發（persistent excitation）。在此我們假設u為一個頻率 100Hz 的方波
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訊號。 

Solution :  

    取1000組量測的資料(此1000組資料是利用Matlab軟體去計算出來的，e(t)

是一個隨機的雜訊，利用 Matlab 的“rand＂指令產生的)代入 2.2-5 式，我們可

得參數估測值為 

�

�

l

l
1

2

0.8002
0.3043
0.4978

a

b

b

θ

⎡ ⎤ −⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥= = −⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦

 

 

2. 2. 2 最小平方遞迴估測法 

 在這個章節中，我們將利用方程式(2.2-5)的最小平方估測的解來推導出最

小平方遞迴估測的演算法[1]。 

  假設向量方程(2.2-2)是由 組方程式所組成，我們以下面的方式來表示這

個方程式: 

m

m mY θ= Φ                        (2.2-6) 

因此，我們將方程式(2.2-5)中的 �θ以 取代 �( )mθ

� 1( ) ( )T
m m m mmθ −= Φ Φ ΦTY                      (2.2-7) 

假設我們已經獲得一個新的方程式，則第 1m+ 方程式可表示如下 

1 1 2 2( 1) ( 1) ( 1) ( 1)n ny m m m mθ ϕ θ ϕ θ ϕ+ = + + + + + +…  

定義 
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1 2( 1) [ ( 1), ( 1), , ( 1)T
nm m m mϕ ϕ ϕ ϕ+ = + + +" ]  

則                  ( 1) ( 1)Ty m mϕ θ+ = +                      (2.2-8) 

因此系統的第 方程式將可被寫成 1m+

1m mY 1θ+ +Φ=                      (2.2-9) 

其中 

1

(1)

( )
..........................

( 1)( 1)

m

m

y
Y

Y y m

y my m

+

⎡ ⎤⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥= =
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥ ++⎣ ⎦ ⎣ ⎦

#
                (2.2-10a) 

1

11

1

(1) (1)

( ) ( )
......................................... ................

( 1) ( 1) ( 1)

n

m

nm

T
n

m m

m m m

ϕ ϕ

ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ

+

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥Φ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥Φ = =
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥+ + +⎣ ⎦⎣ ⎦

"
#

"

"

            (2.2-10b) 

那麼新的最小平方估測器變為 

�
1 1 1 1

1( 1) ( )m m m m
T Tmθ + + +Y +

−+ Φ Φ Φ=               (2.2-11) 

從上式中(2.2-11)，我們很清楚的知道，如果要去求得新的最小平方估測器

�( 1mθ + )，我們必須去計算一個 n n× 矩陣的反矩陣，這樣反而會使我們的計算效

率變差。我們將去改進上面的缺失，利用舊的估測值 去估測新的估測值�( )mθ

�( 1mθ + )而不需要去求反矩陣。在推導過程前，我們先介紹一下輔助定理: 

輔助定理 : 假設 ,A C 和 A BCD+ 是非奇異的方陣，然後 

                        1 1 1 1 1 1( ) ( )A BCD A A B C DA B DA− − − − − −+ = − + 1−
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證明如下 

證明: 

[ ] 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

11 1 1 1 1 1

11 1 1 1 1 1

1

( )

( )
( )

A BCD A A B C DA B DA

I BCDA B C DA B DA
BCDA B C DA B DA

1I BCDA B I CDA B C DA B C DA B DA

I BCDA BC C DA B C DA B DA

I BCDA BCDA

− − − − − −

− − − − −

− − − − −

−− − − − − −

−− − − − − −

−

⎡ ⎤+ − +⎣ ⎦
= + − +

− +

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + − + + +⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + − + +⎣ ⎦ ⎣ ⎦
= + − 1

−

I

−

=

 

故得證 

首先，定義 

1( ) ( )m mTP m −= Φ Φ                    (2.2-12)  

因此                     1 1
1( 1) ( )m m

TP m + +
−+ = Φ Φ  

取代方程式(2.2-10)並且利用輔助定理，則我們可重寫 ( 1P m )+ 如下： 

1 1

1

( 1) [ ( ) ( 1) ( 1)]

( ) ( ) ( 1)[1 ( 1) ( ) ( 1)] ( 1) (

T

T T

P m P m m m

P m P m m m P m m m P m

ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

− −

−

+ = + + +

= + + + + ⋅− )+
 

                                                              (2.2-13) 

從方程式(2.2-13)中我們可得知 

�
1

1

( 1) ( 1)[ ( 1) ( 1)]

( ) ( ) ( 1)[1 ( 1) ( ) ( 1)]

( 1) ( ) ( ) ( 1) ( 1) ( ) ( 1)

[1 ( 1) ( ) ( 1)] ( 1) ( ) ( 1) ( 1

m m

T
m m

T
m m

T T

T

T

T

m P m Y m y m

P m Y P m m m P m m

m P m Y P m m y m P m m

m P m m m P m m y m

θ ϕ

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

−

−

+ = + + + +Φ

= − + + + +Φ

⋅ + + + + − +Φ
⋅ + + + ⋅ + + + )

ϕ
 

我們可以重新整理上式的最後兩項如下形式 
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1

1

( ) ( 1)[1 ( 1) ( ) ( 1)] [1 ( 1) ( ) ( 1
( 1) ( ) ( 1)] ( 1)

( ) ( 1)[1 ( 1) ( ) ( 1)] ( 1)

T T

T

T

P m m m P m m m P m m
m P m m y m

P m m m P m m y m

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ

−

−

+ + + + ⋅ + + +

− + + ⋅ +

= + + + + ⋅ +

)
 

但是我們從方程式(2.2-7)和(2.2-12)得知 

�( ) ( ) m m
Tm P m Yθ = Φ  

因此 �( 1mθ + )我們可以簡化成 

� �

�

1( 1) ( ) ( ) ( 1)[1 ( 1) ( ) ( 1)]

[ ( 1) ( 1) ( )]

T

T

m m P m m m P m m

y m m m

θ θ ϕ ϕ ϕ

ϕ θ

−+ = + + + + +

⋅ + − +
 

(2.2-14) 

上面的結果顯示新的估測值將由舊的估測值加上一個校正值，而在校正項中的矩

陣 將可利用方程式(2.2-13)的遞迴公式來更新值，從(2.2-13)和(2.2-14)

這兩個公式中，我們可以很明顯的知道反矩陣的需求已經消除了，因此估測值

( )P m

�θ

更新的計算效率將會徹底改進。 

 接下來根據下面的遞迴演算法我們將會很容易的去實現最小平方遞迴估測

法： 

� � �( 1) ( ) ( 1) ( ) ( 1)[ ( 1) ( 1) ( )Tm m m P m m y m mθ θ γ ϕ ϕ θ+ = + + + + − + ]m

)

      (2.2-15a) 

( 1) ( ) ( 1) ( ) ( 1) ( 1) (TP m P m m P m m m P mγ ϕ ϕ+ + + += −            (2.2-15b) 

其中          ( 1) 1 [1 ( 1) ( ) ( 1)Tm m P mγ ϕ ϕ+ = + + + ]m  

從上面式子我們可得知一個初始估測值 和相對應的 給定後且新的觀測

值可連續的獲得時，那麼我們將可連續不斷的去獲得新估測值

�(0)θ (0)P

�θ 。 

 最後，我們將對初始值 和 的選擇來做討論，我們將在下面用兩個�(0)θ (0)P
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實際的方法來討論： 

1.取最先的 個資料且利用方程式(2.2-7)和(2.2-12)去求出 和 ，然

後利用所求的 和 去計算

m �( )mθ ( )P m

�( )mθ ( )P m �( 1mθ )+ 和 ( 1P m )+ 。 

2.假設 為任意數和�(0)θ (0)P Iα= ，其中α 為很大的正數且 I 為單位矩陣，下面

將證明為何取此初始值來做計算。 

證明： 

利用方程式(2.2-15b)我們可得知 

1( ) [ (0) ]m m
TP m P 1− −= Φ Φ+                (2.2-16) 

因此                          (2.2-17) � �1( ) ( )[ (0) (0)]m m
Tm P m Y Pθ θ−= Φ +

為了使方程式(2.2-16)和方程式(2.2-12)相同，我們必須使 趨近於零， 1(0)P −

因此α 趨近於無窮大，從方程式(2.2-17)中我們知道 可假設為任意數，因為

趨近於零。 

�(0)θ

1(0)P −

 

Example    題目同 2.2.1 範例 

Solution : 

若 �(0) 100 , (0) 0P I θ= = ，我們可得參數估測值為： 

�

�

l

l
1

2

0.7998
0.3033
0.4992

a

b

b

θ

⎡ ⎤ −⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥= = −⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦
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2.3 估測法的改進 

   最小平方估測和最小平方遞迴估測，都是利用數學模式去計算誤差的平方和

的最小值，所得到的結果。在此我們將利用改進真實系統的輸出值 ，也就是

加上一個低通的濾波器，去濾掉比較高頻率的雜訊，使系統的相對誤差值

( )y i

�( ) ( )y i y i− 縮小且輸出的曲線更平滑，讓我們在計算參數估測值時能夠更精確，

使我們在設計控制器時，能夠有好的結果。 

這個估測法的改進是改進真實系統的輸出值 ，首先，我們先取真實系統

的輸出值 每兩點之間的中點，然後連接每個中點，使輸出的波形能夠很接近

原始波形，這樣一來不但降低了誤差值，且可以使我們在計算時，得到更精確的

解，下面我們將推導改進後的輸出值變為多少？ 

( )y i

( )y i

首先，假設 為系統的第 i點輸出資料，然後其前後各點分別為 和

，如圖 2.3-1 的實際輸出波形的局部放大圖所示，則我們可求得 

( )y i ( 1)y i −

( 1)y i +

( ) ( 1)1( )2 2
( ) ( 1)1( )2 2

y i y iy i

y i y iy i

+ −
− =

+ +
+ =

                  (2.3-1) 

假設 ( )y i 為改進後系統的第 點輸出資料，因為 和i ( )y i ( 1)y i − 和 可看似三

角形的三頂點，且

( 1)y i +

1( )2y i − 和 1( 2y i + ) 分別是兩邊的中點，所以 ( )y i 落在

1( )2y i − 和 1( 2y i + ) 連線的中點上，則由方程式(2.3-1)我們可得 

( ) ( 1) ( ) ( 1)1 1( ) ( )2 2 2 2( )
2

( ) ( 1) ( 1)
2 4

y i y i y i y i
y i y i

y i

y i y i y i
2

+ − ++− + +
= =

− + +
= +

+

         (2.3-2) 
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( )y i

( 1)y i −

( 1)y i +
 

圖 2.3-1:實際輸出波形的局部放大圖 

 

為了證明我們改進後的輸出波形是否更平滑，接下來我們將上面方程式

(2.3-2)所求得的 ( )y i 應用在實際的系統輸出資料中，則我們可從圖 2.3-2 中得

知輸出的波形如我們所想的變的比較平滑，且相對的誤差值也變的比較小。 

 

圖 2.3-2:原始輸出波形與濾波後的輸出波形比較圖 
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第三章 實際例子模擬與比較 

 在本章節中，我們將會利用前一章所講到的演算法，來計算印表機之馬達系

統轉移函數的參數估測值，然後在去跟真實系統的輸出做比較，而在此我們所使

用的資料，是根據工研院所架設的印表機之馬達系統平台所量測到的。 

 

3.1 最小平方估測法的模擬 

 在本節中，我們將利用最小平方估測演算法來模擬實際的例子(HP inkjet 

3325 彩色噴墨印表機直流噴墨馬達系統)，然後我們將會在 3.3 節中去比較結

果，找出哪一個方法所求出的結果比較接近真實系統。因為我們所擷取的資料是

以離散的方式來儲存，所以在本節中，我們將會以離散時間系統來表示我們所要

求的系統，而且我們之前介紹的演算法都是以離散時間系統為基礎，故離散時間

系統的使用將會使我們能夠更方便的去計算。 

 首先，我們假設印表機之馬達系統是一個 2階的離散時間系統[8]，我們定

義如下： 

1 2
2

1 2

( )( )
( )

b z b Y zH z
z a z a U z

+
= =

+ +
 

其中 是系統輸出， 是系統輸入， 是未知的參數估測值。 ( )Y z ( )U z 1 2 1 2, , ,a a b b

上式我們可以化簡成如下所示: 

1 2 1 2
1 2 1 2(1 ) ( ) ( ) ( )a z a z Y z b z b z U z− − − −+ + = +              (3.1-1) 

從 2.1 節中我們可得知方程式(3.1-1)將可轉換成差分方程式 
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1 2 1 2( ) ( 1) ( 2) ( 1) ( 2)y k a y k a y k b u k b u k+ − + − = − + −
 

[ ]

N

1

2

1

2

( ) ( 1) ( 2) ( 1) ( 2)

a
a

y k y k y k u k u k
b
bϕ

θ

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥= − − − − − −
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

���������	��������
        (3.1-2)  

再來我們將從馬達系統中所量測的輸入和輸出資料代入方程式(3.1-2)中去求出

和( )y k ϕ 的值，然後將這些資料代入方程式(2.2-1)中，可求得 和 這兩

個矩陣，利用這兩個矩陣，我們代入最小平方估測演算法中(2.2-5)，我們可求

得 

( )Y k ( )kΦ

1

2
1

1

2

0.5342
0.3999
3.4524
3.5661

a
a
b
b

θ

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎢ ⎥ ⎢ ⎥= =
⎢ ⎥ ⎢ ⎥−
⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦⎣ ⎦

 

接著我們把 2-3 節所求的 ( )y i 代入方程式(3.1-2)中去求出改進後的 和( )y k ϕ 的

值，然後將這些值代入方程式(2.2-1)中，可求得 和( )Y k ( )kΦ 這兩個矩陣，利用

這兩個矩陣，我們代入最小平方估測演算法中(2.2-5)，我們可求得 

1

2
2

1

2

0.5368
0.3972
3.4207
3.5406

a
a
b
b

θ

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎢ ⎥ ⎢ ⎥= =
⎢ ⎥ ⎢ ⎥−
⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦⎣ ⎦

 

在求得上面的參數估測值後，接下來我們將利用上面所求的參數估測值實際

的去模擬輸出波形及波德圖，然後檢測模擬出的波形是否符合印表機之馬達系統

的輸出波形，下面我們列出六個不同輸入狀況的模擬比較圖及它的波德圖
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(3.1-7)，從圖 3.1-1 到圖 3.1-6 我們大致上可得知模擬出的波形都很吻合實際

系統的波形，只是我們無法從圖形中去得知 1θ 和 2θ ，哪一個參數估測值所模擬出

的波形比較接近真實系統，這個問題我們將在 3-3 節中利用模擬的輸出值相對實

際系統的輸出值的誤差平方和的平均值來比較哪一個比較接近真實系統。 

 而在下面的圖形中我們可看到 original 和 和 這幾個表示文

字，它們分別代表最小平方估測法和改進後的估測法和原始系統的輸出波形。 

improved output

 

 

 

 

 

圖 3.1-1:模擬比較圖一 
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圖 3.1-2:模擬比較圖二 

 

 

圖 3.1-3:模擬比較圖三 
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圖 3.1-4:模擬比較圖四 

 

 

圖 3.1-5:模擬比較圖五 
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圖 3.1-6:模擬比較圖六 

 

 

圖 3.1-7:二階系統的波德圖 
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接著我們考慮一個 3階的馬達系統之離散時間系統[8]，我們定義如下: 

2
1 2 3

3 2
1 2 3

( )( )
( )

b z b z b Y zH z
z a z a z a U z

+ +
= =

+ + +
 

上式我們可以化簡成如下所示: 

1 2 3 1 2 3
1 2 3 1 2 3(1 ) ( ) ( ) ( )a z a z a z Y z b z b z b z U z− − − − − −+ + + = + +                  (3.1-3) 

從 2.1 節中我們可得知方程式(3.1-3)將可轉換成差分方程式 

[ ]

N

1 2 3 1 2 3

1

2

3

1

2

3

( ) ( 1) ( 2) ( 3) ( 1) ( 2) ( 3)

( ) ( 1) ( 2) ( 3) ( 1) ( 2) ( 3)

y k a y k a y k a y k b u k b u k b u k

a
a
a

y k y k y k y k u k u k u k
b
b
b

ϕ

θ

+ − + − + − = − + − + −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

= − − − − − − − − − ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

�������������	������������


 

再來如同上面 2階的做法，我們可得到 

1

2

3
1

1

2

3

0.5102
0.1761
0.2533
9.8145
16.7909
6.8623

a
a
a
b
b
b

θ

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥−

= =⎢ ⎥ ⎢ −⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥

−⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦

⎥            

1

2

3
2

1

2

3

0.5111
0.1774
0.2510
9.2984
15.7696
6.3635

a
a
a
b
b
b

θ

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥−

= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥

−⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦

 

其中 1θ 和 2θ 分別代表最小平方估測值及改進後的最小平方估測值。 

在求得上面的參數估測值後，接下來我們將利用上面所得到的參數估測值實

際的去模擬輸出波形及波德圖，然後檢測模擬出的波形是否符合印表機之馬達系

統的輸出波形，下面我們列出六個不同輸入狀況的模擬比較圖及它的波德圖

(3.1-14)，從圖 3.1-8 到圖 3.1-13 我們大致上可得知模擬出的波形都很吻合實
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際系統的波形，只是我們無法得知參數估測值 1θ 和 2θ 哪一個比較接近真實系統，

這個問題我們將在 3-3 節中利用模擬的輸出值相對實際的輸出值的誤差平方和

的平均值來比較哪一個估測值的比較接近真實系統。 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 3.1-8:模擬比較圖一 
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圖 3.1-9:模擬比較圖二 

 

 

圖 3.1-10:模擬比較圖三 
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圖 3.1-11:模擬比較圖四 

 

 

圖 3.1-12:模擬比較圖五 
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圖 3.1-13:模擬比較圖六 

 

 

圖 3.1-14:三階系統的波德圖 
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3.2 最小平方遞迴估測法的模擬 

 在本節中，我們將利用最小平方遞迴估測演算法來模擬實際的例子(HP 

inkjet 3325 彩色噴墨印表機直流噴墨馬達系統)，然後我們將會在 3.3 節中去

比較結果，找出哪一個方法所求出的結果比較接近真實系統。 

 如同 3.1 節的假設，我們將在此求出印表機之馬達系統的 2階及 3階的參數

估測值，首先，我們從 2階的系統著手，將我們從馬達系統中所量測到的數據代

入最小平方遞迴估測演算法中，則我們可得到改進前的參數估測值 1θ 及改進後的

參數估測值 2θ 如下： 
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從 1θ 和 2θ 的數據上，我們可以知道最小平方遞迴估測法所求得的參數估測值

和最小平方估測法所求得的參數估測值誤差不大，所以我們可以很明顯的知道利

用最小平方遞迴估測法所求得的參數估測值，所模擬出的波形，也會吻合馬達系

統的輸出波形，故我們在此將不去做輸出波形的模擬比較。 

 接著我們考慮 3階的系統，如同 2階的做法，則我們可得到改進前的參數估

測值 1θ 及改進後的參數估測值 2θ  
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3 階所求得的參數估測值和最小平方估測法求得的參數估測值接近，因此我們如

同 2階一樣不去做輸出波形的模擬比較。 

接著我們將在 3.3 節中討論未改進與改進後的最小平方遞迴估測法，哪一個

方法比較接近真實系統。 

 

3.3 結果的比較 

在本小節中，我們將去比較 3-1 節及 3-2 節所求出的參數估測值，去求出哪

一個比較接近真實系統，如下二表 3.3-1 及 3-3.2 所示： 

表中

� 2

0

( ( ) ( ))
N

i

y i y i

Nε =

−
=
∑

，其中 是實際量測所得到的輸出值，( )y i �( )y i 是根據

假設之數學模式所得到的輸出值， 為系統的總資料數。 N

最小平方估測法： 

表 3.3-1: 誤差平方和的平均值比較表一 

系統階數    ε  未改進（ 1ε ） 改進後（ 2ε ） 

二階的系統 2.7582 1.8824 

三階的系統 0.8889 0.8615 
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最小平方遞迴估測法： 

表 3.3-1: 誤差平方和的平均值比較表二 

系統階數     ε  未改進( 1ε ) 改進後( 2ε ) 

二階的系統 1.6275 1.4293 

三階的系統 1.1705 1.0516 

 

 從上面兩個比較表中，我們可以很明顯的知道，改進後的估測法，所求得的

參數估測值，所模擬出的輸出值相對於真實系統的輸出值的誤差平方和的平均值

比未改進的估測法，所求得的參數估測值，所模擬出的輸出值相對於真實系統的

輸出值的誤差平方和的平均值更小，因此我們知道改進後的估測法，所求得的參

數估測值比較接近真實系統。 
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第四章 結論 

在印表機的馬達系統中，由於受限於噴墨頭的移動範圍不大，所以我們量測

資料的時間也相對的變短，量測資料時間的變短對我們所使用的系統判別方法將

會相當大的影響，因為我們所使用的最小平方估測法以及最小平方遞迴估測法，

都是需要使用越多的數據來計算則越精確。所以我們必須去找方法來改進，看能

不能在這樣的量測時間下，是否還能求出更接近真實系統的參數估測值，因此

2.3 節估測法的改進的使用是非常重要的，因為它降低了系統的誤差值，相對的

估測法的誤差平方和變小，因此我們從 3.1 節的模擬比較圖及 3.3 節的結果比較

表中，可以知道這個改進法讓我們得到更接近真實系統的參數估測值。 

在本論文中，我們假設了 2 階及 3階的兩個印表機之馬達系統，2階系統的

假設，我們是根據自動控制系統書上[7]的馬達系統來假設的，而 3 階系統的假

設則是根據印表機的馬達系統的機械結構來分析的[6]，它是一個馬達系統加上

一個傳動系統，在這兩個系統中，我們必須去找出最接近真實系統的假設，則我

們從 3.1 節的模擬比較圖及 3.3 節的結果比較表中，我們可知道 3階的馬達系統

比較接近真實的印表機之馬達系統。 

最後，雖然我們可以求出較精確的印表機的馬達系統，但是在實際的系統中

有一個問題需要解決: 

系統參數非固定: 

例如:噴墨頭在向左與向右移動時，可能因與導桿間產生不同的摩擦力，以
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及齒輪皮帶正反瞬間拉力不同，還有墨水在使用中的遞減，這些都會使系統參數

產生變化。 

以上這個問題是值得我們在做進一步的研究與討論。  
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