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第一章 緒論 

 
為了適應每種路況及駕駛環境的變化，滿足對車輛操控

性與舒適性的需求，並提升車輛安全性，優良的車輛懸吊系

統扮演了重要的角色，所以我的研究將以提高車輛的舒適性

為主要的訴求。由於近年來，懸吊系統的研究已成為車輛研

究的重點。從傳統的被動式懸吊機械結構改進以及其彈簧及

阻尼常數的最佳化，到可動調整阻尼參數的半主動式懸吊以

及可輸入控制力直接改變車身動態，調整壓力以改變彈簧常

數，並動態調整阻尼參數的全主動式懸吊，都大幅的提升了

懸吊系統的性能。另外，由於電子控制以及感知器、致動器

技術的進步，半主動式以及主動式懸吊已成為未來懸吊系統

的主流。此篇研究將以半車懸吊系統作為主軸，討論路面振

幅與車體的引力中心之間的關係。希望能夠降低路面對車體

的影響，以達到提高舒適度的結果，將在第二章中對半車懸

吊系統作一詳細介紹[9]。 

 

在這個自然界紛繁浩大，以及人類社會錯綜複雜，整個

世界給人一種灰色 (Grey)朦朧 (Hazy)及模糊 (Fuzzy)的感

覺。即使在科學技術高度發展的今天，人類面臨的眾多問

題，也都還包含有大量未知的、不確定的、及訊息不完全的

自然因素和社會因素。這些因素中有些目前還無法完全被人

掌握。因此，人們不得不在“部分已知＂;“部分未知＂;

“部分確定＂;“部分不確定＂;“部分完全＂;“部分不完

全＂等狀況下，充分去應用所得到各種自然訊息和社會訊

息，進行預測與決策，也就是在灰色、朦朧及模糊的環境下，
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根據不完全，不確定及不明確的訊息去確定自己的目標與行

為。因為我的模型存在著未知的參數，所以我利用了灰色理

論去進行預測，這在第三章中都會詳細說明。 

 

大家都知道 PID 控制器的歷史長而久遠，而其構想首見

於 1922 年 Minorsky 所發表的論文中，但 PID 控制器原型則

首見於 1936 年 Callender 等人論文中，延用至今已有六十

幾年，且已廣泛的使用於控制器中。就大部份的工業控制系

統 而 言 ， 以 結 構 簡 單 且 操 作 安 全 性 高 的 數 個 獨 立 PID 

(Proportional-Integral-Derivative)控制器，已可達到不

錯的伺服控制與強健性等性能，PID 控制器雖然能夠抑制因

操作情況作小範圍變動時而產生的誤差，但當設定點或負載

變動時，受控體的參數變化，致使某些或所有迴路的 PID 控

制參數均須重新調整，使調整後的參數能適切的保持控制性

能在容許的規格內，這整個調整過程常賴有經驗的工程師去

費時的調整，所以 PID 控制器存在著反覆調整控制器的缺

點。但是現在調整 PID 控制器參數已有許多方法準則可以利

用，在第四章會作詳細介紹。 

 

  在此篇論文中，使用了半車懸吊系統的模型。將此懸吊

系統依角度分為三種 Model，利用灰色預測 GM(1，1)模型去

預測路徑。得到系統轉移函數後，利用 Root Locus 去設計

PID 控制器，以得到更佳的響應。第二章介紹半車懸吊系統

的模型以及各懸吊系統的優缺點。第三章介紹灰色系統理論

的由來及應用。第四章介紹 PID 控制器的優缺點及設計 PID

控制器。第五章則是將系統代入實際參數去實際模擬各種情

況。第六章則是結論與未來展望。 
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第二章 懸吊系統 

第一節 懸吊系統分類 

（一） 被動式懸吊系統 

  大多數車輛使用之懸吊系統，主要由彈簧與阻尼器組

成。其中彈簧為儲能元件暫時吸收路面傳來之衝擊能量，並

加以儲存。阻尼器為耗能元件，依懸吊作動的速度提供某種

比例之被動反向抵抗力，使振動漸趨收斂，並將能量轉變成

熱或聲音等形式向四周發散。以彈簧而言，一般使用扭力

桿、葉片彈簧、圈狀彈簧或氣體彈簧結構，其中以圈狀彈簧

或氣體彈簧控制精度較高，廣泛使用於中小型車輛上，扭力

桿與葉片彈簧的強度與可靠性高，且構造簡單，多用於負載

大的中大型車輛上[1]。阻尼器則以液壓回路為主流，亦有

氣壓式阻尼器，部分較高級的被動式懸吊系統雖設有高速及

低速阻尼回路，可依據懸吊系統作動速度切換不同回路，但

因無法依據車體運動情形切換，因此仍屬於被動式懸吊系

統，被動式懸吊系統的優點是成本低廉，耐久性優良，缺點

是參數一旦設定即不能調整，可調整之設計也無法在行進間

根據路況與車身運動狀況動態調整，因此效果不及半主動式

或主動式懸吊。 

 

（二） 主動式懸吊 

  主動式懸吊系統由彈簧、阻尼器、比例或伺服致動裝置

及其動力源、蓄壓器，控制器以及各種車輛運動狀態感知器
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組成。對於外界路面不整造成的振動，及加、減速與轉彎造

成的車身晃動，全主動式懸吊可以經由感知器獲取車體運動

情況及路面狀況資訊，由控制器輸出控制訊號至比例或伺服

致動裝置，對懸吊系統輸入能量，以主動控制車身狀態。一

般而言，主動式懸吊的作動方式為使用感知器量測車體或懸

吊系統的位移、速度或加速度，反饋至控制器，輸出控制訊

號至懸吊系統的致動器，以產生力量輸出至懸吊系統，並改

變阻尼係數，使懸吊系統快速回到穩定態。主動式懸吊的優

點為可外加控制力來改變車體運動狀態，抑制外界傳來擾動

之效果良好，但缺點為系統複雜度高，系統體積龐大不利於

裝置，消耗能量大，且成本高昂[2]。 

 

（三） 半主動式懸吊 

  最早的半主動式懸吊系統觀念在 1973 年提出[3]，其特

性介於被動式懸吊系統與主動式懸吊系統之間，由彈簧、伺

服或比例驅動的可調節阻尼器、蓄壓器，控制器以及各種車

輛狀態感知器組成。半主動式懸吊保留了主動式懸吊的控制

回路部分，但取消致動器及壓力源等對懸吊系統輸入能量的

機構，以伺服或比例可調節阻尼器取代，大幅減低了系統的

複雜度與成本，裝置空間亦可縮小，接近被動式懸吊系統。

雖然半主動式懸吊系統與被動式懸吊系統皆沒有額外的能

量輸入以改變車體運動狀態，抑制外界傳來之擾動，但半主

動式懸吊系統仍可以經由感知器獲取車體運動情況及路面

狀況資訊，由控制器輸出控制訊號至比例或伺服致動裝置，

以隨時改變懸吊系統的阻尼參數，使懸吊系統在硬至軟之間

的狀態切換，以有效的消散車體的擾動，近年來由於控制技

術的發展漸趨成熟，半主動式懸吊可以在較低系統複雜度，
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較低成本與幾乎不消耗能量的狀況下，達成接近主動式懸吊

的效果，因此漸漸在一些高級量產車輛上出現，如 Mercedes 

Benz 的 S class，BMW 7 Series，Land Rover 的 Discovery，

Peugeot 607、406 等。另外，以電控方式改變 ER（Electro 

Rheological）流體的黏度，或藉由控制電磁線圈，改變 MF

（Magnetic Fluid）流體的黏度，以達成半主動式懸吊之阻

尼控制的研究，亦有汽車製造商進行研究中，如美國 GM

（General Motor）曾發佈消息，在近幾年內可將裝置 ER 半

主動式懸吊系統的車輛量產上市[10]。 
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第二節 主動式與半主動式懸吊系統比較 

（一） 主動式懸吊系統 

1. 外加額外的致動元件所需費用較高 

2. 系統構造複雜度高 

3. 可有效控制車身狀態 

4. 控制效果較半主動式佳 

5. 需要高精度高響應的油壓伺服閥 

 

（二） 半主動式懸吊系統 

1. 所需動力近乎於零，費用較低廉 

2. 構造較簡單 

3. 只能用於垂直震動的控制上 

4. 乘座舒適度近乎於主動式懸吊系統，但操控性能還是無法與主動

式懸吊系統比擬。 

 

  優良的懸吊系統須具備將路面的顛簸訊號與乘座空間

隔絕，其中傳統式的懸吊系統靠著調整機構、彈簧與減壓器

以得到較佳的舒適性與操控性。而主動式懸吊系統則是藉由

控制系統，隨系統動態的變化而改變或額外加入控制力，藉

以得到較佳的乘座舒適性。在發展懸吊系統與其控制器時，

我們必須認知，一組良好的懸吊系統，應該要達到下列特性： 

 

1. 調節車體之運動狀態：一組理想的懸吊系統，應能隔離路面狀況

及慣性作用的輸入干擾，如崎嶇路面及加減速的慣性作用造成的

車身狀態變化，以維持車體的運動在最小值。 

2. 調節懸吊系統本身的運動狀態：多餘的懸吊系統及車輪相對於地
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面的運動，將導致輪胎承受之地面正向力持續變化，以致車輛之

接地性不良，影響車輛操控性。 

3. 達成良好力量分佈：為達到良好的操控性，所有車輪與地面間必

須維持適當並穩定的接觸力[4]。 

 

  傳統的被動式懸吊系統，僅能維持一組固定的參數設

定，無法同時滿足上述性能要求，例如，提高衰減力可以抑

制懸吊系統本身運動，並維持較佳車輛接地性，但卻無法隔

離路況變化傳至車體之干擾。而半主動式與主動式懸吊系

統，可藉由感知器得知外界路況變化資訊，驅動致動器以動

態調整懸吊系統參數，滿足對於操控性與舒適性的需求，因

此已經成為未來懸吊系統之主流[19]。 
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第三節 懸吊系統的評價方式與舒適度 

  關於懸吊系統的表現，最直接的評價方式，就是車輛的

振動情形，也就是乘客的舒適感與乘坐感。在這一領域的研

究中，並沒有辦法找到對於人類舒適與否感覺的絕對評價標

準，例如：某個頻率下的振幅或加速度對於舒適與否的明確

值。然而，在這個領域不同研究者的報告之間，定義或有差

距，但是仍然能夠找到共通的方向。本節將介紹三種不同的

舒適度評價方式[5]： 

（一） Burton Douglas Chart：由航空工程師的研究中歸納整理出

來，描述人體處在不同頻率與振幅的垂直振動下的反應。 

（二） Janeway Recommendations：由車輛及鐵路工程方面的研究中

整理出來，描述人體處在不同頻率與振幅的垂直振動下的反

應，且根據不同頻率域描述最大可忍受速度、加速度。 

（三） Goldman Presentation：以生物學的觀點描述人體在簡諧振

動下能夠忍受之限度，定義頻率上限達 60HZ。 

 

前三項評價方式詳述如下: 

（一） Burton Douglas Chart： 

  在航空器中的乘客與機員經常承受各種形式的振動干

擾，干擾造成的影響必須仔細的檢驗，以確保舒適感。圖 2-1

的曲線是以乘客站立或坐在座位上，承受垂直方向的正弦干

擾為基準繪出。圖 2-1 中自左上至右下有三條斜線，將圖分

成四個區域，這三條斜線是根據量測得之速度與加速度繪

出，較上方的線代表較大的速度與加速度，在分隔成的四個

區域中，由右上至左下分別為感受極端不愉快區域、感受不

愉快區域、可感知區域以及幾乎感覺不到的區域。 
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圖 2- 1 Burton Douglas Chart 

 

  雖然 Burton Douglas Chart 是以垂直方向的正弦干擾

為基準繪出，但是其他型式的穩態垂直振動仍然可以利用此

表得到近似的結果。 

 

（二） Janeway Recommendations： 

Janeway Recommandation 對於舒適度的定義如圖所示，

圖中所有的資料以振幅與頻率為參數，根據 J.C Meister 圖

繪出，其中三種虛線代表三個區域： 

1. 感受強烈（strongly noticable）區，位於圖中短虛線下方區域。 

2. 不舒服（uncomfortable）區域，位於短虛線與長虛線之間。 
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3. 非常不舒服（very uncomfortable）區域，位於點虛線右上方。 

 

在三種虛線之外，另外繪有一條實線，作為舒適與不舒

適之分界，實線左下方為感受舒適的區域，實線右上方為感

受不舒適的區域。 

  圖 2-2 中另外繪有各種不同形狀之標記，代表其他研究

者所定義的舒適度限界的分佈情形，可以發現大部分研究者

之結論相當接近。因為所有的測試，均在五分鐘內完成，人

體承受振動之時間並不長，在實際情況中若暴露在振動的時

間加長，高頻區域的曲線可以容許較大的調整。在 Janeway 

Recommendations 圖表 2-1 的最上方表格中，將頻率分成三

個區域，標示出在低頻（1-6 HZ）、中頻（6-20HZ）、高頻（20-60 

HZ）三個頻域中，人體能承受之極限，並以頻率與振幅組成

之參數表示之，各區域的頻率與振幅關係如表 2-1 所示。 

 

表 2- 1 Janeway Recommendations 不同頻域之舒適度参數 
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圖 2- 2 Janeway Recommendations Graph 

（三） Goldman Presentation 

圖 2-3 根據振幅與頻率將圖分成三部分，從右上至左下分別為不

可接受區域、感覺不愉快區域、可接受區域。圖中每一點是由不同的

研究報告，取四組至九組數值平均得之。 



 15

 

圖 2- 3 Goldman Presentation 

第四節 舒適度評價方式之間比較 

在三種不同的舒適度評價方式中可以發現，在頻率大於 4 HZ 

時，三種圖表的結論相當一致，但是在在頻率小於 4 HZ 時，由於各

作者採用的資料以及應用領域不同，對於舒適度有不同的詮釋，例

如，Burton Douglas 圖上定義的＂有點不舒適＂之區域，對照到

Janeway Recommandation 圖中，仍為可接受的範圍[6]。 

圖 2-4 表示三種圖表在 1-10 HZ 頻率範圍內的差異，值得注意 
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圖 2- 4 Burton Douglas,Janeway,Goldman 舒適度 

                    曲線在 1-10HZ 頻率範圍內的比較 

的是，在 1-10HZ 頻率範圍內，Janeway 圖表與 Goldman 圖表相當接

近，但是，在實際應用時，仍需針對不同領域加以選擇。 

 

本節介紹之舒適度評價方式是由振動之頻率與振幅的相對關係

定義，要達成良好之舒適性，良好的懸吊系統必須能夠達成吸收振

動，降低振動的頻率、有效抑制車輛振幅、抑制振動造成的車體加速

度及其變化率的目標。 
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第五節 半車懸吊系統描述 

 
圖 2- 5 半車系統懸吊模型 

 

（一） 車輛懸吊裝置系統的主要功能如下: 

1. 提供直線的命令使車輪遵守，如此一來車輪可以在不平坦的道路

上行走，避免底盤接觸地面上的粗糙。 

2. 維持車輛在適當的行駛方向，保持姿勢在路的表面。 

3. 反應縱向的輪箍力量<包含加速和煞車>，橫向的力量和煞車、駕

駛的力矩所產生的控制力量。 

4. 防止底盤的轉動。 

5. 在及小的負載變動範圍裡保持車輛和地面的接觸[7]。 

 

  懸吊裝置的性能對於車輛的移動在運動學中是主要注意的重

點。然而此性能從車輪到底盤的傳達也反應在力量和力矩上。此外在

設計的過程中花費、重量、包裝、空間、製作、組裝上的難易皆是考

慮的重點。部分的車輛懸吊裝置可以拉起高度和前方、後方的車輪是
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以一個非線性的系統呈現。介於車輛整體和車輪之間的懸吊裝置是製

作線性阻尼器和彈力的要素，而輪胎則是線性沒有阻尼的彈簧。活動

中的懸吊裝置是相當適合被精簡為半輛車的模型，可以防止不必要的

錯綜複雜卻依然能顯現重要的懸吊裝置特性。主要是由單一的彈簧塊

和兩個無阻尼的彈簧塊組成。有阻尼的彈簧塊可被認為是車子整體的

主要部分，而兩塊無阻尼的彈簧塊則可被認為是前方和後方的車輪。

典型的半車 2D 模型包含彈簧塊強度和起伏或垂直的形式經常被前方

和後方無阻尼的彈簧塊所擴大。起伏可被認為是車子的上下擺動的線

性動作，而高度也是車子主體可用角度測量的動作。有阻尼的彈簧塊

是不受起伏和高度影響，就如同無阻尼的彈簧是不受垂直力量的彈力

影響[8]。 

（二） Mathematical Model數學模式 

取代彈簧塊的方程式: 

前輪:  

*sinsf fZ Z L θ= −
                                        (2-1) 

後輪: 

*sinsr rZ Z L θ= +                                         (2-2) 

sfZ 是借代前方車身， srZ 是借代後方車身， Z是借代引力中心， fL 是

介於引力中心和前方車輪， rL 是介於引力中心和後方車輪，θ是傾斜

角度。相等力量在兩方車輪的數學方程式: 

前輪:  

( ) ( )f f sf uf f sf ufF k Z Z B Z Z= − − − −
                             (2-3) 

後輪:  

( ) ( )r r sr ur r sr urF k Z Z B Z Z= − − − −                               (2-4) 

fk 和 rk 代表前方和後方的彈力係數， fB 和 rB 代表前方和後方的阻力係

數。 sfZ 和 srZ 是借代前方和後方的車輪.引用牛頓第二定律和靜力平衡

當作線性取代，引力中心和車輛傾斜角度的起源。如此一來，移動方
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程式就可以被確切的表達。 

起伏的移動方程式<包含在 z 方向的力量平衡>: 

( ) ( ) ( ) ( )s f uf sf r ur sr f uf sf r ur srm Z k Z Z k Z Z B Z Z B Z Z= − + − + − + −
        (2-5)  

高度的移動方程式<包含位於θ方向的力矩平衡>: 

* cos * cosy f f r rJ F L F Lθ θ θ= − +
                             (2-6) 

以上的方程式可改寫為 

1 [ ( ) ( ) ( )sin ( ) cosf r f r f f r r f f r r f uf f uf
s

Z k k Z B B Z L k L k L B L B k Z B Z
m

θ θ θ= − + − + + − + − + +
 

]r ur r urk Z B Z+ +                                            (2-7) 

2 2 2 2 21 [( ) cos ( ) cos ( )cos sin ( ) cosf f r r f f r r f f r r f f r r
y

L k L k Z L B L B Z L k L k L B L B
J

θ θ θ θ θ θ θ= − + − − + − +
 

cosf f ufL k Z θ− cos cos cos ]f f uf r r ur r r urL B Z L k Z L B Zθ θ θ− + +
          (2-8)  

再一次引用牛頓的第二定律，在前方和後方沒有彈力的車輪。移

動方程式可以被確切的表達： 

前輪: 
( ) ( ) ( )uf uf f sf uf f sf uf tf rf ufm Z k Z Z B Z Z K Z Z= − + − + −

          (2-9) 

後輪: ( ) ( ) ( )ur ur r sr ur r sr ur tr rr urm Z k Z Z B Z Z K Z Z= − + − + −           (2-10) 

tfK 和 trK 是前方和後方車輪的彈力係數。 

以上的方程式可改寫為: 

1 [ sin cos ( ) ]uf f f f f f f f tf uf f uf
uf

Z k Z B Z L k L B k K Z B Z
m

θ θ θ= + − − − + −
  (2-11)  

1 [ sin cos ( ) ]ur r r r r r r r tr ur r ur
ur

Z k Z B Z L k L B k K Z B Z
m

θ θ θ= + + + − + −
    (2-12) 

tfK 和 trK 是前方和後方車輪的彈力係數。 

以上的方程式可改寫為: 
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1 [ sin cos ( ) ]uf f f f f f f f tf uf f uf
uf

Z k Z B Z L k L B k K Z B Z
m

θ θ θ= + − − − + −
  (2-13) 

1 [ sin cos ( ) ]ur r r r r r r r tr ur r ur
ur

Z k Z B Z L k L B k K Z B Z
m

θ θ θ= + + + − + −
    (2-14) 

以下說明系統狀態可變量: 

1x Z= 是車輛行駛時的高度， 2x Z= 是可負荷載重量速度， 3x θ= 是傾

斜角度， 4x θ= 是角速度， 5 sf ufx Z Z= − 是前輪懸吊系統高度的移動，

6 ufx Z= 是前輪之速度， 7 sr urx Z Z= − 是後方車輪懸吊裝置高度的移動，

8 urx Z= 是後輪之速度。 

對於半車懸掛裝置系統的相等情況和變化情形如下[11]: 

1 2

2 2 4 3 5 6 7 8

3 4

2 2 2
4 2 3 4 3 5 6 7 8 3

5 2 4 3 6

6 1 2

1 [ ( ) ( ) cos ]

1 [( ) cos ( ) cos ( )cos ]

cos
1 [ s

f r f f r r f f r r
s

f f r r f f r r f f f f r r r r
y

f

tf f f tf
uf

x x

x B B x L B L B x x k x B x k x B x
m

x x

x L B L B x x L B L B x x L k x L B x L k x L B x x
J

x x L x x x

x K x B x L K
m

=

= − + + − − + − +

=

= − − + + − − +

= − −

= − + + 3 3 5 6

7 2 4 3 8

8 1 2 3 3 7 8

in cos ( ) ]

cos
1 [ sin cos ( ) ]

f f f tf f tf rf

r

tr r r tr r r r tr r tr rr
ur

x L B x k K x B x K Z

x x L x x x

x K x B x L K x L B x k K x B x K Z
m

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪

− + + − +⎪
⎪
⎪ = + −⎪
⎪ = − + − + + + − +⎪
⎩
 

                                                  (2-15) 

（三） 由 3x 這個參數，推導出三個狀態模型 

Modle1:If 3x (t) is “about 0(rad)＂， 

      Then ( )x t = 1A x(t)+ 1B u(t) 
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2 2

1

0 1 0 0 0 0 0 0
( ) ( )

0 0

0 0 0 1 0 0 0 0
( ) ( )

0 0

0 1 0 0 1 0 0

0 0

0 1 0 0 0 0 1

0 0

f r f r f f r r

s s s s s s

f r f r f f r r

y y y y y y

tf f tf f f tf f

uf uf uf uf uf uf

tr trr r

ur ur ur ur

B B aB bB k B k B
m m m m m m

aB bB a B b B ak aB bk bk
J J J J J J

A
a

K B aK aB k K B
m m m m m m

b
K bKB bB

m m m m

− + − − −

− − + − − −

=
− −

− − + −

−
− − r tr r

ur ur

k K B
m m

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟+ −
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

1

0 0
0 0
0 0
0 0
0 0

0

0 0

0

tf

uf

tr

ur

B
K
m

K
m

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

Modle2:If 3x (t) is “about 
2 2

orπ π
− (rad)＂， 

Then ( )x t = 2A x(t)+ 2B u(t) 
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2

0 1 0 0 0 0 0 0
( )

0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 1 0 0

0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 1

0 0 0

f r f f r r

s s s s s

tf f tf f tf f

uf uf uf uf uf

tr tr r trr r

ur ur ur ur ur

B B k B k B
m m m m m

A
K B aK k K B

m m m m m

K bK k KB B
m m m m m

⎛ ⎞
⎜ ⎟− + − −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟

−= ⎜ ⎟
⎜ ⎟− + −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟

−⎜ ⎟
⎜ ⎟− − + −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

2

0 0
0 0
0 0
0 0
0 0

0

0 0

0

tf

uf

tr

ur

B
K
m

K
m

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

Modle3:If 3x (t) is “about ~
2 2
π π

− (rad)＂ 

      Then ( )x t = 3A x(t)+ 3B u(t) 

令
3

3
3sin

6
x

xθ = − ，
2

3cos 1
2

x
θ = − 。取 Taylor series 前兩項作近似，忽

略高次項，因為只考慮系統的微量變化。 
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2
3

2 4
2 2 23 3

3
7 5 3

2
3

3

3 2
3 3

3

2
3

3
3

3

0 1 0 0

( )(1 )( ) 20 0

0 0 0 1

( )(1 ) ( )(1 )( )2 40

0 1 0 (1 )
2

( ) (1 )
6 2

0 1 0 (1 )
2

( )
6

f r
f r

s s

f r f r
r f

y y y

tf f
tf f

uf uf uf uf

tr
tr r

ur ur

x
aB bBB B

m m

x x
aB bB a B b B xbk x ak x x

J J J

xA a

x xaK x aBK B
m m m m

x
b

x
bK xK B

m m m

− −− +

− − − + − +−

= − −

− − −−

−

− −−

2
3(1 )
2r

ur ur

x
bB

m

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢ −⎢
⎢
⎣

 

     

2 2 2 2
3 3 3 3

0 0 0 0

0 0 0 0

(1 ) (1 ) (1 ) (1 )
2 2 2 2

0 1 0 0

0 0

0 0 0 1

0 0

f f r r

s s s s

f f r r

y y y y

f tf f

uf uf

r tr r

ur ur

k B k B
m m m m

x x x x
ak aB bk bk

J J J J

k K B
m m

k K B
m m

⎤
⎥− − ⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥− − − − − − −
⎥
⎥
⎥

− ⎥
⎥+ − ⎥
⎥
⎥

− ⎥
⎥+ − ⎥
⎥⎦
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3

0 0
0 0
0 0
0 0
0 0

0

0 0

0

tf

uf

tr

ur

B
K
m

K
m

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

由於系統模型為非線性，所以我們利用線性化將此模型轉為線性。 

1. 令方程式(2-15)=0 

1 2
2
3

2 2 4 5 6 7 8

3 4
2 2 2

2 23 3 3
4 2 4 5 6 7 8

2
3

5 2 4 6

3
3

6 1 2 3

0

( ) ( ) (1 ) 0
2

0

( ) (1 ) ( ) (1 ) ( )(1 ) 0
2 2 2

(1 ) 0
2

( )
6

f r f r f f r r

f r f r f f r r

tf f tf

f x
xf B B x aB bB x k x B x k x B x

f x
x x xf aB bB x a B b B x ak x bB x bk x bB x

xf x ax x

xf K x B x aK x

= =

= − + + − − − + − + =

= =

= − − − − − + − − + − =

= − − − =

= − + + − −
2
3

4 5 6

2
3

7 2 4 8

3 2
3 3

8 1 2 3 4 7 8

(1 ) ( ) 0
2

(1 ) 0
2

( ) (1 ) ( ) 0
6 2

f f tf f tf rf

tr r tr r r tr r tr rr

xaB x k K x B x K Z

xf x bx x

x xf K x B x bK x bB x k K x B x K Z

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪

− + + − + =⎪
⎪
⎪

= + − − =⎪
⎪
⎪

= − + − − + − + + − + =⎪
⎩
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2. 得到平衡點 

1

2

3

4

5

6

7

8

2 2( ) ( )
3

2
0

2
0

2[ 2( ) ( )]
3

2( )

0
2[ 2( ) ( )]
3

2( )

0

rf rr

tf rf rr

f tf

tf rf rr

f tf

a b Z Z
x

x

x
x

K a b Z Z
x

k K

x

K a b Z Z
x

k K

x

− + −
=

=

=
=

− − + −
=

+

=

− + −
=

+

=

 

此平衡點的 1x ~ 8x 的物理意義即是系統狀態的定義。 

1x Z= 是車輛行駛時的高度， 2x Z= 是可負荷載重量速度， 3x θ= 是傾

斜角度， 4x θ= 是角速度， 5 sf ufx Z Z= − 是前輪懸吊系統高度的移動，

6 ufx Z= 是前輪之速度， 7 sr urx Z Z= − 是後方車輪懸吊裝置高度的移動，

8 urx Z= 是後輪之速度。 

將 rfZ 和 rrZ 代入後，可得平衡點。此平衡點即是當時系統狀態下使得

系統保持穩定的點。 

3. 代入 3A中，可得線性化模型。不過模型中含有 rfZ 和 rrZ 兩個變數，

此時再利用灰色預測 GM(1，1)模型預測出下一時間的值。 
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第三章 灰色理論與架構 

第一節 灰色系統理論簡介 

在控制理論中常常用顏色的深淺來形容系統信息的多少。比如說

黑箱（block box）就是表示對系統內部的結構，參數，特徵等信息

一無所知，只能從系統外部的表象來研究這類系統。反之，一個系統

的內部特性全部已知，便稱這類系統為白色系統（white system）。

因此常用黑來表示信息缺乏；白來表示信息完全；而灰則表示系統部

分信息已知、部分未知、信息不完全。由於黑白灰是相對的，一定的

認知層次而言，因而具有相對性。有關白色系統、黑色系統及灰色系

統分別定義如下[13]： 

 

（一）白色系統 

指相對於一定的認知層次，對於系統所有的信息都已確知的系

統，稱為白色系統。例如:國小某班級導師，對於班上學生姓名、家

裡電話、身高、體重等，都是已知，所以此班級對於導師而言，是一

白色系統。 

（二）黑色系統 

指相對於一定的認知層次，對於系統中所有的信息都是未知的，

只能知道這類系統外在的輸入、輸出關係。因此，稱此系統為黑色系

統。例如：在宇宙銀河系以外的星球，雖然知道它們的存在，但卻不

知道它們實際上的重量、體積、密度、組成元素及與地球的距離；也

不知道這些星球是恆星還是行星，像這樣的系統便稱它是一個黑色系

統。 
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（三）灰色系統 

指相對於一定的認知層次，關於系統的內部的部份信息已知、部

分未知。即系統的信息不完全，則稱此類的系統為灰色系統。例如：

人體是一個系統，在人體中有一部分外在的參數：如身高、體重及年

齡等是已知的；也有一些內部參數 ：如血壓、脈搏及體溫等也是已

知的。然而有許多關於人體的信息未知的：如人體究竟有多少穴位？

每個穴位各有什麼樣的功能？穴位的生物、化學及物理性質等，都是

未知且不確定的，便稱這樣的系統為灰色系統。其他如物理系統或機

械系統，大部分都屬於灰色系統[14]。 

 

第二節 灰色系統理論之產生背景 

灰色系統理論的產生背景，和控制理論的發展過程有著密切的關

係。故欲嘹解灰色系統理論的產生背景，必須了解整個控制理論的發

展背景，茲將控制理論的發展過程簡述如下： 

從十六、十七世紀工業革命以來，機械替代了人類手工生產，於

是整個生產過程進入了機械化。隨著電器工業的蓬勃發展，於是生產

機械化便進入了生產自動化。十九世紀馬克斯維爾和維什尼格拉特斯

基提出關於控制與回饋系統理論後，啟開了系統時代大門。1948 年

美國數學家申農(Shennong)提出了信息論（Cybernetics）， 由於這

些理論的創立與發展，改變了人類的思維和生活方式，從控制理論的

發展而言，大致可分為三個階段： 

（一）經典控制理論階段（1950年代末） 

在經典控制理論時期，主要研究的內容為單輸入、單輸出（SISO）

及一些簡單線性自動調節系統、其主要分析的方法是採用頻率響應法

（Frequency Response Method）和根軌跡法（Root Locus Method）

而採用的數學模型為轉移函數（Transfer Function） 對於非線性系
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統的分析則採用相位平面法（Phase Plane Method）和描述函數法

（Describing Function Method） 

（二）現代控制理論階段（1950年代末到 1970年代初） 

在現代控制理論時期主要研究的對象為多輸入、多輸出（MIMO）

之多變量複雜系統，其主要的分析方法是狀態空間分析法（State 

Space Method）。 而採用的數學模型為狀態方程（State Equation）。

由於依據狀態方程所設計的控制系統很容易由電腦程式計算來實

現，使得現代控制理論的應用範圍得已逐漸地擴大。 

（三）大系統理論階段（1970年代初期~） 

  所謂大系統是指系統規模龐大、子系統多、結構複雜、多功能多

目標及影響因素眾多系統，一個多輸入、多輸出、多干擾、多變量、

多參數的系統，其具有分散性、信息不完全性、不確定性等特點。由

於許多大系統的信息並不完全，很難以傳統的數學方法建立系統之精

準數學模型，其所作的控制效果也很差，對於只掌握系統部分信息之

控制問題，中國大陸華中理工大學鄧聚龍教授 1982 年在北荷蘭出版

公司的“系統與控制通訊＂雜誌上正式發表了一篇論文“Control 

Problems of Grey System＂[15]從而創立出灰色系統理論。由於過

去對於灰箱（Grey Box）問題都把它當作黑箱問題來處理，因此常常

浪費了灰箱中白色部分的信息 ，而鄧聚龍教授則主張要充分利用灰

色系統中的白色信息來解決控制上的問題，並且利用灰參數、灰方程

及灰矩陣來描述灰色系統的行為特徵，一般來說灰色系統為下述狀

況： 

1. 元素（參數）訊息不完全 

2. 結構訊息不完全 

3. 因素關係訊息不完全 

4. 系統運行的訊息不完全 
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此外灰色系統又可因是否具有物理原型，而區分為本徵性灰色系

統與非本徵性灰色系統： 

1. 本徵性灰色系統：系統本身沒有物理模型，我們對於此類系統的

因素與因素間的關係無法確定，或是不完全明瞭，如因素關聯密

切的人口成長趨勢問題、經濟系統等。 

2. 非本徵性灰色系統：系統本身具有ㄧ定的物理模型，對於此類的

系統我們較容易掌握各因素關係互動的影響。 

 

第三節 灰色系統的基本概念 

預測和預測模型的定義： 

我們認為通過現實與未來的關係去分析未來，通過已發生事件與

將發生事件的橋樑去推斷將發生的事件，通過已知數據與未知數據間

的模型去計算未知數據⋯⋯。。等等便是預測。因此，預測模型實質

上是可以歸納出幾個特性： 

1. 連結現實與未來的關係 

2. 作為已發生事件與將發生事件的橋樑 

3. 溝通已知數據與未知數據的表達 

此外作為一個預測模型，至少應滿足下述要求： 

1. 含有顯性或隱性時間的關係 

2. 具有外延姓 

3. 結果具有可實證性：預測結果具有可實證性，是指預測的數據（最

理想的情況）與未來發生的情況完全吻合，即使達不到此種要求，

至少也不應脫離實際太遠。 

4. 計算數據或模型具有預檢驗性：預檢驗性是指預測的時刻未到來

之前，可以通過某些方法、手段及概念等等，對預測模型及數據

的可信度進行檢驗。由於灰色預測模型所需的最少數據是四個，
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因此當數據多於四個時，可以用滾動建模的方式，預測後面的數

據以檢驗可信度。 

5. 具有全訊息性：所謂的全訊息性是指模型應該包括未來事件的全部

訊息，或者說從現有的條件出發，至少可以認為它是包含的全部

的訊息[16]。 

 

在上述的條件中，其中 1、2、3 及 5亦稱為預測模型的基本條件。

而對模型類型的分類而言，一般作為預測的模型有兩類：一類稱為行

為模型，另一類稱為因子模型。所謂行為模型是用系統行為數據建立

的模型;這類模型一般認為是全訊息性的。而所謂的因子模型，是使

用影響系統主行為的因子數列建立的模型，一般而言是不具有全訊息

性的，但是在需要強調某些因子的作用時也可以採用因子模型進行預

測。 

綜合而言，灰色理論主要是針對系統模型之不明確性及資訊之不

完整性之下，進行關於系統的關聯分析（relational analysis）及

模型建構（model construction），並藉著預測（prediction）及決

策（decision making）的方法來探討及了解系統的情況。並能對事

物 的 “ 不 確 定 性 （ not certainty ） ＂ ； “ 多 變 量 輸 入

（multi-input） ＂；“離散的數據（discrete data） ＂；“數據

的不完整性（not enough） ＂做有效的處理。研究的項目可以歸納

下列幾項： 

（一） 灰色生成（Grey Generating） 

灰色生成即為補充訊息之數據處理，這是一種就數找數的規律方

法，利用此種方式，在一些雜亂無章的數據中，設法將其被掩蓋的規

律及特徵浮現出來。換句話說，我們可以利用灰色生成的方式降低數

據中的隨機性，並提昇其規律性。在灰色理論中常用的生成方法有： 

1. 灰色關聯生成：將數據依實際情況在不失真之下所作的數據處理。 
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2. 累加生成：將數據依次累加。 

3. 逆累加生成：累加生成的逆運算。 

4. 插值生成：利用現有之數據及數學方法建立其間所缺失的數據。 

（二） 灰色關聯分析（Grey Relational Analysis） 

這是在灰色系統理論中分析離散序列間相關程度的一種測度方

法。傳統上的統計迴歸是處理變數與變數之間關係的一種常用數學方

法，對統計迴歸而言，有下列幾種限制： 

1. 變數與變數之間是必須存在著相互影響的關係。 

2. 要求大量的數據。 

3. 數據的分佈必須為典型的。 

4. 變化因素不能太多。 

因此在某些場合中可能無法很容易的求出答案。而灰關聯分析具

有少數數據及多因素分析的，剛好可以彌補統計迴歸上的缺點。 

（三） 灰色建模（Grey Model Construction） 

  這是利用生成過的數據建立一組灰差分方程與灰擬微分方程之

模式。稱為灰色建模，一般可以分成下列幾種： 

1. GM（1，1）：表示一階微分，而輸入變數為一個，一般作預測用。 

2. GM（1，N）：表示一階微分，而輸入變數為 N個，一般作多變量

關聯分析用。 

3. GM（0，N）：這是 GM（1，N）的特例，表示零階微分，而輸入變

數則為 N 個，一般作多變量關聯分析用。 

（四） 灰色預測（Grey Prediction） 

  灰色預測是以 GM（1，1）模型為基礎對現有的數據所進行的預

測方法，實際上則是找出某一數列中間各個元素之未來動態狀況，主

要的優點為所需的數據不用太多及數學基礎相當簡單。 

（五） 灰色決策（Grey Decision Making） 

  對某一事件，因為考慮的對策不同而有不同效果，為了解決此一
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問題，將對策和 GM 模型結合所作的決策稱為灰色決策。 

（六） 灰色控制（Grey Control） 

  在傳統的控制上，一般是利用輸出及輸入間的數據，做成轉移函

數，再求出所需的增益值，或者利用狀態空間法求出輸入和輸出之間

的動態關係。而灰色控制則是通過系統行為數據，尋求行為發展的規

律，以預測未來的行為。當預測值得到後，將此一預測值回授至系統，

進行系統控制的一種法則。 

 

第四節 灰色理論，機率統計及模糊理論的差異性 

（一） 依本質內涵而言： 

機率統計：由無限多及無限規律的數據情況下所造成的不確定狀態。 

模糊理論：由認知上的不足夠所造成的不確定狀態。     

灰色理論：由少數據的情況下所造成的不確定狀態。 

（二） 以所依據的數學基礎而言 

機率統計：利用康托集（Cantor set），只有 0與 1的集合，元素的

特徵值只具有，是（1）及非（0）的特性。 

模糊理論：利用模糊集（Fuzzy set），處於 0至 1之間的集合，元素

的特徵值可以取 0 到 1 之間的任意值。 

灰色理論：利用朦朧集（Hazy set），在一確定的命題下，利用不斷

補充內部資訊的方式，將不明確的狀態逐漸的變成明確，

包含了康托集的[0，1]及模糊集的 0至 1的兩種特性。 

（三） 以所使用的數學運算方式而言 

機率統計：利用統計（statistics）的運算方式。 

模糊理論：利用模糊推論（inference）中取大（∨：Maximum）及取

小（∧：Minimum） 的運算方式。 

灰色理論：利用灰生成及灰關聯的運算方式。 
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（四） 以所需要的數據多寡而言 

機率統計：由於是解決多數據大樣本之不確定，因此需要龐大的數據。 

模糊理論：由於是解決人類的認知，因此數據為憑經驗給定。 

灰色理論：由於是解決少數據小樣本之不確定，因此只需要四個數據

即可。 

（五） 以所需要的數據分布而言 

機率統計：由於是多數據，因此需要典型的分佈（typical 

distribution），例如離散式的二項分佈，連續型的常態

分佈等等。 

模糊理論：由於是認知，因此利用歸屬函數（membership function）

作數據分佈。 

灰色理論：由於是少數據，因此不可能構成分佈狀態，所以可以為任

意分佈。 

（六） 以所需要完成的目標而言 

機率統計：由於目標為歷史的統計規律，因此完成的目標為現實及非

現實的規律。 

模糊理論：由於是使用語意認知，完成的目標為認知的表達。 

灰色理論：由於現實的少數據環境，完成的目標為現實的規律狀況。 

綜合以上的比較，將結果列於下表中： 

表 3- 1 機率統計,模糊理論,灰色理論三項比較 

比較之項目及差異性 機率統計 模糊理論 灰色理論 

1。本質內涵 大樣本且不確定 認知上不確定 小樣本且不確定 

2。數學基礎 康托集 模糊集 灰朦朧集 

3。數學運算方式 統計方法 取邊界值 生成方法 

4。數據多寡 多數據狀態 經驗數據狀態 少數據狀態 
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5。數據分佈 典型的分佈 函數的分佈 任意的分佈 

6。完成的目標 歷史的統計規律 認知的表達 現實的規律 

第五節 灰色生成 

灰色生成是灰色系統理論最基礎的部分，其想法是以運算處理方

式找出原始的數據資料的規律性。而在做灰色生成之前，決定原始數

據的擷取方式亦是很重要的。其方式約可分成三種[17]： 

（一）擷取完整數據： 

擷取外界所有輸出資訊作為灰色生成之需要。此種方式之特點是

對整體輸出做擷取，能夠掌握系統之完整資訊，不致因遺漏某筆重要

數據而有錯誤。但其卻不適用於動態的系統之中，同時其運算量也可

能因數據太多而變得龐大，因此一般較少使用。 

（二）擷取部分數據： 

相對於完整數據的擷取，此種方式每次只擷取部分的外界輸出資

訊作為灰色生成之需要。此種方式之特點是將整體輸出做了片段分

割，每次僅取部分，可降低其整體運算量，同時亦能夠配合動態系統

之需求，達成短期預測之目的。但其缺點是無法掌握連續的系統特性。 

（三） 擷取最新數據： 

  此方式乃是修正部分擷取的缺點，隨著系統輸出變化而更新其每

次擷取之數據，雖然仍維持部分擷取，但每次所取得的數據都是最新

的，而且擷取的數據數目也是固定的，除此之外，此種方式同時也能

兼具掌握系統之連續資訊的特性。假設有一 n 筆數據的數列，在時

間 k 時，得到一擷取數列為： 

(0) (0) (0) (0) (0){ (1), (2),..., ( 1), ( )}y y y y k y k= −  

則當時間為 k+1 時，擷取後的數列應更新成： 

(0) (0) (0) (0) (0){ (2), (3),..., ( ), ( 1)}y y y y k y k= +  
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此種將前次擷取當中最舊的一筆數據捨棄，補進最新一筆數據之新陳

代謝的擷取方式是較符合實際控制需求的方式。 

 

決定原始數據的擷取方式之後，緊接著便是開始進行灰色生成的

步驟。在灰色生成的方式上，一般分成累加生成、反累加生成、插值

生成、均值生成⋯ 等數種，以下將依序作說明。 

（一） 累加生成（Accumulated Generation Operation， AGO）： 

  將原始數列內的各個數據依序累加，以形成新數列內的數據，

此新數列被稱之為「生成數列」。假設有一原始數列為： 

(0) (0) (0) (0){ (1), (2),..., ( )}y y y y n=  

其中 n 為原始數據之個數，但為了符合灰色建模之需要，必須限制

n≥4。此時，累加生成之生成數列表示成： 
1 2

(1) (0) (0) (0)

1 1 1
{ ( ), ( ),..., ( )}

n

k k k
y y k y k y k

= = =

= ∑ ∑ ∑ = (0)

1
{ ( ), 1, 2,..., }

k

m
y m k n

=

=∑       (3-1) 

或是 (1) (1){ ( ), 1, 2,..., }y y k k n= =  

其中 (1)y 表示經過一次累加生成運算後所產生的資料。我們可從圖中

發現累加生成運算可將原始序列的規律性顯現出來，而產生一個規律

的生成序列。若作r次累加生成則可表示成： 

( ) ( 1)

1
{ ( ), 1, 2,..., }

k
r r

m
y y m k n

−

= =∑  
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圖 3- 1 原始數列 

                            

 
圖 3- 2 一次累加生成 
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圖 3- 3 二次累加生成 

                           

（二） 反累加生成（Inverse Accumulated Generation Operation；

IAGO）：為累加生成的逆運算，亦即將原始數列內各個數據依序累

減，以形成新數列內的數據，其目的是驗證灰色建模後所得之新數

據的精確度。其基本關係式可表示為： 

(0) (1) (1)( ) ( ) ( 1), 2,...,y k y k y k k n= − − =                            (3-2) 

上式中，由於 (0) (1)(1) (1)y y= ，因此k介於2至n之間。 

 

（三） 插值生成（Interpolating Generation Operation）： 

  此生成方式主要是運用在非等間距的數據、或欲替代不適當之

數據時，其數學表示式為： 

( ) ( 1) (1 ) ( 1)k y k y kφ η η= − + − +                                (3-3) 

其中 ( )kφ 為生成之數據，η為生成係數，0 1η≤ < ，x（k-1）和x（k+1）

為前後鄰值。 
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（四） 均值生成（Mean Value Generating Operation）： 

  當插值生成之生成係數η = 1
2
時，即稱為均值生成。 

( ) 0.5{ ( 1) ( 1)}k y k y kφ = − + +                                  (3-4) 

其實若仔細觀察上述，由於當初在資料擷取之時，其沒有對資料作篩

選，因此所有原始數據資料可能包含正值及負值，而一但累加生成新

數列，這些值將會相互抵消，無法產生累加遞增之趨勢，進而影響灰

色建模的效果。所以，為了避免此種情形之發生，可以在資料擷取時，

即限定輸入數據必須為正值之條件。而此種做法雖然可以立即解決問

題，但是卻也會造成無法處理負值之窘境。因此，較為適當的方式是

使用映射生成（Mapping Generating Operation， MGO），其表示式

為： 

( )0 (0)( ) ( ( )), 1, 2,...,my k sigm y k k n= =                              (3-5) 

1

2
( )

1( )

1
m

m

x e
e

sigm y

e
−=

+

                                       (3-6) 

其中 (0) ( )my k 為生成之數據，sigm（y）為S 函數值（Sigmoid Function），

1me 和 2me 為常數，且 2me ≠ 0。利用映射生成來產生新數列，將可以使原

先正負值混雜的數據，映射成全為正值的數據，同時不會遺漏任何重

要的資料，因此是對於外界數據資料不明確定系統，最佳的解決方

案。當然，在驗證灰色建模之後的新數據時，亦同樣需要作反映射生

成（Inverse Mapping Generating Operation， IMGO）的步驟，才

能得到相對應之值。而此表示式如下： 

( )

( )

0
(0)

1 2 0

1 ( )
( ) * ln( ), 1, 2,...,

( )
m

m m
m

y k
y k e e k n

y k
−

= + =                      (3-7) 

不過，如果是在某些原始數據範圍較小的情況下，將原始數據直接加

上常數 C，形成新的數列，同樣能簡單地解決此問題。 

( )0 (0)( ) ( ) , 1, 2,...,my k y k C k n= + =                                (3-8)  
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第六節 灰色 GM(1,1)模型 

（一）  GM(1,1)模型分析 

  在灰色系統理論中，灰模型以 GM 表示。而其中又以 GM（1，1）

模型最常用來進行灰預測計算。因此，本文同樣使用 GM（1，1）模

型。灰預測器方程式推導如下： 

假設 (0)y 為一非負值之原始資料數列 (0)y ={ (0)y （1）， (0)y （2），⋯， (0)y

（n）}  n≥4; 

對此數列進行累加生成運算（AGO）後，我們可得一階累加生成數列

（1st–order AGO）如下： 

(1) (0) (0)( ) * ( )
k

m

y k AGO y y m= = ∑                                (3-9) 

根據 (1)y 數列，對其各相鄰數據進行平均運算（Mean Operation），我

們可以定義一數列 (1)Z  

(1)Z （k）= (1) (1) (1)1* [ ( ) ( 1)]
2

MEAN y y k y k= + −                     (3-10) 

由之前的式子，我們知道 

(0) (1) (1)( ) ( ) ( 1)y k y k y k= − −  

下列微分方程式 

'
gy ay u+ =                                             (3-11) 

又稱為白微分方程式，而方程式 

(0) (1)( ) * ( ) gy k a Z k u+ =                                     (3-12) 

稱為 GM（1，1） 的灰微分方程式其中 a與 gu 分別為灰色系統之發展

參數與灰色輸入。我們假設： 

[A a=  gu ]T  亦即 A= 1( )T T
NB B B Y−  

其中 
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(1) (1)(2)... ... ( )
1... ...1

T
Z Z n

B
⎡ ⎤− −

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

，且 (0) (0)(2) ... ( )
T

NY y y n⎡ ⎤= ⎣ ⎦  

考量白微分方程式的解，可求得通解為 

(1) (1)( ) [ (1) ]*exp[ ( 1)]g gu u
y k y a k

a a
= − − − +  

相對應的灰微分方程式解為 

(1) (1)ˆ ( ) [ (1) ]*exp[ ( 1)]g gu u
y n p y a n p

a a
+ = − − + − +  

其中，具有上標∧符號之值代表預測值。再利用原始數列構建 GM（1，

1）模型，可對系統行為進行預測。 

方程式： (0) (0)ˆ * (1,1) * *y IAGO GM AGO y=                      (3-13) 

即為灰模型之預測值。 

 

  根據上述灰色建模的過程中，我們假設其輸入之資料必需為一非

負之數列，然而系統之響應可能為一負值。因此，我們必須將負值的

數列映射至正值的數列之中，亦即需對傳統的灰色預測器進行修正。 

本文採用Huang（1994）所提之數據映射運算法，其運算方法為映像

生成運算（Mapping Generating Operation 簡稱MGO） 與逆映像生

成運算（Inverse Mapping Generating Operation 簡稱IMGO），其運

算如下： 

(0)(0) (0)* Xry
my MGO y b= =                                    (3-14) 

其中 b與 r為正值之常數。同理，逆映像生成運算（IMGO）可定義如

下： 

(0) (0) (0)1* logm my IMGO y y
r

= =                                 (3-15) 

因此，灰色預測器之運算可修正如下： 

(0) (0)ˆ * * (1,1) * * *y IMGO IAGO GM AGO MGO y=                  (3-16) 

 



 41

(0)y (0)ˆ ( )y k p+  

圖 3- 4 灰色建模架構 

 

（二） GM（1，1）模型誤差分析 

1. GM（1，1）模型的誤差 

由誤差的理論中，GM（1，1）模型的誤差定義為[18]： 

(0) (0)

(0)

ˆ( ) ( )
( ) *100%

( )
y k y k

e k
y k
−

=                                (3-17) 

其中， (0) ( )y k 為真實值， (0)ˆ ( )y k 為預測值 

2. 影響 GM（1，1）模型誤差的因素 

  由之前的說明很明顯可以得知，影響 GM（1，1）模型誤差的因

素為背景值 (1) ( )Z k ，在原始的 GM（1，1）模型中， (1) ( )Z k 的定義為： 

(1) (1) (1)( ) ( ) (1 ) ( 1)k kZ k y k y kα α= + − − (0) (1)( ) ( 1), 2,3,4k y k y k kα= + − =  

  而前節的計算則是取α =0.5 的化簡式，因此α值的大小會影響到

建模的誤差。此節利用α值的改變以降低誤差值的大小，首先根據α

的數值做一分析，是否能在[0，1]之間尋得一個α值，而使誤差為最

小值。 

由灰色預測的特性，以四點做分析，步驟如下所示： 

利用誤差公式可得： 

(0) (0) ( 1) ( 1) (0) ( 2) ( 1)ˆ( ) ( ) (1) (1) , 2,3,4a k a k a k a kb be k y k y e e y e e k
a a

− − − − − − − −= − + + − =  

對α微分可以得到： 

(0) ( 1) ( 1)
2

ˆ( ) 10 ( 1) (1) a k a kde k da dak y e be
d d daα α α

− − − −= + − +  

+ ( 1) (0) ( 2) ( 2)
2

1 1( 2) (1)a k a k a kdb da dae k y e be
a d d daα α α

− − − − − −− − +  

( 2) ( 2)1 ( 2) 0a k a kdb b dae k e
a d a dα α

− − − −− − − =  
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再解出α之數值即可。  

 

3. 利用級比降低誤差 

   由灰色理論中得知級比的定義為： 
(0)

(0)
(0)

( )
( 1)

y k
y k

σ =
−
，                                        (3-18) 

原始序列下而數值的大小對建立預測系統的序列而言，應該落在

（0.135，7.389）之間，如果數值在此一區間之外，都不可能建立具

有實用價值的預測模型。因此（0.135，7.389）被稱為級比的可容區，

由此可知利用級比的變化可以將誤差降低。 

  根據級比的公式，在一次生成後
(1)

(1)
(1)

( )
( 1)

y k
y k

σ =
−
，k=2，3，4，⋯ 

n∈N，仔細觀察此一方程式，會發現級比的定義是鄰近兩項的後項比

上前項的數值，此一數值為表示斜率的變化，因此定義一個新的級比

為： 

(1) (1)
(1)

(1) (1)

( ) ( 1)ˆ
( ) (1)

y k y k
y n y

σ
− −

=
−

， k=2，3，4，⋯ n∈N                   (3-19) 

而此方程式則稱為全體變化的趨勢和個別變化的趨勢之比，稱為 

（bang-bang class ratio），主要的是利用方程式中α的跳動做誤差

的降低分析。起自目前，由於序列的數值有遞增，遞減及跳動三大類，

因此並無一定的規則可遵循，現以微積分的觀念，以α值在兩端點與

中間值的變化，以降低預測誤差。 

（三） GM（1，1）滾動模型 

  GM（1，1）滾動模型是利用同一序列前面幾個數據（通常以第四

點開始）建立 GM（1，1）模型後，再預測下一個數據（第五點數據）

的值後，再向後移一點（第五點），同樣的建立 GM（1，1）模型，依
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此類推的做到原始數據的最後一點為止，主要是檢驗 GM（1，1）模

型的精度，此一方式稱為滾動檢驗（rolling check）。 

分析步驟為： 

令原始序列： 

(0)y =（ (0)y （1）， (0)y （2）， (0)y （3），⋯， (0)y （n）），n≥4 

取其部份原始序列，稱為子序列： 

(0)y （i;k）=（ (0)y （i）， (0)y （i+1）， (0)y （i+2），⋯， (0)y （k）） 

當 i=1 時，亦即： 

(0)y （1;k）=（ (0)y （1）， (0)y （2）， (0)y （3），⋯， (0)y （k）） 

上式稱為正規子序列，此時我們利用 (0)y （i;k）建立 GM（1，1）模型，

然後利用影子方程得到 (1)ˆ ( 1)y k + 項之後，再利用（IAGO）還原做誤差

分析。 

在灰色理論中滾動檢驗所使用的符號定義為： 

G ˆ
pM *AGO： (0)y （i;k）→（a，b） 

G ˆ
mM *AGO： (0)y （i;k）→ (0) ( )y k +a (1) ( )Z k =b 

IAGO*G M̂ *AGO： (0)y （i;k）→ (0)ˆ ( 1)y k +  

當 i=1，k=4，5，6，⋯，n-1 時，利用傳統的誤差公式得到誤差的大

小為： 

(0) (0)

(0)

ˆ( 1) ( 1)
( 1) *100%, 1

( 1)
y k y k

e k k n
y k
+ − +

+ = + ≤
+

                  (3-20) 

此時稱 e（k+1）為 GM（1，1）在（k+1）處的預測檢驗誤差值。 

而 GM（1，1）的滾動檢驗誤差則定義為： 

e=
1

4

1 ( 1)%
4

n

k
e k

n

−

=

+
− ∑                                      (3-21) 
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由上式可以得到 GM（1，1）的滾動檢驗精度為： 

ε =（1-e）%                                            (3-22) 

 

  故所謂灰色預測之預測方式是利用此刻所擁有的數據資料建立

灰色模型，並以此模型計算現有數據的預測值，然後將原始數據與預

測數據使用各種誤差檢驗方式，分析此灰色預測模型之精確性，了解

此模型是否已達到準確預測之效果。而如果未達到檢驗標準，則修正

擷取數據的方式，重新建立符合的模型，直到所得之精確度符合要

求，該灰色預測模型便可以用來作為此系統預測未來趨勢的典範，能

夠對系統作預先控制的策略，達到預測之目的。 

 

  而殘差與精度檢驗標準上，一般認為數列中之所有數據的殘差大

小在 10%之內、或精度大於 90%時，則此灰色模型是可以被接受的，

亦即是可以對未來作預測的。 
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圖 3- 5 灰色預測流程圖 

（四） 灰色預測器的特性 

在 1986 年中國大陸學者，陳飆提出了灰色預測控制器（Grey 

Prediction Controller；GPC）來控制未知的系統之後，灰色預測控

制器的應用便開始快速的發展。其主要是針對傳統控制的缺點來加以

改進，傳統控制的策略主要是根據系統過去的狀態或行為來決定一個

適當的控制訊號，藉以控制系統的下一個行為，這樣的控制型態是屬

於“事後控制＂的形式。因此，這種控制策略往往要等到系統發生錯

誤之後，控制器才能根據所發生的情況再決策如何控制以修正其行

為，所以這樣的控制策略無法事先防範系統出錯，而且相對的其適應

性（Adaptability）也不會很強。因此，決策機構（Decision 

Mechanism）若有方法可以得知系統未來的狀態或行為時，其將可以

事先來決定一個適當的控制訊號來事先防範系統可能出錯情形，並且

會有很好的適應性。因此，灰色系統理論自然的被導入於控制系統之

α
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設計中，其藉著灰色預測器來預測系統未來的行為或狀態。進一步根

據系統未來的行為而能事先決定較適當的控制，以達到防範於未然的

效果，這樣的控制型態是屬於“事先控制＂的形式。 

 

一般而言，其灰色預測器均使用具有固定步距的灰色預測器。此

系統主要是預測受控體的行為並將其預測值和設定值相比，我們便可

以得到預測的誤差訊號（ ê），而此誤差訊號經由控制器的決策後可得

到控制訊號，由此可知影響控制訊號的便是預測值了，而控制此預測

值就是此預測器的預測步距。所以，不同的預測步距便有不同的預測

值以致於有不同的控制訊號。若我們考慮系統為一三階系統，並且給

予三種不同的預測步距分別為 10、0 和-10，則我們便可以分別得到

系統模擬響應圖，如圖 3-6 所示。 

 

 

圖 3- 6 不同步距的步階響應 
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不同預測步距的系統響應： 

  我們可以得知當預測步距為 10 時，預測器便會往趨勢的方向做

預測，這樣表示預測值比目前的值較大，使得預測的誤差訊號變得較

小。因此，控制訊號變小，使系統的響應變慢，便能預防系統的失控

有助於最大超越量變小；若預測步距為 0 時，預測器所得之預測值

會和目前的值相同，這表示和系統不加灰色預測器而直接回授

（Feedback）的效果是相同的；當預測步距為-10 時，預測器便會往

系統反趨勢的方向做預測，這表示預測值比目前的值較小，使得預測

的誤差訊號變得較大。因此，控制訊號變大，使得系統響應變快，則

系統的上升時間變短。我們可以得到下列的結論，若我們使用正的預

測步距做預測控制時，則系統的超越量已有改善，但上升時間也相對

增加；若我們使用負的預測步距做預測控制時，我們可以發現系統的

上升時間會變小，但最大超越量也相對的變大。因此，不同的預測步

距對系統響應便有不同的影響，其影響效果如下表所示。以上是針對

誤差值來設定預測步距的大小與正負關係，而忽略誤差變動量對系統

的影響。 

表３- 1 不同預測步距對系統響應的影響 
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第四章 利用根軌跡設計 PID 控制器 

第一節 PID 控制器 

（一） PID 控制器簡介 

PID 控制器在工業界是使用最多的控制器，因為 PID 控制器構造

簡單，且性能強健，也提供了不錯的穩態誤差，並同時獲得適當的相

對穩定度與阻尼特性，所以目前的工業控制上 PID 控制器依然是主要

應用的控制器。但是對於控制器的參數調整是既麻煩又費時的事情，

在 off-line 尚且可以利用數據來調整控制器的數據，但對於 on-line

要找出參數最佳值是很困難的。這不僅僅是控制器本身有比例、積

分、微分三項作用交互影響，同時在調整時也受到系統動態及干擾的

影響， 所以很多工廠的控制應用上，控制器的參數調整一直是令人

困擾的問題[21]。 

（二） PID 控制器架構 

PID 控制器可用下列公式來表示: 

0

1 ( )( ) [ ( ) ( ) ]
t de tu t K e t e d Dd

Di dt
τ τ= + +∫                            (4-1) 

在上式中 u 為輸入量， e 為誤差，而其中 K為控制器的增益， iD為

積分時間  ， dD 為微分時間，所謂 PID 控制器，為結合三個控制動

作的控制器，P I D 即比例控制、積分控制、微分控制，以下分別說

明 P I D 三種控制功能： 

1. 比例控制(Proportion control) 

  比例控制唯一可調增益之元件，由增益的改變可調整個系統的穩

態誤差及相對穩定度，當增益變大時可降低穩態誤差，但會破壞相對

穩定度；當增益變小時，可增加相對穩定度，但也會增加穩態誤差。 

2. 積分控制(Integral control) 

  積分控制可消除穩態誤差，並有利於雜訊的抑制，但也可能會使
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得系統不穩定或者暫態響應性能變的比較差，與比例控制相結合即為

PI 控制器，具有改善穩態誤差與雜訊抑制的特性。 

3. 微分控制(Derivative control) 

  微分控制可改善系統的阻尼特性及暫態響應，並能增加相對穩定

度，但不利於高頻雜訊干擾，且無法改善穩態誤差，如與比例控制相

結合即為 PD 控制器，其具有改善相對穩定度與暫態響應的特性[22]。 

   

一般來說，使用 PID 控制器可以消除 PI 控制器及 PD 控制器上

的缺點，會使得系統的響應更快、更穩定，且可消除穩態誤差，但相

對的會使系統更複雜。 
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圖4- 1 標準二階系統方塊圖 

 

 
圖 4- 2 (a) 傳統 PID 控制器方塊圖 

 
    圖4- 3 (b) 傳統PID 控制器方塊圖 

 

（三） PD 控制器 

PD 控制器的轉移函數為 ( )cG s = PK + DK s，因此系統開路轉移函數為

G(s)= ( )cG s * ( )pG s =
2 ( )
( 2 )

n P D

n

w K K s
s s wε

+
+

                           (4-2) 
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1. 由 s-domain 觀點看 PD 控制器 

  PD 控制器相當於在開路系統加入一個非零的零點，從根軌跡的

定性中可得知，加入零點可使根軌跡有往左移的趨勢。因此，PD 控

制器可以改善閉迴路系統的相對穩定度。 

2. 由 frequency-domain 觀點看 PD 控制器 

  PD 控制器的頻域轉移函數為 ( )c P DG jw K jwK= + ，所以頻率越高

( )cG jw 的大小值愈大，所以PD 控制器在頻域上是一個高通濾波器，

若系統出現高頻雜訊或干擾，就有可能被PD控制器放大，所以PD 控

制器將不利於雜訊的抑制，而影響系統的控制性能。 

3. 由 time-domain 觀點看 PD 控制器 

  由於PD 控制器是一個高通濾波器，設計後開路系統的頻寬會增

加，因此閉迴路的頻寬也會增加，頻寬的增加導致響應速度因而改

善。所以除了可以改善過高的最大超越量外，亦能適當的增進響應速

度，PD 控制器也可以提供良好的阻尼，改善系統時域的暫態響應，

但對穩態響應並無改善作用[23]。 

 

（四） PI 控制器 

PI 控制器的轉移函數為 ( )cG s = PK + IK * 1
s
，因此系統開路轉移函數

為，G(s)= ( )cG s * ( )pG s =
2

2

( )
( 2 )

n P D

n

w K s K
s s wε

+
+

                        (4-3) 

 

1. 由 s-domain 觀點看 PI 控制器 

  PI 控制器相當於在開路系統加入一個零點s= I

P

K
K

− 以及一個極點

s=0，從根軌跡的定性中可得知，由於加入的極點比加入的零點靠近

虛軸，因此極點的影響較大，因此系統的相對穩定度將會消失，甚至

可能使系統不穩定。 
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2. 由 frequency-domain 觀點看 PI 控制器 

  PI 控制器的頻域轉移函數為 ( ) I
c P

K
G jw K

jw
= + ，PI 與PD 相反，

在高頻時 ( )cG jw 的大小值反而變小，所以PI 控制器在頻域上是一個

低通濾波器，進入控制器的高頻雜訊容易被濾掉，系統有抑制雜訊的

作用。 

3. 由 time-domain (時域) 觀點看 PI 控制器 

  由於加入一個 s=0 的極點，所以開迴路轉移函數的型式（type），

增加一次，因此，在穩態響應中，穩態誤差 sse 可被改善，但積分動作

可以使上升時間減小。 

 

（五） PID 控制器設計 

  設計 PID 控制器需決定三個參數，分別為：比例增益( PK )、積

分時間常數( IK )、微分時間常數( DK )，而在傳統工業上，工程師在

調整 PID 控制器參數時大都採用嘗試錯誤(trial and error)程序，

也就是設計之工程師必須依經驗法則來調整 PID 控制器參數，但往

往三個參數間會存在著交互影響的現象，所以在應用上較令人困擾。 

 

  到目前為止，已發展出相當多的調整參數方法來設計 PID 控制

器，其中最常使用的為 Niegler-Nichols 調整公式，而為了減少使

用傳統方式來調整參數，又陸續出現了許多方法來改善傳統方式的複

雜性，例如：遺傳基因演算法、模糊控制邏輯、模式識別等。其中模

擬控制與自調式模糊控制，為最受國內研究者偏重，因為模糊控制器

具有融合人工智慧與處理受控體不確定(uncertainty)之優點，但其

控制法則、歸屬函數、論域等參數，需使用嘗試錯誤法，經驗法則來

慢慢完成，所以幾乎所有的控制法則都存在著利與弊，最重要該如何 
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表 4- 1 PID 参數性能指標對照表 

 

針對不同的系統，找出適合的控制法則，如此才可將欲控系統做最佳

化控制[24]。 

 

(六)  開路轉移函數加入極點或零點對根軌跡的影響 

  在此篇論文中，我利用根軌跡法去設計 PID 控制器，所以在此敘

述加入極零點對根軌跡的影響，此會間接影響設計 PID 控制器[25]。 

一般而言，開路轉移函數加入極點後，原根軌跡有往右移的現象。加

入極點的討論： 

1. 根軌跡右移的結果，會降低閉迴路系統的相對穩定度，也許有可

能使閉迴路系統變成不穩定。 

2. 開路轉移函數加入的極點數越多，根軌跡會越往右移，亦即閉迴

路相對穩定度會越差。 

3. 開路轉移函數加入的極點越靠近虛軸，則根軌跡也會越往右移，

閉迴路相對穩定度也會越差。 

4. 若加入一個原點上的極點(即 1/s)，則相當於積分控制，這將使

系統相對穩定度變的最差。但如此卻使開路系統的型式(type)增

加一，若此閉迴路系統仍維持穩定，則將可改善閉迴路系統的穩

態誤差。 

一般而言，開路轉移函數加入零點後，原根軌跡有往右移的現象 

加入零點的討論： 
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1. 根軌跡左移的結果，會增加閉迴路系統的相對穩定度。 

2. 開路轉移函數加入的零點數越多，根軌跡會越往左移，亦即閉迴

路相對穩定度會越好。 

3. 開路轉移函數加入的零點越靠近虛軸，則根軌跡也會越往左移，

閉迴路相對穩定度也會越好。 

4. 若加入一個原點上的零點(即 s)，則相當於微分控制，這將使系

統相對穩定度變的最好。但如此卻使開路系統的型式(type)減少

一，則將可能破壞閉迴路系統的穩態誤差。 
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第五章 實驗結果模擬與分析 

 
圖5- 1 半車懸吊系統模型 

 

第一節 模擬實際路徑 

  本章整理了半車懸吊系統在兩種不同的路面下，經由預測及加入

PID 控制器後的實驗數據，並比較其不同特性。 

路面模型 

  此兩種路面為自行設計，希望能真正的模擬實際路面狀況。 

Case1:是設計成一段極為顛簸路面，最高可達十五公分最低負十五公

分，想得知在此路面下，灰 PID 控制器是否還是能發揮其作

用，將舒適度提高。 

Case2:是設計成一段較為平滑的路面，最高達一公分最低負一公分，

想得知在此路面下，灰 PID 控制器是否能在路面恢復平穩時，

使得車身恢復穩定狀態。 
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車子模型 

Model 一:If 3x (t) is “about 0(rad)＂， 

      Then ( )x t = 1A x(t)+ 1B u(t) 
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Model 二:If 3x (t) is “about 
2 2

orπ π
− (rad)＂， 

Then ( )x t = 2A x(t)+ 2B  u(t) 
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Model 三:If 3x (t) is “about ~
2 2
π π

− (rad)＂ 

      Then ( )x t = 3A x(t)+ 3B u(t) 
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控制器模型 

控制器採用 PID 控制器，利用根軌跡法去設計。而所設計的 PID

控制器則是用來改善 Zrf(前輪對地面的上升或下降高度)對 1X (車體

中心上升或下降高度)的影響。 

車子模擬參數 

此為車子的模擬參數，下面所得到的實驗數據都是用此參數所

得： 

sm =600kg ufm = urm =60kg yJ =800kg/ 2m  a= fL =1.52m b= rL =1.48m 

fk = rk =15000N/m fB = rB =1000N/m tfK = trK =190000N/m 
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第二節 模型一模擬 

Model 一:If 3x (t) is “about 0(rad)＂， 

      Then ( )x t = 1A x(t)+ 1B  u(t) 

將 1A， 1B代入車子模擬參數後可得 
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此時，利用根軌跡法設計出 PID 控制器。 
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圖 5- 2 沒加控制器時 Zrf 對 X1 的根軌跡 
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圖 5- 3 加 PID 控制器後 Zrf 對 X1 的根軌跡 PID=(1+0.031s+(0.074s)^2)/s 
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第三節 模型二模擬 

Model 二:If 3x (t) is “about 
2 2

orπ π
− (rad)＂， 

Then ( )x t = 2A x(t)+ 2B u(t) 

將 2A ， 2B 代入車子模擬參數後可得 
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此時，利用根軌跡法設計出 PID 控制器。 
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圖 5- 4 沒加控制器時 Zrf 對 X1 的根軌跡 
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圖 5- 5 加 PID 控制器後 Zrf 對 X1 的根軌跡 PID=(1+0.034s+(0.074s)^2)/s 
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第四節 模型三模擬 

Model 三:If 3x (t) is “about ~
2 2
π π

− (rad)＂ 

      Then ( )x t = 3A x(t)+ 3B u(t) 
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因為模型三為預測模型和模型一模型二不同,所以特別將計算與預測

步驟整理於下一節。 
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第五節 計算模型三預測資料 

步驟設計: 

1. 先給定初值四筆資料，利用 GM(1，1)模型得出預測值。 

2. 預測出的值要是殘差在 10%以內可接受，超過的話用α調變方式去

降低誤差量。 

3. 得到預測值即為 Zrf，代入平衡點方程式中，可以得到當時的平衡

點。 

4. 將平衡點代入模型中，可以得到所預測的模型。 

5. 有了預測模型後，再求出最適合的 PID 控制器。 
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圖 5- 6 case1 模擬實際路徑圖 
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（一） 第一筆資料 

Zrf 

初值 1 2 3 6 

演算過程: 

1.均值生成 :  

  (2， 4.5， 9) 

  

2.B 矩陣 :  

  
2 1

4.5 1
9 1

−⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

 

  

3.BtB 矩陣 :  

  
105.25 15.5

15.5 3
−⎡ ⎤

⎢ ⎥−⎣ ⎦
 

Inverse of BtB 矩陣 :  

  
0.0397 0.2053
0.2053 1.3940
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

  

4.模型精度 : a = -0.5827814570    b = 0.6556291391 

--------------------------------------------------------------------- 

        x^0(k)         x0(k)         e(k)%  

  k = 1 1.0000   

  k = 2 1.6809         2.0000     15.9549 

  k = 3 3.0105         3.0000     -0.3506 

  k = 4 5.3919         6.0000     10.1353 

----------------------------------------------------------- 

  k = 5 9.6569      平均殘差 = 8.8136 % 
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殘差<10% 可接受 

所以 Zrf 預測值取 9.6569 

 

將預測值代入平衡點中可得 

1

2

3

4

5

6

7

8

2 2( ) ( )
3 3.8473

2
0

2 1.414
0

2[ 2( ) ( )]
3 3.5658
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0
2[ 2( ) ( )]
3 3.5658

2( )

0

rf rr

tf rf rr

f tf
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f tf

a b Z Z
x

x

x
x

K a b Z Z
x

k K

x

K a b Z Z
x

k K

x

− + −
= =

=

= =
=

− − + −
= = −

+

=

− + −
= =

+

=

 

將平衡點代入模型三中可得預測模型 

3

0 1 0 0 0 0 0 0
0 3.333 0 0 25 1.667 25 1.667
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 567.315 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 1 0 0

3166.667 16.667 4537.026 0 3416.667 16.667 0 0
0 1 0 0 0 0 0 1

3166.667 16.667 4417.631 0 0 0 3416.667 16.667

A

⎛ ⎞
⎜ ⎟− − −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟= ⎜ ⎟−
⎜ ⎟
− −⎜ ⎟
⎜ ⎟−
⎜ ⎟⎜ ⎟− − −⎝ ⎠

3

0 0
0 0
0 0
0 0
0 0

3166.67 0
0 0
0 3166.67

B

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦
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圖 5- 7 沒加控制器時 Zrf 對 X1 的根軌跡 
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圖 5- 8 加 PID 控制器時 Zrf 對 X1 的根軌跡 PID=(1+0.046s+(0.086s)^2)/s 
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（二） 第二筆資料 

Zrf 

初值 2 3 6 8 

演算過程: 

1.均值生成 :  

  (3.5，8，15) 

  

2.B 矩陣 :  

  
3.5 1
8 1
15 1

−⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

 

  

3.BtB 矩陣 :  

  
301.25 26.5

26.5 3
−⎡ ⎤

⎢ ⎥−⎣ ⎦
 

  

Inverse of BtB 矩陣 :  

  
0.0149 0.1315
0.1315 1.4950
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

  

模型精度 : a = -0.4218362283   b = 1.9404466501 

-----------------------------------------------------------  

        x^0(k)          x0(k)         e(k)%  

  k = 1 2.0000   

  k = 2 3.4634          3.0000       -15.4469 

  k = 3 5.2809          6.0000       11.9856 

  k = 4 8.0520          8.0000       -0.6505 

-----------------------------------------------------------  
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  k = 5 12.2774    平均殘差 = 9.3610 % 

殘差<10% 可接受 

所以 Zrf 預測值取 12.2774 

 

預測值代入平衡點中可得 
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平衡點代入模型三中可得預測模型 

3

0 1 0 0 0 0 0 0
0 3.333 0 0 25 1.667 25 1.667
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 686.777 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 1 0 0

3166.667 16.667 4537.026 0 3416.667 16.667 0 0
0 1 0 0 0 0 0 1

3166.667 16.667 4417.631 0 0 0 3416.667 16.667
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圖 5- 9 沒加控制器時 Zrf 對 X1 的根軌跡圖 
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圖 5- 10 加 PID 控制器時 Zrf 對 X1 的根軌跡圖 PID=(1+0.034s+(0.077s)^2)/s 
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（三） 第五筆資料 

Zrf 

初值 8 13 15 9 

演算過程: 

1.均值生成 :  

  (14.5，28.5，40.5) 

  

2.B 矩陣 :  

  
14.5 1
28.5 1
40.5 1

−⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

 

  

3.BtB 矩陣 :  

  
2662.75 83.5

83.5 3
−⎡ ⎤

⎢ ⎥−⎣ ⎦
 

  

Inverse of BtB 矩陣 :  

  
0.003 0.0822

0.0822 2.6208
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

  

模型精度 : a = 0.1456692913   b = 16.3877952756 

-----------------------------------------------------------  

        x^0(k)          x0(k)          e(k)%  

  k = 1 8.0000   

  k = 2 14.1657       13.0000        -8.9665 

  k = 3 12.2454       15.0000        18.3640 

  k = 4 10.5855       9.0000        -17.6162 

-----------------------------------------------------------  
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  k = 5 9.1505        平均殘差 = 14.9822 % 

殘差>10% 不可接受，故使用α調變方法。 

所以 Zrf 預測值取:7.127 

 

預測值代入平衡點中可得 
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平衡點代入模型三中可得預測模型 

3

0 1 0 0 0 0 0 0
0 3.333 0 0 25 1.667 25 1.667
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 430.229 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 1 0 0

3166.667 16.667 4537.026 0 3416.667 16.667 0 0
0 1 0 0 0 0 0 1

3166.667 16.667 4417.631 0 0 0 3416.667 16.667
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⎜ ⎟−
⎜ ⎟⎜ ⎟− − −⎝ ⎠
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圖 5- 11 沒加控制器時 Zrf 對 X1 的根軌跡圖 
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圖 5- 12 加 PID 控制器時 Zrf 對 X1 的根軌跡 PID=(1+0.037s+(0.074s)^2)/s 

 

 

以上是 Case1路徑中的三筆資料，其餘各筆資料作法相同，不在

此多加描述。計算這些資料時，如遇到 Zrf=0，則使用模型一;如遇

到 Zrf 極大或極小時(表示前後輪相差高度已超過車體長度時)，則使

用模型二。其餘皆使用模型三，而模型三則由預測得知。 

得到每筆資料後，利用 MATLAB[20]將各筆資料整合後，得到下

列結果。 
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圖 5- 13 實際路徑 

 

 
圖 5- 14 預測路徑 
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圖 5- 15 車子不加控制器時的振幅 

 

 

圖 5- 16 車子加控制器時的振幅 
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圖 5- 17 車子在預測下加控制器後的振幅 

圖 5-13~14 縱軸為路面高度(單位:cm) ，橫軸為路面長度(單位:m) 

圖 5-15~17 縱軸為 1x 高度(單位:cm) ，橫軸為路面長度(單位:m) 

Case1 討論: 

1.灰色預測在實際上是找出某一數列中間各個元素之未來動態狀

況，預測出的數據方向是由擷取數列所決定，所以會有預測數據與原

始數據變化方向不同的時候。 

2.一般而言，非線性系統的分析與控制是非常困難的。對於非線性系

統的分析，常用的方法是根據系統的操作點或平衡點做非線性系統的

線性化。假設非線性系統的工作動態是在操作點附近做微量的變化，

則可將此微量變化的動態行為視為線性系統的動態行為，如此一來，

線性系統的控制理論(包括現代控制學理論或古典控制學理論)即可

用來設計控制器，以控制此微量變化的非線性系統。 

3.當車子不加控制器時的平均振幅是正 6.8cm 與負 7.7cm，當車子在

預測下加控制器時的平均振幅是正 2.2cm 與負 2.6cm。由 Burton 

Douglas Chart 的舒適度評價可得當車子不加控制器時是在感受不愉

快的區域之內，而當車子在預測下加控制器時是在可感受區域內。所

以可以知道在預測後可以得到較佳的舒適度。 
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Case1 結論: 

  由圖中可看出灰 PID 控制器成功的降低了車子的振幅，可得知灰

色預測器在顛簸的路面下，依然有不錯的預測能力。這樣即可使 PID

控制器先行運作，得到較好的舒適度。 
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Case2: 
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圖 5- 18 case2 模擬實際路徑 

步驟同 Case1  

（一） 第一筆資料 

Zrf   

初值 0.1 0.4 0.6 0.7 

1.均值生成 :  

  (0.3， 0.8，1.45) 

  

2.B 矩陣 :  

  
0.3 1
0.8 1
1.45 1

−⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦
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3.BtB 矩陣 :  

  
2.8325 2.55

2.55 3
−⎡ ⎤

⎢ ⎥−⎣ ⎦
 

  

Inverse of BtB 矩陣 :  

  
1.5038 1.2782
1.2782 1.4198
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

  

模型精度 : a = -0.2556390977    b = 0.3493734336 

-----------------------------------------------------------  

        x^0(k)          x0(k)          e(k)%  

  k = 1 0.1000   

  k = 2 0.4272          0.4000        -6.8051 

  k = 3 0.5517          0.6000         8.0560 

  k = 4 0.7124          0.7000        -1.7652 

-----------------------------------------------------------  

  k = 5 0.9199       平均殘差 = 5.5421 % 

所以 Zrf 預測值取 0.9199 

將預測值代入平衡點中可得 

1

2

3

4

5

6

7

8

2 2( ) ( )
3 1.9505

2
0

2 1.414
0

2[ 2( ) ( )]
3 1.8078

2( )
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2[ 2( ) ( )]
3 1.8078
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0

rf rr

tf rf rr

f tf

tf rf rr

f tf

a b Z Z
x

x

x
x

K a b Z Z
x

k K

x

K a b Z Z
x

k K

x

− + −
= = −
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= =
=

− − + −
= =

+

=

− + −
= = −
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將平衡點代入模型三中可得預測模型 

3

0 1 0 0 0 0 0 0
0 3.333 0 0 25 1.667 25 1.667
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 287.616 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 1 0 0

3166.667 16.667 4537.026 0 3416.667 16.667 0 0
0 1 0 0 0 0 0 1

3166.667 16.667 4417.631 0 0 0 3416.667 16.667

A

⎛ ⎞
⎜ ⎟− − −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟

−⎜ ⎟= ⎜ ⎟−
⎜ ⎟
− −⎜ ⎟
⎜ ⎟−
⎜ ⎟⎜ ⎟− − −⎝ ⎠

3

0 0
0 0
0 0
0 0
0 0

3166.67 0
0 0
0 3166.67

B

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦
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圖 5- 19 沒加控制器時 Zrf 對 X1 的根軌跡圖 
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圖 5- 20 加 PID 控制器時 Zrf 對 X1 的根軌跡圖 PID=(1+0.044s+(0.09s)^2)/s 

 

（二） 第十筆資料 

Zrf   

初值:-0.8 -0.9 -1 -0.7   0.3 0.2 0.1 0.4 

1.均值生成 :  

  (0.4，0.55，0.8) 

  

2.B 矩陣 :  

  
0.4 1
0.55 1
0.8 1

−⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

 

  

3.BtB 矩陣 :  
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1.1025 1.75

1.75 3
−⎡ ⎤

⎢ ⎥−⎣ ⎦
 

Inverse of BtB 矩陣 :  

  
12.2449 7.1429
7.1429 4.5

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

 模型精度 : a = -0.5714285714    b = -0.1000000000 

-----------------------------------------------------------  

        x^0(k)          x0(k)          e(k)%  

  k = 1 0.3000   

  k = 2 0.0963          0.2000        51.8253 

  k = 3 0.1706          0.1000       -70.6150 

  k = 4 0.3021          0.4000        24.4690 

-----------------------------------------------------------  

  k = 5 0.5350       平均殘差 = 48.9698 % 

 

所以 Zrf 的預測值取-0.2942 
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將預測值代入平衡點中可得 

1

2

3

4

5

6

7

8

2 2( ) ( )
3 0.9331

2
0

2 1.414
0

2[ 2( ) ( )]
3 0.8648

2( )

0
2[ 2( ) ( )]
3 0.8648

2( )

0

rf rr

tf rf rr

f tf

tf rf rr

f tf

a b Z Z
x

x

x
x

K a b Z Z
x

k K

x

K a b Z Z
x

k K

x

− + −
= =

=

= =
=

− − + −
= = −

+

=

− + −
= =

+

=

 

將平衡點代入模型三中可得預測模型 

3

0 1 0 0 0 0 0 0
0 3.333 0 0 25 1.667 25 1.667
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 137.585 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 1 0 0

3166.667 16.667 4537.026 0 3416.667 16.667 0 0
0 1 0 0 0 0 0 1

3166.667 16.667 4417.631 0 0 0 3416.667 16.667

A

⎛ ⎞
⎜ ⎟− − −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟= ⎜ ⎟−
⎜ ⎟
− −⎜ ⎟
⎜ ⎟−
⎜ ⎟⎜ ⎟− − −⎝ ⎠

3

0 0
0 0
0 0
0 0
0 0

3166.67 0
0 0
0 3166.67

B

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦
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圖 5- 21 沒加控制器時 Zrf 對 X1 的根軌跡圖 
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圖 5- 22 加 PID 控制器時 Zrf 對 X1 的根軌跡圖 PID=(1+0.044s+(0.081s)^2)/s 

 

以上是 Case2路徑中的二筆資料，其餘各筆資料作法相同，不在

此多加描述。計算這些資料時，如遇到 Zrf=0，則使用模型一;如遇
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到 Zrf 極大或極小時(表示前後輪相差高度已超過車體長度時)，則使

用模型二。其餘皆使用模型三，而模型三則由預測得知。 

得到每筆資料後，利用 MATLAB[20]將各筆資料整合後，得到下

列結果。 

 

 
圖 5- 23 實際路徑 

 

 
圖 5- 24 預測路徑 
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圖 5- 25 車子不加控制器時的振幅 

 

 
圖 5- 26 車子加控制器時的振幅 
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圖 5- 27 車子在預測下加控制器後的振幅 

圖 5-23~24 縱軸為路面高度(單位:cm) ，橫軸為路面長度(單位:m) 

圖 5-25~27 縱軸為 1x 高度(單位:cm) ，橫軸為路面長度(單位:m) 

Case2 討論: 

1.Case2數據預測的方向討論與 Case1 相同，預測出的數據方向都是

由擷取數列所決定。  

2.Case2 所用的系統和 Case1都是非線性系統，一樣都是利用系統的

操作點或平衡點做非線性系統的線性化。可將此微量變化的動態行為

視為線性系統的動態行為。所以亦可利用線性系統的控制理論來設計

控制器，以控制此微量變化的非線性系統。  

3.當車子不加控制器時的平均振幅是正 0.55cm 與負 0.45cm，當車子

在預測下加控制器時的平均振幅是正 0.17cm 與負 0.14cm。由 Burton 

Douglas Chart 的舒適度評價可得當車子不加控制器時是在可感受的

區域之內，而當車子在預測下加控制器時是在幾乎感受不到的區域

內。所以可以知道在預測後可以得到較佳的舒適度。 
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Case2 結論: 

  由圖中可看出灰 PID 控制器成功的降低了車子的振幅，也可使得

車子在振動後可以回到平穩狀態下。所以可得知灰色預測器在任何的

路面下，依然有不錯的預測能力。這樣即可使 PID 控制器先行運作，

得到較好的舒適度。 
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第六章 結論與未來展望 

本文設計了一種新的控制器，並成功的應用在半車懸吊系統上，

稱為灰 PID 控制器。將灰預測器加在可變模型的前方可先行預估模型

的形式，再馬上加以 PID 控制，這樣即可使灰 PID 控制器優先運作。

經模擬結果證明能夠成功的降低車身振幅。表 6-1 為三種 PID 控制方

法的比較。 

表 6- 1 三種 PID控制方法的比較 

 傳統 PID 控制 模糊 PID 控制 灰色 PID 控制 

實用性 高 高 高 

精確度 高 中 低 

複雜程度 低 高 中 

發展性 低 中 高 

運行速度 中 慢 快 

由表 6-1 可看出灰色 PID 控制器有其優越的地方。不過有些地方是此

控制器的缺點，應用時，可以先判斷系統類型，再決定使用何種控制

器。 

本論文中，我們尚有些值得再繼續研究的地方，可以分為下列來

敘述: 

(1)在 PID 控制器的地方，我們可以採用強健控制器，來增強控

制結構的性能，能使懸吊系統在穩定性方面更具有強健性。 

(2)可以再加上模糊理論等方法，使得 GM(1,1)預測器所預測的

値可以更有彈性的去選用。 

(3)由於 Grey PID 控制器是一個即時且簡單的控制器，所以很適

合運用在即時系統和其他控制系統上。 
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