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基於積分方程電磁場解答器的適應性網格生成和細分 

研究生：林旻靜 指導教授：趙學永 老師 

國立交通大學電信工程學系﹙研究所﹚碩士班 
 

摘      要 

利用力差法（method of moments，簡稱MOM）解電場積分方程式（electric field 

integral equation，簡稱 EFIE）時，取樣網格的分佈對解的準確性有極大的影響。

網格的分佈往往需要先經過人為的調整，才可能得到較準確的解。有鑑於此，本

論文提出一個適應性網格細分的演算法，結合將網格元素分解形成更小的單元

（h-refinement）以及移動節點的位置（r-refinement）兩種網格細分的方法，

使網格分佈能適應電場積分方程式的解。利用 divid-and-conquer 方法對欲模擬

的結構產生均勻分佈的 Delaunay 三角形網格，並依據力差法解得的結構表面電流

分佈細分網格，以上適應性網格細分的過程不斷重複進行，直到電流解收斂或達

到使用者或程式預設的停止細分條件（如最小邊長或最大網格細分次數等）。為了

加速網格細分的過程，此論文亦嘗試忽略力差法矩陣方程式中的遠交互作用來解

力差法矩陣方程式。以上自動網格細分的方法亦應用在許多電磁模擬的分析的例

子，如接近帶電流導線的導體平面，以及金屬導線散射平面波。 
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ABSTRACT 
 

When the method of moments (MOM) is applied to solve the electric field integral 
equation (EFIE) for electromagnetic radiation and scattering problems, the accuracy of 
solutions greatly depends on a proper discretization of the simulated domain. Most of 
time, the grid distribution needs to be manually tuned for getting an accurate solution. 
In this thesis, we propose a mesh refinement algorithm that adapts meshes to EFIE 
solutions by splitting elements (h-refinement) and relocating nodes (r-refinement). 
Using a divide-and-conquer Delaunay triangulation, an initial mesh is generated with 
equally spaced seeds on the surfaces of the simulated structure. Then the mesh is 
iteratively refined according the current distribution on the surface. The refinement 
process automatically terminates when the current distribution converges or when preset 
criteria, such as the smallest edge length and the maximum pass of refinement, are met. 
In order to expedite the iterative refinement process, the current is calculated only by 
the near-interaction terms of the MOM impedance matrix. The adaptive mesh 
refinement algorithm is further applied to solve radiation and scattering from metallic 
structures. 
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1. 簡介 

利用力差法（method of moments）解電場積分方程式（electric field 

integral equation）以模擬電磁結構前，必須先將模擬結構分成許多小單元，這

個前端處理的步驟叫所網格生成。模擬結構的網格取樣對於解的準確性有極大的

影響；尤其當欲模擬的金屬導體與輻射源極為接近，或物體之間有強電磁場耦合

時，網格取樣的品質更為重要。 

傳統上，利用力差法電磁模擬時，網格的分佈必須經過人為調整。在這種方

式之下，只有經驗豐富並且對於其模擬結構有深入瞭解的工程師知道網格應該如

何分佈才可能得到較準確的解，以減少調整網格或測試的時間。大多時候，工程

師必須經過多次嘗試，藉由數種不同密度、分佈的網格來模擬其結構，並交互比

對這些模擬結果以確定解是否準確。然而，當模擬的結構大而複雜，且電流變化

劇烈時，即使是經驗豐富的工程師也很難推測其中的電流變化，模擬結果不準的

情況會更為嚴重。遇到這種情況時，一個可能的解決辦法是在全部欲模擬結構上

取緊密分佈的網格（遠小於波長的網格）。如此雖然可能得到較準確的模擬結果，

然而必須相對付出相當高的代價，因為電磁模擬的時間和所需的記憶體空間隨著

網格的數量成長。另外，即使願意花大量的電腦資源來模擬，仍然很難確定究竟

網格密度應該多大才能夠得到準確的解。因此仍必須花費不少時間做人為的網格

調整，以及數次電磁模擬的嘗試。除此之外，如果網格分佈太過緊密，由於浮點

數運算的有效位數是有限的，數值計算本身的誤差對解的影響會更為嚴重。基於

以上理由，當模擬複雜結構時，不論是人為調整網格或者直接選擇較小的網格密

度，不僅沒有效率浪費資源而且得到的模擬結果亦不可靠。 

由上可知，目前缺乏一個能夠根據解自動修正網格分佈的方法協助力差法模

擬電磁結構。過去幾十年間，這種主動網格修正的方式已廣泛地被應用在有限元

素法的電磁模擬，相關的研究亦非常成熟[2][8][16]，Ansoft公司的HFSS軟體[23]

即是利用有限元素法結合主動網格修正的電磁模擬例子。然而，將主動網格修正

結合力差法電磁模擬方面的研究結果少之又少。綜觀市面常見的利用力差法解電

場積分方程的電磁模擬商用軟體，幾乎沒有軟體能夠根據解自動調整網格以得到

準確的解。例如，廣泛被高頻電路或天線設計工程師使用的軟體IE3D[24]，其網

格的設定完全由人為調整，電磁模擬的過程中，網格不會改變，亦不可能隨著電

流分佈自動修正。如果一個工程師利用IE3D模擬一個他不甚瞭解的結構，可能因

為網格設定的誤失，得到的非常不準的模擬結果。 

本文提出了一套自動生成網格並夠根據積分方程電磁場的解自動細分網格方

法，並且實作之。這套方法可以不需要人為判斷，完全自動化產生高品質的網格，

提供給力差法為基礎的電磁積分方程解答器，以得到較準確的解。在本文第二章，

介紹適應性網格細分(adaptive mesh refinement)的流程和方法，其中包含網格

形狀的選擇、網格生成的方法、利用力差法快速解電場積分方程式，以及網格細
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分的方法。第三章中，提出基於積分方程電磁場解答器的適應性網格生成和細分

的軟體架構以及實作的細節，包含幾何圖形的資料結構、網格生成和細分的演算

法。第四章中，我們將這套基於積分方程電磁場解答器的適應性網格生成和細分

軟體應用於一些實際的例子。最後，本文的第五章，將前幾章所提的做一節論並

提出未來可能之研究方向。 
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2. 適應性網格細分(Adaptive Mesh Refinement) 

基於積分方程電磁場解答器的適應性網格細分演算法如下： 

ADAPTIVE-MESH-REFINEMENT（G） 
Parameter definition: 
G: geometry definition of a refined structure 
Function definition: 
GENERATE-MESH(G): generate mesh according a geometry definition G 
SOLVE-CURRENT(M): solve current distribution using MOM according a mesh M 
and return the current distribution 
REFINE-MESH(M, I): refine a mesh M according the current distribution I. 
1 M ← GENERATE-MESH(G) 
2 I ← SOLVE-CURRENT(M) 
3 while not reaching criterion 
4  do M ← REFINEMENT-MESH(M, I) 
5   I ← SOLVE-CURRENT(M) 

 

首先，GENERATE-MESH依據輸入的幾何結構定義G在欲模擬的結構（電路、天

線等）表面生成初始網格M，以提供電場積分方程解答器SOLVE-CURRENT產生初始

電流分佈I。接著，REFINE-MESH利用之前解的電流分佈I，來判斷模擬結構中，哪

些地方電流變化劇烈，哪些地方電流分佈沒什麼變化或者幾乎沒有電流。在電流

密度變化非常劇烈或大電流的地方，網格密度應該較高，才能較準確地描述電流

分佈。並根據解出來的電流分佈來修正之前的網格分佈。直觀地想法是期望相鄰

網格間的電流變化是連續的，所以將電流變化劇烈的地方分割成更小的網格，並

移動節點，以達到使電流變化連續的目的。細分過的網格會再次經過場電場積分

方程解答器SOLVE-CURRENT的數值計算，得到另一組電流分佈I，然後再次細分網

格。以上局部網格細分個過程會一直進行，直到電流分佈收斂（達到連續的條件），

或使用者自訂的其他停止條件，例如：最大的修正次數、最小的網格邊長、最大

的節點或網格數量等。以上流程如圖 5-1所示。 

這章會介紹網格生成和細分相關的技術，以及設計應用於力差法電磁模擬分

析的適應性網格細分器所需要注意的事項和採取的策略。2.1 節討論網格形狀的

選擇；2.2 節介紹一個生成三角形網格的方法—Delaunay三角形分割法；為了快

速而有效率地修正網格，必須有快而有效的方法來解電場積分方程，這部分在2.3 

節介紹；2.4 探討針對力差法解電場積分方程的應用時，網格的需求；最後，2.5 

節紹數種主要的網格細分技術和其優缺點。 
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Generate initial mesh 

Solve EFIE by MOM 

Satisfy criteria 
or converge? 

No 

Yes

Refine mesh 

End 
 

圖 5-1：適應性網格細分的流程 

2.1 網格形狀的選擇 

關於二維平面上的網格形狀，主要常用的有矩形和三角形兩種形狀，都各有

許多演算法可以生成這兩種網格。我們選擇使用三角形，主要是因為在調整網格

時，三角形的形變對於網格大小的劇烈改變較不敏感[8]。而且，三角形很有彈性，

描述複雜幾何結構和邊界相對比矩型容易[18]。若使用矩形網格描述複雜的結構

和邊界，可能在邊界產生太多不必要的小網格。基於以上理由，針對力差法解電

場積分方程的應用，三角形是比較理想的選擇。生成三角形網格的方法很多，關

於這些方法的介紹可以參考[8]，其中，我們選擇Delaunay三角形分割法來生成三

角形網格。在下一節，我們會介紹Delaunay三角形分割法。 

2.2 Delaunay 三角形分割法 

Delaunay三角形分割法可以應用在任意形狀二維結構的網格分割。Delaunay

三角形分割中，所有的三角形網格都要符合Delaunay條件，即任意三角形網格的

外接圓內不存在其他不屬於此三角形的節點，如圖 5-2所示。這種方法能夠針對

一組給定的節點和邊界產生最佳化的三角形網格。 
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(a) (b) 
 

圖 5-2：(a)非 Delaunay 三角形分割 (b)Delaunay 三角形分割 

 

有許多演算法可以產生Delaunay三角形分割，包含sweepline, incremental 

construction，和divide and conquer。在這些演算法中，divide and conquer

是最快的方法，而incremenral construction是最慢的。以上幾種生成Delaunay

三角形的方法，在[20][21][22]中，有更詳細比較和討論。另外，執行時間的比

較可以參考[3]，Shewchuk用同樣的資料結構，實作這些不同的演算法，並實際執

行以比較其效能。 

divide and conquer 是最佳的 Delaunay 三角形分割演算法，若能搭配有效率

的資料結構和資料存取的方式，理論上，時間複雜度可達 ，其中 n 為節

點的數量。我們以 divide and conquer Delaunay 三角形分割法為主，加上一點

修改，以符合力差法電磁模擬應用的需求，實作自動化網格生成和局部網格修正

的程式，關於實作的細節在第三章有詳細的討論和說明。 

)log( nnO

2.3 力差法解電場積分方程式 

力差法可將電場積分方程式離散化成為矩陣方程式，接者，解此矩陣方程式

即可得到電流分佈。矩陣方程式可以用高斯消去法(Guass elimination)或迭代法

(iterative method)求解，前者適用於未知數不多的小問題。未知數很多的大問

題通常用迭代法求解，因為迭代法結合一些快速演算法，如快速多極法（fast 

multipole method，簡稱FMM），可降低時間複雜度[11]。 

FMM 與傳統的力差法不同點在於，傳統的力差法必須計算所有電流基底函數之

間的交互作用，而 FMM 將電流基底函數分群，以一群基底函數為單位，考慮這些

群體之間的交互作用，減少電流基底之間交互作用的數量與計算時間。簡而言之，

對一群基底而言，由其他群基底散射的場先由這群基底的群體中心接收，再分配

都屬於這群基底的基底元素。 

在這裡，解電場積分方程式的目的在於提供電流分佈給後續網格細分的步

驟，以判斷出結構中需要被細分的區域，不期望解非常準確，但要能快速地描述

模擬結構中電流的相對變化和大小。我們使用以下方法快速地得到電流的近似解。 
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利用力差法解電場積分方程式會得到一個矩陣方程式如下： 

VZI =          (1) 

其中，Z矩陣描述電流基底之間的交互作用，I 為電流基底係數（待解的未知數），

V為外界激發的電源。Z矩陣可分成三部分，如下式（1）所示， 與 為近交互

作用項（near-interaction terms），其中 為近交互作用中的方塊對角項

（ block-diagonal terms ）， 為 近 交 互 作 用 中 的 非 方 塊 對 角 項

（non-block-diagonal terms）， 為遠交互作用項（far-interaction terms）。 

0Z 1Z

0Z

1Z

2Z
VIZZZ =++ )( 210       (2) 

由於 為方塊對角矩陣（block diagonal matrix），可直接求其反矩陣，左右兩

邊乘上 得 

0Z

1
0
−Z

VIZZZI =++ − )( 21
1

0       (3) 

遠交互作用（far-interaction） 矩陣中的的元素值遠小於於 與 中的元素

值，忽略遠交互作用（far-interaction）得 

2Z 0Z 1Z

( ) VIZZ =+ −
1

1
01        (4) 

忽略遠交互作用（far-interaction）之後，節省許多計算時間，解得的電流分佈

雖為近似解，但已能描述電流的相對大小和變化量，並符合適應性網格細分的反

饋電流需求。不過在模擬某些結構時，忽略遠交互作用可能造成網格不必要的細

分。 

2.4 網格品質需求 

網格的品質需求直接與應用的問題相關，網格的品質也根據不同的應用而有

不同的定義。網格細分的過程中，主要藉由修改網格的密度和分佈來得到更準確

的解。但在修改網格的過程中，網格的形狀和大小可能導致嚴重的數值計算誤差，

必須避免產生這類會導致嚴重誤差的網格。 

一般幾何品質的網格細分主要是修正網格的形狀，例如，對三角形網格而言，

修正其最小角度下限及最大角度上限，盡可能生成接近正三角形的網格。實際上，

在有限元素法的應用，網格的角度也是一項重要的條件，需避免形成小角度的三

角形，因為那會造成嚴重的計算誤差。 

然而，在利用力差法解電場積分方程的應用上，網格的需求除上述條件之外，

還必須避免太短的邊長，或太小的網格，因為太小的網格會導致低頻崩潰

（low-frequency breakdown）[10]。除此之外，網格的分佈須均勻，相鄰的網格

間密度變化不能過度劇烈，解才會準確。 

為了確保生成的網格符合以上條件，不論在生成初始網格或網格細分的過程

中，都必須檢查新產生的網格是否合乎以上條件。 
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2.5 網格細分的方法 

網格細分的方法主要包含分解網格單元形成更小的單元（h-refinement），增

加基底函數的階層（p-refinement），以及移動節點位置（r-refinement）。其中，

分解網格單元形成更小的單元（h-refinement）是最容易實作的方法，能夠快速

能將元素分解成遠小於原始網格大小的元素，如果網格細分的過程中常常需要將

特定小區域（例如：奇異點發生的區域）分解成遠小於初始大小的網格，這是很

好的局部網格細分方法；但若需要細分成極小網格元素的網格區域很大，使用

h-refinement，可能要經過很多次的細分，解才能達到需要的準確度，另外，

h-refinement 細分過的網格往往不均勻，所形成網格元素的幾何品質亦較難維

持。相較於 h-refinement，r-refinement 最大的優點是可以不用增加網格節點的

數量，亦即不必增加計算力差法方程式的未知數數量，而達到使數值計算的解更

精確的目標。然而，大部分電磁模擬的應用的結構中，常常有電流突然劇烈的變

化的地方，在這些區域，利用 r-refinement 細分網格能增進解的準確性是很有限

的。因為，r-refinement 增進解的準確性的極限，被限制在初始節點的數量，如

果初始網格形成的時候，節點的數量本來就太少，或網格的大小原本就非常粗糙，

花再多時間去調整節點的位置，改變網格的形狀，頂多只是平衡全部解的誤差，

整體誤差還是很大。 

如果要避免以上網格細分的方法的缺點，一個可能的作法是結合不同的方

法。在實作上，我們結合分解網格與節點的移動這兩種方法，對局部電流變化劇

烈區域的網格細分。在3.6 節中會詳述實作網格細分的步驟和流程。  
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3. 架構與實作 

3.1 架構概觀 

 

圖 5-3：適應性網格產生器架構概觀 

圖 5-3是適應性網格產生器軟體架構概觀。其中，Stella是適應性網格生成

和細

Output 
 Output in .mesh format 

Preprocessing 
 Read the geometry of a 3D structure 

in .geo format 
 Divide the 3D structure into 2D 

polygons for surface meshing 
 Seeding 

 
Galaxy--EM solver 

Delaunay triangulation 

Mesh refinement 

 Local adaptation according to 
Galaxy’s feedback 

 Mesh update 

Stella—Mesh generator 

1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

 

分的程式，幾何圖形相關的處理都在這部分完成；Galaxy是利用力差法解電

場積分方程的程式。Stella中主要含有兩部分模組：Delaunay網格生成模組

（Delaunay triangulation module，簡稱DTM）和網格細分模組（mesh refinement 

module，簡稱MRM）。DTM可針對一組給定的節點和邊界產生受制Delaunay三角形分

割(constrained Delaunay triangulation，簡稱CDT)；MRM是針對現有的三角形

分割，以及每一個三角形元素上的電流大小，決定需要細分的區域並調整該區域
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的網格分佈和密度。在網格調整的過程中，MRM會呼叫DTM執行局部CDT，如圖 5-3

步驟 5。 

前置處理（preprocessing）的目的是為了確保輸入資料的正確和完整，以及

產生

3.2 資料結構 

實作上，有三種基本幾何資料結構：Vertex（頂點）、TrianglePatch（三角

形）、

別詳述基本的幾何圖形資料結構和網格資料結

構。

3.2.1 基本幾何資料結構 

Vertex為三角形頂點，記錄x和y座標的位置，以及與其鄰接的邊和三角形。

頂點

別指

初始節點給DTM，若輸入的幾何結構是三維結構，則需將三維多面體的每個平

面，旋轉到二維平面。Stella的DTM和MRM只處理二維平面的網格生成和細分，三

維平面需旋轉至二維平面，資料輸出前才轉回原來的座標。前置處理完成後，將

合法的幾合定義資料傳給Stella（圖 5-3步驟 1），DTM生成初始網格，傳給MRM（圖 

5-3步驟 2），MRM先呼叫並傳初始網格給Galaxy解電場積分方程回傳電流分佈（圖 

5-3步驟 3、4），MRM找出需要細分的網格區域，細分該區域並更新網格。圖 5-3步

驟 2 到 5 會重複執行直到解收斂或達到使用者設定的其他停止條件（網格細分的

最大次數、網格最小寬度等），最後輸出網格資料（圖 5-3步驟 6）。 

TriangleEdge（三角形的邊）。這些資料結構之間，互相以指標（pointer）

連接，並組成 Mesh（網格）。Vertex 儲存 x 和 y 座標的位置，以及與其相鄰的邊

和三角形；TrianglePatch 和 TriangleEdge 分別是兩組關係：TriangleEdge 記錄

一個邊與其兩個頂點以及兩相鄰三角形的關係；TrianglePatch 是一個三角形與其

頂點、邊、相鄰三角形的關係。 

在本節中，3.2.1 和3.2.2 分

由於以上資料結構的設計參考Shewchuk的Triangle[25]，但有一點修改。本

文會在3.2.3 中，比較與Triangle資料結構的異同。 

指向鄰邊和相鄰三角形的指標數量為無線多個，分別用兩個串列（list）實

作之。圖 5-4為一個頂點含有五個鄰接的邊以及五個鄰接的三角形。 

TrianglePatch表示一個三角形，含有三個指標分別指向其頂點，三個指標分

向其頂點的對邊，三個指標分別指向對應頂點的相鄰三角形，這些指標都沿

著逆時針方向的順序排列，如圖 5-5所示。 

 

 9



 

圖 5-4：左：一個頂點含有數個指標指向與其鄰接的邊。右：一個頂點含有數個指標指向與其鄰接

的三角形。 

e1 

e3 

e2 

t1 

t3 

t2 

v1 

v2 

v3 

 

圖 5-5：三角形含有三個指標指向其三頂點(v1,v2,v3)，三個指標指向其三邊(e1,e2,e3)，三個指標指

向其相鄰三角形(t1,t2,t3)。 

 

一 個 不 完 整 的 TrianglePatch （ 有 任 意 邊 或 任 意 頂 點 尚 未 指 定 的

TrianglePatch），叫做 GhostTriangle。若一個三角形的任意邊沒有相鄰的三角

形，其相鄰三角形的指標並非 NULL，而是指向一個 GhostTriangle。因此，在一

個有邊界的幾何結構中生成的網格，所有實體的 TrianglePatch （非

GhostTriangle）都有三個相鄰的 TrianglePatch，而且，只在結構的邊界上可能

出現 GhostTriangle。 

TriangleEdge表示三角形的邊，含有兩個指標分別指向其兩端點，兩個指標

分別指向其相鄰三角形，如圖 5-6所示。有些邊可能沒有相鄰三角形或只有一個

相鄰三角形，這些邊相鄰三角形的指標並不是 NULL ，而是指向一個

GhostTriangle。因此，在任何網格中，所有的TriangleEdge都有兩個相鄰的

TrianglePatch，如果其中一個是GhostTriangle，則此邊就是網格邊界的一部份。 
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t1 

t2 

v1

v2

 

圖 5-6：一個邊含有兩個指標指向其端點(v1,v2)，兩個指標指向其相鄰三角形(t1,t2)。 

 

另外，TriangleEdge 還存有其邊長，但只有在第一次存取時才會計算。如果

不曾存取 TriangleEdge 的邊長，邊長的值為 NULL，不會去計算。 

3.2.2 網格資料結構 

平面直線圖（planer straight line graph，簡稱 PSLG）是一個二維圖形，

其中每個線段必須含有兩個端點，而且線段之間只能在其兩端點相交。Mesh（網

格）物件存放的是對一個 PSLG 做三角型分割，所得到的網格資料。 

Mesh（網格）物件針對三角形網格設計，主要由以下五部分組成：一組 Vertex

的集合、結構邊界、一組 TriangleEdge 的集合、一組 TrianglePatch 的集合，以

及一組GhostTriangle的集合。幾何物件（Vertex, TrianglePatch, TriangleEdge）

之間的關係已經記錄在這些物件本身。邊界和 GhostTriangle 集合依逆時針方向

排列；Vertex 集合在 divide-and-conquer Delaunay 三角形分割時，要依照座標

位置排列。 

圖 5-7是一個簡單的Mesh物件例子，由四個頂點，四個邊界(b1,b2,b3,b4)，

兩個三角形網格(t1,t2)，以及四個GhostTriangle(Gt1,Gt2,Gt3,Gt4)組成。實作

上，Mesh含有許多不同資料結構的指標串列，分別指向包含在其中的所有幾何物

件。 
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圖 5-7：Mesh 物件是指向一組 Vertex(頂點)、一組 TrianglePatch（三角形）、一組 TriangleEdge

（三角形的邊）、一組邊界以及一組 GhostTriangle 的指標集合。GhostTriangle 圍繞在網格邊界，

並以逆時針方向排序。 

3.2.3 與 Shewchuk 的 Triangle 比較 

Triangle是一個C語言程式的二維Delaunay三角形網格產生程式，可在

Shewchuk的Triangle網頁免費下載[25]。Triangle不僅快速，省記憶體空間，亦

功能強大，關於Triangle程式的介紹可以參考[3]。Stella以C++ 程式語言設計，

物件為基礎的程式，用於二維結構或三維多面體的Delaunay三角形網格生成與適

應性網格細分。Stella的設計中，許多部分參考Triangle資料結構的設計。在這

一節，比較Stella與Triangle的基本幾何資料結構設計上異同，並討論這些不同

設計的優缺點。 

Stella 與 Triangle 最大的不同點是：在 Triangle 中，任何幾何資料結構，

不管是頂點、邊、三角形，都可以接上任意數量的使用者自訂屬性參數，屬性參

數的數量在程式執行時才決定。在 Stella 的實作中，沒有這一部份，所有需要的
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屬性參數都已經定義在資料結構中。Triangle 的設計較為彈性，因為它不是為特

定應用設計的網格產生器，所以必須含有使用者自訂的參數。實作上，Triangle

僅用一個指標指向一個存放所有的屬性參數的陣列，此陣列在程式執行時才會定

義。 

其餘部分的資料結構設計，Stella和Triangle是大同小異的。三角形資料結

構都含有三個節點、三個邊、三個相鄰的三角形。邊的資料結構都含有兩個節點、

兩個相鄰三角形，以及一個記錄此邊是否為邊界的參數。其中有兩點不同，

Triangle的邊含有兩個指標分別指向兩組相鄰的邊，而Stella的邊沒有；Triangle

不記錄邊的長度，而Stella有，因為Stella在網格細分時，常利用頂點周圍的邊

長檢查網格是否均勻分佈。頂點資料結構的部分，Stella和Triangle都含有x和y

座標位置，不同的是，Stella的頂點含所有相鄰三角形的資料，而Triangle的頂

點只含有一個『可能』包含此頂點的三角形資料；換言之，在Stella程式中，可

以迅速找到含有一個頂點的所有三角形，而在Triangle程式中，頂點只記錄一個

可能包含此頂點的三角形，如果這筆記錄剛好是要找的三角形，那可以大大地節

省搜尋的時間，最壞的情況（這筆三角形的記錄是錯的），還是要搜尋全部的三角

形。Stella的頂點含有所有相鄰邊的資料，雖然Triangle的頂點不記錄其相鄰邊，

但Triangle邊資料結構中記錄該邊的相鄰邊的功用，其實與Stella的頂點記錄其

相鄰邊的功用相同。表格 5-1和表格 5-2列出Stella和Triangle基本幾何資料結構

的比較。 

此外，Stella 亦保留了 Triangle 中的 GhostTriangle（不完整的三角形，只

含有一個邊和兩個點），因為 GhostTriangle 在 divide-and-conquer Delaunay 三

角形分割演算法的實作中，非常有用。 
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表格 5-1：比較 Stella 和 Triangle 的基本幾何資料結構 

 Shewchuk＇s Triangle Stella 

相似點 

皆記錄三個節點、三個邊、三個相鄰的三角形 

若三角形之任一邊沒有相鄰三角形時，皆有 GhostTriangle 

相異點 

TrianglePatch 

任意數量的使用者自訂浮點數

屬性或指標（三角形資料結構的

大小在程式執行後才決定） 

不含任意數量的使用者自訂屬

性（三角形資料結構的大小明確

指定） 

相似點 

皆記錄兩個頂點、兩相鄰三角形，以及此邊是否為邊界 

相異點 

兩個指標指向分別指向兩組相

鄰的邊 

不記兩組相鄰的邊 

TriangleEdge 

不記錄邊長 記錄邊長 

相似點 

含有 x和 y座標值 

相異點 

任意數量的使用者自訂浮點數

屬性或指標 

不含任意數量的使用者自訂浮

點數屬性或指標 

含有一個三角形指標指向『可

能』含有此頂點的三角形 

含有一串列記錄所有含有此頂

點的三角形 

Vertex 

不記錄含有此頂點的邊 含有一串列記錄所有含有此頂

點的邊 
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表格 5-2：比較 Stella 和 Triangle 的基本幾何資料結構（O：有  X：沒有） 

 比較項目 Shewchuk＇s 

Triangle 

Stella 

三個頂點 O O 

三個邊 O O 

三個相鄰三角形 O O 

TrianglePatch 

任意數量使用者

自訂屬性 

O X 

兩個端點 O O 

兩個相鄰三角形 O O 

邊界標示 O O 

相鄰的邊 O X 

TriangleEdge 

邊長 X O 

x 和 y 座標 O O 

任意數量使用者

自訂屬性 

O X 

邊界標示 O X 

Vertex 

相鄰三角形 X O 

 

3.3 Divide-and-Conquer Delaunay 三角形分割 

3.3.1 演算法 

以下divide-and-conquer Delaunay三角形分割的演算法與Guibas和Stolfi在 

[5]所提出的相近，唯資料結構參考Shewchuk[3]，以三角形為主的資料結構。

divide-and-conquer Delaunay三角形分割的流程如圖 5-9所示。輸入幾何結構的

定義後，將所有的節點分成兩部分，接著，用遞回的方式分別處兩這兩部分，產

生網格，最後，將處理好的部分網格結合起來。 

輸入欲分割的幾何結構後，需要先經過一些前置處理的步驟，才能執行

divide-and-conquer Delaunay 三角形分割。首先，需對所有節點依照 x座標排序，

x座標相同的節點之間再依照 y座標排序，接著，移除相同座標的節點和含有相同

兩端點的邊，這些相同的節點和邊會使之後的 Delaunay 三角形分割程式無法正常

執行。除此之外，還需調整圖形，確保符合 PSLG 的條件，若任何邊上除了兩端點

之外，含有其他節點，則將此邊分成數段僅含有兩端點的邊。 
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(a) (b) 

a 

b 

c

d b

a c 

d 

 

圖 5-8：翻轉邊運算(edge flip operation)：點 d在三角形 abc 的外接圓裡，點 a在三角形 bcd

的外接圓裡，三角形 abc 和 bcd 都不是 Delaunay 三角形。將邊 bc 改成邊 ad（即刪除三角形 abc

和 bcd，形成三角形 abd 和 acd）可使三角形符合 Delaunay 條件。 

 

用遞迴的方式將排序過的節點資料均分成兩部分 L和 R，當其中一部分的節點

數量在三個以下，或所有該區域的節點在同一直線上，才將這個部分的節點連接

起來，形成一個三角形或直線。緊接著，把兩個已經生成網格的小部分結合起來，

直到所有的部分網格都合成一個網格。 

圖 5-10和圖 5-11是一個簡單的divide-and-conquer Delaunay三角形分割生

成網格例子。這個例子連接 10 個節點，形成Delaunay三角形網格。在圖 5-10中，

把排序過的節點分成兩部分，此時每個部分有五個節點（圖 5-10上），再分別將

這五個節點再分成兩部分，則每個小部分有兩個或三個節點（圖 5-10中）。由於

每個小部分已經少於四個節點，只需直接將每個小部分各自的節點連接成三角形

或直線（圖 5-10下），就生成這些小區域的網格。其中，灰色的三角形是

GhostTriangle，圍繞著給各區域網格的邊界。GhostTriangle對於結合兩組相鄰

區域網格時很有幫助，僅需將兩區域接口上的GhostTriangle一組一組拼在一起，

就像拼合兩個齒輪的齒鋸一樣，如圖 5-11。接合的過程中，有些邊也許需要翻轉

（edge flip，如圖 5-8），以確保網格中的所有三角形符合Delaunay條件。 
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Remove duplicate vertices 

Adjust edges to ensure the graph is PSLG 
1. Split edges containing vertex not on its endpoints 

2. Remove duplicate edges 

Sort vertices

 

No 

Number of points in 
the region < 3 ? 

Divide the region 
into 2 subregions 

No 

Triangulate the region 

Merge regions that have been triangulated 

All sub regions 
are merged into 
one? 

Geo 
file 

end

Yes 

Yes

Yes 

 

Prerocessing 

No 

Divide-and-conquer 
Delaunay triangulation 

 
Mesh

Vertices in the 
region are 
collinear? 

Input geometry data

 

圖 5-9：Divide-and-conquer Delaunay 三角形分割 
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圖 5-10：節點分割的過程 
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merge merge

merge

 

圖 5-11：網格結合的過程 

3.3.2 增進效能的設計 

對資料節點排序，不僅是 divide-and-conquer Delaunay 三角形分割的必要

步驟，更能提供許多增進效能的設計，以減少程式執行的時間。在本節中，我們

提出一些 Stella 網格生成演算法中增進效能的設計，這些設計雖然無法改變

divide-and-conquer Delaunay 三角形分割演算法的時間複雜度，但能縮短數倍程

式執行的時間，在實際應用上很有幫助。 

在Guibas和Stolfi提出的divided-and-conquer Delaunay三角形分割演算法
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中 [5]，遞迴分割的步驟直到分割後的小區域中，節點的數量少於四個，才會停

止。然而，在Stella的實作中，若一個區域中的節點全部在同一條直線上，或節

點的數量少於四個，分割的動作都會停止，並在該區域生成網格。在一些情況中，

例如：同一分割區域的節點都在同一直線上，這樣的改進可以較早結束分割的動

作，並開始生成區域網格，增進程式的效率。 

另外，Delaunay三角形分割的過程中，常常需要檢查形成的三角形網格是否

覆蓋住其他的節點。如果每一次形成一個新的三角形網格，都要去檢查所有節點

是否在此三角形網格之內，這是浮點數乘法運算，相當費時。排序的節點，可以

提供一個快速的方法做這項檢查，使檢查節點是否在此三角形網格之內做浮點數

運算時間的次數和時間從 （其中，n為網格節點的數量）減至常數時間。假想

一個矩型，長含寬分別沿著x方向和y方向，外接於欲檢查的三角形，只有矩型內

的節點才可能在三角形之內，由於節點已排序，要找出在此矩型內的節點非常快。

如

)(nO

圖 5-12所示，假設欲檢查一個連接節點(24,33,82)的三角形是否覆蓋到其他節

點，所有的節點已經沿著x座標排序過，因此不需考慮順序在節點 24 之前及節點

33 之後的所有節點。如圖 5-12上圖所示，除了x座標在點 24 到點 33 之間的節點

以外，其他節點全部蓋住不看。剩下來的節點，只考慮y座標介於點 33 和點 82 的

y座標間的節點，在圖 5-12下圖中，只需要計算ID為 29,81,85 這三個點是否在三

角形(24,33,82)之中。不管全部網格的數量有多少，需要真正經過浮點數計算才

能決定是否在一個三角形網格內部的節點其實非常少。 

類似的做法，也可應用於檢查一個邊是否與其他邊相交。假想一個矩型，長

含寬分別沿著x方向和y方向，外接於欲檢查的邊（即此邊為假想矩型的對角線之

一）。只有通過假想矩型的邊才可能與此邊相交，如圖 5-13所示。由於節點已經

排序，要找出可能相交的候選邊（candidates）只需要檢查此邊兩端點的順序。

以圖 5-13為例，只有通過假想矩型的候選邊e2 和e3 需要經過浮點數運算來決定

是否與邊e1 相交。 
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圖 5-12：檢查三角形(24,33,82)內是否含有非其頂點的節點（圖中數字為節點的 ID） 

 

 21



 

圖 5-13：產生一個新邊 e1 時要檢查其是否與其他邊相交，e2 和 e3 可能與 e1 相交的邊 

 

表格 5-3：比較檢查所有邊和檢查部分邊，Delaunay 三角形分割所需的時間。 

Number of 

meshed 

vertices 

A. Execution time 

for checking all 

edges (s) 

B. Execution time 

for only checking 

part of the edges (s) 

Ratio of 
B
A

100 0.156 0.047 3.4 

1000 3.657 0.390 9.5 

10000 28.390 4.878 5.7 

100000 413.254 56.279 7.3 

 

上述不論是檢查三角形內是否含有節點，或檢查一個邊是否與其他邊相交的

改善，時間複雜度還是一樣為 （n為節點的數量），主要節省的是浮點數運算

的時間，排除不必做浮點數計算就能淘汰的資料。不管結構多大，節點數多少，

必須經過浮點數運算來檢查邊是否相交或節點是否在三角形中的時間大約是常

數。

)(nO

表格 5-3中，比較上述改進前後，Delaunay三角形分割所需的計算時間。由實

驗結果看，整個Delaunay三角形分割所需的時間可以因此改進減至原來的 1/3 到

1/10，而且，節點的數量越多，節省的時間也越多。 

 

e1

Candidate edges 
e2 and e3 

e3

e2
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3.3.3 三維結構表面網格生成 

三維結構若能以數個空間中的平面來描述，就不難透過分別處理這些空間中

平面，來產生三維結構表面網格。作法為分別將這些空間中的平面轉到二維空間

（xy平面上），以二維網格生成的方式在這些平面上產生網格後，再將整個平面轉

回原來的座標位置，即生成三維結構的表面網格。要實作以上三維網格生成，必

須記錄每一個三維平面的面積向量使平面能在空間中轉動，以及不同平面之間相

接的邊。圖 5-15是一個正方體挖去一角的立體結構，可以分別以許多空間中的平

面描述之，這些平面間以共同的邊界相接。 

兩個不同平面的網格集合起來，叫做合成網格（composite mesh）。圖 5-14是

一個簡單的二維合成網格例子，網格A和B各含有兩個三角形，邊界 7 是A網格和B

網格相接的邊。圖 5-16是Stella生成三維合成網格的例子。 

 

圖 5-14：合成網格（方框編號表示網格邊界）

[19]

圖 5-15：正方體挖去一角的合成網格[19]
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圖 5-16：Stella 生成的三維合成網格，使用者輸入的網格大小為 1 

3.4 初始節點生成 

前述 Delaunay 三角形網格分割演算法，是針對一組已知的節點生成網格，至

於節點應該如何分佈，並沒有規定。一個完整的網格生成器，也應包含前端自動

產生初始節點的部分。在利用力差法解電場積分方程的電磁模擬應用上，網格分

佈品質的好壞，直接與結構中電流分佈有關。因此，不可能在不做任何電流分佈

的計算或估計的前提下，設計一個演算法能夠決定最佳的網格分佈。鑑於上述理

由，初始節點生成程式的設計目標並非期望一開始就產生最佳節點分佈，而是有

效率地在結構中灑上均勻分佈的網格。初始網格分佈雖然粗糙，但後續網格細分

（mesh refinement）的過程可漸漸改善網格品質。 

初始節點生成的方法設計上很簡單，演算法如下： 
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SEEDING(G, d) 
Parameter definition: 
G: geometry definition 
d: user-specified desired initial grid edge length 
Function definition: 
SEED-EDGE(e, d): seed on the edge e with the distance≅ d 
SEED-INSIDE(G, d): seed inside the geometry defined region G with the 
distance≅ d and finally return the seeded nodes 
1 for each boundary edge e ∈  G 
2  do SEED-EDGE(e, d) 
3 V ← SEED-INSIDE(G, d) 
4 for each node v ∈  V 
5  do for each boundary edge e ∈  G 
6   do if v near e 
7    then remove v 

使用者輸入的網格邊長為d，先在邊界灑上間距大約是d的節點，接著，在結

構內部亦灑上間距大約是d的節點，同時移除結構中太靠近邊界的點。這個方法可

以有效率地產生均勻分佈的節點，根據這些節點生成的Delaunay三角形網格的幾

何品質也不錯。節點的分佈若是均勻的，就不會形成含有小角度的病態三角形網

格。圖 5-16是利用以上方法生成的節點，Delaunay三角形分割產生網格的例子。 

3.5 邊界完整性 

Delaunay三角形分割演算法本身並不保證能符合結構的邊界。換言之，若結

構中有邊界，需要額外處理以確保邊界的完整性。一般來說，處理這類的問題有

兩種做法，一種是邊界優先法（priori approach），另一種是邊界其次法

（posteriori approach）。在第一個邊界優先法中，邊界會自然生成，使用這種

方式處理有邊界結構的Delaunay三角形網格生成時，初始節點的位置分佈就已決

定邊界必然存在。另一個邊界其次法法中，有些邊界元素可能在Delaunay三角形

分割後消失，需要經過其他操作強制讓這些邊界存在。讓邊界強制存在的方法主

要有兩種。其中一種是將邊界分成許多小段，直接插入已形成的網格中，如圖 

5-17(c)所示；另一種是對所有與邊界相交的格線做翻轉，直到沒有任何邊與邊界

相交，再將邊界插入，如圖 5-17(b)所示。 
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圖 5-17：(a)Delaunay三角形網格分割後，邊界不完整  (b)翻轉邊的方式達到邊界完整  (c)增加

節點的方式達到邊界完整[6]

 

實作上，邊界優先法（priori approach）需要花許多時間處理初始節點的生

成。網格細分時，因為常需要調整網格，使用邊界優先法來維持邊界的完整性更

加費時。相較之下，邊界其次法比較容易實作，加上一點改進也能達到不錯的效

率。 

改進的邊界其次法中，所有的邊界元素在執行三角形網格分割之前就已經存

在，但是隱形看不見的。在每次生成新的邊或執行翻轉邊運算(圖 5-8edge flip 

operation)時，都先檢查邊是否已經存在，若發現即將生成的邊或翻轉後的邊是

隱形的邊界元素，則將此邊界元素顯現出來，顯現出來的邊界元素從此不再改變，

即使它需要翻轉邊以符合Delaunay條件的情況也一樣。以上的改善使得當
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Delaunay三角形網格分割執行完後，大部分的邊界元素已經存在，少數仍然隱形

的邊界元素再經過翻轉邊運算(edge flip operator)，如圖 5-17(b)所示，邊界

的完整性就確定了。 

3.6 網格細分（Mesh Refinement） 

網格細分的演算法可根據力差法解電場積分方程式的解，調整局部需要細分

的網格，以達到更準確的電流計算答案。首先，須對欲模擬的結構生成初始網格，

提供給 Galaxy 解電流分佈，電流解不必很準，但要能描述網格間相對的電流分佈

和大小，以提供後續網格細分的步驟。決定網格細分的區域後，插入新的節點並

移除原先該區域的網格，重新在該區域執行局部 Delaunay 三角形網格生成

（h-refinement）。最後，移動局部節點（r-refinement）使網格分佈較均勻。每

一次區域網格改變時，都要對變動的網格檢查 Delaunay 條件，以翻轉邊(edge flip)

的運算使網格符合 Delaunay 條件。網格細分的過程重複執行，直到達到停止條件。 

網格細分的演算法入下： 
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REFINE-MESH(M) 
Parameter definition: 
M: original mesh 
Function definition: 
ENCLOSE-REFINED-REGION(M,I): enclose the refined region according a mesh 
M and its current distribution I, finally return the enclosed region 
GENERATE-MESH(G): generate a mesh of the enclosed region R and return the 
mesh 
GALAXY(M): solve current distribution using MOM according the mesh M and 
return the current distribution 
INSERT-VERTICES(R): insert vertices into the region R 
MERGE-MESH(M,MR): merge two mesh M and MR and return edges connecting 
to these two mesh 
LEGALIZED(e): flip the edge e until it satisfy the Delaunay criterion 
SMOOTH-MESH(M): smooth mesh M and return the changed edges 
1 I ← GALAXY(M) 
2 R ← ENCLOSE-REFINED-REGION(M,I) 
3 INSERT-VERTICES(R) 
4 for each triangle patch t ∈  R 
5  do remove t 
6 MR ← GENERATE-MESH(R) 
7 E ← MERGE-MESH(M,MR) 
8 for each edge e ∈  E 
9  do LEGALIZED(e) 
10 E ← SMOOTH-MESH(M) 
11 for each edge e ∈  E 
12  do LEGALIZED(e) 
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3.6.1 決定網格細分的區域 

在此，我們針對電流連續性做網格細分。相鄰的網格間，若電流密度相差很

大，表示該區域的電流變化劇烈，需要更密的網格才能清楚描述電流分佈。網格

細分前，由前一次 Galaxy 計算的電流分佈決定相對電流變化劇烈的區域。使用以

下公式來描述一個三角形網格元素上電流變化劇烈的程度參數 C： 

IIwC Δ= )(         (5) 

其中， 

n

IneighborI
I

n

j
j∑

=

−
=Δ 1

       (6) 

I 表示一個三角形網格上的平均電流密度的大小，n表示此三角形網格相鄰三角形

的數量（對於邊界三角形網格 n=2，其他三角形網格 n=3）， 表示此三角

形網格的第 j 個相鄰三角形， 是一個與此網格上電流密度大小相關的函數，

其函數值隨著電流密度增大而增大。

jIneighbor

)(Iw
IΔ 描述的是電流密度不連續的程度，乘上

函數的原因是，電流變化劇烈的區域以及強電流區域都可能有較大的誤差，

該處的網格需要細分。C參數越大的網格，表示誤差可能越大，越需要被細分。在

網格細分時，就是挑出 C參數大的網格區域，進行局部網格細分的動作。 

)(Iw

電流密度變化的部分其實也可以用下式表示： 

n

IneighborI
I

n

j
j∑

=

−

=Δ
1

2)(
      (7) 

為了計算速度的考量，不選擇用式(7)，而以式(6)來表示電流變化的程度。  

 以上誤差判斷的方式只是一個局部誤差指示器（local error indicator）：

一個網格元素上電流的誤差是與該網格中所有網格元素相對比較而得。這種局部

誤差指示器計算快速而且節省記憶體空間。另外有一種較為嚴謹的全域誤差指示

器（global error indicator）：誤差的大小必須與之前每一次網格修正產生的所

有網格以及計算的電流大小比較來決定，不僅實作上較為複雜，且執行起來亦相

當費時費空間。鑑於以上原因，我們仍選擇快而省空間的局部誤差指示器來決定

網格細分的區域。 
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3.6.2 局部 Delaunay 三角形網格 hr 細分 

（Local Delaunay hr-Refinement） 

Delaunay三角形網格分割的技術亦適用在局部網格的細分。只需定義局部的

節點集合，就可以用Delaunay三角形網格分割的方法在該處生成局部網格，再將

這些局部網格與原來的網格結合即可。關於局部Delaunay三角形網格分割的演算

法可以參考[18]。 

然而，使用以上演算法做網格細分會產生一些問題：網格只在局部區域符合

Delaunay條件，而且，相臨網格之間的網格大小不均勻，以上兩個問題常常會出

現在局部網格和全域網格的交接處。我們對[18]提出的區域Delaunay網格細分演

算法做兩點改進以改善細分後的的網格品質：第一是調整節點的位置

（r-refinement）；第二是在區域與全域網格的交界處做翻轉邊運算，使這些交界

的邊符合Delaunay條件。改進後的局部Delaunay三角形網格hr細分演算法能使細

分後的網格較為均勻。 

局部Delaunay三角形網格hr細分的步驟如下（同時參考圖 5-18）： 

1. 插入新的節點：在需要被細分的三角形網格上插入新的節點。若三角形最長

的邊為邊界，則直接在最長邊的中點插入節點；內部的三角形則採用以下規

則：對一個銳角三角形，新的節點置於其外心位置；鈍角三角形，新的節點

置於其最長邊的中點（圖 5-18a）。 

2. 決定重新生成網格的局部區域：定義一個區域，使所有被插入新節點的三角

形網格都在此區域中，並移除該區域原有的網格（圖 5-18b）。 

3. 對上述局部區域做Delaunay三角形網格生成（圖 5-18c,d）。 

4. 確保局部區域的邊界符合Delaunay條件：若局部網格細分區域與全域網格的

交界邊不符合Delaunay條件，做翻轉邊運算使其符合Delaunay條件（圖 

5-18e）。 

5. 移動局部節點的位置：為了得到較均勻的網格分佈，移動部分節點的位置（圖 

5-18f）。新的節點位置為其周圍所有節點的中點。 

n

r
r

n

i
adjacenti∑

== 1'        (8) 

'r 為新的節點位置， 表示只以一個邊與此節點相連的周圍節點，其中，

，n為周圍節點的數量。 

iadjacentr

ni ,...,1=
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(a) (b) 

(c) (d) 

(e) (f) 
 

圖 5-18：局部 hr 網格細分的過程：(a) 插入新的節點（o：新插入的節點） (b) 移除局部網格 (c) 

局部 Delaunay 網格生成 (d) 局部網格和全域網格連接 (e) 將移動的局部節點 (f) 移動局部節

點後的網格，粗線表示移動節點後被改變邊 

 

[18]中提出的區域Delaunay網格細分演算法，只做了以上步驟 1 到 3（圖 
5-18a-d）。我們加上步驟 4 和 5，可使網格分佈更均勻，觀察圖 5-18f的網格分佈，

比圖 5-18d的網格分佈更為均勻。 
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3.6.3 網格細分終止條件（Criteria） 

由於網格細分是依據電流的連續性，故當電流分佈達到『連續』的標準的時

候，網格細分的動作就終止。如圖 5-19所示，網格細分的動作會挑出3.6.1 式（5）

中定義的C參數較大的網格進行細分的動作，如此一來，含有C值大的網格比例會

減少。當細分網格無法再減少C值大的元素比例，即達到收斂條件，並停止網格細

分。除上述收斂條件之外，當C值小於某值的網格元素達到一定的比例，或C值大

於某值的網格元素少於一定的比例，網格細分亦會停止。 

有些情況下，例如電流奇異點，電流理論上是無線大，即使網格不斷細分，

電流的大小永遠不會收斂。此時，網格大小若已達到使用者輸入或程式預設的最

小網格限制，將不會再細分。另外，當網格數達到使用者輸入的網格最大數量或

網格細分的次數達到使用者輸入的網格細分最大次數，也會終止網格細分的動作。 

 

90

圖 5-19：比較初始網格和解網格細分後的電流變化劇烈程度。橫座標C是電流變化劇烈參數的值，

定義參見3.6.1 式(5)；縱座標示三角形網格的百分比。虛線表示初始網格；實線表示經過細分的

網格。 
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4. 應用 

本章提出一些適應性網格生成的應用實例。在4.1 中，模擬一條接近導體平

面的帶電流導線，觀察導體平面上網格細分的過程；在4.2 中，模擬金屬平面散

射平面波的干涉現象。 

4.1 接近導體平面的導線 

帶電流的導線，會在導體平面上感應出電流，越靠近導線的部分，感應電流

越強烈。以下兩個例子，分別將導線接近導體平面的中心位置和將導線接近導體

平面邊緣，在適應性網格細分的過程中，不需人為的判斷介入，網格的分佈就能

精準地描述電流分佈。 

4.1.1 導線在導體平面之上 

如圖 5-20所示，一根沿著y方向的導線平行置於導體平面上方 0.01 公尺處，

電壓源在此導線中央，座標為(0, 0, 0.1)的位置，導體平面的長寬皆為 0.3 公尺，

中心在原點，電磁模擬頻率為 1GHz。初始網格的大小設為 5/λ （λ為波長，1GHz

時，真空中的電磁波波長約為 0.06m），如圖 5-20(a)所示；圖 5-20(b)是Galaxy

計算的初始電流分佈。 

三次適應性網格細分的過程中，網格的分佈與Galaxy計算的電流分佈如圖 

5-21所示。每一次網格細分的過程，都是挑出電流變化較劇烈的網格區域，灑點

並在該局部區域重新分割網格。在這個例子中，可以清楚看出導體平面接近導線

的部分，有大而且劇烈的電流變化，因此，網格在這個區域的密度也相對較大，

才能夠更準確地描述電流的分佈。 

在表格 5-4中列出每一次網格細分和計算電流分佈所需的時間。由於我們做

局部網格細分，網格細分所需的時間主要和需要被細分的網格數量有關。由圖 

5-22可以看出，每一次網格細分所需的時間都遠小於計算電流分佈所需時間。 
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圖 5-20：導線在金屬平面上方距離平面 0.01m 處 (a)初始網格 (b)初始電流分佈 
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圖 5-21：導線在金屬平面上方距離平面 0.01m 處，網格細分過程 
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表格 5-4：網格細和計算電流分佈分所需的時間 

 Initial Pass 1 Pass 2 Pass 3 

Time for solving current 

bypass far-interaction (s) 
1 3 6 9

Time for mesh refinement (s)  0.032 0.062 0.094

Number of nodes 59 74 94 117

Number of refined triangles  25 23 20
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圖 5-22：每一次網格細分與計算電流分佈分所需的時間 

4.1.2 導線接近平面邊緣 

若將4.1.1 例子中的導線移至金屬平面的邊緣，適應性網格的分佈應該如何？

以下我們使用與4.1.1 例子相同的均勻初始網格開始計算，如圖 5-23a，並觀察

每一次網格細分的情形，如圖 5-24所示。適應性網格細分的過程中，導體平面接

近導線的部分不斷地被細分，以期能夠準確地描述該處的電流分佈。 

表格 5-5和列出這個例子中，每一次網格細分和計算電流分佈所需的時間，

與前述4.1.1 導線在導體平面之上的例子一樣，每一次網格細分所需的時間都遠

小於計算電流分佈所需時間。 
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圖 5-23：導線接近金屬平面的邊緣 (a)初始網格 (b)初始電流分佈 
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圖 5-24：導線接近金屬平面邊緣，網格細分過程 
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表格 5-5：網格細和計算電流分佈分所需的時間 

 Initial Pass 1 Pass 2 Pass 3 Pass 4 

Time for solving current 

bypass far-interaction (s) 
1 1 3 4 7

Time for mesh refinement (s)  0.031 0.062 0.062 0.203

Number of total nodes 59 67 76 92 111

Number of refined triangles  8 9 16 19
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圖 5-25：每一次網格細分與計算電流分佈分所需的時間 

4.2 金屬平板散射電磁波 

這個例子是電場極化的平面波(E-polarized planar wave)以 45 度入射角向金屬

平板入射，觀察入射波和反射波在金屬平板上產生的干涉現象。平面電磁波的頻

率為 3GHz，金屬平板的寬度為一倍波長，長度為九倍波長，如圖 5-26所示。 
入射波和反射波會產生干涉，金屬平板上的電流分佈形成干涉條紋，而且，

靠近邊緣的電流密度會遠大於中央，如圖 5-27所示，網格細分的區域主要為電流

變化最劇烈的區域，即在建設性干涉的導線邊緣區域，網格不斷被細分。 
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圖 5-26：電場極化的平面波(E-polarized planar wave)以 45 度入射角向金屬平板入射 
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圖 5-27：平面波入射金屬平板，網格細分和電流分佈（計算電流未忽略遠交互作用） 
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 5-28：網格細分的過程與忽略遠交互作用計算的電流分佈，只能觀察出金屬平板邊緣的強電流，
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圖 5-29：以圖 5-28(d)的網格，不忽略遠交互作用解力差法方程式計算電流分佈。有些電流密度非

常小而且變化不大的區域也被細分（虛線包含之區域） 

 

表格 5-6：忽略遠交互作用與不忽略遠交互作用的執行時間比較 

 Initial Pass 1 Pass 2 

Time for solving current (s) 1 2 3

Time for mesh refinement (s)  0.25 0.265

Number of nodes 150 192 232
Bypass far-interaction 

Number of refined triangles  42 41

Time for solving current (s) 9 14 16

Time for mesh refinement (s)  0.25 0.328

Number of nodes 150 192 247

Not bypass 

far-interaction 

Number of refined triangles  42 55

 
在這個例子中，若忽略遠交互作用來解力差法方程式，雖然節省不少計算電

流分佈的時間（表格 5-6），但可能觀察不到明顯的干涉現象，只能觀察到導線邊

緣的強電流密度，如圖 5-28所示，即使細分網格七次，也幾乎觀測不到電流干涉。

因為忽略遠交互作用解得的電流分佈，會在強電流區域附近產生一些假電流（實

際上不存在的電流），擾亂了原本明顯的干涉現象，因此，無法從解得的電流分佈

觀測到明顯的亮暗紋間格，但是導線邊緣的強電流仍非常明顯。由此可知，忽略

遠交互作用的力差法方程式解，可能會誤判部分需要被細分的區域，額外花時間

去細分這些不必被細分的區域（即假電流分佈的區域），實際上並不影響解的準確

度，然而不必要的網格細分增加了計算的時間，如圖 5-29所示。 
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5. 結論與未來研究方向 

本文利用 divide-and-conquer Delaunay 三角形分割法生成網格，並結合以力差

法解電場積分方程式的電磁模擬結果自動細分網格。局部誤差指示器標示出相對

電流變化劇烈的區域，只針對該區域的網格進行局部網格細分，因此，網格細分

所需的時間幾乎只與被細分區域的節點數量有關，每次網格細分的時間複雜度為

，其中 為細分區域節點的數量。在網格細分的過程中，不只

是將網格單元直接分解成更小的單元，還調整節點的位置以使網格分佈較為均

勻，細分後的網格品質符合以力差法解點場積分方程式電磁模擬器的網格需求。 

)log( locallocal NNO localN

這個針對電場積分方程電磁模擬器的適應性網格細分演算法已應用在許多實

例中，都得到不錯的結果。靠近帶電流導線的金屬平面上，越接近導線的地方會

感應越大的電流，接近導線的區域網格不斷被細分，細分後的網格更能準確地描

述金屬平板上電流的變化與分佈；金屬平板散射平面波時，入射波和反射波會在

金屬平板上干涉，使金屬平板上的電流分佈呈現干涉條紋，除此之外，大部分的

電流會集中在平板的邊緣，因此，金屬平板邊緣且建設性干涉處，網格會自動細

分，以高密度的網格來描述該區域劇烈的電流變化。 
此適應性網格細分演算法的目標是期望不需任何人為介入的情況下，網格的

分佈能夠自動調整，有效地利用有限的資源（控制未知數的數量），使利用力差法

解電場積分方程式的電磁模擬器能解出更準確的解。與現今市面上以力差法為基

礎的商用電磁模擬軟體相較之下：一般商用軟體大多使模擬結構上的網格均勻分

佈，但是會取較小的網格來模擬，如 IE3D 預設網格寬度為波長的 1/20；或是建立

一些經驗式，如：導線的邊緣與電源附近需要較密的網格，其他沒有經驗式但需

要細分才能得到準確解的區域就必須由工程師來判斷。本文所提出的適應性網格

細分演算法以力差法的電流解為基礎來細分網格，能自動將初始較為粗糙的均勻

網格（初始網格寬度大約為波長的五分之一），經過幾次局部網格細分修改網格的

分佈和密度，以得到準確的解。 
然而，還有許多可以改進的地方值得研究。首先，誤差指示器的部分目前用

局部誤差指示器，誤差大小只由該次網格與電流分佈來決定，局部誤差指示器的

優點是計算速度快，節省記憶體空間，也較容易實作，缺點主要是誤差估計不夠

嚴謹；如何針對力差法解電場積分方程的應用，設計快速且更為嚴謹的全域誤差

指示器，是往後重要的研究課題。另外，網格本身的大小，以最大最小網格寬度

的比值，主要侷限在浮點數運算的準確位數，此侷限亦為電流解準確度的極限，

除了硬體的限制以外，如何利用軟體設計的方式增加浮點數運算的準確位數也有

許多相關研究，可以參考Shewchuk的論文[4]。最後，若欲應用在三維結構表面的

網格細分，目前需要的，是研究如何灑點在面與面之間的交界邊，以得到品質好

的網格。 
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