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中文摘要 
 

連續路徑軌跡追蹤在正交工具機上已經有相當成熟的發展，但是對非正交工具機，到

目前為止，仍未有相同的發展。 

本論文係針對 3RPS 並聯式工具機，發展出連續路徑追蹤上的輪廓誤差補償與預補償

系統。本文針對此 3RPS 工具機，提出完整的系統架構，分別用牛頓法與虛功法建立動

力方程式，並比較兩者在模擬演算上的執行速度。本文所構建的交叉偶合系統，與交叉

偶合預補償系統，經多種軌跡測試，證明可行。最後本文以實驗驗證所建立的交叉偶合

系統與交叉偶合預補償系統，由實驗可知，本文所發展的系統，在該實驗用 3RPS 並聯

式工具機上，具有成效。 
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Abstract 
 

 
Continuous trajectory tracking has been well developed on machine tools of orthogonal 

nature. For non-orthogonally structured machine tools there is no comparable development. 

This study developed continuous trajectory cross-coupled contour tracking system, and 

contour tracking system with pre-compensation for 3RPS parallel machine tool. System 

structure is first constructed. Dynamic equations are derived by Newton’s method and by 

virtual work principle. A comparison of execution performance between systems from the two 

methods is performed.  The constructed cross-coupled contour tracking system and the 

system with pre-compensation are evaluated by different types of trajectory. The developed 

systems are finally implemented on an empirical 3 RPS parallel machine tool. The empirical 

evaluation has shown that the developed systems are successful and effective. 
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第 一 章  緒 論  

 

1.1 研究動機 

  在早期機器人的相關研究中多半以串聯式機器人為主，串聯式機器人具有較大的工作

空間以及較高的操控靈敏等優點，但因其具有懸臂樑結構，後級驅動軸是前級驅動軸之

負載，使得此類機器人的剛性較低、承載力低、在高速以及高負載的情況下運作容易產

生振動，以及各關節誤差會累積在輸出端等缺點，使得精度難以提昇。 

  並聯式機器人的設計早在 1940 年代即被提出，1965 年 Stewart 提出六軸機器人又稱為

史都華平台(Stewart Platform)，當時此機構的設計概念是用來製作飛行模擬器[1]，之後並

聯式機器人不論是在機構設計或控制方面的研究便不斷的進行。與傳統串聯式機器人比

較，並聯式機器人有以下之優點： 

1. 高精度：並聯式機器人不會累積各支柱誤差，因此高精度的要求容易達成。 

2. 高剛性：因為史都華平台每一根驅動桿皆為二力構件(two-force member)，僅在軸向受

壓力或張力，應力與變形都相對於串聯式機器人來的小。 

3. 低慣性：並聯式機器人的機械結構較串聯式機器人簡單，減少了許多框架(frame)及

移動軸(moving axis)的質量，因此移動慣性小，在相同的驅動力下可以有較大的加速

度，系統反應頻寬也較大，適合用來解決高速切削的問題。 

4. 高力重比(force to weight ratio)：並聯式機器人可以將負載分散於各致動軸上，所以能

提供較高的力重比。 

5. 構造模組化：由於並聯式機器人的構造較簡單，各驅動桿及接頭均可採用模組化設

計，所以在設計、生產、校正、維護的流程可更精簡，製造及庫存成本也會降低。 

 

  在 CNC 機器運動控制方面，輪廓誤差補償的技術是晚近的發展重點。自 Sarachik 和

Ragazzini [2]提出交叉偶合系統(Cross-Coupled System)後，交叉偶合結構歷經不斷改良、

演化，已成為運動軌跡控制中廣為使用的一種方法。其中 Koren [3]提出對稱性交叉偶合

控制器的架構，證實於雙軸控制系統中使用偶合控制可以改善輪廓誤差，在 1991 年又

提出可變增益交叉偶合控制器[4]，根據加工路徑形狀修正其輪廓誤差的計算方式與控制

器增益值。Huan [5] 提出一種工具機的軌跡預補償方法，利用速度預補償，得到良好的

軌跡精度，Chin and Tsai [6] 將預補償法進一步發展到機器人上，後來 Chin and Lin [7] 整
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合預補償與交叉偶合兩項特徵，提出工具機的交叉偶合與預補償方法，之後 Chin et al [8]

用模糊控制器來降低輪廓控制中的計算量，改進高速進給下的輪廓精度，Lue et al [9] 將

預補償法延伸構建在複合型五軸工具機的運動軌跡控制上，不過尚未考慮機器動態，也

無實驗驗證。由於機器進行加工時，外界負載、摩差力和慣性矩等皆會影響循跡精度，

另外 CNC 控制指令的執行速度、加減速度控制、伺服控制等特性亦會影響機器的動態

反應，除此之外，震動亦是影響動態的另ㄧ重要因素，這些都是在到目前為止的研究中，

尚未充分觸及的議題。 

因此本論文的目的，在於針對一個三軸實驗用運動平台，做包含上述考量之系統研發

與實驗驗證。本論文建立系統的位置控制架構，推導軸空間與工作空間的轉換方程式，

建立交叉偶合與交叉偶合預補償兩種方法控制，此外，架構是以工作空間為基礎，所以

如何利用前向運動學(Forward kinematic)來做線上工作空間(workspace)的即時(Online)控制

以算出輪廓誤差的補償以達完整的閉迴路控制是關鍵環節，論文中更以模擬與實驗來驗

證所提之架構。在系統動態中，動態行為是以動力學(Dynamic)為基礎所建立的，本文中

實驗用三軸平台的動態模型，係利用牛頓法[10]與虛功法[11]來推導建立，並做兩種動態

模型的比較。對於控制而言，準確的動態模型十分重要，建立動態模型後，可以利用電

腦數值模擬做控制與分析，選擇及設計適合的控制方法，且在動態模型的分析中將知道

作用在接頭上面的力和力矩，因此將能事先選擇能匹配整個系統的軸承或驅動器。在控

制方面，除了以交叉偶合預補償為基礎架構之外，更利用推導出來的動態模型結合交叉

偶合與預補償來做力量控制[12]，再以力量控制為基礎去做軌跡的追蹤，並分析交叉偶

合與預補償方法在軌跡控制方面的差異性，在[12]中對力量控制有很完整的敘述，對於

混合位置/力量(Hybrid Position/Force Control)控制也有很完整的說明，在實務上，力量與

位置往往必須同時考量，如點焊機器人，一方面必須與外界環境保持一接觸力來完成點

焊的工作，另ㄧ方面又必須控制它的位置，所以必須同時考慮力量與位置兩種因素來完

成工作，除此之外，在大多數的工具機應用場合也都是必須考慮力量與位置同時控制，

才能達到高品質加工。 

  本論文對於平行式機構線上即時(online)工作空間(workspace)的補償控制，及交叉偶合

與交叉偶合預補償兩種即時控制的架構，有完整的發展與驗證，在系統動態的力量控制

中，亦將預補償控制方法運用於力量控制上，且討論交叉偶合與預補償方法在輪廓誤差

上的表現，並分析輪廓誤差在力量控制架構中的影響。 
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1.2 文獻回顧 

  在探討機構動態模型之前，必須先決定機構運動學(kinematic)，平行式機構的運動學

可分為前向運動學(forward kinematics)與逆向運動學(inverse kinematic)兩部份，給定一組支

柱關節的位移量，分析活動平台位置與方向屬於前向運動學問題，相反的，給定活動平

台的一組位置與方向，求解各支柱所需位移量的問題，則為逆向運動學問題。 

  有關平行式機構問題，如早期史都華平台的研究，大多集中在分析工作空間大小、奇

異點位置分佈與迴避問題、順向運動學、機敏性(dexterity)、與機械效能分析等，一直到

90 年代初期以後，才有動態模型和運動控制等相關的研究被發表出來。 

  對於平行式機構動態方程式的推導，最常使用的方法有牛頓法[10]、[13,~15]，虛功法

[11]、[16, 17]，其中[17]定義了 Link Jacobian 來簡化系統的動態方程式，其方法證實比牛

頓法來的更有效率。 

  力量控制的目的在於使手端（end-effector）與環境接觸時，其力量保持在一穩態值，

用來保護機器及工件，及維持工作精度。在平台應用方面，隨著使用環境不同其控制需

求有所差異，在飛行模擬器上要求加速度與軌跡，娛樂用運動模擬器則較寬鬆，應用在

工具機上時，除位置控制外，亦須考慮力量控制，通常是將位置控制器和力量控制器分

離設計，將兩者在工作空間中分離及線性化，發展線性控制器，追蹤期望之位置及力量

軌跡，以切向動作最為位置控制器、正向力作為力量控制器之設計基本考量。ㄧ般而言，

力量控制包含以下幾種方法：剛性控制(Stiffness control)[18]、阻抗控制(Impedance 

control)[19]、混合位置/力量控制(Hybrid Position/Force control)[12]、[20~24]，在剛性控

制方面，主要是控制系統的剛性（順應性），使控制器的作用像一個彈簧。而阻抗控制

最先由 Hogan[19]所提出，阻抗的意思即剛性再加上阻尼，其目的是要達到一目標阻抗，

使得接觸力可以被控制在一定的範圍內，混合位置/力量控制最先是由 Paul 與

Shimano[20]提出，主要是結合位置與力量的資訊，配合軌跡中之各種環境的限制，算出

所需要的控制力矩。 
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1.3 論文大綱 

第一章 緒論：說明論文研究動機，並對並聯式機構與控制做文獻回顧 

第二章 機構特性探討：說明整體的機構組成架構，並分析機構的運動學、動力學。動

力學部份對牛頓法與虛功法的執行效率做比較，探討兩者應用在即時(online)控制上的優

劣。做系統模擬，最後分析機構之工作空間與初步探討控制方法。 

第三章 交叉偶合預補償控制與混合位置/力量控制：建立完整的閉迴路控制，以作為後

續實驗驗證的基礎，控制法則考慮了交叉偶合、交叉偶合預補償、力量控制，及混合位

置/力量控制，而對於誤差量的修正，係利用 PID 控制器，最後以模擬來比較各控制法

則 

第四章 實驗結果與討論：本章完成了第三章所提的控制架構的實驗，並討論實驗的結

果，且進一步確定適當的控制方法  

第五章 實驗心得與結論：此章節為實驗後的結論，及實驗上的心得與改進 
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第 二 章 機 構 特 性 探 討  

 
  在本章節中將討論實驗用三軸平行式機構的機構特性，首先先討論機構構型，其中包

含上平板、下平板、驅動桿、以及伺服馬達，且介紹機器的整個運作流程，再來將針對

機構桿件做位置分析、速度分析、加速度分析，以及上平板的運動學(kinematic)分析，

及機構動力學(Dynamic)分析，此處將利用牛頓法[10]與虛功法[11]兩種方法推導，並做

比較。本文所探討的，是一個 3RPS 平行式機構(Revolute-Prismatic-Spherical)，其組成方

式為上平板與桿件的球接頭相接，下平板與桿件的萬象接頭相接，其中萬象接頭鎖死一

個旋轉的自由度，透過驅動桿的長度變化可得到三個自由度的運動，其組裝示意圖如圖

(2.1)所示，其中 , 1~3i ia = 代表球接頭、 , 1~3i ib = 代表萬象接頭、上平板與下平板的形心到球接

頭與萬象接頭的半徑分別為 105 及 150 (mm)。 

 

2.1 機構特性 

2.1.1 自由度(Degress of Freedom)分析 

此平行式機構具有三個自由度，自由度的推導可由[11]得知： 

( 1) iF n j fλ= − − +∑                                            (2 .1) 

其中 

F ：degrees of freedom of a mechanism 

λ ：degrees of freedom of the space in which a mechanism is intended to function 

n ：number of links in a mechanism，including the fixed link 

j ：number of joints in a mechanism，assuming that all the joints are binary  

if ：degrees of relative motion permitted by joint i 

所以可得其自由度為 

F =6×(8-9-1)+(3×1+3×1+3×3)=3 

由接頭的拘束關係，我們選擇工作空間的自由度為 ( , , )F fun z α β= ，除此之外，亦定義

1 2 3( , , )FL fun l l l= 為軸空間(Link Space)的參數。 
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圖 2.1 3RPS 並聯式機構示意圖 

2.1.2 機構控制分析 

  本小節將介紹整個機構的控制流程。在結構上，此並聯式平行機構是由三個 AC 伺服

馬達(AC SERVO DRIVER)帶動三根驅動桿的伸長縮短，然後透過電腦，經過傳輸線及

轉接卡控制整個機台。在控制卡方面，選用的為 ADLINK PCI-8134 控制卡，為一四軸

控制的控制卡，而伺服馬達為 Panasonic MINAS MSDA5A1A1A，在驅動軸上皆附有光

學尺負責實際訊號的量測。其控制流程圖如圖所示： 

 
圖 2.2 控制流程圖 
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2.2 機構運動學(kinematic)分析 

  本小節將以空間中的幾何向量分析驅動桿及上平板的運動學及動力學。首先建立上平

板與下平板的轉換矩陣，此處，以尤拉角(Euler Angle)[11]來表示此轉換矩陣，尤拉角表

示式為： 

1 0 0
( , ) 0

0
R x c s

s c
ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ

⎡ ⎤
⎢ ⎥= −⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

                                            (2.2) 

0
( , ) 0 1 0

0

c s
R y

s c

φ φ
φ

φ φ

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

                                            (2.3) 

0
( , ) 0

0 0 1

c s
R z s c

θ θ
θ θ θ

−⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

                                             (2.4) 

上述中 c表示cosine 、 s表示sine 。 

上面的表示式分別代表對 x 、 y 、 z 的旋轉，所以整個轉換矩陣可以寫成 

( , , ) ( , ) ( , ) ( , )
c c c s s s c c s c s s

R R z R y R x s c s s s c c s s c c s
s c s c c

φ θ φ θ ϕ φ ϕ φ θ ϕ φ ϕ
ϕ φ θ θ φ ϕ φ θ φ θ ϕ φ ϕ φ θ ϕ φ ϕ

θ θ ϕ θ ϕ

− +⎡ ⎤
⎢ ⎥= = + −⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

         (2.5) 

 

2.2.1 桿件與上平板運動學分析(Link and Platform kinematic analysis) 

  上平板、桿件與下平板間的空間向量關係見圖 2.3： 
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圖 2.3 上平板、桿件與下平板間的空間向量圖 

圖中， ia 、 ib 分別代表球接頭與萬象接頭，在圖中已將球接頭與萬象接頭視為與桿件一

體， i iq R a= × ，其中 R 代表上平板相對於下平板的轉換矩陣，由圖可以看出 

i i iL q t b= + −                                                      (2.6) 

iL 代表桿件向量，故可得桿長 i i il L L= i ，桿長單位向量 i
i

i

Ln
l

= ，由(2.6)可看出給定 t (即

工作空間參數 , ,z α β )，則可以求出各軸的桿長，此即為逆向運動學(Inverse Kinematic)，

由逆向運動學，再加上桿長最大、最小伸長長度限制、以及接頭限制的關係，可以求出

此並聯式機構的工作空間(Work Space)。該並聯式機構桿長規格為(其中已將球接頭與萬

象接頭大小包含進桿長中)：250< il <315 (mm)，且 246<z<310 (mm)、

0.38 0.38( )radα− < < 、 0.38 0.38( )radβ− < < 。以下為模擬給訂一組工作空間的軌跡，

然後求出各軸的桿長變化，假設 

z  α  β  0 ~ 5( )t = 秒  

Sampling time  

0.1 (s) 

260 5 t+ ×  

(mm) 

0 0.05 t+ ×  

(rad) 

0 0.02 t+ ×  

(rad) 
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圖 2.4 工作空間軌跡圖 

 
圖 2.5 桿件長度變化圖 

此時要分析球接頭的速度與加速度，由圖可看出 

i i iS t q t R a= + = + ×                                                 (2.7) 

將(2.7)式對時間微分可得球接頭的速度為 

i iS t w q
• •

= + ×                                                       (2.8) 

其中 w 代表上平板的角速度，將(2.8)式對時間微分可得球接頭的加速度為 

( )i i iS t q w w qα
•• ••

= + × + × ×                                            (2.9) 

其中α 代表上平板的角加速度。再來要討論桿件的軸向速度與角速度，此處分析桿件的

軸向速度與加速度是為了可以得到一 Jacobian matrix，此 Jacobian matrix 有助於前向運

動學(Forward Kinematic)及動力學的推導，由(2.8)式與 in 做內積可得球接頭速度大小在

桿長方向的分量，可得桿件的軸向速度為 

i i iL S n
• •

= i                                                         (2.10) 

而桿件角速度為 

i i
i

i

n Sw
l

•

×
=                                                       (2.11) 
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，注意(2.9)式的 iw 是桿件的角速度，並不是上平板的角速度，此時同樣的將(2.10)式對

時間微分可得桿件的軸向加速度 

( )i i ii i iL S n S w n
•• •• •

= + ×i i                                              (2.12) 

且由驅動軸軸向方向不會旋轉的特性，可知拘束條件 0i in w =i 、 0i in α =i 及 0i in w× = ，

其中 iα 即為桿件的角加速度，最後整理可得 

2i i i i
i

i

n S L w
l

α
•• •

× −
=                                                 (2.13) 

由(2.10)式，可知 

( )i i i i iL S n t w q n
• • •

= = + ×i i                                             (2.14) 

將(2.14)式展開可得三條方程式 

1 1 1 1( ) ( )L z n q nα β
• • • •

= + + ×i i                                         (2.15) 

2 2 2 2( ) ( )L z n q nα β
• • • •

= + + ×i i                                           (2.16) 

3 3 3 3( ) ( )L z n q nα β
• • • •

= + + ×i i                                            (2.17) 

將(2.14)式化成矩陣表示式可得[10] 

1
i

z

L J α

β

•

• •
−

•

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

                                                    (2.18) 

或表示成 1L J Pδ δ−= 、 [ , , ]p z α β=                                    (2.19) 

此處要注意到為什麼要用 1J − 來表示，因為 Jacobian Matrix 的定義為對軸空間變數(廣義

座標)的偏微分，所以此處所得到的 Jacobian Matrix 是 inverse 的。由上式可知當輸入 p 對

時間的變化，經過 Jacobian matrix 的轉換，則可求出各軸桿長對時間的變化，其中 J 即

為 Jacobian matrix，可表示成 

1

1, 1 1 1 1

2, 2 2 2 2

3, 3 3 3 3

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

T T T
z x y

T T T
z x y

T T T
z x y

n q n q n
J n q n q n

n q n q n

−
⎛ ⎞× ×
⎜ ⎟

= × ×⎜ ⎟
⎜ ⎟× ×⎝ ⎠

                                   (2.20) 

此機構的奇異點會發生在當 det( ) 0J = ，所以在分析機構時，需注意是否會碰到奇異點，

或者規避奇異點，此部分已有相當的討論[25]。由(2.18)可看出桿件與上平板的關係為以



 11

Jacobian matrix 為轉換因子，其亦可想成如前述上平板座標係對下平板座標系中存在一

轉換矩陣的關係，上述運動學的討論是之後要推導動力學的準備工作。 

 

2.3 前向運動學(Forward Kinematic) 

  在之前提到當給定 ( , , )z α β 可以得到三根軸的桿長，此即為逆向動學，而前向運動學

則為：給訂三根軸軸長，然後算出 ( , , )z α β ，但是前向動學的解並不是如此簡單，由於

機構為並聯式機構，且因為接頭限制的關係，所以當給定三根軸長，所得到的 ( , , )z α β 並

不是唯一解，但是實際上符合平板的姿態只有一解，所以這就是前向運動學困難的地方。 

  在此處，將利用 Newton-Raphson method[9]去解前向運動學的數值解，基本上，此問

題即為非線性方程式求根的問題，首先，定義 

( ) ( ) givenF q l q l= −                                                 (2.21) 

( )l q 為由 inverse kinematic 所求得的桿長， givenl 為給定的桿長，若當 [ , , ]q z α β= 為所需要

的前向運動學的解時，則(2.21)式則會等於零。將(2.21)式寫成三個封閉迴路方程式 

3
2 2

1
( ) ( ( ) )i given

i
F q l q l

=

= −∑                                             (2.22) 

將式(2.22)式以泰勒級數展開可得 

3

( 1) ( ) ( )
1

( ) | ( ) | ( | )q q n q q n q q n
i

FF q F q q
q= + = =

=

∂
= + Δ

∂∑                             ( 2 .23 ) 

其中 

1 1 1

2 2 2
( )

3 3 3

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )|

( ) ( ) ( )

q q n

F q F q F q
z

F q F q F qF
q z

F q F q F q
z

α β

α β

α β

=

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎜ ⎟
⎜ ⎟∂ ∂ ∂∂

= ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎜ ⎟
⎜ ⎟∂ ∂ ∂
⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

                                (2.24) 

由[9]可知，
F
q

∂
∂

等於 1J − ，如此可得 

1
( 1) ( ) ( ) ( 1) ( )( | ) ( ( ) | ( ) | )n n q q n q q n q q n

Fq q F q F q
q

−
+ = = + =

∂
= − −

∂
                      ( 2 .25) 

整理可得 

( 1) ( ) ( ) ( )( )( ( ) )n n n n givenq q J q l q l+ = − −                                     (2.26) 
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上述推導步驟為 

Step 1：給定初始值 [ , , ]q z α β= 、及實際桿長 givenl ，並由 inverse kinematic 算出 ( )( )nl q  

Step 2：由 ( ) ( )( )( ( ) )n n givenJ q l q l− 可得誤差值 qΔ  

Step 3：由(2.26)的式子可計算出新的姿態，若所求的 pΔ 沒有在容許誤差範圍內，則將

( 1)nq + 設為 ( )nq ，再將它代入式(2.26)去算新的誤差值 pΔ  

Step 4：重複上述步驟直到誤差值 pΔ ≤容許誤差，即可得到所求的[ , , ]z α β  

在步驟 1 中的初始姿態 q 必須猜測的到，若是不正確的 q ，有可能會導致不正確的解，

通常是以前次計算所得到的上平板姿態為猜測值，也因此在過程中所得到的誤差值是以

其為基準，但須注意在算 Jacobian matrix 時需注意是否會有奇異點發生。 

 
圖 2.6 Newton-Raphson method 解前向運動學流程圖 

  以下為利用 Newton-Raphson method 來算前向運動學的電腦模擬，參數數值如下表： 

[256.28 268.6 297.07]givenl =  

[270,pi/18,pi/20]q =  

猜測值 (1) [280,pi/22,pi/22]q =  

容許誤差 61 10q −Δ = ×  

疊帶法過程如下表 

 Z(mm) α (rad) β (rad) 

1 280 pi/22 pi/22 

2 270.0001 0.1745 0.1571 

3 270.0000 0.1745 0.1571 
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由上表可看出 Newton-Raphson method 收斂速度很快，僅需三次的疊帶即可達到所需

的容許誤差，但若是不正確的猜測值很可能會造成無法收歛，或不正確的答案。 

 

2.4 動力學(Dynamics)分析 

  在此處，將利用牛頓法(Newton-Euler Method)[10]與虛功法(Virtual Work Method)[11]來

推導此平行機構的動力學分析，而為什麼要分析此機構的動力學？其目的在於將此平行

式機構建立一數學模型，利用此數學模型來表示系統的物理特性，即系統的動態特性，

進而利於分析與控制，此數學模型是利用給予工作空間參數[ , , ]z α β ，然後求出三根軸

所需的出力，此稱為逆向動力學(Inverse Dynamics)，其可用來做力量的控制(Force 

Control)，而順向動力學(Forward Dynamics)則可用來做工作空間位置控制(Position 

Control)。在牛頓法上，利用座標之間的轉換，力量、力矩的平衡來獲得物體的受力狀

況。牛頓法的特點在於觀念清晰，只要將外力圖與慣性力圖以相對應的方程式來表示即

可，除此之外，對於串聯式機構，只要一層一層的做好座標轉換的工作，就可以把系統

表現出來，但是相對於元件多且互相偶合的並聯式機構而言，牛頓法就顯的方程式多而

且太煩雜。 

  相對的，虛功法和 Lagrangian 法近年來逐漸被利用在並聯機構的動態分析上，能量屬

於純量而不是向量，利用此觀點，得以大幅度的減少方程式的數目，因此增加了運算的

效率，對於數學轉換複雜的並聯式機構而言特別適合。 

  虛功法的核心觀念在於能量守恆，以並聯機構而言，平台與驅動機構的移動或轉動，

必然來至於各驅動器所輸入的能量，因此可以能量的觀點，將系統簡潔的表示出來。 

  在推導之前，為了簡化動態模型以便於之後控制系統的設計，將提出幾個適當的假

設，又不會影響模擬系統的真實性，其中包含 

(1) 假設可動平板為剛體 

(2) 忽略節點及軸與軸之間的摩擦力 

2.4.1 牛頓法(Newton-Euler Method) 

  此動力學分析包含了驅動桿及上平板的動態方程式，在使用牛頓法之前，首先須了解

機構的受力情況，先取出單一桿件做外力圖的分析，外力圖如圖 2.7 所示 
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圖 2.7 第 i 桿件的外力圖[10] 

圖中， iur 、 idr 分別為球接頭到上桿質心的距離及萬象接頭到下桿質心的距離，其中

110( )idr mm= ， 45( )iur mm= ， il 為桿長， ium 、 idm 為上桿及下桿的質量， 0.838( )ium kg= ，

0.985( )idm kg= ， iR 、 a
iF 、 n

iF 分別為平板給的作用力。 

由前面的運動學分析，可得上下桿質心的加速度為[10] 

( ) ( ) ( ) 2iu i iu i i i i iu i i i i i i ia l r w w n l r n w l n l nα
• ••

= − × × + − × + × +                   ( 2 . 2 7 ) 

( )id id i i i id i ia r w w n r nα= × × + ×                                        (2.28) 

此時取桿件的力平衡方程式可得[10] 

( ) n
iu i iu i id id i i i i im l r n G m r n G l n F M− × + × + × +  

= ( ) ( ) ( )u d i u d i i iu i iu i iu id id i idI I I I w w m l r n a m r n aα+ − + × + − × + ×                ( 2 .29) 

將(2.29)式整理過後可得 n
i i i i i il n F m c N× + =  

( ) ( ) ( ) ( )i iu i iu i id id i u d i u d i i iu i iu i iu id id i idN m l r n G m r n G I I I I w w m l r n a m r n aα= − − × − × + + − + × + − × + ×
                                                                      (2.30) 

其中 uI 、 dI 為上下桿件的質量慣性矩、 iM 為接頭所提供的外力矩[10]，這邊需注意到，

若當桿件的兩端都是使用球接頭的話，因為兩端的自由度相同，所以沒受到任何拘束，

故 0iM = 。 
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i i iM m c=                                                         (2.31) 

i i ic u v= ×                                                         (2.32) 

( ) /( )i i i i im N n c n= i i                                                  (2.33) 

其中 iu 、 iv 代表萬象接頭插銷方向的向量。 

此時可得 

( ) /n
i i i i i i iF N n m c n l= × − ×                                            (2.34) 

假設 a
iF 為軸向作用力， a a

i i iF f n=                                     (2.35) 

由(2.35)式可得上平板的動態方程式為[10] 

3 3

1 1

a n
pi i i p p

i i
f n F m G m x

••

= =

− − + =∑ ∑                                        (2.36) 

3 3 3

1 1 1

a n
i i i i i i p p

i i i
f q n q F M I I w wα

= = =

− × − × − = − ×∑ ∑ ∑                            (2.37) 

其中 px
••

為形心[ , , ]z α β 的加速度、 pm 為上平板的質量、 pI 為上平板質量慣性矩、

2[0 0 9800] ( / )TG mm s= − 為重力加速度。 

將式(2.36)、(2.37)寫成矩陣形式可得 

1

2

3

a

a T

a

f
f J C
f

⎛ ⎞
⎜ ⎟

=⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

                                                       (2.38) 

其中[10] 

3

1
3 3

1 1

n
p p p i

i

n
p p i i i

i i

m G m x F
C

I I w w q F Mα

••

=

= =

⎛ ⎞
− −⎜ ⎟

⎜ ⎟=
⎜ ⎟
− + × − × −⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑

∑ ∑
                                (2.39) 

接下來要求在軸空間(joint space)驅動上桿件的輸出力，可得 
a

i iu iu i i iu if m a n f m G n= − −i i                                            (2.40) 

將(2.40)式寫成矩陣的形式為 

1 1 1

2 2 2

3 3 3

( )
( )
( )

iu u
T

iu u

iu u

f m a G n
F f m a G n J C

f m a G n

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠

i
i
i

                                     (2.41) 

(2.41)式為軸空間的輸出力，將其轉成工作空間(work space)的輸出力則為 
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( )T T
zf J Fα βτ τ τ −= =                                            (2.42) 

或寫成[10] 

1 1

2 2

3 3

( )
( )
( )

iu u
T

iu u

iu u

m a G n
J m a G n C

m a G n
τ −

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= − −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

i
i
i

                                          (2.43) 

2.4.2 虛功法(Virtual Work Method) 

  此處，將利用虛功法[11]來推導此三軸並聯式機構，利用虛工原理來推導動態模型的

優點在於：拘束力一開始可以被消去，不需要像 Newton-Euler 法一樣去計算在每個接頭

上的作用力，所以可以提升計算的效率。 

  首先，要先建立驅動桿與下平板的轉換矩陣，此目的在於可以簡化方程式計算的複雜

度，減少程式中使用外積(cross product)的指令，如此會得到驅動桿的 Jacobian Matrix，

定義為 Link Jacobian Matrices。 

  其中，轉換矩陣的選擇為 w v w− −  Euler Angles[11]，即一開始先對 Z 軸旋轉 iφ 角度，

可得 ' ' 'x y z 坐標系，然後再對 'y 軸旋轉 iθ 角度可得 i i ix y z 坐標系。 

 
圖 2.8 第 i 驅動桿旋轉座標系[11] 

其轉換矩陣可寫成 

cos cos sin cos sin
sin cos cos sin sin

sin 0 cos

i i i i i

i i i i i i

i i

R
φ θ φ φ θ
φ θ φ φ θ

θ θ

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

                                 (2.44) 
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由驅動桿作標系來看 iz 軸方向的單位向量為

0
0
1

i
in

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

，且因為 i
i i in R n= ，所以可得

cos sin
sin sin

cos

i i

i i i

i

n
φ θ
φ θ

θ

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

                                                (2.45) 

且 cos i iznθ = 、 cos
sin

ix
i

i

nφ
θ

= 、 2 2sin ix iyi n nθ = + 、 sin
sin

iy
i

i

n
φ

θ
=  

此時要將球接頭的速度轉成驅動桿座標系下的速度，由(2.8)式可得 

i i
i iS R S

• •

=                                                         (2.46) 

其中 i T
iR R=  

將(2.6)式微分並乘上 iR ，整理後可得球接頭速度 

i i i i
i i i i i iS L n L w n

• •

= + ×                                               (2.47) 

再將(2.47)式微分一次可得球接頭的加速度為 

2 ( )i i i i i i i i i
i i i i i i i i i i i i iS L n L w n L n L w w nα

•• •• •

= + × + × + × ×                        (2.48) 

將(2.47)式對 i
in 兩邊取內積可得可得驅動桿沿軸向的速度為 

,
i

i i zL S
••

=                                                          (2.49) 

將(2.47)式對 i
in 兩邊取外積可得可得驅動桿角速度 

,

,
1

0

i
i y

i i
i i x

i

S

w S
l

•

•

⎛ ⎞
−⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

                                                    (2.50) 

同理，將(2.48)式兩邊分別對 i
in 取內積及外積可得軸向加速度 

2 2
, ,

,

i i
i x i yi

i zi
i

S S
L S

l

• •
•••• +

= +                                                  (2.51) 

及桿件角加速度為 
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, , ,

, , ,2

2
1 2

0

i i i
i i y i z i y

i i i i
i i i x i z i x

i

l S S S

l S S S
l

α

⎛ ⎞
− +⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟= −
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

ii i i

ii i i

                                         (2.52) 

注意到(2.50)與(2.25)式中的第三個分量皆等於零，代表桿件不會自旋，即不會繞本身的

軸方向旋轉。 

此時可以求出上下桿件的質心速度與質心加速度為[11] 

,

,

0

i
i x

i iid
id i y

i

S
rv S
l

•

•

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

、

,

,

,

( )
1 ( )

i
i iu i x

i i
iu i iu i y

i
i

i i z

l r S

v l r S
l

l S

•

•

•

⎛ ⎞
−⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎜ ⎟= −
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

                                 (2.53) 

和

, ,

, , ,

, , ,2

2 2

2

2

( )
i x i y

i i i
i i x i z i x

i i i iid
id i i y i z i y

i
i i

l S S S
ra l S S S
l

S S

⎛ ⎞
−⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎜ ⎟= −
⎜ ⎟
⎜ ⎟− +⎜ ⎟
⎝ ⎠

ii i i

ii i i

i i

、

, ,

, , ,

, , ,2

2 2 2
,

( ) 2
1 ( ) 2

( )
i x i y

i i i
i i iu i x iu i z i x

i i i i
iu i i iu i y iu i z i y

i

i i i
i i z iu

l l r S r S S

a l l r S r S S
l

l S r S S

⎛ ⎞
− +⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎜ ⎟= − +
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

ii i i

ii i i

ii
i i

           (2.54) 

到目前為止，已經將桿件在 Link Space 中的運動學分析完畢，接下來要找分析上平板與

桿件的運動學關係，其之間的關係以 Platform Jacobian 矩陣與 Link Jacobia 矩陣為轉換因

子，以下為推導。 

2.4.3 Platform Jacobian 矩陣與 Link Jacobia 矩陣[11] 

  由(2.18)式的 Jacobian 矩陣乘上 iR 可得驅動桿座標系下的 Jacobian 矩陣為 

1 1i i
iJ RJ− −=                                                       (2.55) 

且
,

,

,

i
i x

i i i
i i i y

i
i z

J
J RJ J

J

⎛ ⎞
⎜ ⎟

= = ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

                                                  (2.56) 

i
iJ 即為在驅動桿座標系下的 Jacobian Matrix。 

由(2.18)、(2.49)與(2.55)式可得 
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,
i

i i z

z

L J α

β

•

• •

•

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

                                                     (2.57) 

將(2.57)式整理成矩陣形式可得 

p

z

L J α

β

•

• •

•

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

                                                        (2.58) 

其中

1
1,

2
2,

3
3,

z

p z

z

J
J J

J

⎛ ⎞
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

                                                    (2.59) 

上式的 pJ 即稱為 Platform Jacobian，由(2.18)式可知 Platform Jacobian 即等於 1J − 。 

同樣的，重新整理(2.50)、(2.53)式可得 

,

,

1 3

1

0

i
i y

i i
i i x p

i

J
w J x

l
×

⎛ ⎞−
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

、
,

,

1 30

i
i x

i iid
id i y p

i

J
rv J x
l

×

⎛ ⎞
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

、
,

,

,

( )
1 ( )

i
i iu i x

i i
iu i iu i y p

i i
i i y

l r J
v l r J x

l
l J

⎛ ⎞−
⎜ ⎟

= −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

               (2.60) 

其中 p

z
x α

β

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

合併(2.60)式可得 

i i
id id px J x
• •

= 、 i i
iu iu px J x
• •

=                                            (2.61) 

其中 i
idJ 、 i

iuJ 即為 Link Jacobian 矩陣 

1 3

,

,

0
1i i

id i y
i i

i x

J J
l

J

×⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

、
,

,

,

1
i

i i z
i i

iu i y
i i

i x

l J
J J

l
J

⎛ ⎞
⎜ ⎟

= −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

                                     (2.62) 

推導完所有的運動學之後，接下來要建立動態方程式，最後再帶入虛工方程式求輸出

力，首先，上平板的動態方程式為 
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ext p

ext

f f Mg M xF
n I w Iwn α

∧ ••

∧

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟= =
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ − − ×⎝ ⎠⎝ ⎠

                                       (2.63) 

其中 extf 、 extn 為作用在質心的外力與力矩。同樣的，作用在驅動桿上下質心位置的力與

力矩可表示成 

( )

i i i
i id id id id

id i i i i
id d i i d i

f m Rg m a
F

n I w I wα
⎛ ⎞ ⎛ ⎞−

= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
− − ×⎝ ⎠ ⎝ ⎠

                                  (2.64) 

( )

i i i
i iu iu iu iu

iu i i i i
iu u i i u i

f m Rg m a
F

n I w I wα
⎛ ⎞ ⎛ ⎞−

= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
− − ×⎝ ⎠ ⎝ ⎠

                                  (2.65) 

根據虛功原理(作用在虛位移期間所作之功，若系統達平衡，則力乘上虛位移等於零)，

虛工方程式可寫成[11] 

3

1
( ) 0T T i T i i T i

p id id iu iu
i

L x F x F x Fδ τ δ δ δ
=

+ + + =∑                                (2.66) 

其中τ 為驅動桿的輸出力，且由前面推導可知 

p pL J xδ δ= 、 i i
id id px J xδ δ= 、 i i

iu iu px J xδ δ=                              (2.67) 

將(2.67)式帶入(2.66)式整理過後可得 

3

1
( ) 0T T i T i i T i

p p id id iu iu
i

x J F J F J Fδ τ
=

+ + + =∑                                    (2.68) 

因為虛位移 T
px 不等於零，所以上式可改寫成 

3

1
0T i T i i T i

p id id iu iu
i

J F J F J Fτ
=

+ + + =∑                                          (2.69) 

在這邊需注意到， F 是以固定座標系來表示，但是 i
idF 、 i

iuF 是以軸空間座標系來表示，

所以需將 i
idF 、 i

iuF 分別乘上 i T
idJ 、 i T

iuJ 來轉換成卡式座標系。 

接著將(2.62)帶入(2.69)式整理可得 

( ) 0T T T
p z x x y yJ F F J F J Fτ + + + + =                                        (2.70) 

其中 

1 ,

2 ,

3 ,

u z

z u z

u z

f
F f

f

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

；

1
1,

2
2,

3
3,

x

x x

x

J
J J

J

⎛ ⎞
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

；

1
1,

2
2,

3
3,

y

y y

y

J
J J

J

⎛ ⎞
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

                                 (2.71) 
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1 1 , 1 , 1 1 1 , 1 , 1

2 2 , 2 , 2 2 2 , 2 , 2

3 3 , 3 , 3 3 3 , 3 , 3

( ( ) ) /
( ( ) ) /
( ( ) ) /

d d x d y u u x u y

x d d x d y u u x u y

d d x d y u u x u y

r f n l r f n l
F r f n l r f n l

r f n l r f n l

⎛ ⎞+ + − +
⎜ ⎟

= + + − +⎜ ⎟
⎜ ⎟+ + − +⎝ ⎠

                           (2.72) 

1 1 , 1 , 1 1 1 , 1 , 1

2 2 , 2 , 2 2 2 , 2 , 2

3 2 , 3 , 3 3 3 , 3 , 3

( ( ) ) /
( ( ) ) /
( ( ) ) /

d d y d x u u y u x

y d d y d x u u y u x

d d y d x u u y u x

r f n l r f n l
F r f n l r f n l

r f n l r f n l

⎛ ⎞− + − −
⎜ ⎟

= − + − −⎜ ⎟
⎜ ⎟− + − −⎝ ⎠

                            (2.73) 

重新整理(2.69)式可得輸出力 

( )T T T
z p x x y yF J F J F J Fτ −= − − + +                                         (2.74) 

 

  以上是利用牛頓法與虛功法來建立此平行機構的數學模型，此模型已詳細的推導出

來，最後將提出牛頓法與虛功法的差異性，和利用牛頓法與虛功法在使用電腦模擬的執

行效率上做個比較，以作為一個總結。 

  由前面的推導過程可以很明顯的看出使用牛頓法時，接頭的反作用力必須能夠計算出

來，即必須考慮接頭的形式為何，然後去算 iM ，再來是分析作用在桿件與上平板的外

力與慣性力，然後再帶入牛頓第二運動定律，此時可得到所有的外力，最後再取出上桿

件做分析，可得到驅動上桿件的輸出力；而虛功法的特點在於，在驅動桿與下平板桿建

立轉換矩陣，然後會得到每根桿件與下平板的轉換矩陣，即可建立一 Link Jacobian 

matrix，亦即桿件上所有的物理量皆以桿件座標系來表示，除此之外，虛功法優點在於

不用去算拘束力，最後再將所有物理量帶入虛功方程式，求桿件的輸出力。 

 

以下為利用牛頓法與虛功法所做的電腦模擬，及運算時間比較。其模擬的內容為给定

一個空間軌跡，然後算出其完成此空間軌跡三根桿件所需要的輸出力。此平行式機構的

所有參數規格整理如下表，其中質量的數據為以電子磅秤所量得，慣性矩為由幾何形狀

及尺寸所求得： 

表 2.1 平行式機構規格表 

 上平板 上桿件 下桿件 

質量(Kg) 1.44 0.838 0.985 

質量慣性矩

(kg- 2mm ) 

60.02086 10×  60.0000943 10×  60.0001108 10×  



 22

 

重力加速度 g=9800 
2/ secmm  

萬向接頭到下桿質心位

置的距離 rid=110 mm 

球接頭到上桿質心位置

的距離 riu=45 mm 

 
2.5 模擬與討論 

  以下將利用牛頓法(式 2.27~2.43)與虛功法(式 2.44~2.74)做系統模擬，計算桿件的輸出

力，並比較此兩種方法的效率，利用此兩種方法所計算出來的軸輸出力是相同的。此處

模擬四組空間中軌跡，然後求每根稈件所需的輸出力，其軌跡規劃如下，其中 p 、v、a

分別代表上平板形心的位置、速度與加速度，桿長部分為由逆向運動學(式 2.6)所求得： 

軌 跡 一 ：  
2250

0
0

t
p

⎛ ⎞+
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

、

2
0
0

t
v

×⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

、

2
0
0

a
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

，時間為 0~7 秒 

 

圖 2.9 軌跡一的工作空間圖 
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圖 2.10 軌跡一的桿長變化圖 圖 2.11 軌跡一的桿件輸出力圖 

 

軌 跡 二 ：  

270
0.2 cos(2 / 7 )
0.2 sin(2 / 7 )

p pi t
pi t

⎛ ⎞
⎜ ⎟= × × ×⎜ ⎟
⎜ ⎟× × ×⎝ ⎠

、

0
0.4 / 7 sin(2 / 7 )
0.4 / 7 cos(2 / 7 )

v pi pi t
pi pi t

⎛ ⎞
⎜ ⎟= − × × × ×⎜ ⎟
⎜ ⎟− × × × ×⎝ ⎠

、

0
0.8 / 49 cos(2 / 7 )
0.8 / 49 sin(2 / 7 )

a pi pi t
pi pi t

⎛ ⎞
⎜ ⎟= − × × × ×⎜ ⎟
⎜ ⎟− × × × ×⎝ ⎠

，時間為 0~7 秒 

 

圖 2.12 軌跡二的工作空間圖 
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圖 2.13 軌跡二的桿長變化圖 圖 2.14 軌跡二的桿件輸出力圖 

 

軌 跡 三 ：  

260 5
0.2 cos(2 / 7 )
0.2 sin(2 / 7 )

t
p pi t

pi t

+ ×⎛ ⎞
⎜ ⎟= × × ×⎜ ⎟
⎜ ⎟× × ×⎝ ⎠

、

5
0.4 / 7 sin(2 / 7 )
0.4 / 7 cos(2 / 7 )

v pi pi t
pi pi t

⎛ ⎞
⎜ ⎟= − × × × ×⎜ ⎟
⎜ ⎟− × × × ×⎝ ⎠

、

0
0.8 / 49 cos(2 / 7 )
0.8 / 49 sin(2 / 7 )

a pi pi t
pi pi t

⎛ ⎞
⎜ ⎟= − × × × ×⎜ ⎟
⎜ ⎟− × × × ×⎝ ⎠

，時間為 0~7 秒 

 

圖 2.15 軌跡三的工作空間圖 
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圖 2.16 軌跡三的桿長變化圖 圖 2.17 軌跡三的桿件輸出力圖 

 

軌 跡 四 ：  

260+3
pi/180 cos( )
pi/180 sin( )

t
p t t

t t

×⎛ ⎞
⎜ ⎟= × ×⎜ ⎟
⎜ ⎟× ×⎝ ⎠

、

3
1/180 cos( )-1/180 sin( )
1/180 sin( )+1/180 cos( )

v pi t pi t t
pi t pi t t

⎛ ⎞
⎜ ⎟= × × × × ×⎜ ⎟
⎜ ⎟× × × × ×⎝ ⎠

、 

0
-1/90 sin( )-1/180 cos( )
1/90 cos( )-1/180 sin( )

a pi t pi t t
pi t pi t t

⎛ ⎞
⎜ ⎟= × × × × ×⎜ ⎟
⎜ ⎟× × × × ×⎝ ⎠

，時間為 0~7 秒 

 

圖 2.18 軌跡四的工作空間圖 
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圖 2.19 軌跡四的桿長變化圖 圖 2.20 軌跡四的桿件輸出力圖 

 

  以上四個軌跡為此機構的數學動態模型模擬，接下來比較牛頓法與虛功法在電腦模擬

上各自所需的時間，此指令是由 matlab 軟體所提供的 tic、toc 兩個指令，其計算時間的

條件為：由電腦開始讀進 p 、 v 、 a 這三個參數，然後至完成一個軌跡，並算出各桿件

所須輸出的力為止，設定此為一個週期，下表為軌跡一到軌跡四分別使用牛頓法與虛功

法所需花的時間表。 

 

表 2.2 牛頓法與虛功法執行效率比較表（時間單位：秒） 

 牛頓法 虛功法  牛頓法 虛功法 

軌跡一 0.9690 0.5620 軌跡三 1.3600 0.7500 

軌跡二 1.1250 0.5940 軌跡四 1.0160 0.5620 

   

由表中可以很明顯的看出虛功法所需的時間幾乎都是牛頓法的一半，這是因為使用牛

頓法時，機台每個結構的力平衡方程式都要被計算一次，因此影響數值計算的效率，若

是硬體速度不夠快，可能會導致無法達到及時控制的要求；而虛功法因為拘束力一開始

就被消去，因此相關計算的方程式較少，所以在計算效率上會比牛頓法快，但是，上面

兩種方法對於數值計算上面還是有一定的複雜度，相對於串連式機構來講，明顯的複雜

許多，而對於傳統工業電腦可能無法滿足即時控制，所以如何適度的簡化方程式，以提

升計算的效率，這也是另一研究議題，而此議題在本研究中不多做討論。 

  接下來，將對四種軌跡的模擬做個總結，由圖 2.11 可以看出，當讓平板沿著 z 軸上

升，且具有一保持常數的加速度 22 /za mm s= ，其他參數保持常數，可以很明顯的看出
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三根桿件的輸出力是相等的，而且因為當平板往上升時，桿件的向量會越來越接近垂

直，所以桿件輸出力在水平方向的分量便會減小，故由圖可看出桿件的輸出力會越來越

小，而由其他圖亦可很明顯的看出當桿件伸長時，其輸出力會越來越小，反之亦然，其

道理都是一樣的，由以上的結果，可以證明建立的模型符合物理現象。 

  以上已將此平行式機構的數學模型完整的推導出來，接下來的討論將對此模型做控制

與分析。 

 

2.6 工作空間(Work Space)分析 

  此平行式機構具有三個自由度，在此節，將分析此機構的工作空間，一般而言，適用

於工具機加工環境的工作空間定義為全部指向工作空間(Total Orientation Workspace, 

TOW)，意即在此空間中可動板上的參考點能夠讓 end-effector 於此區間內任意運動。故

此機構的 TOW 定義為[25]： 

{ }3| 246 310( ) , 0.38 0.38( ), 0.38 0.38( )T p z mm R rad radα βΩ = < < ∈ − < < − < <  

以下將依據此一 TOW 定義並配合逆向運動學來求此機構的工作空間，其利用的方法為

採取疊加法並將其代入(2.6)式，逐一計算出相應之桿長，以便檢驗桿長是否符合其極

限，從而標定工作空間之邊界，簡單的說，即是先由幾何及接頭的限制，求出 alpha、beta

的最大最小值，然後再逐一的去找 z 軸的最大最小值，以下為求工作空間的流程圖與工

作空間圖。 
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圖 2.21 工作空間流程圖 
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(一) 
 

(二) 

(三) (四) 

圖 2.22 工作空間圖 

圖 2.22 中，圖(一)表示的是 z 軸的最大值、圖(二)表示的是當時的 z 軸最小值；而圖(三)、

圖(四)分別是相對應的 alpha 、beta 值。 

 

2.7 控制準備 

2.7.1 交叉偶合控制 

  多軸進給系統的動態誤差包含：(1)追蹤誤差(position tracking error vector)、(2)輪廓誤

差(contour error vector)。在軌跡追蹤上，傳統目標是追蹤誤差，其定義為真實的刀尖與

理想位置的距離，但在多軸系統的控制下，因為軸與軸的特性不同，常會造成互相偶合

的效應，所以若只有單純的做追蹤誤差的補償往往是無法有效的達到控制的精度，所以

為了消除偶合現象，需再對輪廓誤差作補償，其定義為真實的位置與理想軌跡的最短距

離，以下為交叉偶合的控制概念。 

  考慮 XY 平面之直線軌跡追蹤， ap 為刀具真實位置、 dp 為刀具理想位置，而追蹤誤
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差 d aE P P= − 、輪廓誤差 sin cosp px yε φ φ= − ，其中 ( , )a p pP x y= ，則輪廓誤差在 XY 平

面上的分量為 sinxε ε φ= − 、 cosyε ε φ= ，控制架構如圖所示，由圖中可以很明顯的看出

偶合的現象(即輪廓誤差)為由工作空間自由度互相影響所造成，若應用於並聯式機構須

再做 Forward kinematic 與 Inverse kinematic 互相的轉換以做補償。 

 
圖 2.23 輪廓誤差與預補償幾何關係圖[6] 

 
圖 2.24 交叉偶合控制示意圖[6] 

2.7.2 交叉偶合預補償控制 

  預補償控制為交叉偶合控制的修正型，其概念為利用空間中幾何關係找出輪廓誤差與

速度的關係式，藉此求出需補償的速度，修正出預補償的路徑，進而有效的消除輪廓誤
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差，其控制示意圖如下 

 
圖 2.25 交叉偶合預補償控制示意圖[6] 

  在預補償的演算架構中定義一個預補償的速度向量為 ε= vk KV ，其中 vK 為預補償增

益。因此修正的速度包含進給速度與預補償的修改速度，並且表示如下： 

kt VVV +=                                                      (2.75) 

其中 tVV bt = 且 t 為切線速度向量。因此修正的速度在 X 與 Y 的分量表示如下： 

φεφ sincos vbx KVV −= 、 φεφ cossin vby KVV +=                       ( 2 .76 ) 

藉由將修正的速度對時間積分，可以得到新的參考位置，並且以離散的模式表示如下： 

xff TVnxnx +−= )1()( 、 yff TVnyny +−= )1()(                         (2 .77) 

T 表示 sampling time interval，由下列的關係式可以得到進給位置誤差： 

)]()([)1()( nxnxnene pfxx −+−= 、 )]()([)1()( nynynene pfyy −+−=             (2 .78) 

綜合上述，可得到控制訊號如下： 

)()()1( nKneKnU xxxexx εε+=+ 、 )()()1( nKneKnU yyyeyy εε+=+             ( 2 .79) 

目前為止，已經說明交叉偶合及交叉偶合預補償，接下來將替本文之 3RPS 並聯式工具

機建造交叉偶合預補償系統，其內容在第三章會有完整的說明。 
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第 三 章  交 叉 偶 合 預 補 償 控 制 與 混 合 位 置 /力 量

控 制  
 

  在此章節中，將介紹交叉偶合控制所需要的輪廓誤差，而整個輪廓誤差的模式是建立

在卡式座標系下，由輪廓誤差量所做的速度預補償量，必須分配給各根軸長。至此，所

做的控制皆為位置控制，接下來，將以第二章所推導的動態模型為來做力量控制，其基

礎是建立在輸入訊號為力量訊號，結合軌跡補償的訊號來做力量訊號的修正，以產生所

需的輸出軌跡，此處的軌跡補償除了使用力量控制律，另考慮輪廓誤差在力量控制的影

響，此外，亦將使用預補償方法結合力量控制來與各種方法互相比較，最後，將考慮整

個系統與環境的影響，並建立出混合位置/力量控制架構。 

 

3.1 輪廓誤差模式 

  輪廓誤差的定義為真實的位置與理想軌跡的最短距離，在直角座標系下，它可分成路

徑輪廓誤差與方向輪廓誤差，其示意圖如下： 

 

路徑輪廓誤差 方向輪廓誤差 

圖 3.1 輪廓誤差示意圖 

3.1.1 路徑輪廓誤差 

  圖(3.1)說明在卡式座標系下理想軌跡的路徑輪廓誤差與方向輪廓誤差，先從路徑輪廓

誤差開始， aP 為實際輸出位置、 dP 為理想軌跡上的位置， eP 為理想路徑上最接近 aP 的

位置， aV 、 dV 分別代表實際值與理想值的切線速度單位向量， rE 為路徑輪廓誤差，V 代

表 eP 到 dP 直線速度單位向量，當使用閉迴路伺服控制時 '
r rE E≈ ，此時V 可以當作其單
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位平均速度向量，將上述物理量在直角座標系可表示成 

T

x y z d aE E E E P P⎡ ⎤= = −⎣ ⎦                                         (3.1) 

T

r rx ry rz e aE E E E P P⎡ ⎤= = −⎣ ⎦                                       (3.2) 

而 a
a

a

PV
P

•

•
= 、 d

d

d

PV
P

•

•
= ，V 為 aV 、 dV 平均單位速度向量，則 

a d
x y z

a d

P PV V i V j V k
P P

• •

• •

+
= = + +

+
                                     (3 .3) 

整理(3.1)、(3.2)式，可以求得輪廓誤差 

( )r e a e d e dE P P P P E E P P= − = − − = + −                                (3 .4 ) 

因為 '
r rE E≈ ，所以可得輪廓誤差 

( ) ( )rE E V V E E V V= − × × = − i                                          (3.5) 

將輪廓誤差表示成直角座標系下的三軸分量為[9] 

( )

( )

( )

x y z xx x y zrx

x y z yry y x y z

x y z zrz z x y z

E E V E V E V VE
E E E V E V E V V
E E E V E V E V V

⎛ ⎞− + +⎛ ⎞ ⎜ ⎟⎜ ⎟ = − + +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟− + +⎝ ⎠ ⎝ ⎠

                             ( 3 . 6 ) 

3.1.2 方向輪廓誤差 

  在方向輪廓誤差中， aO 為實際輸出位置、 dO 為理想軌跡上的位置， eO 為理想路徑上

最接近 aP 的位置， oaV 、 odV 分別代表實際值與理想值的切線角速度單位向量， orE 為方

向輪廓誤差， oV 代表 eO 到 dO 直線角速度單位向量，當使用閉迴路伺服控制時 '
or orE E≈ ，

此時 oV 可以當作其單位平均速度向量，將上述物理量在直角座標系可表示成 

T

o d aE E E E O Oα β γ⎡ ⎤= = −⎣ ⎦                                    ( 3 . 7 ) 

T

or or or or e aE E E E O Oα β γ⎡ ⎤= = −⎣ ⎦                                    (3.8) 

而 a
oa

a

OV
O

•

•
= 、 d

od

d

OV
O

•

•
= ， oV 為 oaV 、 odV 平均單位速度向量，則 
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a d
o o oo

a d

O OV V V V
O O

α β γα β γ
• •

• •

+
= = + +

+

JG JG G
                                   (3.9) 

整理(3.7)、(3.8)式，可以求得輪廓誤差 

( )or e a e d o o e dE O O O O E E O O= − = − − = + −                              (3.10) 

因為 '
or orE E≈ ，所以可得輪廓誤差 

( ) ( )or o o o o o o oE E V V E E V V= − × × = − i                                     (3.11) 

將輪廓誤差表示成直角座標系下的三軸分量為[9] 

,

,

,

( )

( )

( )

o o o o
or

or o o o o

or
o o o o

E E V E V E V VE
E E E V E V E V V
E E E V E V E V V

α α β γα β γ αα

β β α β γα β γ β

γ
γ α β γα β γ γ

⎛ ⎞− + +⎛ ⎞ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟= − + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ − + +⎝ ⎠

                            (3.12) 

  以上所述為路徑輪廓誤差與方向輪廓誤差，其基本概念為利用直角座標系表示誤差

量，其表示式的優點為適用於各式加工機，在本文之 3RPS 三軸工具機中，因為其在空

間中只具有三個自由度，所以上面所述的輪廓誤差模式在 x 、 y 、γ 三個方向的分量為

零，其輪廓誤差表示式修正為
T

r rz or orE E E Eα β⎡ ⎤= ⎣ ⎦ ，則在卡式空間中三個方向的分量

為 ,

,

( )

( )

( )

x y z zz x y zrz

or o o o o

or
o o o o

E E V E V E V VE
E E E V E V E V V
E E E V E V E V V

α α α β γα β γ α

β
β α β γα β γ β

⎛ ⎞− + +⎛ ⎞ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟= − + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ − + +⎝ ⎠

                           (3.13) 

，除此之外，因為此工具機為一三軸並聯式工具機，所以所求得的輪廓誤差僅是代表上

平板形心的誤差，若要應用於控制系統上，需再將所求得的輪廓誤差反算成各軸的桿長

誤差，即驅動桿的輪廓誤差為 

, ,( , , )rLi rz or orE Inverse kinematics E E Eα β= −                              (3 .14) 

，然後再將桿長的誤差訊號送至驅動器，以進行控制。 
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  輪廓誤差量的補償方法(即如何將輪廓誤差反算成各軸的桿長誤差此部份做進一步說

明)：由圖(3.1)及式(3.5)、(3.11)求得輪廓誤差向量，利用向量合成的觀念，可知 ap 向量

加上 rE 向量可得在卡式座標中所需要補償的軌跡點，將此點經由 Inverse Kinematic 計算

後可求得各軸需補償的桿長量，再將此三軸的桿長量與實際的桿長量相減，經由控制器

調整送出控制訊號，即可將輪廓誤差修正回來。 

 

3.2 速度預補償 

  速度預補償的概念最先是由[5]所提出，其主要是.創生一個速度預補償向量，以改善

輪廓的精度並消除輪廓的穩態誤差，Chin and Tsai [6]將預補償結合交叉偶合法，在高速

軌跡追蹤上表現優異，本節將結合輪廓誤差、交叉偶合控制、速度預補償的概念，構建

3RPS 工具機之軌跡追蹤系統。圖(3.2)所示為速度預補償在直角座標系下的示意圖，其

中包含路徑速度預補償與方向速度預補償。 

 

路徑速度預補償 方向速度預補償 

圖 3.2 預補償示意圖 

  預補償主要是利用輪廓誤差量的資訊來修正下一點所需的速度(或位置)輸出訊號，進

而將下一點的速度訊號積分而得參考位置，以此參考位置做為”虛擬”的補償量( fE 、 ofE )

依據，使得控制訊號不依照原本軌跡的訊號輸出，亦即將原本的軌跡訊號提前先做修

正，使得下一點的輸出訊號能夠將實際輸出位置”推向”落在原本的軌跡上，經過預補償

後，修正的速度為包含進給速度與預補償的修改速度，路徑與方向速度預補償可表示如

下： 
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b kV V t V= +
G

                                                     (3.15) 

o ob okV V t V= +
G

                                                    (3.16) 

其中 k v rV K E= 、 ok ov orV K E= ，而 vK 與 ovK 為補償增益。為了消除穩態誤差，可增加一積

分控制器，如此可將(3.15)、(3.16)式修改成如下[6]： 

0

t

b v r i rV V t K E K E dt= + + ∫
G

                                           (3.17) 

0

t

o ob ov or oi orV V t K E K E dt= + + ∫
G

                                        (3.18) 

將(3.17)與(3.18)以直角座標系表示可寫成 

0

0

0

t

b x v rx i rx
x

t

y b y v ry i ry

tz
b z v rz i rz

V t K E K E dt
V
V V t K E K E dt
V

V t K E K E dt

⎛ ⎞+ +⎜ ⎟⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ = + +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎜ ⎟+ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫
∫
∫

JG

JG

JG
                                     (3.19) 

, ,0

, ,0

, ,0

t

ob ov or oi or
o

t

o ob ov or oi or

to
ob ov or oi or

V t K E K E dt
V
V V t K E K E dt
V

V t K E K E dt

α α α
α

β β β β

γ
γ γ γ

⎛ ⎞+ +⎜ ⎟⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟

= + +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎜ ⎟+ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫
∫
∫

JG

JG

JG
                                (3.20) 

以上為在直角座標系下速度的預補償，要應用於本文之 3RPS 工具機時，需將預補償修

正 為

0

, ,0

, ,0

t

b z v rz i rz
z

t

o ob ov or oi or

to
ob ov or oi or

V t K E K E dt
V
V V t K E K E dt
V

V t K E K E dt

α α α α

β
β β β

⎛ ⎞+ +⎜ ⎟⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟

= + +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎜ ⎟+ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫
∫
∫

JG

JG

JG
                       ( 3 . 2 1 ) 

，因為此工具機為一三軸並聯式工具機，所以所求得的預補償速度僅是代表上平板的速

度補償，所以需再將所求得的預補償速度反算成各軸的桿長速度，因此，可以得到各驅

動軸的參考位置如下所示： 

, ,( ) ( 1) , 1 ~ 3f i f i iL n L n T L i
•

= − + =                                       (3.22) 

其中 T 為 Sampling Time 

而各驅動軸的進給位置誤差表示如下： 

, , , ,( ) ( 1) [ ( ) ( )], 1 ~ 3L i L i f i t iE n E n L n L n i= − + − =                            (3.23) 

因此可以得到控制訊號如下 
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, ( 1) ( ) ( ), 1 ~ 3L i eLi Li erLi rLiU n K E n K E n i+ = + =                              (3.24) 

 

3.3 多軸並聯式工具機交叉偶合與交叉偶合預補償控制流程規劃 

  至目前為止，已將控制所需的誤差量推導完畢，其中要注意的是，由於誤差量及預補

償都是在直角座標系下完成，其代表的是上平板的形心，但由於此機構為並聯式機構，

是由三根桿件來帶動伸長縮短，進而控制上平板形心的姿態，所以必須將直角座標系下

的量轉換成三根桿件的量，即需要再經過 Inverse Kinematics 轉換，所以實際上所做的控

制還是三根桿件的控制，以下為整合之前的推導，將交叉偶合與預補償用於三軸並聯式

工具機，並用電腦模擬交叉偶合與預補償在輪廓誤差與進給誤差上的比較，此處對於追

蹤誤差與輪廓誤差修正所使用的控制器為 PID 控制器，其控制律如下： 

p i d
deu k e k edt k
dt

= + +∫                                             (3.25) 

式子中 e 為誤差， pk 、 ik 、 dk 分別為增益值，u 為所需的控制訊號。 
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圖 3.3 並聯式工具機交叉偶合控制流程圖 
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  圖(3.3)所示為交叉偶合控制流程圖，其中在驅動軸模型是用[32]所做的系統辨識模

型，其實驗運作流程主要透過 PCI-8134 運動控制軸卡對軸向馬達送出脈波訊號，以每

50ms 送出軸向馬達隨機正反轉脈波訊號，其脈波訊號為輸入訊號，藉由光學尺迴授其位

移量，其位移量為輸出訊號，利用系統辨認中常見的 Arx Model 方法(Autoregressive 

External Input Model)得到其各驅動軸的轉移函數，驅動軸轉移函數為[32]： 

2

3 2

0.1479 3.161 297.8( )
18.79 1142 651.2i

S SL S
S S S

+ +
=

+ + +
                                 (3 .26) 

利用此驅動軸的轉移函數，作為驅動軸模型。 

  接下來為交叉偶合預補償控制圖，見圖(3.4)，在預補償增益控制器中，主要用來修正

速度命令，而所用的控制器為 PI 控制器，由式(3.17)、(3.18)可知，其目的為消除穩態誤

差。 
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圖 3.4 並聯式工具機交叉偶合預補償控制流程圖 



 41

3.4 模擬與討論 

  為了分析預補償方法在消除輪廓誤差的效果，以下將利用第二章的軌跡二與軌跡四兩

個軌跡來做分析與比較，其中控制器的參數選擇以試誤法調整求得，除此之外，並討論

預補償方法在不同速度時之輪廓誤差的比較。在誤差比較的方法上，是用 IAE (Integral 

Absolute-Error)值為判斷，其定義為[7] 

1

1 ( )
N

i
IAE i

N
ε

=

= ∑ ，其中 ( )iε 為誤差值 

( 1 ) 、 軌 跡 二 （ 第 二 章 ） 模 擬  

 
表 3.1 軌跡二 PID 控制參數表 

PID for Position Error PI for Contour Error PI for Precompensation  
P gain I gain D gain P gain I gain P gain I gain 

CCS 80 60 0.5 80 40 0 0 
CCPM 80 60 0.5 80 40 25 15 

 
Structure 1：交叉偶合控制(CCS，圖 3.3) 

 
圖 3.5 軌跡二交叉偶合控制(CCS)期望與實際軌跡示意圖 
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圖 3.6 軌跡二工作空間進給誤差與輪廓誤差示意圖(CCS) 

圖 3.7 軌跡二驅動桿進給誤差與輪廓誤差示意圖(CCS) 

Structure 2：交叉偶合預補償控制(CCPM，圖 3.4) 

 
圖 3.8 軌跡二交叉偶合預補償控制(CCPM)期望與實際軌跡示意圖 
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圖 3.9 軌跡二工作空間進給誤差與輪廓誤差示意圖(CCPM) 

圖 3.10 軌跡二驅動桿進給誤差與輪廓誤差示意圖(CCPM) 

  在 IAE 值的計算上，因為誤差分為路徑與方向誤差，所以 IAE 值的計算如下： 

1

1 ( )
N

Error
i

IAE Z i
N =

= ∑ 、
1 1

1 1( ) ( )
N N

Error Error
i i

IAE i i
N N

α β
= =

= +∑ ∑  

 

表 3.2 軌跡二 CCS 與 CCPM IAE 比較表 

工作空間位置誤差 工作空間輪廓誤差 
IAE 值 

z α 、β  z α 、β  
桿件位置誤差 桿件輪廓誤差

CCS 0.0013 0.0096 5.704e-006 5.106e-004 1.4697 0.0772 

CCPM 0.0013 0.0073 5.7944e-06 2.8084e-04 1.4863 0.0426 
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( 2 ) 、 軌 跡 四 （ 第 二 章 ） 模 擬  

表 3.3 軌跡四 PID 控制參數表 

PID for Position Error PI for Contour Error PI for Precompensation  
P gain I gain D gain P gain I gain P gain I gain 

CCS 80 120 1.5 80 90 0 0 
CCPM 80 120 1.5 80 90 20 10 

 
Structure 1：交叉偶合控制(CCS，圖 3.3) 

 
圖 3.11 軌跡四交叉偶合控制(CCS)期望與實際軌跡示意圖 
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圖 3.12 軌跡四工作空間進給誤差與輪廓誤差示意圖(CCS) 

圖 3.13 軌跡四驅動桿進給誤差與輪廓誤差示意圖(CCS) 

Structure 2：交叉偶合預補償控制(CCPM，圖 3.4) 

 
圖 3.14 軌跡四交叉偶合預補償控制(CCPM)期望與實際軌跡示意圖 
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圖 3.15 軌跡四工作空間進給誤差與輪廓誤差示意圖(CCPM) 

圖 3.16 軌跡四驅動桿進給誤差與輪廓誤差示意圖(CCPM) 

 
表 3.4 軌跡四 CCS 與 CCPM 之 IAE 比較表 

工作空間位置誤差 工作空間輪廓誤差 
IAE 值 

z α 、β  z α 、β  
桿件位置誤差 桿件輪廓誤差

CCS 0.0629 0.0025 1.248e-005 4.657e-004 0.43 0.0772 

CCPM 0.0635 0.0021 1.1811e-05 1.9560e-04 0.4524 0.0304 

 

由模擬的數據可看出預補償方法的 IAE 值明顯的比 CCS 小很多，這意味著預補償能

有效的減低誤差，在軌跡二中，由圖(3.6)與圖(3.9)比較，很明顯的可以看出圖(3.9)的輪

廓誤差很平穩的在 0 附近上下起伏，不像圖(3.6)起伏這麼大，再比較桿件的的誤差，由

圖(3.7)與(3.10)亦可以看出預補償方法在桿件的輪廓誤差上大致控制在-0.02~0.02 區

間，明顯的比 CCS 小很多，而且誤差的震盪也比較平穩，另外令一組軌跡，由圖(3.12)

與(315)亦可看出預補償的輪廓誤差明顯小很多，而且收斂的也較快，歸納起來，預補償

方法能夠有效的降低輪廓誤差。 
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( 3 ) 、 具 有 尖 角 軌 跡 的 模 擬  

  接下來將比較交叉偶合與與預補償方法分別對具有尖角軌跡的表現，給定軌跡如圖

3.17，且工作空間近給速度

0
0.1
0.1

v
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

，加速度

0
0.05
0.05

a
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 

表 3.5 具尖角軌跡 PID 控制參數表 

PID for Position Error PI for Contour Error PI for Precompensation  
P gain I gain D gain P gain I gain P gain I gain 

CCS 60 70 0.8 70 85 0 0 
CCPM 60 70 0.8 70 85 20 13 

 

 

 

 
圖 3.17 具尖角軌跡示意圖 
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尖角軌跡 CCS 控制 尖角軌跡 CCPM 控制 

圖 3.18 具尖角軌跡工作空間輪廓誤差 CCS 與 CCPM 比較圖 

 

表 3.6 具尖角軌跡 CCS 與 CCPM IAE 比較表 

工作空間位置誤差 工作空間輪廓誤差 
IAE 值 

z α 、β  z α 、β  
桿件位置誤差 桿件輪廓誤差

CCS 8.4988e-04 0.0036 1.2359e-06 2.3021e-04 0.4892 0.0351 

CCPM 8.4417e-04 0.0035 1.1986e-06 1.0773e-04 0.5019 0.0175 

   

由模擬可以看出在尖角處時，雖然 CCS 與 CCPM 在轉角處輪廓誤差都有放大的反應，

但由模擬的結果可以看出 CCPM 對於輪廓誤差的改善還是比 CCS 好，且輪廓誤差能夠

快速的修正回來，由 IAE 值更可看出輪廓誤差降低約一半左右。 

 

3.5 交叉偶合與預補償應用於力量控制 

3.5.1 驅動軸(actuator)機械模型 

  在進行力量控制前，須先建立驅動器(actuator)的模型，由於力量控制是以電壓為輸入

訊號，然後送出所需要的力矩，所以首先步驟即為建立馬達的模型，而機台的運動方式

為由馬達的旋轉帶動皮帶，然後再經由皮帶帶動滾珠螺桿使得桿件做直線運動，進而使

上平板形心點跑出所需的軌跡，而以下為驅動軸的模型建立，其內容包括馬達模型與滾

珠螺桿模型，圖 3.19 為馬達與驅動桿的簡易示意圖。 
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圖 3.19 馬達與滾珠螺桿示意圖 

  馬達的電樞迴路方程式以 Kirchhoff 法則可表示如下[31]： 

( ) ( ) ( ) ( )a
a m a

di tLa Rai t e t e t
dt

+ + =                                    (3 .27) 

La ：電桿之感應係數， ai ：電樞電流， Ra ：電樞電阻， me ：因馬達旋轉時磁力線在線

圈上切割所感應之反電動勢， ae ：電壓。 

  馬達反電動勢與角速度成正比，扭矩與電流成正比，所以有以下關係式： 

( )( )m
d te t Km

dt
θ

=                                                (3.28) 

( ) ( )aT t Kti t=                                                   (3.29) 

Km ：旋轉反電勢常數， Kt ：扭矩常數 

馬達扭矩運動方程式可寫成： 

2

2

( ) ( )( ) d t d tT t J C
dt dt
θ θ

= +                                          (3.30) 

θ ：馬達回轉角， J ：馬達軸與螺桿之慣性矩，C：回轉軸衰減係數 

整理式子(3.27)~(3.30)可得 

3 2

3 2

( ) ( ) ( )a
LaJ d t LaC RaJ d RaC KmKt d t e t
Kt dt Kt dt Kt dt

θ θ θ+ +
+ + =                  ( 3 . 3 1 ) 

而馬達的感應係數遠小於電樞阻抗，故 0La � ，則可簡化成下式 

2

2

( ) ( )a
RaJ d RaC KmKt d t e t
Kt dt Kt dt

θ θ+
+ =                                  (3.32) 

將(3.32)式兩邊取 Laplace 轉換可得轉移函數 

( )( )
( ) ( ( ))
s KtG s

Ea s s RaJs RaC KmKt
θ

= =
+ +

                              (3 .33) 
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式(3.33)即為一般馬達的近似模型，以上為馬達模型的動態，接下來將包含上桿件的動

態推導。 

  導螺桿旋轉產生軸向力 P 使上桿件產生移動，其關係式如下[31]： 

{ }( ) ( )n RP K K t x tθ= −                                               (3.34) 

nK ：導螺桿與上桿件之進給剛性 

RK ：馬達旋轉產生直線運的的轉換係數( / 2L π  L：螺桿導程)，此處 RK 為 0.637 

( )x t ：上桿件位移 

將軸向力 P 換算為螺桿之扭矩 bT ，則其關係式如下： 

2 tan( )
2b
dT P β ρ= +                                               (3.35) 

2d ：螺桿直徑 

β ：導程角 

ρ ：摩擦角 

導程角與螺桿效率η 可表示如下： 

2

tan L
d

β
π

=                                                      (3.36) 

tan
tan( )

βη
β ρ

=
+

                                                   (3.37) 

整理(3.35)~(3.37)可得 

1
b RT K P

η
=                                                     (3.38) 

式(3.38)即為軸向力與扭矩的關係式，其中滾珠螺桿的 0.9η = 以上。 

若馬達只有迴轉，所需扭矩 aT 為 

2

2

( )
a

d tT J
dt
θ

=                                                     (3.39) 

故馬達的輸出扭矩即為 a bT T T= +  

整理(3.34)、(3.38)、(3.39)可得馬達的輸出扭矩即為 

2

2

( ) 1( ) { ( ) ( )}R n R
d tT t J K K K t x t

dt
θ θ

η
= + −                                (3.40) 

由(3.27)~(3.29)可得馬達扭矩與電壓的關係式 



 51

( )( ) ( )a
Kt d tT t e t Km
Ra dt

θ⎡ ⎤= −⎢ ⎥⎣ ⎦
                                       (3.41) 

將上桿件視為一二階系統，則輸出力 P 可表示成 

2

2

( ) ( )d x t dx tP M C
dt dt

= +                                              (3.42) 

M：上桿件質量 

整理(3.34)、(3.40)、(3.41)、(3.42)並經過 Laplace 轉換可求得輸入電壓與上桿件位移的

關係式如下： 

4 3

( ) 1
1( ) [ ] [ ] [ ]R R

n R n R n R R R a

X s Kt
MK CKMJ MKtKm KtKm C J KtKmEa s Ra s CJ s s

K K K K Ra K K Ra K K Rη η

=
+ + + + + +

           

(3.43) 

將(3.43)表示成系統方塊圖如下[31]： 

 
圖 3.20 馬達輸出電壓與上桿件位移方塊線圖[31] 

  以上為進行力量控制前所需的驅動桿動態模型，接下來將利用第二章所推導的動態方

程式(式(2.44)~(2.74))來做力量控制與混合位置/力量控制，並探討交叉偶合與預補償方

法使用於力量控制中對於輪廓誤差的影響。 

  力量控制的概念在於：利用已知的系統參數，包括質量、慣量、速度與加速度來計算

每個軸所需的輸出力矩(此即為逆向動力學)，然後經由控制器修正計算出所需的力矩，

以達到控制的效果，由第二章所推導出來的動態方程式，可寫成ㄧ般機器手臂的動態方

程式如下[29、30]： 

( ) ( , ) ( )A q q B q q G qτ = + +
ii i

                                        (3 .44) 

其中 

[ ]1 2 3
Tq l l l= 平台三根軸桿件的向量 

( )A q 為3 3× 正定對稱慣性矩陣 
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( , )B q q
i

為3 1× 科氏力和離心力向量 

( )G q 為重力向量 

τ為3 1× 力矩向量 

其控制律可表示成如下[29、30] 

( ) ( ) ( ) ( , ) ( )d v d p dA q q K q q K q q B q q G qτ
•• • •⎛ ⎞= + − + − + +⎜ ⎟

⎝ ⎠

i
                    (3 .45) 

其控制示意圖如下： 

 
圖 3.21 力量控制示意圖[29] 

其中 1 ( ) ( , ) ( )A q q B q q G qτ = + +
ii i

、 ( )2 ( )p d a v d aK q q K q qτ
• •

= − + − ，在此處需注意到上述皆

為建立在軸空間之下所做的推導，以下為建立 3RPS 平台工作空間的力量控制示意圖。 

 
圖 3.22 三軸平台力量控制示意圖 

3.5.2 交叉偶合控制結合力量控制 

  傳統力量控制[11、19~23]中，對軌跡的誤差補償技術中，僅僅只考慮到追蹤誤差，對

於輪廓誤差部分大多沒有討論，而完整的軌跡追蹤需輪廓誤差與追蹤誤差都能在一定的

誤差範圍之內，才能達到高精度的曲線軌跡，所以本論文將結合輪廓誤差的補償方法應

用於力量控制之中，除此之外，亦將提出預補償方法與力量控制結合之架構，之後亦用

模擬來討論系統架構。 



 53

 

 
圖 3.23 三軸平台交叉偶合控制結合力量控制 
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3.5.3 交叉偶合預補償控制結合力量控制 

 
 

圖 3.24 三軸平台交叉偶合預補償控制結合力量控制 
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3.6 模擬與討論 

  力量控制與位置控制的整體架構有很大的不同，且力量控制考慮了整體系統的動態，

它能處理有關力在系統中的反應。力量控制是以力當成輸入訊號去控制整個機構，在模

擬部份，亦是利用第二章軌跡二及軌跡四兩組軌跡來做模擬，控制架構圖(3.23)以力量

控制為基礎除了補償空間中的追蹤誤差，並考慮在工作空間的輪廓誤差以做輪廓誤差的

補償，而圖(3.24)則是結合了預補償方法補償ㄧ速度項來消除輪廓誤差，在架構中所需

注意到的一點即為工作空間與軸空間互相的轉換。 

 

( 1 ) 、 軌 跡 二 （ 第 二 章 ） 力 量 控 制 模 擬  

表 3.7 軌跡二交叉偶合結合力量控制之控制器參數表 

PD for Force Control PI for Contour Error PI for Precompensation  
P gain D gain P gain I gain P gain I gain 

CCS 180 80 60 40 0 0 
CCPM 180 80 60 40 35 20 
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Structure 3：交叉偶合控制結合力量控制(圖 3.23) 

圖 3.25 軌跡二工作空間進給誤差與輪廓誤差示意圖(FC+CCS) 

Structure 4：交叉偶合預補償控制結合力量控制(控制架構圖 3.24) 

圖 3.26 軌跡二工作空間進給誤差與輪廓誤差示意圖(FC+CCPM) 

表 3.8 軌跡二 FC+CCS 與 FC+CCPM 之 IAE 比較表 

工作空間位置誤差 工作空間輪廓誤差 
IAE 值 

z α 、β  z α 、β  

CCS 0.5317 0.0865 0.0102 0.0152 

CCPM 0.5137 0.0934 0.0184 0.0054 

 



 57

 

( 2 ) 、 軌 跡 四 （ 第 二 章 ） 力 量 控 制 模 擬  

表 3.9 軌跡四交叉偶合結合力量控制之控制器參數表 

PD for Force Control PI for Contour Error PI for Precompensation  
P gain D gain P gain I gain P gain I gain 

CCS 260 90 40 30 0 0 
CCPM 260 90 40 30 4.2 0.08 

 

Structure 3：交叉偶合控制結合力量控制(圖 3.23) 

圖 3.27 軌跡四工作空間進給誤差與輪廓誤差示意圖(FC+CCS) 

Structure 4：交叉偶合預補償控制結合力量控制(圖 3.24) 

圖 3.28 軌跡四工作空間進給誤差與輪廓誤差示意圖(FC+CCPM) 
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表 3.10 軌跡四 FC+CCS 與 FC+CCPM IAE 比較表 

工作空間位置誤差 工作空間輪廓誤差 
IAE 值 

z α 、β  z α 、β  

CCS 0.4843 0.0217 6.6913e-004 0.0024 

CCPM 0.4825 0.0277 6.6263e-004 0.0014 

 

在力量控制的模擬中，分別由表 3.8 及表 3.10 明顯的看到加入了預補償方法可以明顯

的降低軌跡的輪廓誤差，此意味著在力量控制下，加入預補償方法能提升軌跡追蹤能力

的精度。 

 

3.7 混合位置/力量控制 

  混合位置/力量控制其輸入訊號即混合了位置與力量資訊，其控制架構如下 

 

 
圖 3.29 混合位置/力量控制架構圖[24] 

在(3.44、3.45)式子中，其動態方程式為建立在軸空間，由於軸空間的數學式子較複雜、

不易求得，所以將其轉至工作空間來討論，可得動態方程式如下[24] 

( ) ( , ) ( )ef C r r D r r E r F= + + +
ii i

                                      (3.46) 

其中 

[ ]r z α β= 為工作空間參數向量 

( )C r 為3 3× 對稱慣性矩陣 

( , )D r r
i

為3 1× 科氏力和離心力向量，其値微小，故予以忽略 

( )E r 為重力向量 
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F 為機器手端(end-effector)與環境接觸的接觸力 

ef 為工作空間的輸出力 T
ef J τ=  

比較軸空間與工作空間方程式，可以得下列關係式 

1( ) ( ) ( ) ( )TC r J q A q J q− −=                                          (3 .47) 

( , ) ( ) ( , ) ( ) ( )TD r r J q B q q C r J q q−= −
i i i i

                                   (3.48) 

( ) ( ) ( )TE r J q g q−=                                                  (3.49) 

因式(3.46)存在著非線性項，所以會造成工作空間的偶合現象，為消除此現象，將(3.46)

式重新表示成[24] 

1( ) ( , ) ( )
~

def C r D r r E r FfM
∧ ∧ ∧ ∧

−= + + +
i

                                ( 3 . 5 0 ) 

其中 ( )C r
∧

、 ( , )D r r
∧ i

、 ( )E r
∧

為 ( )C r 、 ( , )D r r
i

、 ( )E r 、 F
∧

為與環境的接觸力量測值的估測

值， dM 為正定對角化慣性矩陣，
~
f 為位置與力量的控制命令值。若動態方程式經過完

整的非線性補償及工作空間中的參數分離後，則 ( )C r
∧

= ( )C r 、 ( , )D r r
∧ i

= ( , )D r r
i

、

( )E r
∧

= ( )E r 。 

  混合位置/力量控制器，是以 PI 控制器設計力量控制器，目的是為了消除力量部分的

穩態誤差，以達設計之期望值；並以 PD 控制器設計位置控制，使機器手端(end-effector)

能達到所設定之軌跡，混合位置/力量控制器設計如下 

~ ~ ~
p ff f f= +                                                      (3.51) 

~
pf ：位置控制器  

~
ff ：力量控制器 

其中 

~
d p pd v pp r k e k ef M= + +
ii i

                                           (3.52) 

0

~ t

w f i ff k e k e df τ= + ∫                                                (3.53) 

其中 

p de r r= − 、 = −f de f f  
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結合式(3.33~3.36)可得[24] 

0

0
t

p pd p v p w f i fe k e k e k e k e dM τ+ + + + =∫
ii i

                                (3.54) 

其中 vk 、 pk 為控制位置的參數，即為 PD Control， wk 、 ik 為控制力量的參數，即 PI 

Control。 

為了瞭解當機器手端與環境接觸時的行為，所以需建立環境的模型，以下將建立與環

境接觸時的接觸力模型。 

3.7.1 接觸環境模型探討 

  接觸力的部份為考慮在無摩擦且為彈性體的表面下進行，假設接觸面座標系統為

c∑ ，其轉換矩陣為 [ ]1 2c c c cR t t n= ，其中 1 2c c ct t n× = ， cn 為接觸面之單位法向量，且

接觸力的模型可以表示成 

( )f of K r r= −                                                     (3.55) 

r 為手端的位置、 or 為手端與外界環境接觸的靜止點(未變形點)，而剛性矩陣 fK 可以表

示成 ,
T

f f n c cK k n n= ， ,f nk 為剛性係數，但須注意的是式(3.55) 所敘之接觸力模型是必須

有以下兩個假設條件下才能成立的 

(a)接觸力的探討為接觸物體表面的正向力 

(b)機器手端與接觸環境無摩擦，故切線方向的向量皆不提供任何接觸力 

接觸力的系統模型示意圖如下所示，圖中說明當系統與環境接觸時，造成環境變形之位

移量為 or r= −+ ，則接觸力由虎克定律可得 f = fK ×Δ，則系統可藉由調整馬達之輸出

力τ 來改變接觸點之位移量，以控制系統與環境的接觸力 f 。 

 
圖 3.30 接觸力的系統模型示意圖 

將接觸力系統表示成控制方塊圖，如圖所示 
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圖 3.31 系統與外界環境接觸力方塊圖 

將 p de r r= − 、 fe = −df f 代入式(3.55)，可得 

− = − −(( ) )d f f d p of e K r e r                                       ( 3 .56 ) 

將(3.56)重新整理後，可得 

( ) ( ) ( )f d f d o f p d f d o f de f K r r K e f K r r K r r= − − + = − − + −                   ( 3 .57 ) 

將式(3.57)代入式(3.54)整理可得 

0 0

( ) ( ) ( )
t t

d v p w f i f d d v d p d w d f o i d f oM r k r k k K r k K rd M r k r k r k f k r k f k r dτ τ+ + + + = + + + + + +∫ ∫
ii i ii i

 

(3.58) 

式(3.58)即為混合位置/力量控制法則，由式(3.58)可知當輸入期望位置、力量及手端與環

境接觸的靜止點(未變形點)，即可求出經過補償修正過後的實際位置值，在由式(3.55)求

出與環境的接觸力，然後作回授控制。 
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3.7.2 交叉偶合結合混合位置/力量控制 

 

 
圖 3.32 交叉偶合結合混合位置/力量控制 
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第 四 章  實 驗 與 討 論  

 

4.1 實驗機台與校正 

首先，3RPS 機構如圖 4.1 所示，PCI-8134 運動控制卡加裝在電腦 PCI 插槽內，其運

動方式為利用電腦下命令，經由轉接板將訊號送至 Driver，然後使馬達旋轉，再經由導

螺桿使桿件做直線運動，藉由裝在桿件上的光學尺量測現在桿件的實際位置，在回授給

電腦做處理，其中光學尺為 RENISHAW 公司所出的線性光學尺，型號為 RGH41X，解

析度達1 mμ ，滾珠螺桿其精度為 C5 等級，行程為5cm，導程誤差為18 mμ ，而控制器設

計方面則由電腦利用程式去撰寫所完成。 

 
圖 4.1 3RPS 實際機台示意圖 

PCI-8134 控制卡能做位置控制與速度控制，卡的輸出訊號為 pulse train，最大的 pulse

輸出頻率為 2.4Mpps(pulse/per sec)。整個機台的運作為利用馬達的旋轉來帶動導螺桿，

使三根桿件來做直線的運動，即將旋轉運動轉成直線運動，進而帶動上平板，使平板作

出所需的軌跡，此處，控制訊號與桿件直線運動的關係為： 61 10pulse m−= ，代表當

command 下 1pulse 的命令時，桿件伸長或縮短 610− m，所以要使桿件伸長 1mm 需下

1000pulse 的 command。由於機構為平行式機構，所以進給速率(pulse/s)的控制是以上平

板的形心點為基準(即形心點的速度)，然後再藉由 Inverse-kinematics(式 2.6~2.18 )求出所

需的桿長進給速率。 

 

實驗的基本步驟為，先規劃出工作空間的軌跡(即形心的軌跡)，然後經由逆向運動學
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(第二章)算出所需的桿長，以桿長為訊號換算成所需的 pulse 命令送給馬達，然後由三根

軸同時做所需的伸長量，再藉由光學尺回授目前實際的位置，實驗一開始，先對控制系

統的工作性能做分析，將以步階函數為測試訊號分析三根桿件的工作性能，下圖為三根

桿件的開回路步階響應圖，圖中橫軸為時間，縱軸為桿件位置。 
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圖 4.2 桿件一步階響應圖 

 
圖 4.3 桿件二步階響應圖 
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圖 4.4 桿件三步階響應圖 

表 4.1 桿件步階響應性能表 

 桿件一 桿件二 桿件三 

最大超越量 % 0.0035 0.0286 0.0028 

延遲時間(s) 0.1 0.08 0.25 

上升時間(s) 0.2 0.16 0.5 

安定時間(s) 0.1 5.5 4.2 

圖 4.2~4.4 分別為三根桿件的步階響應圖，由圖中很明顯的看出伺服馬達的反應非常

快，而上表為響應的性能表，由圖中可看出桿件二震盪較大且安定時間最長，這與桿件

硬體設計有關，在控制方面，若能有效的提升 0~1 秒之間的輸出響應性能，必能大大的

提升軌跡追蹤能力。 

 

4.2 開迴路(open loop)系統實驗 

  以下為利用第二章所模擬出來的軌跡二，以及直線運動軌跡來做實驗，實驗過程中，

參數 p 、 v 、 a 分別代表上平板形心的位置、速度與加速度，對於給的位置控制訊號必

須經由 Inverse-Kinematic(第二章)來求三根桿件須給多少訊號(即 pulse 訊號)，而對於加

工的進給速率方面，著重於上平板的形心速率，而並不是考慮三根桿件的速率，所以實

驗過程亦是給定形心的加工速率然後再經 Inverse-Kinematic(第二章)來算出三根桿件所

需的輸出速率(即 pulse/sec)，如此即可完成所需的軌跡規劃，圖 4.5 為由第二章軌跡二

所規劃的形心速度所求出所需三根桿件的進給速率。 
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圖 4.5 桿件進給速率圖 

下圖為由實驗所得的三根桿件位置圖，藍色為所需的理想位置，而紅色代表實際的位

置值。 

 
圖 4.6 開迴路系統實驗桿件理想與實驗位置比較圖 
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圖 4.7 開迴路系統實驗桿件誤差圖 

 
圖 4.8 開迴路系統實驗工作空間理想與實驗比較圖 

在軌跡二的實驗過程中，整個工作時間為 7 秒，接下來將進給速率加速，軌跡規劃如

下

270
0.2 cos(2 / 3 )
0.2 sin(2 / 3 )

p pi t
pi t

⎛ ⎞
⎜ ⎟= × × ×⎜ ⎟
⎜ ⎟× × ×⎝ ⎠

、

0
0.54
0.54

z

v α

β

⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

i

i

i

，可看出此形心的速度比軌跡二形心最

大的速度大約快五倍，且整個過程速度不變，而過程限定在三秒內完成，下圖為桿件的

進給速率圖： 
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圖 4.9 工作空間進給速率 ( )0 0.54 0.54 Tv = 之桿件進給速率圖 

 

圖 4.10 工作空間進給速率 ( )0 0.54 0.54 Tv = 之桿件理想與實驗位置比較圖 
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圖 4.11 工作空間進給速率 ( )0 0.54 0.54 Tv = 之桿件誤差圖 

 

圖 4.12 進給速率 ( )0 0.54 0.54 Tv = 之工作空間理想與實驗位置比較圖 

表 4.2 工作空間進給速度 ( )0 0.54 0.54 Tv = 實驗桿件 IAE 比較表 

IAE 值 桿件一 桿件二 桿件三 

第二章 軌跡二 1.1717 1.1901 1.1733 

工作空間進給速率

( )0 0.54 0.54 Tv =  

2.6845 2.7548 2.6904 
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表 4.3 工作空間進給速度 ( )0 0.54 0.54 Tv = 實驗工作空間 IAE 比較 

工作空間位置誤差 
IAE 值 

z α 、β  

第二章 軌跡二 0.029485 0.022876 

進給速率 0.54α β= =
i i

 0.061032 0.052411 

   

由這兩次的實驗可以很明顯的看出當軌跡在高速運動時，會有比較不容易控制的特

性，由圖 4.7 與 4.11 比較，誤差將近放大了兩倍，更可看出在高速時其誤差量會變大，

而由桿件的 IAE 值更證實出速度加快其桿件誤差會增加，接下來另ㄧ組實驗為直線運動

軌跡，其軌跡規劃如下： 

2255 0.5
0
0

t
p

⎛ ⎞+ ×
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

，

0
0.12
0.12

z

v α

β

⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

i

i

i

，軌跡時間為 0 ~ 7t = 秒 ，由工作空間的進給速率

轉換成各軸的進給速率示意圖如下： 

 
圖 4.13 開回路系統直線運動軌跡實驗  

其實驗結果如下，由圖 4.15 可明顯的看出當作直線上升運動時，各桿件都送出相同的控

制訊號，可是桿件二的誤差比起其它桿件有較大的現象，這是機械硬體性質所造成的誤

差。 
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圖 4.14 開回路系統直線運動軌跡實驗工作空間誤差圖 

 
圖 4.15 開回路系統直線運動軌跡實驗各桿件誤差圖 

以上實驗為開回路系統控制，接下來為加入 PID 控制閉迴路實驗，而其實驗目的為降低

桿件的誤差，以及工作空間的誤差。 

 

4.3 未偶合(uncouple system)系統實驗過程 

   圖 4.16 為未偶合系統控制架構圖，在連續類比領域，其 PID 控制的輸出為 

p i d
deu k e k edt k
dt

= + +∫                                                   (4.1) 

其中 e 為誤差量， pk 、 ik 、 dk 為增益值，而在實際實驗上，電腦為一數位訊號，所以必

須將式(4.1)修改成離散的數位訊號，可得如下式子[28] 
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1 1 1 2( ) ( 2 )d
n n p n n i n n n n

kU U k e e k e T e e e
T− − − −= + − + + − +                             (4.2) 

T 為 sampling time，由(4.2)式可知目前輸出可由上ㄧ次的輸出，目前誤差、上ㄧ次的誤

差及增益值計算得到，以下將利用之前開迴路系統之軌跡二與直線運動軌跡來做與未偶

合控制實驗的比較，表 4.4 與表 4.5 為各 PID 控制器的增益値。 

 

 
圖 4.16 Uncoupled System 控制圖 

 

表 4.4 軌跡二未偶合控制架構實驗 PID 參數表 

PID for Position Error  

 P gain I gain D gain 

PID Control For link error 250 370 45 

 

表 4.5 直線運動軌跡未偶合控制架構實驗 PID 參數表 

PID for Position Error  

 P gain I gain D gain 

PID Control For link error 300 400 5 

 

以下為經過閉迴路控制實驗所得各桿件追蹤反應圖，很明顯的由圖 4.7 與 4.18 比較，

經過控制後桿件的誤差可大幅的縮減至一半以上，而由表 4.6 可看出經過 PID 控制過後

的實驗其誤差很明顯的降低，而在直線運動軌跡實驗部份比較圖 4.14，4.15 與圖 4.19，

4.20 亦可明顯的看到圖 4.20 的誤差降低至 0.25mm 以下，再由表 4.7 的 IAE 值可看出誤

差經由 PID 控制器補償後亦降至一半以上。 
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圖 4.17 PID 控制理想與實驗比較圖(第二章軌跡二) 

 
圖 4.18 PID 控制桿件誤差圖(第二章軌跡二) 
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圖 4.19 PID 控制工作空間誤差圖(直線運動軌跡) 

 
圖 4.20 PID 控制桿件誤差圖(直線運動軌跡) 

 
表 4.6 未偶合 PID 控制_軌跡二實驗 IAE 值 

IAE 值 桿件一 桿件二 桿件三 

開迴路實驗 1.1717 1.1901 1.1733 

PID 未偶合控制實驗 0.6311 0.686 0.6704 
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表 4.7 未偶合 PID 控制_直線運動軌跡實驗 IAE 值 

IAE 值 桿件一 桿件二 桿件三 

開迴路實驗 0.343 0.4 0.34 

PID 未偶合控制實驗 0.142 0.152 0.142 

 
4.4 交叉偶合與預補償系統架構實驗  

  此節所介紹的為完整的控制過程實驗，此處所做的實驗為利用第三章的控制架構圖所

做的實驗(圖 3.3、圖 3.4)，以下為實驗流程簡介： 

Step1：先規劃出工作空間(上平板形心)所欲進行的軌跡 

Step2：將所規劃的工作空間軌跡經由 Inverse kinematic 轉換，算出所需的桿長長度，再

經由類比轉成數位訊號(pulse)，將訊號傳送給驅動器使桿件做伸長縮短動作 

Step3：利用所架設在三根桿件的光學尺來讀取目前桿長位置(光學尺所得到的訊號為

pulse，須再將其做類比的轉換) 

Step4：此時所量測到的資訊為桿件位置資訊，必須再經由 Forward kinematic 來求得目前

上平板的姿態 

Step5：此時有了線上(online)工作空間姿態的資料，即可做負回授控制(Feedback control)，

經過負回授後再由 Inverse kinematic 轉換可得桿件的誤差量，然後經由控制器(PID 

controller)算出下一點的控制訊號，再將訊號送給驅動器 

Step6：在完成步驟 2~4 的同時，可利用第三章公式(3.6)、(3.12)、(3.13)求得目前的輪廓

誤差量，接下來步驟 7 為輪廓誤差的補償 

Step7：對於輪廓誤差的補償為利用向量合成的觀念，由式 (3.14)，此時須再由 Inverse 

kinematic 轉換算出相對應桿件輪廓誤差的桿長，再由負回授可得桿件的誤差，將此誤差

量經由控制器(PID controller)算出下一點的控制訊號，將其與 Step5 訊號相加當成下一點

的控制訊號做輪廓誤差的補償 

Step8：重複步驟 2~7 可完成交叉偶合控制系統實驗 

Step9：對於預補償部分，由步驟 1 可求得工作空間的進給速度(或亦可自行規劃出上平

板的進給速度，注意此處的進給速度是給定上平板的速度，並不是給定桿件的進給速

度)，由步驟 6 中所求得的輪廓誤差可求出所需補償的速度量，由式(3.17~3.21)，然後再

經由 Inverse kinematic 轉換算出所需補償的桿件速度量 

Step10：將桿件速度積分可得所需的桿件位置，如此可得桿件的進給誤差，由式
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(3.22~3.24)，再由 step5 算出控制訊號 

Step10：重複步驟 1~10 可完成交叉偶合預補償控制系統實驗 

   

  上述 10 個步驟為完整的控制實驗過程，在實驗程式的撰寫方面，是以 Borland C++ 為

開發工具，作為與機台溝通的橋樑，以下為實驗所建立的人機介面圖： 

 

圖 4.21 Borland C++實驗人機介面圖 

   

  以下所做的實驗主要有第二章軌跡二、第二章軌跡四、具尖角軌跡、漩渦狀軌跡四組，

以用來比較模擬與實驗上的差別，並可驗證出模擬的正確性，在軌跡執行時的起始點為

由第二章所規劃的軌跡當 0t = 時為初始運動點，而實驗過程中控制器所用的參數値是用

第三章 3.4 節模擬所用的參數値，以下為實驗數據與圖形。 
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( 1 ) 、 軌 跡 二 （ 第 二 章 ） 實 驗  

Structure 1：交叉偶合控制(CCS，圖 3.3) 

 
圖 4.22 軌跡二實驗交叉偶合控制(CCS)期望與實際軌跡示意圖 

圖 4.23 軌跡二實驗工作空間進給誤差與輪廓誤差示意圖(CCS) 

圖 4.24 軌跡二實驗驅動桿進給誤差與輪廓誤差示意圖(CCS) 

Start point 
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Structure 2：交叉偶合預補償控制(CCPM，圖 3.4) 

 
圖 4.25 軌跡二實驗交叉偶合預補償控制(CCPM)期望與實際軌跡示意圖 

圖 4.26 軌跡二實驗工作空間進給誤差與輪廓誤差示意圖(CCPM) 

圖 4.27 軌跡二實驗驅動桿進給誤差輪廓誤差示意圖(CCPM) 

 

Start point 
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表 4.8 軌跡二實驗 CCS 與 CCPM IAE 比較表 

工作空間位置誤差 工作空間輪廓誤差 
實驗 IAE 值 

z α 、β  z α 、β  
桿件位置誤差 桿件輪廓誤差

CCS 0.037326 0.020889 2.7e-008 0.0026498 3.2247 6.2458 

CCPM 0.033585 0.013257 3e-008 0.0017019 2.0485 2.2471 

 

( 2 ) 、 軌 跡 四 （ 第 二 章 ） 實 驗  

Structure 1：交叉偶合控制(CCS，圖 3.3) 

 
圖 4.28 軌跡四實驗交叉偶合控制(CCS)期望與實際軌跡示意圖 

Start point 
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圖 4.29 軌跡四實驗工作空間進給誤差與輪廓誤差示意圖(CCS) 

圖 4.30 軌跡四實驗驅動桿進給誤差與輪廓誤差示意圖(CCS) 

Structure 2：交叉偶合預補償控制(CCPM，圖 3.4) 

 
圖 4.31 軌跡四實驗交叉偶合預補償控制(CCPM)期望與實際軌跡示意圖 

Start point 



 82

圖 4.32 軌跡四實驗工作空間進給誤差與輪廓誤差示意圖(CCPM) 

圖 4.33 軌跡四實驗驅動桿進給誤差與輪廓誤差示意圖(CCPM) 

 
表 4.9 軌跡四實驗 CCS 與 CCPM IAE 比較表 

工作空間位置誤差 工作空間輪廓誤差 
實驗 IAE 值 

z α 、β  z α 、β  
桿件位置誤差 桿件輪廓誤差

CCS 0.1905 0.0071266 1.2e-009 0.0012953 1.2721 1.928 

CCPM 0.18945 0.0049557 1.1e-09 0.0010713 0.94861 1.285 
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( 3 ) 、 具 尖 角 軌 跡 實 驗  

  在具尖角軌跡實驗中，規劃之軌跡與第三章 case3 一樣，而上平板速度

[ ]0 0.1 0.1 T

z

v α

β

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟

= =⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

i

i

i

，換算成桿件的進給速率圖如下，實驗結果如圖 4.35 所示： 

 

 
圖 4.34 具尖角軌跡實驗桿件進給速率圖 
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CCS 實驗 CCPM 實驗 

尖角實驗 CCS 桿件誤差圖 尖角實驗 CCPM 桿件誤差圖 

尖角實驗 CCS 工作空間誤差圖 尖角實驗 CCPM 工作空間誤差圖 

尖角實驗 CCS 輪廓誤差圖 尖角實驗 CCPM 輪廓誤差圖 
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尖角實驗 CCS 桿件輪廓誤差圖 尖角實驗 CCPM 桿件輪廓誤差圖 

圖 4.35 具尖角軌跡實驗 CCS 與 CCPM 比較圖 

 
表 4.10 具尖角軌跡實驗 CCS 與 CCPM IAE 比較表 

工作空間位置誤差 工作空間輪廓誤差 
實驗 IAE 值 

z α 、β  z α 、β  
桿件位置誤差 桿件輪廓誤差

CCS 0.011934 0.0082209 4.33e-10 0.0010897 1.1415 2.4547 

CCPM 0.013032 0.0051493 2.3e-10 0.0005801 0.7006 0.63756 

 

( 4 ) 、 漩 渦 狀 軌 跡 實 驗  

軌跡規劃如下： 

270
0.03 cos(1/ 2 )
0.03 sin(1/ 2 )

p t pi t
t pi t

⎛ ⎞
⎜ ⎟= × × × ×⎜ ⎟
⎜ ⎟× × × ×⎝ ⎠

，

z

v α

β

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

i

i

i

，整體時間為 0 ~ 7t = 秒，起始運動點為

270
0
0

p
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

，其工作空間及各桿件位置示意圖如圖 4.36 所示，表 4.11 為各控制器參數增

益値 

表 4.11 漩渦狀軌跡實驗控制器增益値表 

PID for Position Error PI for Contour Error PI for Precompensation  
P gain I gain D gain P gain I gain P gain I gain 

CCS 60 30 0.8 10 5 0 0 
CCPM 60 60 0.8 10 5 0.5 0.3 
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圖 4.36 漩渦狀軌跡工作空間與各桿位置圖 

Structure 1：交叉偶合控制(CCS，圖 3.3) 

 
圖 4.37 漩渦狀軌跡實驗交叉偶合控制(CCS)期望與實際軌跡示意圖 

Start point 
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圖 4.38 漩渦狀軌跡實驗工作空間進給誤差與輪廓誤差示意圖(CCS) 

圖 4.39 漩渦狀軌跡實驗驅動桿進給誤差與輪廓誤差示意圖(CCS) 

Structure 2：交叉偶合預補償控制(CCPM，圖 3.4) 

 
圖 4.40 漩渦狀軌跡實驗交叉偶合預補償控制(CCPM)期望與實際軌跡示意圖 

Start point 
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圖 4.41 漩渦狀軌跡實驗工作空間進給誤差與輪廓誤差示意圖(CCPM) 

圖 4.42 漩渦狀軌跡實驗驅動桿進給誤差與輪廓誤差示意圖(CCPM) 

表 4.12 漩渦狀軌跡軌跡實驗 CCS 與 CCPM IAE 比較表 

工作空間位置誤差 工作空間輪廓誤差 
實驗 IAE 值 

z α 、β  z α 、β  
桿件位置誤差 桿件輪廓誤差

CCS 0.17659 0.022514 3.33e-10 0.0053944 3.5047 3.8985 

CCPM 0.094731 0.02124 2.6e-10 0.0036894 3.2998 3.1963 

 

( 5 ) 、 軌 跡 二 （ 第 二 章 ） 實 驗 驗 證  

  以下將利用軌跡二來進ㄧ步的探討實驗過程的正確性，主要分析實驗是否穩定，以更

加的確認系統架構，初步想法利用圓軌跡(軌跡二)跑一個圓為週期，當執行完一個圓之

後再繼續讓他執行圓軌跡一次，若在第二次執行軌跡過程中，誤差有無法收歛的現象，

代表系統架構有可能是錯誤的，也代表第二次所跑的圓軌跡將無法順利完成，實驗後可

更進ㄧ步的驗證出第三個週期直至 N 個週期，以用來證明出系統架構的正確性。以下為

實驗軌跡規劃，其中 p 、 v 、 a 分別代表上平版形心位置、速度、加速度，需注意到此
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實驗已將時間調整至 14 秒來完成： 

270
0.2 cos(2 / 7 )
0.2 sin(2 / 7 )

p pi t
pi t

⎛ ⎞
⎜ ⎟= × × ×⎜ ⎟
⎜ ⎟× × ×⎝ ⎠

、

0
0.4 / 7 sin(2 / 7 )
0.4 / 7 cos(2 / 7 )

v pi pi t
pi pi t

⎛ ⎞
⎜ ⎟= − × × × ×⎜ ⎟
⎜ ⎟− × × × ×⎝ ⎠

、

0
0.8 / 49 cos(2 / 7 )
0.8 / 49 sin(2 / 7 )

a pi pi t
pi pi t

⎛ ⎞
⎜ ⎟= − × × × ×⎜ ⎟
⎜ ⎟− × × × ×⎝ ⎠

，時間為 0~14 秒 

 

Structure 1：交叉偶合控制(CCS，圖 3.3) 

圖 4.43 驗證軌跡二實驗各桿件誤差與輪廓誤差示意圖(CCS) 

 

Structure 2：交叉偶合預補償控制(CCPM，圖 3.4) 

圖 4.44 驗證軌跡二實驗各桿件誤差與輪廓誤差示意圖(CCPM)
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表 4.13 驗證圓軌跡實驗 CCS 與 CCPM IAE 比較表 

工作空間位置誤差 工作空間輪廓誤差 
實驗 IAE 值 

z α 、β  z α 、β  
桿件位置誤差 桿件輪廓誤差

CCS 0.038978 0.021193 1.3e-6 0.0025128 3.2696 6.9528 

CCPM 0.033402 0.023059 2.78e-7 0.0014145 3.5559 2.8153 

 

  由此實驗可以看出利用 CCS 與 CCPM 兩種控制方法，並不會使誤差越來越大，而是

呈現 sin 與 cos 的穩定波形，在工作空間的輪廓誤差部分，加入預補償明顯的輪廓誤差

降了許多。 

 

 

  以下將對實驗結果做個討論，首先，由軌跡二、軌跡四與尖角軌跡實驗所得之輪廓誤

差圖形與模擬互相比較，其示意圖整理如圖 4.45~4.47， 
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軌跡二 CCS 模擬 軌跡二 CCS 實驗 

軌跡二 CCPM 模擬 軌跡二 CCPM 實驗  

圖 4.45 軌跡二輪廓誤差實驗與模擬比較圖 
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軌跡四 CCS 模擬 軌跡四 CCS 實驗 

軌跡四 CCPM 模擬 軌跡四 CCPM 實驗  

圖 4.46 軌跡四輪廓誤差實驗與模擬比較圖 
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尖角軌跡 CCS 模擬 軌跡四 CCS 實驗 

尖角軌跡 CCPM 模擬 軌跡四 CCPM 實驗  

圖 4.47 尖角軌跡輪廓誤差實驗與模擬比較圖 

 

  由模擬與實驗的圖形可看出其輪廓誤差圖型非常的近似，這可說明了由模擬所建立的

基本控制架構流程(控制圖 3.3，3.4)沒有錯誤，而實驗結果也支持了模擬結果，即 CCPM

方法可以降低整體軌跡的輪廓誤差。再進一步應用於力量控制時，亦可得到 3.6 節的模

擬結果，如此亦驗證了 CCPM 應用於力量控制的可行性，接下來考慮尖角軌跡實驗，由

實驗圖中可看出時間在 3~4 秒之間，輪廓誤差明顯的突然放大，這是由於軌跡路線突然

的變化所引起，但實驗結果亦如模擬所預期的利用 CCPM 快速的將輪廓誤差修正回來，

最後考慮漩渦狀軌跡，由表 4.12 可看出 CCPM 對於輪廓誤差有明顯的降低作用，再綜

合以上四組的實驗軌跡，分別由 IAE 值表可看到對於有加入 CCPM 控制除了對於輪廓

誤差有降低的作用外，另外對於工作空間的追蹤誤差與桿件的位置誤差(表 4.8~表 4.10、

表 4.12 之工作空間位置誤差欄)不會造成多大的影響，反到有小小的降低效應，最後說

明一下桿件輪廓誤差部分，桿件輪廓誤差不具任何物理意義，其功用只是幫助上平板形
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心輪廓誤差去計算所需補償的各軸量，所以桿件輪廓誤差量不具有任何誤差指標的意

義，在論文中，具有誤差指標意義的只有軸空間桿件誤差，工作空間輪廓誤差與工作空

間近給誤差。 

 

在執行軌跡實驗時，以每 0.1 秒送出資料點會有 lag 的情況發生，這與電腦硬體效能

(Pentium4 CPU 2.8GHz 512MB 的 RAM )設備、程式撰寫時須計算一些物理量和呼叫副

程式、光學尺讀取訊要需要時間、及桿件運動時間有關，所以會造成大於 0.1 秒的時間

才會送出下ㄧ點命令，未來可利用 DSP 運動控制卡及提升硬體設備，但是對於力量控

制，要利用動態模型即時算出所須輸出的力，對於目前運算硬體設備而言，運算量仍將

限制系統頻寬。 

 

PCI_8134 控制卡利用 get_position 函數來取得目前桿件位置，其 sampling time 最小只

能達到 0.01 秒，無法達到 0.001 秒。 

實驗過程中，每根桿件的 PID 控制參數都是用相同的數值，亦即將每根桿件視為具有

相同的性能，但桿件實際上並非如此，若要達到更好的追蹤性能，需將每根桿件獨立出

來，各配置適當的 PID 增益値，如此所需調整的控制參數高達 18 個，若再加上預補償

控制則共有 24 個參數要調整，是很大的系統負擔。至於如何針對每根桿件的性能尋找

最佳的參數，是一個獨立的研究課題[32]。 

 

實驗時使用 timer 函數設定 sampling 取 data 時，所設定的 sampling time 與實際讀取的

時間並不一定相等，大體而言會有 delay 的現象，且與所執行的軌跡有關。 

目前的實驗係針對位置控制，對於力量控制的實驗部，由控制架構圖 3.23 與 3.24 可

看出只需將 Inverse Dynamic 此區塊配合適當的控制卡及 C 語言寫出則可完成，其他區

塊與位置控制部份大同小異。 

實驗過程中，若規劃越複雜的軌跡，誤差量會越大，且延遲時間會增加。 

對於混合/位置力量控制方面，必須考慮與外界環境的接觸力，所以必須加裝力感測器

才能做實驗。 

 



 95

第 五 章  結 論  

 
  本論文針對實驗用 3RPS 工具機做了理論與實驗的完整發展。 

 

  在理論部分，建立了 3RPS 平台機構的運動學及動力學方程式，動態模型分別用虛功

法與牛頓法建立。站在運動學與動力學的基礎上，本文建置了可以追蹤連續路徑的交叉

偶合法，與交叉偶合預補償方法。由模擬結果知道，在序列式機器上有效的交叉偶合法，

及交叉偶合預補償法，對包含系統動態考慮的平行式機構架構，同樣有效，能夠產生優

良的連續路徑追蹤效果 (表 3.8，表 3.10)，除此之外，在力量的即時控制上，本文比較

了牛頓法與虛功法的執行效率(表 2.2)。在位置控制方面，構建成功的交叉偶合法，與交

叉偶合預補償法(CCPM)，係以前向運動學(forward kinematic)即時算出 z 、α 、β 的誤

差來完成閉迴路控制，整體架構是一種即時(On-Line)的工作空間控制。而實驗分別證

實，所建立的系統，與軌跡控制方法，能夠在即時情況下，達到預期的連續徑追蹤效果，

目前已將三軸並聯式基本控制架構建立出來，可以說是亦完成了六軸具有

( )Tx y z α β γ 六個自由度工具機，甚至可推廣至具有 n 個自由度的機器人。 

 

本論文成功發展出 3RPS 工具機連續路徑的追蹤系統，對平行式機構在工具機上的應

用，有具體貢獻。 
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