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均坥坮坥坲坡坬坩坺坥坤 坐坏坒坔坳和d圭坡坲坹 坴坲坥坥坳都有其對應的應用模型。這兩種

不同的坴坲坥坥 我們能使用相同手法去對於它們的性質進行研究，而利

用的性質可以是它們的out-degree為為為k 的的的node數數數、level為為為k的的的node

數數數、subtree size為為為k的的的node 數數數圮圮圮等。

本篇中我們所使用的性質為相同坳坵坢坴坲坥坥 坳坩坺坥為k的坮坯坤坥數坼坻

即坳坵坢坴坲坥坥 坳坩坺坥 坰坲坯圌坬坥坼坻來進行研究。在這裡，我們使用坳坩坮坧坵坬坡坲坩坴坹

坡坮坡坬坹坳坩坳來進行我們的證明並且能讓證明過程能更加簡化且清楚。

本篇的概述為：坃坨坡坰坴坥坲 圱將介紹關於我們的研究領域的歷史

以及前人的結果，最後提出關於我們主要證明的源由跟主要定理

的提出。坃坨坡坰坴坥坲 圲我們會介紹坳坩坮坧坵坬坡坲坩坴坹 坡坮坡坬坹坳坩坳，以及我們主要

證明中相關的機率定理和會用到的預備知識。坃坨坡坰坴坥坲 圳為我們證

明坧坥坮坥坲坡坬坩坺坥坤 坐坏坒坔坳之下，使用坳坵坢坴坲坥坥 坳坩坺坥 坰坲坯圌坬坥的性質所證明的

結果。坃坨坡坰坴坥坲 圴是我們要證明d圭坡坲坹 坴坲坥坥坳 之下，使用坳坵坢坴坲坥坥 坳坩坺坥

坰坲坯圌坬坥的性質所證明的結果。坃坨坡坰坴坥坲 圵 我們會對於主要證明的過程

以及主要定理的結果給予結論跟討論。
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Chapter 1

Introduction

Binary search tree在簡稱 BST圩 是一個我們常見的資料結構，坂坓坔 通常是使

用在搜尋跟排序方面的問題。坂坓坔 的定義是要符合以下的幾點：

圱圮 每一個坮坯坤坥 都會放一筆資料，而且我們希望每一個資料是不重覆的。

圲圮 利用資料的某個特性來做為每一筆資料的坫坥坹 值。

圳圮 每一筆資料在輸入進來時，需從坲坯坯坴 的坫坥坹 值開始比較，如果新資料的坫坥坹

值比正在比較的坮坯坤坥 的坫坥坹 值小，則與正在比較的坮坯坤坥 的坬坥坦坴 坳坵坢坴坲坥坥 比較；如

果新資料的坫坥坹 值比正在比較的坮坯坤坥 的坫坥坹 值大，則與正在比較的坮坯坤坥 的坲坩坧坨坴

坳坵坢坴坲坥坥 比較，以此類推。直到坬坥坡坦 時，新資料的坫坥坹 值小者，會成為坬坥坡坦 的坬坥坦坴

坣坨坩坬坤；新資料的坫坥坹 值大者，會成為坬坥坡坦 的坲坩坧坨坴 坣坨坩坬坤。

Example 1.1. 假如，我們現在的資料是整數，則以資料的數字為坫坥坹 值。現在我

們要輸入的資料是< 圵圶, 圸圵, 圲圴, 圱圵, 圸圲, 圳圲, 圵 >，利用坂坓坔的定義能建出一個坂坓坔

56

24 85

15 32 82

5

Example 1.2. 我們仍然使用坅坸坡坭坰坬坥 圱圮圱的資料，而現在我們去改變輸入的順

序< 圳圲, 圲圴, 圸圵, 圸圲, 圵圶, 圱圵, 圵 > 的話，則坂坓坔將會變成

32

24 85

15 82

5
56

由坅坸坡坭坰坬坥 圱圮圱和坅坸坡坭坰坬坥 圱圮圲我們能夠發現，資料相同但輸入順序不同，坂坓坔

的樣子也會不同。又因為坂坓坔的資料放在坬坥坦坴 坳坵坢坴坲坥坥跟資料放在坲坩坧坨坴 坳坵坢坴坲坥坥的

圱



意義是不一樣坼坻一般我們將這情況視為planar坼坻因此我們去看一個坳坩坺坥為n

的坂坓坔，它可能的情況就會有n圡種可能。

Example 1.3. 當圽 圳時 總共會有六種不同的坂坓坔。

1 1 1 1 1 1

2 2 2 3 3 2 2 2

3 3 3 3

從坅坸坡坭坰坬坥 圱圮圳可以看出，從輸入順序來看，我們可以發現從坲坯坯坴一直到坬坥坡坦的

編號是呈現坩坮坣坲坥坡坳坩坮坧。如果，我們能將一個大小為n的坴坲坥坥的每個坮坯坤坥都編上不

同的編號{圱, 圲, · · · , n}，而從坲坯坯坴一直到坬坥坡坦的編號都是呈現坩坮坣坲坥坡坳坩坮坧 的話，我們

這樣的坴坲坥坥稱作increasing tree，而我們單純從輸入順序來看坂坓坔的話，坂坓坔即

是坩坮坣坲坥坡坳坩坮坧 坴坲坥坥的一種。如此，我們可以去給定一個坂坓坔的坲坡坮坤坯坭 坭坯坤坥坬。

由坆坩坧坵坲坥 圱圮圱 來看，在第一個資料輸入進來時，這個資料一定是坲坯坯坴，只有一

種可能；當第二個資料輸入進來時，因為都會被放在坬坥坡坦，因此對於第二個資料就

可能成為坲坯坯坴 的坬坥坦坴 坣坨坩坬坤 或坲坩坧坨坴 坣坨坩坬坤，共兩種可能，對於這兩種可能我們隨機的

去挑選一個位置；當第三個資料輸入進來時，可以用相同的方法去討論，可以得

知第三個資料所放的位置有三種可能，再次我們隨機的去挑選一個位置；如此類

推。

1

p = 1
2

p = 1
2

1 1

2 p = 1
3

p = 1
3

2

p = 1
3

p = 1
3

p = 1
3

p = 1
3

坆坩坧坵坲坥 圱圮圱场 由資料輸入的順序來看每個坮坯坤坥 放在一個位置的機率

在建立了坲坡坮坤坯坭 坭坯坤坥坬之後，我們使用坴坲坥坥的各種性質來研究坂坓坔。一般來

說，有兩種性質最常當作研究時所使用的參數，一種是去看一個坳坩坺坥為n的坴坲坥坥去

計算深度為k 的坮坯坤坥 數量，我們稱這個方法為node profile。而另一種是去看一

個坳坩坺坥為n的坴坲坥坥 去計算有多少坮坯坤坥的坳坵坢坴坲坥坥 坳坩坺坥是k，我們稱這個方法為subtree

size profile。

坎坯坤坥 坰坲坯圌坬坥是研究者較常使用的性質，來當作研究坂坓坔的參數。在坛圱坝中，坆圮

坂坥坲坧坥坲坯坮、坐圮 坆坬坡坪坯坬坥坴和坂圮 坓坡坬坶坹在使用剛才所提出的坲坡坮坤坯坭 坭坯坤坥坬之下，去證明

圲



出了坂坓坔使用坮坯坤坥 坰坲坯圌坬坥為參數的坤坩坳坴坲坩坢坵坴坩坯坮，從坮坯坤坥 坰坲坯圌坬坥 的定義中，我們知

道它是有兩個指標的，以Ln,k表示，因此在坛圱坝中，坆圮 坂坥坲坧坥坲坯坮等人先設計出一

個坢坩坶坡坲坩坡坴坥 坧坥坮坥坲坡坴坩坮坧 坦坵坮坣坴坩坯坮

L在z, u圩 圽
∑
n,k≥0

Ln,k
zn

n圡
uk,

之後，坆圮 坂坥坲坧坥坲坯坮 等人證明出坮坯坤坥 坰坲坯圌坬坥 在坂坓坔 中的坢坩坶坡坲坩坡坴坥 坧坥坮坥坲坡坴坩坮坧 坦坵坮坣圭

坴坩坯坮

L在z, u圩 圽
在圱− z圩−2u − 在圱− z圩−1

圲u− 圱
,

而且在固定坴坲坥坥的深度為k的條件下，證明出坮坯坤坥 坰坲坯圌坬坥的坭坥坡坮 坶坡坬坵坥為

坅在Ln,k圩 圽 圲 坬坯坧 n圫 圲γ − 圴 圫O在 坬坯坧 n
n

圩

和坶坡坲坩坡坮坣坥為

坖坡坲在Ln,k圩 圽 圲 坬坯坧 n圫 圴 圫 圲γ − 圲π2

圳
圫O在 坬坯坧

2 n

n
圩,

最後說明了坮坯坤坥 坰坲坯圌坬坥的坤坩坳坴坲坩坢坵坴坩坯坮會趨近於坮坯坲坭坡坬 坤坩坳坴坲坩坢坵坴坩坯坮。而在坛圷坝中，坍圮

坆坵坣坨坳、坈圮圭坋圮 坈坷坡坮坧 和坒圮 坎坥坩坮坩坮坧坥坲也對於坮坯坤坥 坰坲坯圌坬坥有提出更多的研究結果。

坓坵坢坴坲坥坥 坳坩坺坥 坰坲坯圌坬坥這個性質是近期內大量被拿來當作研究的參數。在本篇，

我們也是去使用坳坵坢坴坲坥坥 坳坩坺坥 坰坲坯圌坬坥當作研究的參數。在這裡，我們先用符號Xn,k

來表示坳坵坢坴坲坥坥 坳坩坺坥 坰坲坯圌坬坥。 以坅坸坡坭坰坬坥 圱圮圲來舉例，X7,3 圽 圲，正好是坲坯坯坴 的坬坥坦坴

坳坵坢坴坲坥坥和坲坩坧坨坴 坳坵坢坴坲坥坥；X7,2 圽 圲分別是資料值為圲圴的坮坯坤坥的坬坥坦坴 坳坵坢坴坲坥坥跟資料值

為圸圵的坮坯坤坥 的坬坥坦坴 坳坵坢坴坲坥坥。

在圲地地圸年，坑圮 坆坥坮坧、坈圮 坍圮 坍坡坨坭坯坵坤和坁圮 坐坡坮坨坯坬坺坥坲合作發表了坛圳坝，這一篇是

我們知道最早提出坂坓坔使用坳坵坢坴坲坥坥 坳坩坺坥 坰坲坯圌坬坥為參數的坤坩坳坴坲坩坢坵坴坩坯坮。坑圮 坆坥坮坧 等人

證明出坂坓坔的坳坵坢坴坲坥坥 坳坩坺坥 坰坲坯圌坬坥 Xn,k的結果。

Theorem 1.4. 1.(Normal range) 假設圱 ≤ k 圽 o在
√
n圩且n→∞，則

Xn,k − µn,k
σn,k

d−→ 坎在地, 圱圩,

其中µn,k為

µn,k 圽 坅在Xn,k圩 圽
圲

在k 圫 圱圩在k 圫 圲圩
n, n ≥ k 圫 圱

而σ2
n,k為

σ2
n,k 圽 坖坡坲在Xn,k圩 圽

圲k在圴k2 圫 圵k − 圳圩

在k 圫 圱圩在k 圫 圲圩2在圲k 圫 圱圩在圲k 圫 圳圩
n, n ≥ 圲在k 圫 圱圩.

圳



2.(Poisson range) 假設k ∼ c
√
n且n→∞，則

Xn,k
d−→ 坐坯坩在圲c−2圩.

3.(Degenerate range) 假設k < n，
√
n 圽 o在k圩且n→∞，則

Xn,k
L1−→ 地.

從這三個坲坡坮坧坥來看，像k慢慢逼近n時，Xn,k的坤坩坳坴坲坩坢坵坴坩坯坮會從一個坣坯坮坴坩坮坵坯坵坳

坤坩坳坴坲坩坢坵坴坩坯坮變成一個坤坩坳坣坲坥坴坥 坤坩坳坴坲坩坢坵坴坩坯坮。同年，坍圮 坆坵坣坨坳 所發表的坛圵坝 中，利

用坴坯坴坡坬 坶坡坲坩坡坴坩坯坮 坤坩坳坴坡坮坣坥 dTV。

dTV 在X, Y 圩 圽
圱

圲

∑
k≥0

|坐在X 圽 k圩− 坐在Y 圽 k圩|,

這裡dTV代表的是，兩個坲坡坮坤坯坭 坶坡坲坩坡坢坬坥 X和Y之間的距離。由dTV 來觀察Xn,k和

一個坐坯坩坳坳坯坮 坲坡坮坤坯坭 坶坡坲坩坡坢坬坥 坐坯坩在µn,k圩，會發現

dTV 在Xn,k,坐坯坩在µn,k圩圩 圽
圱

圲

∑
l≥0

|坐在Xn,k 圽 l圩− e−µn,k 在µn,k圩
l

l圡
|

−→ 地, k →∞ and n→∞.

而從這個結果能夠知道Xn,k的坤坩坳坴坲坩坢坵坴坩坯坮一直都是坐坯坩坳坳坯坮 坤坩坳坴坲坩坢坵坴坩坯坮，因此我們

可以發現Xn,k的坤坩坳坴坲坩坢坵坴坩坯坮並不是真的有什麼改變。

到了圲地圱地年，坆圮 坄坥坮坮坥坲坴和坒圮 均坲坿坵坢坥坬所發表的坛圲坝更是將坑圮 坆坥坮坧 等人的結果拿

來證明Xn,k的坪坯坩坮坴 坤坩坳坴坲坩坢坵坴坩坯坮，讓坳坵坢坴坲坥坥 坳坩坺坥 坰坲坯圌坬坥的研究更加完整。他們先證

明兩個坲坡坮坤坯坭 坶坡坲坩坡坢坬坥 Xn,j和Xn,k之間的坣坯坶坡坲坩坡坮坣坥 為

坃坯坶在Xj+k+2,j, Xj+k+2,k圩 圽 −
圴j在j 圫 圲k 圫 圳圩

在k 圫 圱圩在k 圫 圲圩在j 圫 k 圫 圱圩在j 圫 k 圫 圲圩
, 圱 ≤ k

坃坯坶在Xn,j, Xn,k圩 圽
n圫 圱

j 圫 k 圫 圳
坃坯坶在Xj+k+2,j, Xj+k+2,k圩, ∀n > j 圫 k 圫 圲.

之後，他們利用這個坣坯坶坡坲坩坡坮坣坥去證明。當n → ∞時，k維度的坲坡坮坤坯坭 坶坡坲坩坡坢坬坥

n−
1
2 在Xn,1 − 坅在Xn,1圩, Xn,2 − 坅在Xn,2圩, · · · , Xn,k − 坅在Xn,k圩圩的坤坩坳坴坲坩坢坵坴坩坯坮會趨近於一

個k維度的坮坯坲坭坡坬 坤坩坳坴坲坩坢坵坴坩坯坮。值得一提的是，我們所使用「坳坵坢坴坲坥坥 坳坩坺坥 坰坲坯圌坬坥」

這個詞是從這一篇引用過來的。

在之前有說明過，坂坓坔是坩坮坣坲坥坡坳坩坮坧 坴坲坥坥的一種。當我們在研究坩坮坣坲坥坡坳坩坮坧 坴坲坥坥

的性質時，我們會先去給定一組非負的坷坥坩坧坨坴 坳坥坱坵坥坮坣坥 {φ0, φ1, φ2, · · · }，而且要
符合φ0 > 地和找到一個i ≥ 圲使得φi > 地 的這兩個條件。現在我們有一個坩坮坣坲坥坡坳坩坮坧

坴坲坥坥坳 T的話，我們能夠用坷坥坩坧坨坴 坳坥坱坵坥坮坣坥去計算坩坮坣坲坥坡坳坩坮坧 坴坲坥坥 的坷坥坩坧坨坴。

ω在T 圩 圽
∏
v∈T

φd(v),

圴



這個式子所表示的是坴坲坥坥 的所有坮坯坤坥 v 的坯坵坴圭坤坥坧坲坥坥 d在v圩 所對應到的坷坥坩坧坨坴 全部

相乘起來，就是坩坮坣坲坥坡坳坩坮坧 坴坲坥坥 的坷坥坩坧坨坴。 之後設定

τn 圽
∑

#T=n

ω在T 圩, τ在z圩 圽
∑
n≥1

τn
zn

n圡
,

其中圣T 代表坩坮坣坲坥坡坳坩坮坧 坴坲坥坥 的坳坩坺坥。 最後，再設

φ在ω圩 圽
∑
r≥0

φrω
r,

此方程式稱為weight function。 在坛圱坝 中，證明出τ在z圩 與坷坥坩坧坨坴 坦坵坮坣坴坩坯坮有這樣

的關係

τ ′在z圩 圽 φ在τ在z圩圩, τ在地圩 圽 地.

因此，我們能夠利用坷坥坩坧坨坴 坦坵坮坣坴坩坯坮來設計出一種坩坮坣坲坥坡坳坩坮坧 坴坲坥坥坳並且觀察這

種坩坮坣坲坥坡坳坩坮坧 坴坲坥坥坳的性質，我們把這些坩坮坣坲坥坡坳坩坮坧 坴坲坥坥坳全部收集起來，將它們稱

為simply generated families of increasing trees，當然坂坓坔也是屬於此類。

在介紹坂坓坔的時候，我們先提出一個坲坡坮坤坯坭 坭坯坤坥坬，然後在這個坲坡坮坤坯坭

坭坯坤坥坬 之下去使用坮坯坤坥 坰坲坯圌坬坥或坳坵坢坴坲坥坥 坳坩坺坥 坰坲坯圌坬坥 Xn,k去作為參數，找出這個

參數的坤坩坳坴坲坩坢坵坴坩坯坮。 而坳坩坭坰坬坹 坧坥坮坥坲坡坴坥坤 坦坡坭坩坬坩坥坳 坯坦 坩坮坣坲坥坡坳坩坮坧 坴坲坥坥坳這類坩坮坣坲坥坡坳坩坮坧

坴坲坥坥坳當然也是要先提出一個坲坡坮坤坯坭 坭坯坤坥坬，而這個坲坡坮坤坯坭 坭坯坤坥坬將會由剛才我們

所定義的坷坥坩坧坨坴 坦坵坮坣坴坩坯坮來造出。假設一個坳坩坺坥為n的坩坮坣坲坥坡坳坩坮坧 坴坲坥坥 T的話，則T

的機率就能設為ω(T )
τn
。 當T有了一個坲坡坮坤坯坭 坭坯坤坥坬 之後，我們就能從T的性質

裡，挑選一個出來作為研究T 的參數來使用。

定義好坳坩坭坰坬坹 坧坥坮坥坲坡坴坥坤 坦坡坭坩坬坩坥坳 坯坦 坩坮坣坲坥坡坳坩坮坧 坴坲坥坥坳之後，我們接下來要開始

使用坳坵坢坴坲坥坥 坳坩坺坥 坰坲坯圌坬坥 Xn,k來進行研究。我們知道Xn,k是一個雙指標的坲坡坮坤坯坭

坶坡坲坩坡坢坬坥，是在一個坳坩坺坥為n的坴坲坥坥之中，計算有多少坮坯坤坥擁有坳坩坺坥 k 的坳坵坢坴坲坥坥的個

數。也就是說從坲坯坯坴去看它所有的坳坵坢坴坲坥坥的坳坩坺坥，而坲坯坯坴的每個坳坵坢坴坲坥坥也可以用同

樣的方法，往下找出坳坵坢坴坲坥坥 坳坩坺坥為k的坮坯坤坥 數，之後全部加起來即可，因此可以

得到

Xn,k
d
圽



N∑
i=1

X
(i)
Ii,k
, n > k.

圱, n 圽 k.

地, 坯坴坨坥坲坷坩坳坥.

其中，X
(i)
n,k的坤坩坳坴坲坩坢坵坴坩坯坮會與Xn,k相同，即是X

(i)
n,k

d
圽 Xn,k，而N在這裡所代表的

是坲坯坯坴的坳坵坢坴坲坥坥 個數，而Ii表示坲坯坯坴的坳坵坢坴坲坥坥的坳坩坺坥並且要符合I1 圫 I2 圫 · · ·圫 IN 圽

n− 圱 的條件。

接下來，我們給定坲坡坮坤坯坭 坶坡坲坩坡坢坬坥 在N, I1, I2, ·, Ir圩的坪坯坩坮坴 坤坩坳坴坲坩坢坵坴坩坯坮 為

πn,r,i1,i2,··· ,ir 圽 P 在N 圽 r, I1 圽 i1, I2 圽 i2, · · · , Ir 圽 ir圩

圽 坛ωr坝φ在ω圩

(
n− 圱

i1, i2, · · · , ir

)
τi1 · · · τir

τn
,

圵



其中i1 圫 i2 圫 · · ·圫 ir 圽 n− 圱且i1, i2, · · · , ir ≥ 圱，因為如果有一個it 是地的話，N 圽

r這個條件就不會成立。

在這裡我們定義一個坢坩坶坡坲坩坡坴坥 坧坥坮坥坲坡坴坩坮坧 坦坵坮坣坴坩坯坮

Pk在z, y圩 圽
∑
n≥1

τn坅在坥坸坰在Xn,ky圩圩
zn

n圡
.

並且利用Pk在z, y圩和πn,r,i1,i2,··· ,ir計算

∂

∂z
Pk在z, y圩 圽

∑
n≥1

τn坅在坥坸坰在Xn,ky圩圩
zn−1

在n− 圱圩圡

圽
∑
n≥1

τn
∑
r≥0

∑
i1+i2+···+ir=n−1

πn,r,i1,i2,··· ,ir

r∏
j=1

坅在坥坸坰在X
(j)
ij ,k
y圩圩

zn−1

在n− 圱圩圡

圫 在ey − 圱圩τk
zk−1

在k − 圱圩圡
.

我們可以得到一個微分方程

∂

∂z
Pk在z, y圩 圽 φ在Pk在z, y圩圩 圫 在ey − 圱圩τk

zk−1

在k − 圱圩圡
, 在圱圮圱圩

而Pk在地, y圩 圽 地。對我們來說，這個微分方程重要的是能夠推導m次動差生成函

數在generating function of m-th moment圩，因此我們要先定義m次動差生成函

數

A
[m]
k 在z圩 圽

∑
n≥1

τn坅在X
m
n,k圩

zn

n圡
.

當我們對Pk在z, y圩的微分方程的y進行偏微之後，讓y代入地。我們便能得到關

於A
[m]
k 在z圩的微分方程

d

dz
A

[m]
k 在z圩 圽 φ′在τ在z圩圩A

[m]
k 在z圩 圫B

[m]
k 在z圩, 在圱圮圲圩

其中B
[m]
k 在z圩代表示的是除了φ′在τ在z圩圩A

[m]
k 在z圩這項之外其餘的項。由於我們知

道Pk在地, y圩 圽 地這個條件，因此能知道A
[m]
k 在地圩 圽 地。我們會大量運用在圱圮圲圩在我們

的主要證明之中。

在圲地圱圲年，坍圮 坆坵坣坨坳所發表的坛圶坝中，證明了另外一種坩坮坣坲坥坡坳坩坮坧 坴坲坥坥坳之下，

使用Xn,k的坤坩坳坴坲坩坢坵坴坩坯坮，就是利用在圱圮圲圩 來進行他的證明。這種被證明出結果

的坩坮坣坲坥坡坳坩坮坧 坴坲坥坥坳是plane-oriented recursive trees在簡稱PORTs圩。與坛圳坝相同，

分成坮坯坲坭坡坬 坲坡坮坧坥、坐坯坩坳坳坯坮 坲坡坮坧坥 和坤坥坧坥坮坥坲坡坴坥 坲坡坮坧坥來證明Xn,k的坤坩坳坴坲坩坢坵坴坩坯坮，

而這三個坲坡坮坧坥的結果與類似。

Theorem 1.5. 1. (Normal range) 假設圱 ≤ k 圽 o在
√
n圩，則

Xn,k − µn,k
σn,k

d−→ N在地, 圱圩,

圶



其中µn,k 圽
2n−1
4k2−1

，在n→∞ 的條件之下

σ2
n,k ∼

(
圸k2 − 圴k − 圸

在圴k2 − 圱圩2
− 在圲k − 圳圩圡圡2

在k − 圱圩圡2圴k−1k在圲k 圫 圱圩

)
n.

2. (Poisson range) 假設k ∼ c
√
n 且n→∞，則

Xn,k
d−→ 坐坯坩在圲−1c−2圩.

3. (Degenerate range) 假設k < n，
√
n 圽 o在k圩且n→∞，則

Xn,k
L1−→ 地.

在坔坨坥坯坲坥坭 圱圮圵中的坮坯坲坭坡坬 坲坡坮坧坥就是利用坷坥坩坧坨坴 坦坵坮坣坴坩坯坮 定義坲坡坮坤坯坭 坭坯坤坥坬，

之後再使用在圱圮圲圩跟坐坏坒坔坳的τ在z圩和φ在ω圩 完成了證明。在坛圶坝的最後，有提出關

於坧坲坯坷坮 坳坩坭坰坬坹 坦坡坭坩坬坩坥坳 坯坦 坩坮坣坲坥坡坳坩坮坧 坴坲坥坥坳是否也能使用在圱圮圲圩來證明類似的結果。

先介紹坧坲坯坷坮 坳坩坭坰坬坹 坦坡坭坩坬坩坥坳 坯坦 坩坮坣坲坥坡坳坩坮坧 坴坲坥坥坳。一種坉坮坣坲坥坡坳坩坮坧 坴坲坥坥坳可以定義

很多種不同的坲坡坮坤坯坭 坭坯坤坥坬，像是我們一開始所介紹的坂坓坔使用類似坆坩坧坵坲坥 圱圮圱的

方法，從坲坯坯坴開始每個坮坯坤坥插入到坩坮坣坲坥坡坳坩坮坧 坴坲坥坥坳 的任意坬坥坡坦 時，這些坬坥坡坦被選擇

到的機率都是相同的，一直生長到這個坩坮坣坲坥坡坳坩坮坧 坴坲坥坥的坳坩坺坥 是n為止，這樣所

給定的坲坡坮坤坯坭 坭坯坤坥坬 會與我們使用坷坥坩坧坨坴 坦坵坮坣坴坩坯坮 所給定的坲坡坮坤坯坭 坭坯坤坥坬是相

同的。因此，我們想知道坳坩坭坰坬坹 坧坥坮坥坲坡坴坥坤 坦坡坭坩坬坩坥坳 坯坦 坩坮坣坲坥坡坳坩坮坧 坴坲坥坥坳 中，有多

少種坩坮坣坲坥坡坳坩坮坧 坴坲坥坥坳如果可以使用生長的方式找到相同的坲坡坮坤坯坭 坭坯坤坥坬的話，我

們就將這類的坩坮坣坲坥坡坳坩坮坧 坴坲坥坥坳的集合稱為grown simply families of increasing

trees。

在圲地地圷年，坁圮 坐坡坮坨坯坬坺坥坲和坈圮 坐坲坯坤坩坮坧坥坲所發表的坛圸坝之中已經證明出坧坲坯坷坮

坳坩坭坰坬坹 坦坡坭坩坬坩坥坳 坯坦 坩坮坣坲坥坡坳坩坮坧 坴坲坥坥坳只有三種。分別是d-ary trees、recursive

trees和generalized PORTs。而在之前所提到的坂坓坔 跟坐坏坒坔坳正好分別是d圭坡坲坹

坴坲坥坥坳 和坧坥坮坥坲坡坬坩坺坥坤 坐坏坒坔坳的其中一個例子。

由於，坩坮坣坲坥坡坳坩坮坧 坴坲坥坥坳利用生長的方式得到的坲坡坮坤坯坭 坭坯坤坥坬和同樣的坩坮坣坲坥坡坳坩坮坧

坴坲坥坥坳 直接給定坷坥坩坧坨坴 坦坵坮坣坴坩坯坮的坲坡坮坤坯坭 坭坯坤坥坬是相同的，因此坍圮 坆坵坣坨坳在證

明坐坏坒坔坳 時，利用坷坥坩坧坨坴 坦坵坮坣坴坩坯坮去證明出結果，同時坍圮 坆坵坣坨坳看到在圱圮圲圩的實

用性，因此在坛圶坝的最後，寫下關於在d圭坡坲坹 坴坲坥坥坳和坧坥坮坥坲坡坬坩坺坥坤 坐坏坒坔坳之下坳坵坢坴坲坥坥

坳坩坺坥 坰坲坯圌坬坥的坤坩坳坴坲坩坢坵坴坩坯坮的結果。

Theorem 1.6. 1. (Normal range) 假設圱 ≤ k 圽 o在
√
n圩 且k →∞ 和n→∞，則

Xn,k − µn,k
σn,k

d−→ N在地, 圱圩,

其中µn,k 為

µn,k 圽 坅在Xn,k圩 圽
在r − 圱圩在rn− 圱圩

在rk 圫 r − 圱圩在rk − 圱圩
,
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在n→∞ 時，可得

σ2
n,k ∼

r − 圱

r

n

k2
.

2. (Poisson range) 假設k ∼ c
√
n 且n→∞，則

Xn,k
d−→ 坐坯坩在在r − 圱圩r−1c−2圩.

3. (Degenerate range) 假設k < n，
√
n 圽 o在k圩且n→∞，則

Xn,k
L1−→ 地.

Theorem 1.7. 1. (Normal range) 假設圱 ≤ k 圽 o在
√
n圩 且k →∞ 和n→∞，則

Xn,k − µn,k
σn,k

d−→ N在地, 圱圩,

其中µn,k 為

µn,k 圽 坅在Xn,k圩 圽
d在在d− 圱圩n圫 圱圩

在在d− 圱圩k 圫 d圩在在d− 圱圩k 圫 圱圩
,

在n→∞ 時，可得

σ2
n,k ∼

d

d− 圱

n

k2
.

2. (Poisson range) 假設k ∼ c
√
n 且n→∞，則

Xn,k
d−→ 坐坯坩在d在d− 圱圩−1c−2圩.

3. (Degenerate range) 假設k < n，
√
n 圽 o在k圩且n→∞，則

Xn,k
L1−→ 地.

觀察坔坨坥坯坲坥坭 圱圮圵和坔坨坥坯坲坥坭 圱圮圶就會發現，坔坨坥坯坲坥坭 圱圮圶 的坮坯坲坭坡坬 坲坡坮坧坥只證明

當k和n同時趨近於無窮時，Xn,k的坤坩坳坴坲坩坢坵坴坩坯坮會趨近於坮坯坲坭坡坬 坤坩坳坴坲坩坢坵坴坩坯坮。而我

們的主要研究是當給定k時，Xn,k在坮坯坲坭坡坬 坲坡坮坧坥的條件下，Xn,k的坤坩坳坴坲坩坢坵坴坩坯坮是

否還是會趨近於坮坯坲坭坡坬 坤坩坳坴坲坩坢坵坴坩坯坮。 這個主要的證明跟過程會在坃坨坡坰坴坥坲 圳 時介

紹，而關於坔坨坥坯坲坥坭 圱圮圷相同問題的主要證明及過程會在坃坨坡坰坴坥坲 圴中介紹。

Remark 圱圮圸. 在介紹坧坲坯坷坮 坳坩坭坰坬坹 坦坡坭坩坬坩坥坳 坯坦 坩坮坣坲坥坡坳坩坮坧 坴坲坥坥坳時，我們沒有提

到坲坥坣坵坲坳坩坶坥 坴坲坥坥坳在坳坵坢坴坲坥坥 坳坩坺坥 坰坲坯圌坬坥 Xn,k 的研究結果，但實際上在坑圮 坆坥坮坧、坈圮

坍圮 坍坡坨坭坯坵坤和坁圮 坐坡坮坨坯坬坺坥坲發表的坛圳坝以及坍圮 坆坵坣坨坳發表的坛圵坝 之中，不只證明

了坂坓坔在Xn,k的坤坩坳坴坲坩坢坵坴坩坯坮 同時也證明了坲坥坣坵坲坳坩坶坥 坴坲坥坥坳在Xn,k的坤坩坳坴坲坩坢坵坴坩坯坮。
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Chapter 2

Tools

在這個章節，我們會寫出一些我們在之後將會運用到的工具。

2.1 Singularity Analysis

在看一個計數問題的時候，我們經常會利用生成函數的方式使問題能夠很容易

的找到答案。通常我們在看一個生成函數的時候，都會把寫成冪級數的樣子。也

就是說，

f在z圩 圽
∑
n≥1

anz
n

而zn的係數an往往會是問題的答案，因此生成函數的係數對於我們去求出問題的

答案是重要的。因此我們使用坛zn坝 這個符號來方便表示生成函數中zn 的係數。也

就是說，

坛zn坝f在z圩 圽 an.

在一個計數問題裡，找出問題所代表的生成函數f在z圩 有時會比找出係數坛zn坝f在z圩

是來得簡單。通常在一個計數問題裡，我們常常能夠發現f在z圩 的形式會是在圱 −
ζz圩−α，而這樣的形式在使用二項式展開以及二項式係數的乘數公式就能簡單的找

出坛zn坝f在z圩。

Example 2.1. 現在我們用f在z圩 圽 在圱− ζz圩−α來將它化解成冪級數的樣子

f在z圩 圽 在圱− ζz圩−α

圽
∑
n≥1

(
−α
n

)
在−ζz圩n.

圹



如果−α是正整數的話，則
(
−α
n

)
就是我們一般所熟知道二項式係數；如果不是的

話，就會使用二項式係數的乘數公式來轉換它

f在z圩 圽
∑
n≥1

(
−α
n

)
在−ζz圩n

圽
∑
n≥1

(
n圫 α− 圱

n

)
在ζz圩n.

由這個式子能夠知道坛zn坝f在z圩的答案

坛zn坝f在z圩 圽

(
−α
n

)
在−ζ圩n 圽

(
n圫 α− 圱

n

)
ζn.

但是f在z圩也可能出現不同的形式，導致坛zn坝f在z圩不能夠精準的計算出一個答

案，而坳坩坮坧坵坬坡坲坩坴坹 坡坮坡坬坹坳坩坳就是來幫助我們找出坛zn坝f在z圩的近似值。在坛圴坝 中，找

出坛zn坝f在z圩的近似值的方法是透過複變中的Cauchy’s integral formula

坛zn坝f在z圩 圽
圱

圲πi

∫
C
f在z圩

dz

zn+1

來計算出坛zn坝f在z圩的答案。我們知道複變要計算一個積分時，必須給

予一個坣坯坮坴坯坵坲 C，而這個坣坯坮坴坯坵坲 C往往會與f在z圩的坳坩坮坧坵坬坡坲坩坴坩坥坳有所關聯，

在坔坨坥坯坲坥坭 圲圮圲中，我們將坣坯坮坴坯坵坲 C 轉換成坈坡坮坫坥坬 坣坯坮坴坯坵坲 H來得到積分的結
果，並得到坛zn坝f在z圩的答案。

Theorem 2.2. 假設α是一個在C\Z≤0中的任意複數以及β是任意複數。

1. 當f在z圩為

f在z圩 圽 在圱− z圩−α,

則f在z圩在zn的係數將會近似於

坛zn坝f在z圩 ∼ nα−1

圀在α圩

(
圱 圫

∞∑
k=1

ek
nk

)
,

其中ek是一個α的多項式，最高次為圲k。

2. 當f在z圩為

f在z圩 圽 在圱− z圩−α
(
圱

z
坬坯坧

圱

圱− z

)β
,

則f在z圩在zn的係數將會近似於

坛zn坝f在z圩 ∼ nα−1

圀在α圩

(
坬坯坧 n

)β(
圱 圫

∞∑
k=1

ck
坬坯坧 nk

)
,

其中ck 圽

(
β

k

)
圀在α圩 d

k

dsk
1

Γ(α)

∣∣∣∣
s=α

。
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利用坔坨坥坯坲坥坭 圲圮圲已經能夠對於這兩種形式的生成函數f在z圩找到坛zn坝f在z圩 的近似

值。

有時，f在z圩過於複雜時，我們會對於f在z圩的坳坩坮坧坵坬坡坲坩坴坹做展開。我們往往會

讓f在z圩 分成主要項g在z圩跟次要項h在z圩，也就是

f在z圩 圽 g在z圩 圫O在h在z圩圩.

通常，這個g在z圩只會看f在z圩展開後z的坯坲坤坥坲最小項，而h在z圩就會是f在z圩展開後z

的坯坲坤坥坲第二小項。也就是

g在z圩 圽 o在h在z圩圩.

有時為求精準，g在z圩所包含的可能不只是f在z圩展開後z的坯坲坤坥坲最小項，可以

是f在z圩展開後的許多項，但h在z圩仍然要符合以上的條件。

如果g在z圩是符合坔坨坥坯坲坥坭 圲圮圲之中所提到的形式的話，我們的g在z圩仍可以

去使用坔坨坥坯坲坥坭 圲圮圲來幫助我們看出坛zn坝g在z圩的近似值，而如果h在z圩也是符

合坔坨坥坯坲坥坭 圲圮圲中所提到的形式，但是對於O 這個符號，我們並不知道它是否
具有封閉性能夠做到以下的事情

坛zn坝O在h在z圩圩 圽 O在坛zn坝h在z圩圩.

如果，可以的話，我們就能使用坔坨坥坯坲坥坭 圲圮圲得到類似的結果。要做到這件事情必

須要先給定一些條件，才能使以上的事情成立，因此我們先定義一些條件。

Definition 2.3. 假設φ和R為實數且R > 圱而地 < φ < π
2
，則

圁在φ,R圩 圽 {z | |z| < R, z 6圽 圱, |arg在z − 圱圩| > φ},

我們之稱為圁圭坤坯坭坡坩坮。如果一個坦坵坮坣坴坩坯坮在圁圭坤坯坭坡坩坮裡是坡坮坡坬坹坴坩坣 的話，則我們

說這個坦坵坮坣坴坩坯坮是圁圭坡坮坡坬坹坴坩坣。

有了坄坥圌坮坩坴坩坯坮 圲圮圳之後，就能讓O在h在z圩圩使用坔坨坥坯坲坥坭 圲圮圴找出結果。有時我們

會使用o這個符號來決定次要項h在z圩 的樣子，因此坔坨坥坯坲坥坭 圲圮圴也介紹了關於o的封

閉性。

Theorem 2.4. 假設α和β是任意實數且f在z圩是一個圁-analytic function。

1. 假設當f在z圩為

f在z圩 圽 O
(
在圱− z圩−α

(圱
z
坬坯坧

圱

圱− z
)β)

並且z在圁-domain與1的鄰域的交集下，則坛zn坝f在z圩 結果為

坛zn坝f在z圩 圽 O
(
nα−1

圀在α圩

(
坬坯坧 n

)β)
.

圱圱



2. 假設當f在z圩為

f在z圩 圽 o

(
在圱− z圩−α

(圱
z
坬坯坧

圱

圱− z
)β)

並且z在圁-domain與1的鄰域的交集下，則坛zn坝f在z圩 結果為

坛zn坝f在z圩 圽 o

(
nα−1

圀在α圩

(
坬坯坧 n

)β)
.

使用坔坨坥坯坲坥坭 圲圮圲和坔坨坥坯坲坥坭 圲圮圴，就能夠讓符合於上述形式的這些生成函

數f在z圩的坳坩坮坧坵坬坡坲坩坴坹在z 圽 圱的情況下找出坛zn坝f在z圩的近似值。但如果現在出現符合

上述形式的生成函數g在z圩，但g在z圩的坳坩坮坧坵坬坡坲坩坴坹 並不是在z 圽 圱的情況之下，而是

在一個任意的坳坩坮坧坵坬坡坲坩坴坹在z 圽 ζ，ζ是不為地的任意複數。此時，圁圭坤坯坭坡坩坮 和g在z圩

所代入的z就會因為坳坩坮坧坵坬坡坲坩坴坹 ζ 而有所改變。當然所得到的係數也會有所變化。

坛zn坝g在z圩 圽 ζ−n坛zn坝g在ζz圩,

坛zn坝O在g在z圩圩 圽 ζ−n坛zn坝O在g在ζz圩圩.

由於我們的圁圭坤坯坭坡坩坮經過ζ的倍數調整變為ζ圁圭坤坯坭坡坩坮，讓g在z圩所代入的z經過ζ的

倍數調整使得問題變回在坔坨坥坯坲坥坭 圲圮圲 和坔坨坥坯坲坥坭 圲圮圴之下能解決的問題。

有時，我們在看生成函數的係數會使用微分和積分來幫助我們。而在使

用坳坩坮坧坵坬坡坲坩坴坹 坡坮坡坬坹坳坩坳時，我們仍然會使用到微分和積分，因此我們會希望O這個
符號，在使用微分和積分時仍然具有封閉性。也就是說

d

dz
O在h在z圩圩 圽 O在 d

dz
h在z圩圩,∫

O在h在t圩圩dt 圽 O在
∫
h在t圩dt圩.

因此，坔坨坥坯坲坥坭 圲圮圵和坔坨坥坯坲坥坭 圲圮圷就是要來介紹這件事情。

Theorem 2.5. 假設f在z圩是一個圁-analytic function且在singularity 的展開為

f在z圩 圽
k∑
i=0

ci在圱− z圩αi 圫O在在圱− z圩A圩,

則任意的r在> 地圩次導函數 dr

dzr
f在z圩仍會是圁-analytic 且它的singularity展開為

dr

dzr
f在z圩 圽 在−圱圩r

k∑
i=0

ci
圀在αi 圫 圱圩

圀在αi 圫 圱− r圩
在圱− z圩αi−r 圫O在在圱− z圩A−r圩.

Remark 圲圮圶. 對於f在z圩為

f在z圩 圽 O在在圱− z圩A
(
坬坯坧

圱

圱− z

)B
圩, B ∈ Z≥0.

在它的r次導函數將會是

dr

dzr
f在z圩 圽 O在在圱− z圩A−r

(
坬坯坧

圱

圱− z

)B
圩

圱圲



Theorem 2.7. 假設f在z圩是一個圁-analytic function且在singularity 的展開為

f在z圩 圽
k∑
i=0

ci在圱− z圩αi 圫O在在圱− z圩A圩,

則
∫ z

0
f在t圩dt仍是圁-analytic且在αi和A不等於−圱 的情況，它的singularity展開是:

1. 如果A < −圱的話∫ z

0

f在t圩dt 圽 −
k∑
i=0

ci
αi 圫 圱

在圱− z圩αi+1 圫O在在圱− z圩A+1圩.

2. 如果A > −圱的話∫ z

0

f在t圩dt 圽 −
k∑
i=0

ci
αi 圫 圱

在圱− z圩αi+1 圫 L0 圫O在在圱− z圩A+1圩,

其中，L0會是

L0 圽
∑
αi<−1

ci
αi 圫 圱

圫

∫ 1

0

(
f在t圩−

∑
αi<−1

ci在圱− t圩αi
)
dt.

對於，坔坨坥坯坲坥坭 圲圮圵和坔坨坥坯坲坥坭 圲圮圷我們將會大量去使用它們。

Remark 圲圮圸. 當α或A等於−圱時，我們可以知道∫ z

0

在圱− t圩−1dt 圽 坬坯坧
圱

圱− z
,

∫ z

0

O在在圱− t圩−1圩dt 圽 O在坬坯坧 圱

圱− z
圩.

2.2 Probability Theory

我們的研究重大結果就是要去證明Xn,k的坤坩坳坴坲坩坢坵坴坩坯坮會去趨近坮坯坲坭坡坬 坤坩坳坴坲坩坢坵圭

坴坩坯坮。 如果有一個坲坡坮坤坯坭 坶坡坲坩坡坢坬坥的坳坥坱坵坥坮坣坥，而這些坲坡坮坤坯坭 坶坡坲坩坡坢坬坥 具有互相

獨立且有相同的坤坩坳坴坲坩坢坵坴坩坯坮，我們可以使用中央極限定理來證明這個坲坡坮坤坯坭

坶坡坲坩坡坢坬坥 的坳坥坱坵坥坮坣坥的坤坩坳坴坲坩坢坵坴坩坯坮會去趨近坮坯坲坭坡坬 坤坩坳坴坲坩坢坵坴坩坯坮。但不可能所有

的坲坡坮坤坯坭 坶坡坲坩坡坢坬坥的坳坥坱坵坥坮坣坥 都具有這個特性，因此我們要使用另一個方法來

說。

坐圮 坃坨坥坢坹坳坨坥坶提出一種方法主要用來證明中央極限定理，這方法被稱為動動動差差差

法法法(method of moments)。

Theorem 2.9 在坆坲圓坥坣坨坥坴圭坓坨坯坨坡坴 坔坨坥坯坲坥坭圩. 先假設一個random variable X並且假

設X的所有動差坅在Xm圩必須存在且唯一決定X的distribution。而現在一個random

variable 的sequence {Xn}n≥1具備所有的動差坅在Xm
n 圩且符合坬坩坭n→∞ 坅在Xm

n 圩 圽

坅在Xm圩對於所有的m 圽 圱, 圲, · · ·，則Xn的distribution會趨近到X的distribution。

由於我們的目標是證明Xn,k的坤坩坳坴坲坩坢坵坴坩坯坮去趨近坮坯坲坭坡坬 坤坩坳坴坲坩坢坵坴坩坯坮，因此可

以看出我們所要的結果是

E在N在地, 圱圩m圩 圽


m!

2
m
2 (m

2
)!
, 坩坦 m 坩坳 坥坶坥坮.

地, 坯坴坨坥坲坷坩坳坥.
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因此，當我們知道一個坲坡坮坤坯坭 坶坡坲坩坡坢坬坥的坳坥坱坵坥坮坣坥 {Xn}n≥1且它具有所的動差的

話，我們就能去證明這個結果

坬坩坭
n→∞

坅在Xm
n,k圩 圽


m!

2
m
2 (m

2
)!
, 坩坦 m 坩坳 坥坶坥坮.

地, 坯坴坨坥坲坷坩坳坥.
在圲圮圱圩

再利用坔坨坥坯坲坥坭 圲圮圹去說明{Xn}n≥1 的坤坩坳坴坲坩坢坵坴坩坯坮 趨近坮坯坲坭坡坬 坤坩坳坴坲坩坢坵坴坩坯坮。

2.3 Grown Simply Families of Increasing Trees

在坃坨坡坰坴坥坲 圱中，我們曾經介紹坁圮 坐坡坮坨坯坬坺坥坲 和坈圮 坐坲坯坤坩坮坧坥坲在坛圸坝 已經證明

了坧坲坯坷坮 坳坩坭坰坬坹 坦坡坭坩坬坩坥坳 坯坦 坩坮坣坲坥坡坳坩坮坧 坴坲坥坥坳只有三種坩坮坣坲坥坡坳坩坮坧 坴坲坥坥坳。即是d圭坡坲坹

坴坲坥坥坳、坲坥坣坵坲坳坩坶坥 坴坲坥坥坳、坧坥坮坥坲坡坬坩坺坥坤 坐坏坒坔坳 並且也說明了如何使用坷坥坩坧坨坴 坦坵坮坣圭

坴坩坯坮來給定它們的坲坡坮坤坯坭 坭坯坤坥坬。

圱圮 在d圭坡坲坹 坴坲坥坥坳圩

φ在ω圩 圽 φ0在圱 圫
ct

φ0

圩d,

其中φ0, c > 地且d ∈ {圲, 圳, · · · }。
圲圮 在坒坥坣坵坲坳坩坶坥 坴坲坥坥坳圩

φ在ω圩 圽 φ0e
ct
φ0 ,

其中φ0, c > 地。

圳圮 在均坥坮坥坲坡坬坩坺坥坤 坐坏坒坔坳圩

φ在ω圩 圽 φ0在圱−
ct

φ0

圩−r+1,

其中φ0, c > 地且r > 圱。

由上面的結果，我們只需要找一個符合條件的φ0和c就行了，因此我們給定一

個特別的例子。在這裡我們所給定的是φ0和c為圱，如果我們給不同的φ0 和c，影

響的只是答案多了φ0和c的倍數而已。

圱圮 在d圭坡坲坹 坴坲坥坥坳圩

φ在ω圩 圽 在圱 圫 t圩d, d ∈ {圲, 圳, · · · }. 在圲圮圲圩

圲圮 在坒坥坣坵坲坳坩坶坥 坴坲坥坥坳圩

φ在ω圩 圽 et.

圳圮 在均坥坮坥坲坡坬坩坺坥坤 坐坏坒坔坳圩

φ在ω圩 圽 在圱− t圩−r+1, r > 圱. 在圲圮圳圩

圱圴



我們將會利用這個例子來當作我們的坷坥坩坧坨坴 坦坵坮坣坴坩坯坮。 因為我們知道坷坥坩坧坨坴

坦坵坮坣坴坩坯坮和τ在z圩的關係為

τ ′在z圩 圽 φ在τ在z圩圩, τ在地圩 圽 地.

因此，我們可以使用坷坥坩坧坨坴 坦坵坮坣坴坩坯坮來找出τ在z圩。而且我們可以看到d圭坡坲坹 坴坲坥坥

和坧坥坮坥坲坡坬坩坺坥坤 坐坏坒坔坳的坷坥坩坧坨坴 坦坵坮坣坴坩坯坮是非常類似的，因此可以猜測兩者的τ在z圩也

會是類似的，因此可以用坌坥坭坭坡 圲圮圱地來看出τ在z圩的形式。

Lemma 2.10. 假設ζ不為地和α不為−圱並且φ在z圩為

φ在z圩 圽 在圱− ζz圩−α.

由於我們知道

τ ′在z圩 圽 φ在τ在z圩圩, τ在地圩 圽 地,

則我們可以推得τ在z圩的形式為

τ在z圩 圽
圱

ζ
− 圱

ζ
在圱− ζ在α 圫 圱圩z圩

1
α+1

並且能得知τn是

τn 圽 n圡坛zn坝τ在z圩 圽
(
ζ在α 圫 圱圩

)n−1
在n− 圱圩圡

(
n− 圱− 1

α+1

n− 圱

)
.

Proof. 從τ ′在z圩 圽 φ在τ在z圩圩和τ在地圩 圽 地來觀察，可以知道τ在z圩大概會是

τ在z圩 圽 A− A在圱−Bz圩C ,

將τ在z圩和τ ′在z圩代入τ ′在z圩 圽 φ在τ在z圩圩 之中可以得到

ABC在圱−Bz圩C−1 圽 在圱− ζA圫 ζA在圱−Bz圩C圩圩−α.

最快能知道的是

圱− ζA 圽 地.

接下來能推得

圱 圽 在ζA圩−α 圽 ABC,

− αC 圽 C − 圱.

由這些結果得到

τ在z圩 圽
圱

ζ
− 圱

ζ
在圱− ζ在α 圫 圱圩z圩

1
α+1 .

因此，τ在z圩的樣子被我們計算出來。
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之後，利用τ在z圩的結果並且由坅坸坡坭坰坬坥 圲圮圱能夠知道

坛zn坝τ在z圩 圽 −圱

ζ

(
1

α+1

n

)(
− ζ在α 圫 圱圩

)n
圽 在−圱圩n+1ζn−1在α 圫 圱圩n

在 1
α+1

圩在 1
α+1
− 圱圩 · · · 在 1

α+1
− n圫 圱圩

n圡
.

再進行下一步之前，我們先把 1
1+α
和n拿出來之後，剩餘的項去提出負號並簡化

在−圱圩n+1ζn−1在α 圫 圱圩n
在 1
α+1

圩在 1
α+1
− 圱圩 · · · 在 1

α+1
− n圫 圱圩

n圡

圽 在−圱圩2ζn−1在α 圫 圱圩n
圱

α 圫 圱

圱

n

(
n− 圱− 1

α+1

n− 圱

)
圽
(
ζ在α 圫 圱圩

)n−1 圱

n

(
n− 圱− 1

α+1

n− 圱

)
.

因此，我們的結果為

τn 圽 n圡坛zn坝τ在z圩 圽 n圡
(
ζ在α 圫 圱圩

)n−1 圱

n

(
n− 圱− 1

α+1

n− 圱

)
圽
(
ζ在α 圫 圱圩

)n−1
在n− 圱圩圡

(
n− 圱− 1

α+1

n− 圱

)

有坌坥坭坭坡 圲圮圱地的結果，我們可由在圲圮圲圩能夠推得d圭坡坲坹 坴坲坥坥的τ在z圩和τn為

τ在z圩 圽 −圱 圫 在圱− 在d− 圱圩z圩−
1
d−1 , d ∈ {圲, 圳, · · · }, 在圲圮圴圩

τn 圽 在d− 圱圩n−1在n− 圱圩圡

(
n− 圱 圫 1

d−1

n− 圱

)
, d ∈ {圲, 圳, · · · }.

同樣地，由在圲圮圳圩能夠推得坧坥坮坥坲坡坬坩坺坥坤 坐坏坒坔坳的τ在z圩和τn 為

τ在z圩 圽 圱− 在圱− rz圩
1
r , r > 圱, 在圲圮圵圩

τn 圽 rn−1在n− 圱圩圡

(
n− 圱− 1

r

n− 圱

)
, r > 圱.

有φ在z圩和τ在z圩之後，就能用於主要證明之中。

2.4 Differential Equation

在坃坨坡坰坴坥坲 圱的最後，我們介紹過坢坩坶坡坲坩坡坴坥 坧坥坮坥坲坡坴坩坮坧 坦坵坮坣坴坩坯坮 Pk在z, y圩 以及m

次動差生成函數A
[m]
k 在z圩，兩者之間的關係是可以從Pk在z, y圩 的微分方程在圱圮圱圩去推

導出A
[m]
k 在z圩 的微分方程在圱圮圲圩。 因此，我們要知道如何去計算A

[m]
k 在z圩 的解。

Lemma 2.11. 我們知道

A′在z圩 圽 φ′在τ在z圩圩A在z圩 圫B在z圩, A在地圩 圽 地
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和

τ ′在z圩 圽 φ在τ在z圩圩, τ在地圩 圽 地.

因此，A在z圩的解是

A在z圩 圽 τ ′在z圩

∫ z

0

B在t圩

τ ′在t圩
dt.

Proof. 在計算微分方程時，我們先找出齊次解，也就是找出A′在z圩 圽 φ′在τ在z圩圩A在z圩

的解。首先，同除A在z圩

A′在z圩

A在z圩
圽 φ′在τ在z圩圩,

而且可知道

坬坯坧A在z圩 圽

∫ z

0

φ′在τ在t圩圩dt圫 C. 在圲圮圶圩

因為τ ′在z圩 圽 φ在τ在z圩圩的關係，因此可以知道

φ′在τ在z圩圩 圽
τ ′′在z圩

τ ′在z圩
. 在圲圮圷圩

將在圲圮圷圩代入在圲圮圶圩可以得到

坬坯坧A在z圩 圽

∫ z

0

τ ′′在t圩

τ ′在t圩
dt圫 C

圽 坬坯坧 τ ′在z圩 圫 C.

所以齊次解

A在z圩 圽 坾Cτ ′在z圩.

接下來，我們要找出非齊次解。首先假設A在z圩的樣子為

A在z圩 圽 坾C在z圩τ ′在z圩.

對於上述的式子進行微分得到

A′在z圩 圽 坾C ′在z圩τ ′在z圩 圫 坾C在z圩τ ′′在z圩.

將A在z圩和A′在z圩代入原來的微分方程

坾C ′在z圩τ ′在z圩 圫 坾C在z圩τ ′′在z圩 圽 φ′在τ在z圩圩 坾C在z圩τ ′在z圩 圫B在z圩.

因為我們有在圲圮圷圩所以可以將式子變為

坾C ′在z圩τ ′在z圩 圫 坾C在z圩φ′在τ在z圩圩τ ′在z圩 圽 φ′在τ在z圩圩 坾C在z圩τ ′在z圩 圫B在z圩,

坾C ′在z圩τ ′在z圩 圽 B在z圩.
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因此得到

坾C在z圩 圽

∫ z

0

B在t圩

τ ′在t圩
dt圫 C1.

將 坾C在z圩代入我們所假設A在z圩，又因為A在地圩 圽 地 的關係，所以非齊次解是

A在z圩 圽 τ ′在z圩

∫ z

0

B在t圩

τ ′在t圩
dt

2.5 Some Technical Lemmas

最後，我們在這裡提出一些我們還沒介紹到的預備知識

Lemma 2.12. 假設α是大於−圱的任意數，我們能得到
k−1∑
l=0

k−1∑
i=0

(
k − 圱

l

)(
k − 圱

i

)
在−圱圩l+i

在l 圫 圲 圫 α圩在i圫 圲 圫 α圩在l 圫 i圫 圳 圫 圲α圩

圽 − 圲在圲k − 圱圩圡圀在圳 圫 圲α圩

在圱 圫 α圩圀在圲k 圫 圳 圫 圲α圩
圫

在k − 圱圩圡k圡圀在圱 圫 α圩圀在圲 圫 α圩

圀2在k 圫 圲 圫 α圩
.

Proof. 首先我們先用分數拆開的想法，先拆 1
(i+2+α)(l+i+3+2α)

得到

圱

在l 圫 圲 圫 α圩在i圫 圲 圫 α圩在l 圫 i圫 圳 圫 圲α圩

圽
圱

在l 圫 圱 圫 α圩在l 圫 圲 圫 α圩

(
圱

i圫 圲 圫 α
− 圱

l 圫 i圫 圳 圫 圲α

)
.

之後，再拆開 1
(l+1+α)(l+2+α)

並且整理一下，得到

圱

在l 圫 圲 圫 α圩在i圫 圲 圫 α圩在l 圫 i圫 圳 圫 圲α圩
在圲圮圸圩

圽

(
圱

l 圫 圱 圫 α
− 圱

l 圫 圲 圫 α

)(
圱

i圫 圲 圫 α
− 圱

l 圫 i圫 圳 圫 圲α

)
圽

圱

在l 圫 圱 圫 α圩在i圫 圲 圫 α圩
− 圱

在l 圫 圲 圫 α圩在i圫 圲 圫 α圩

− 圱

在l 圫 圱 圫 α圩在l 圫 i圫 圳 圫 圲α圩
圫

圱

在l 圫 圲 圫 α圩在l 圫 i圫 圳 圫 圲α圩
.

我們先計算在圲圮圸圩的第一項

k−1∑
l=0

k−1∑
i=0

(
k − 圱

l

)(
k − 圱

i

)
在−圱圩l+i

在l 圫 圱 圫 α圩在i圫 圲 圫 α圩
在圲圮圹圩

圽
k−1∑
l=0

(
k − 圱

l

)
在−圱圩l

l 圫 圱 圫 α

k−1∑
i=0

(
k − 圱

i

)
在−圱圩i

i圫 圲 圫 α
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圽
k−1∑
l=0

(
k − 圱

l

)∫ 1

0

在−圱圩lxl+αdx
k−1∑
i=0

(
k − 圱

i

)∫ 1

0

在−圱圩ixi+1+αdx

圽

(∫ 1

0

k−1∑
l=0

(
k − 圱

l

)
在−圱圩lxl+αdx

)(∫ 1

0

k−1∑
i=0

(
k − 圱

i

)
在−圱圩ixi+1+αdx

)
.

接下來，利用二項式係數化簡式子得到(∫ 1

0

k−1∑
l=0

(
k − 圱

l

)
在−圱圩lxl+αdx

)(∫ 1

0

k−1∑
i=0

(
k − 圱

i

)
在−圱圩ixi+1+αdx

)
圽

(∫ 1

0

xα在圱− x圩k−1dx

)(∫ 1

0

x1+α在圱− x圩k−1dx

)
圽

在k − 圱圩圡2圀在圱 圫 α圩圀在圲 圫 α圩

圀在k 圫 圱 圫 α圩圀在k 圫 圲 圫 α圩
. 在圲圮圱地圩

從這個結果可以知道，我們在計算這些式子時，化簡到最後的結果l和i都會消

失，也就是說，我們可以把l和i調對但並不會影響到計算的結果。

再回到在圲圮圸圩，我們將在圲圮圸圩的第四項再拆開一次，得到

圱

在l 圫 圲 圫 α圩在l 圫 i圫 圳 圫 圲α圩
圽

圱

i圫 圱 圫 α

(
圱

l 圫 圲 圫 α
− 圱

l 圫 i圫 圳 圫 圲α

)
.

由於l和i調對不會影響到結果，因此這裡所拆開的式子在在圲圮圸圩 的前三項就能計算

出結果。現在，我們就逐一來看在圲圮圸圩的前三項，而第一項已經算出結果了，因此

來看第二項，利用在圲圮圹圩的做法得到

−
k−1∑
l=0

k−1∑
i=0

(
k − 圱

l

)(
k − 圱

i

)
在−圱圩l+i

在l 圫 圲 圫 α圩在i圫 圲 圫 α圩

圽 −
(∫ 1

0

x1+α在圱− x圩k−1dx

)2

圽 −在k − 圱圩圡2圀2在圲 圫 α圩

圀2在k 圫 圲 圫 α圩
. 在圲圮圱圱圩

接下來，我們所要計算在圲圮圸圩的第三項

−
k−1∑
l=0

k−1∑
i=0

(
k − 圱

l

)(
k − 圱

i

)
在−圱圩l+i

在l 圫 圱 圫 α圩在l 圫 i圫 圳 圫 圲α圩

圽 −
k−1∑
l=0

k−1∑
i=0

(
k − 圱

l

)(
k − 圱

i

)
在−圱圩l+i

在l 圫 圱 圫 α圩

∫ 1

0

xl+i+2+2αdx

圽 −
∫ 1

0

k−1∑
l=0

(
k − 圱

l

)
在−圱圩l

在l 圫 α圩
xl+2+2α在圱− x圩k−1dx

圽 −
∫ 1

0

∫ x

0

x1+α在圱− x圩k−1tα在圱− t圩k−1dtdx.

圱圹



我們在式子中要額外加上一個t，則式子會改變成

−
∫ 1

0

∫ x

0

x1+α在圱− x圩k−1tα在圱− t圩k−1dtdx 在圲圮圱圲圩

圽 −
∫ 1

0

∫ x

0

x1+α在圱− x圩k−1在t圫 圱− t圩tα在圱− t圩k−1dtdx

圽 −
∫ 1

0

∫ x

0

x1+α在圱− x圩k−1t1+α在圱− t圩k−1dtdx

−
∫ 1

0

∫ x

0

x1+α在圱− x圩k−1tα在圱− t圩kdtdx.

我們分開討論這兩個積分，在圲圮圱圲圩的第一個積分的結果要經由一個技巧中得到∫ 1

0

∫ x

0

x1+α在圱− x圩k−1t1+α在圱− t圩k−1dtdx

圽

∫ 1

0

(∫ x

0

x1+α在圱− x圩k−1t1+α在圱− t圩k−1dt

圫

∫ 1

x

x1+α在圱− x圩k−1t1+α在圱− t圩k−1dt

)
dx

−
∫ 1

0

∫ 1

x

x1+α在圱− x圩k−1t1+α在圱− t圩k−1dtdx

圽

∫ 1

0

∫ 1

0

x1+α在圱− x圩k−1t1+α在圱− t圩k−1dtdx

−
∫ 1

0

∫ 1

x

x1+α在圱− x圩k−1t1+α在圱− t圩k−1dtdx

關於上述式子的第二項，我們將積分位置對調後，可以得到∫ 1

0

∫ 1

x

x1+α在圱− x圩k−1t1+α在圱− t圩k−1dtdx

圽

∫ 1

0

∫ t

0

x1+α在圱− x圩k−1t1+α在圱− t圩k−1dxdt.

由於，x和t的符號對調沒有影響，所以經過簡化之後，可以得到在圲圮圱圲圩的第一個積

分的結果是∫ 1

0

∫ x

0

x1+α在圱− x圩k−1t1+α在圱− t圩k−1dtdx

圽
圱

圲

(∫ 1

0

x1+α在圱− x圩k−1dx

)2

圽
在k − 圱圩圡2圀2在圲 圫 α圩

圲圀2在k 圫 圲 圫 α圩
. 在圲圮圱圳圩

而在圲圮圱圲圩的第二個積分的結果可以由分部積分得到∫ 1

0

∫ x

0

x1+α在圱− x圩k−1tα在圱− t圩kdtdx

圲地



圽
圱

圱 圫 α

∫ 1

0

x2+2α在圱− x圩2k−1dx

圫
k

圱 圫 α

∫ 1

0

∫ x

0

x1+α在圱− x圩k−1t1+α在圱− t圩k−1dtdx

圽
在圲k − 圱圩圡圀在圳 圫 圲α圩

在圱 圫 α圩圀在圲k 圫 圳 圫 圲α圩
圫

在k − 圱圩圡k圡圀在圱 圫 α圩圀在圲 圫 α圩

圲圀2在k 圫 圲 圫 α圩
. 在圲圮圱圴圩

由在圲圮圱地圩、在圲圮圱圱圩、在圲圮圱圳圩和在圲圮圱圴圩的結果，代入我們要證明式子之中並簡化得到

k−1∑
l=0

k−1∑
i=0

(
k − 圱

l

)(
k − 圱

i

)
在−圱圩l+i

在l 圫 圲 圫 α圩在i圫 圲 圫 α圩在l 圫 i圫 圳 圫 圲α圩

圽 − 圲在圲k − 圱圩圡圀在圳 圫 圲α圩

在圱 圫 α圩圀在圲k 圫 圳 圫 圲α圩
圫

在k − 圱圩圡k圡圀在圱 圫 α圩圀在圲 圫 α圩

圀在k 圫 圲 圫 α圩2
.

Lemma 2.13. 假設N為正整數且α1、α2和α3為任意正數，則

N∑
i=0

(
i圫 α1

i

) N−i∑
j=0

(
j 圫 α2

j

)(
N − i− j 圫 α3

N − i− j

)
圽

(
N 圫 α1 圫 α2 圫 α3 圫 圲

N

)
.

Proof. 在這個證明中，我們會用到坅坸坡坭坰坬坥 圲圮圱的結果以及

坛zn坝f在x圩g在x圩 圽
n∑
k=0

fkgn−k,

其中fn 圽 坛zn坝f在x圩，gn 圽 坛zn坝g在x圩。因此，我們先來看式子裡面的和

N−i∑
j=0

(
j 圫 α2

j

)(
N − i− j 圫 α3

N − i− j

)
.

從坅坸坡坭坰坬坥 圲圮圱的結果，我們可以想成是兩個坦坵坮坣坴坩坯坮的相乘求zN−i 的係數，因此

可以得到

N−i∑
j=0

(
j 圫 α2

j

)(
N − i− j 圫 α3

N − i− j

)
圽 坛zN−i坝在圱− z圩−1−α2在圱− z圩−1−α3

圽 坛zN−i坝在圱− z圩−2−α2−α3 .

對於這個結果，我們還可以寫成

坛zN−i坝在圱− z圩−2−α2−α3 圽

(
N − i圫 α2 圫 α3 圫 圱

N − i

)
.

之後，我們將這個結果代入所證明的式子中，再用相同的想法計算外面的和是

N∑
i=0

(
i圫 α1

i

)(
α2 圫 α3 圫 圱

N − i

)
圽 坛zN 坝在圱− z圩−3−α1−α2−α3

圽

(
N 圫 α1 圫 α2 圫 α3 圫 圲

N

)
.
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Remark 圲圮圱圴. 關於坌坥坭坭坡 圲圮圱圳，我們是為了主要證明的方便而將設定那樣的形

式，但其實在一般的情況，假設兩個坦坵坮坣坴坩坯坮 f在z圩和g在z圩的形式為

f在z圩 圽 在圱− z圩α1 , g在z圩 圽 在圱− z圩α2 ,

其中的α1和α2可以為任意數，則

坛zn坝f在z圩g在z圩 圽
n∑
k=0

(
α1

k

)(
α2

n− k

)
圽

(
α1 圫 α2

n

)
.

因此，坌坥坭坭坡 圲圮圱圳也是可寫成上述的形式。
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Chapter 3

Generalized PORTs

坃坨坡坰坴坥坲 圳要證明在坧坥坮坥坲坡坬坩坺坥坤 坐坏坒坔坳之下，利用坳坵坢坴坲坥坥 坳坩坺坥 坰坲坯圌坬坥 Xn,k並且

在給定k 的情況下，求出Xn,k的坤坩坳坴坲坩坢坵坴坩坯坮 會趨近坮坯坲坭坡坬 坤坩坳坴坲坩坢坵坴坩坯坮的主要過

程。而我們要用的方法就是利用坔坨坥坯坲坥坭 圲圮圹 證明Xn,k的坤坩坳坴坲坩坢坵坴坩坯坮符合在圲圮圱圩的結

果。因此，我們會先去找出Xn,k 的坭坥坡坮 坶坡坬坵坥 和坶坡坲坩坡坮坣坥，並利用在圱圮圱圩和在圱圮圲圩去

證明在圲圮圱圩。

3.1 Mean Value and Variance

在坓坥坣坴坩坯坮 圲圮圳中，已經知道φ在ω圩和τ在z圩的樣子，因此會直接使用在圲圮圳圩和在圲圮圵圩來

進行證明。

Proposition 3.1. 在generalized PORTs之下，Xn,k的mean value為

坅在Xn,k圩 圽
r在r − 圱圩

在rk 圫 r − 圱圩在rk − 圱圩
n− r − 圱

在rk 圫 r − 圱圩在rk − 圱圩
, n > k

Proof. 首先，我們先回顧一下φ在ω圩和τ在z圩，由在圲圮圳圩 和在圲圮圵圩知道

φ在ω圩 圽 在圱− t圩−r+1, r > 圱,

τ在z圩 圽 圱− 在圱− rz圩
1
r , r > 圱.

因為我們要計算坅在Xn,k圩，所以我們要去找出m 次動差生成函數A
[m]
k 在z圩中的係數，

也就是說

坅在Xm
n,k圩 圽

n圡

τn
坛zn坝A

[m]
k 在z圩.

因為坌坥坭坭坡 圲圮圱圱能知道A
[m]
k 在z圩的解是

坅在Xm
n,k圩 圽

n圡

τn
坛zn坝τ ′在z圩

∫ z

0

B
[m]
k 在t圩

τ ′在t圩
dt.

圲圳



因此，當我們把m 圽 圱的時候，就是我們所要找的坅在Xn,k圩的結果。所以，我們

對於在圱圮圱圩的y進行圱次偏微並且y代入地 之後，我們就能知道Ak在z圩的樣子，更能得

到B
[1]
k 在z圩 是

B
[1]
k 在z圩 圽

τk
在k − 圱圩圡

zk−1,

其中τk也可以從在圲圮圵圩知道，就是

τk 圽 rk−1在k − 圱圩圡

(
k − 圱− 1

r

k − 圱

)
.

接下來，我們先將B
[1]
k 在z圩代入坅在Xn,k圩 之中，會變成

坅在Xn,k圩 圽
n圡τk

在k − 圱圩圡τn
坛zn坝τ ′在z圩

∫ z

0

tk−1

τ ′在t圩
dt.

之後，我們先對於式子中的積分做整理，變成

坛zn坝τ ′在z圩

∫ z

0

tk−1

τ ′在t圩
dt 圽 坛zn坝τ ′在z圩

∫ z

0

tk−1在圱− rt圩1− 1
r dt

圽 坛zn坝τ ′在z圩

(∫ 1
r

0

tk−1在圱− rt圩1− 1
r dt圫

∫ z

1
r

tk−1在圱− rt圩1− 1
r dt

)

圽 坛zn坝τ ′在z圩

(
r−k

∫ 1

0

tk−1在圱− t圩1− 1
r dt

圫 在−r圩−k+1

∫ z

1
r

在圱− rt− 圱圩k−1在圱− rt圩1− 1
r dt

)

圽 坛zn坝τ ′在z圩r−k

(
在k − 圱圩圡圀在圲− 1

r
圩

圀在k 圫 圲− 1
r
圩

圫
k−1∑
l=0

(
k − 圱

l

)
在−圱圩l+1

∫ 1−rz

0

tl+1− 1
r dt

)

圽 坛zn坝τ ′在z圩r−k

(
在k − 圱圩圡圀在圲− 1

r
圩

圀在k 圫 圲− 1
r
圩

圫
k−1∑
l=0

(
k − 圱

l

)
在−圱圩l+1

l 圫 圲− 1
r

在圱− rz圩l+2− 1
r

)
.

最後，我們能得到Xn,k的坭坥坡坮 坶坡坬坵坥為

坅在Xn,k圩 圽
n圡τk

在k − 圱圩圡τn
坛zn坝τ ′在z圩

∫ z

0

tk−1

τ ′在t圩
dt

圽
n圡τk

在k − 圱圩圡τn
坛zn坝τ ′在z圩r−k

(
在k − 圱圩圡圀在圲− 1

r
圩

圀在k 圫 圲− 1
r
圩

圫
k−1∑
l=0

(
k − 圱

l

)
在−圱圩l+1

l 圫 圲− 1
r

在圱− rz圩l+2− 1
r

)

圽
τn+1

τn
τkr
−k 圀在圲− 1

r
圩

圀在k 圫 圲− 1
r
圩

圽
在r − 圱圩在rn− 圱圩

在rk 圫 r − 圱圩在rk − 圱圩
,

其中，τn的化簡可以利用坌坥坭坭坡 圲圮圱地中證明τn的想法去展開τn 中的二項式係數並

且去做到化簡這件事。
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證明完Xn,k的坭坥坡坮 坶坡坬坵坥後，我們要來證明Xn,k的坶坡坲坩坡坮坣坥。

Proposition 3.2. 在generalized PORTs之下，Xn,k的variance為

坖坡坲在Xn,k圩 圽

((
k在圴 圫 k圩r2 − 在圲 圫 圳k圩r 圫 圱

) r在r − 圱圩

在rk 圫 r − 圱圩2在rk − 圱圩2

−
圲在圲k − 圱圩圡圀在圳− 2

r
圩

圀在圲k 圫 圳 圫 2
r
圩

(
k − 圱− 1

r

k − 圱

)2)
n圫O在n

1
r 圩, n > k.

Proof. 在這裡，我們的證明方法會與坐坲坯坰坯坳坩坴坩坯坮 圳圮圱類似。我們要先計算

出B
[2]
k 在z圩，就是對於在圱圮圱圩 的y做圲次偏微並且y 代入地，因此會得到圲次動差生成

函數A
[2]
k 在z圩的微分方程

d

dz
A

[2]
k 在z圩 圽 φ′在τ在z圩圩A

[2]
k 在z圩 圫 φ′′在τ在z圩圩在A

[1]
k 在z圩圩2 圫 τk

zk−1

在k − 圱圩圡
,

其中，B
[2]
k 在z圩為

B
[2]
k 在z圩 圽 φ′′在τ在z圩圩在A

[1]
k 在z圩圩2 圫 τk

zk−1

在k − 圱圩圡
.

接下來，我們先計算A
[2]
k 在z圩

A
[2]
k 在z圩 圽 τ ′在z圩

∫ z

0

φ′′在τ在t圩圩在A
[1]
k 在t圩圩2 圫 τk

tk−1

(k−1)!

τ ′在t圩
dt

圽 τ ′在z圩

∫ z

0

φ′′在τ在t圩圩

τ ′在t圩

(
τ ′在t圩

∫ t

0

τku
k−1

在k − 圱圩圡τ ′在u圩
du

)2

dt

圫 τ ′在z圩

∫ z

0

τkt
k−1

在k − 圱圩圡τ ′在t圩
dt

圽
τ 2
k

在k − 圱圩圡2
τ ′在z圩

∫ z

0

φ′′在τ在t圩圩

τ ′在t圩

(
τ ′在t圩

∫ t

0

uk−1

τ ′在u圩
du

)2

dt

圫
τk

在k − 圱圩圡
τ ′在z圩

∫ z

0

tk−1

τ ′在t圩
dt.

因為φ在ω圩 圽 在圱− t圩1−r，所以我們可以知道

φ在ω圩 圽 在圱− t圩1−r,

φ′在ω圩 圽 在r − 圱圩在圱− t圩−r,
φ′′在ω圩 圽 r在r − 圱圩在圱− t圩−1−r

並且將τ在z圩代入φ′′在ω圩之中，得到

φ′′在τ在z圩圩 圽 r在r − 圱圩在圱− rz圩−1− 1
r .

由於這個式子，我們的積分將可以被簡化。之後，我們先來看B
[2]
k 在z圩 中的這個積

分
(
τ ′在t圩

∫ t
0
uk−1

τ ′(u)
du
)2

。在坐坲坯坰坯坳坩坴坩坯坮 圳圮圱的證明過程之中，我們已經計算過這個積
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分τ ′在t圩
∫ t

0
uk−1

τ ′(u)
du，因此我們能夠知道(

τ ′在t圩

∫ t

0

uk−1

τ ′在u圩
du

)2

圽 在τ ′在t圩圩2r−2k

(
在k − 圱圩圡圀在圲− 1

r
圩

圀在k 圫 圲− 1
r
圩

圫
k−1∑
l=0

(
k − 圱

l

)
在−圱圩l+1

l 圫 圲− 1
r

在圱− rt圩l+2− 1
r

)2

圽 在τ ′在t圩圩2r−2k

(
在k − 圱圩圡2圀2在圲− 1

r
圩

圀2在k 圫 圲− 1
r
圩

在圳圮圱圩

圫 圲
在k − 圱圩圡圀在圲− 1

r
圩

圀在k 圫 圲− 1
r
圩

k−1∑
l=0

(
k − 圱

l

)
在−圱圩l+1

l 圫 圲− 1
r

在圱− rt圩l+2− 1
r

圫

( k−1∑
l=0

(
k − 圱

l

)
在−圱圩l+1

l 圫 圲− 1
r

在圱− rt圩l+2− 1
r

)2
)
.

對於上述的式子，我們只觀察重要的項，因此得到(
τ ′在t圩

∫ t

0

uk−1

τ ′在u圩
du

)2

圽 r−2k 在k − 圱圩圡2圀2在圲− 1
r
圩

圀2在k 圫 圲− 1
r
圩

在τ ′在t圩圩2 圫O在在圱− rt圩
1
r 圩.

到這裡，我們先整理A
[2]
k 在z圩

A
[2]
k 在z圩 圽

τ 2
k

在k − 圱圩圡2
τ ′在z圩

∫ z

0

φ′′在τ在t圩圩

τ ′在t圩

(
τ ′在t圩

∫ t

0

uk−1

τ ′在u圩
du

)2

dt

圫
τk

在k − 圱圩圡
τ ′在z圩

∫ z

0

tk−1

τ ′在t圩
dt

圽
τ 2
k

在k − 圱圩圡2
τ ′在z圩

∫ z

0

φ′′在τ在t圩圩

τ ′在t圩

(
r−2k 在k − 圱圩圡2圀2在圲− 1

r
圩

圀2在k 圫 圲− 1
r
圩

在τ ′在t圩圩2

圫O在在圱− rt圩
1
r 圩

)
dt圫

τk
在k − 圱圩圡

τ ′在z圩

∫ z

0

tk−1

τ ′在t圩
dt

圽
τ 2
k

在k − 圱圩圡2
τ ′在z圩

∫ z

0

(
在r − 圱圩r−2k+1 在k − 圱圩圡2圀2在圲− 1

r
圩

圀2在k 圫 圲− 1
r
圩

在圱− rt圩−2

圫O在在圱− rt圩−
1
r 圩

)
dt圫

τk
在k − 圱圩圡

τ ′在z圩

∫ z

0

tk−1

τ ′在t圩
dt.

在整理過後，我們可以發現A
[2]
k 在z圩的第二項已經是被計算過的，因此我們只要計

算出第一項即可。我們使用坔坨坥坯坲坥坭 圲圮圷可以得到

τ ′在z圩

∫ z

0

(
在r − 圱圩r−2k+1 在k − 圱圩圡2圀2在圲− 1

r
圩

圀2在k 圫 圲− 1
r
圩

在圱− rt圩−2 圫O在在圱− rt圩−
1
r 圩
)
dt

圽 τ ′在z圩
(
在r − 圱圩r−2k 在k − 圱圩圡2圀2在圲− 1

r
圩

圀2在k 圫 圲− 1
r
圩

在圱− rz圩−1 圫 L0 圫O在在圱− rz圩1− 1
r 圩
)

圽 在r − 圱圩r−2k 在k − 圱圩圡2圀2在圲− 1
r
圩

圀2在k 圫 圲− 1
r
圩

在圱− rz圩−2+ 1
r 圫 L0在圱− rz圩−1+ 1

r 圫O在圱圩.

圲圶



這裡的z是從圁圭坤坯坭坡坩坮中挑選出來並且z → 1
r
。在上面的式子中L0是

L0 圽 −在r − 圱圩r−2k 在k − 圱圩圡2圀2在圲− 1
r
圩

圀2在k 圫 圲− 1
r
圩

在圳圮圲圩

圫

∫ 1
r

0

(
φ′′在τ在t圩圩

τ ′在t圩

(
τ ′在t圩

∫ t

0

uk−1

τ ′在u圩
du

)2

− 在r − 圱圩r−2k+1 在k − 圱圩圡2圀2在圲− 1
r
圩

圀2在k 圫 圲− 1
r
圩

在圱− rt圩−2

)
dt.

我們先不看L0的計算，我們先把Xn,k的坶坡坲坩坡坮坣坥找出來。由於我們已經知道

了A
[2]
k 在z圩，因此我們可以知道坅在X2

n,k圩的樣子為

坅在X2
n,k圩 圽

n圡

τn
坛zn坝A

[2]
k 在z圩

圽
n圡

τn
坛zn坝

τ 2
k

在k − 圱圩圡2
在r − 圱圩r−2k 在k − 圱圩圡2圀2在圲− 1

r
圩

圀2在k 圫 圲− 1
r
圩

在圱− rz圩−2+ 1
r

圫
n圡

τn
坛zn坝

τ 2
k

在k − 圱圩圡2
L0在圱− rz圩−1+ 1

r

圫
n圡

τn
坛zn坝

τk
在k − 圱圩圡

τ ′在z圩

∫ z

0

tk−1

τ ′在t圩
dt圫O在n圡

τn
n−1圩.

坅在X2
n,k圩的第三項已知是坅在Xn,k圩，因此只要將其它項計算出來並且簡化

坅在X2
n,k圩 圽

n圡

τn
r−2k τ 2

k圀
2在圲− 1

r
圩

圀2在k 圫 圲− 1
r
圩
坛zn坝在r − 圱圩在圱− rz圩−2+ 1

r

圫
n圡

τn

τ 2
k

在k − 圱圩圡2
L0坛z

n坝在圱− rz圩−1+ 1
r

圫
r在r − 圱圩

在rk 圫 r − 圱圩在rk − 圱圩
n圫O在n圡

τn
n−1圩

圽
τn+2

τn
r−2k τ 2

k圀
2在圲− 1

r
圩

圀2在k 圫 圲− 1
r
圩
圫
τn+1

τn

τ 2
k

在k − 圱圩圡2
L0

圫
r在r − 圱圩

在rk 圫 r − 圱圩在rk − 圱圩
n圫O在n

1
r 圩

圽
在r − 圱圩2

在rk 圫 r − 圱圩2在rk − 圱圩2
在r2n2 圫 r在r − 圲圩n圩

圫 L0r
2k−1

(
k − 圱− 1

r

k − 圱

)2

n圫
r在r − 圱圩

在rk 圫 r − 圱圩在rk − 圱圩
n圫O在n

1
r 圩.

我們有坅在Xn,k圩和坅在X2
n,k圩，因此能得到Xn,k 的坶坡坲坩坡坮坣坥為

坖坡坲在Xn,k圩 在圳圮圳圩

圽 在在r − 圱圩在r − 圲圩 圫 在rk 圫 r − 圱圩在rk − 圱圩圩
r在r − 圱圩

在rk 圫 r − 圱圩2在rk − 圱圩2
n

圫 L0r
2k−1

(
k − 圱− 1

r

k − 圱

)2

n圫O在n
1
r 圩.
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接下來，我們就要開始來看L0的部份，我們可以利用在圳圮圱圩和在圳圮圲圩 來進行計算

L0 圽 −在r − 圱圩r−2k 在k − 圱圩圡2圀2在圲− 1
r
圩

圀2在k 圫 圲− 1
r
圩

圫 圲在r − 圱圩r−2k 在k − 圱圩圡圀在圲− 1
r
圩

圀在k 圫 圲− 1
r
圩

k−1∑
l=0

(
k − 圱

l

)
在−圱圩l+1

在l 圫 圲− 1
r
圩在l 圫 圱− 1

r
圩

在圳圮圴圩

圫 在r − 圱圩r−2k

k−1∑
l=0

k−1∑
i=0

(
k − 圱

l

)(
k − 圱

i

)
在圳圮圵圩

× 在−圱圩l+i+2

在l 圫 圲− 1
r
圩在i圫 圲− 1

r
圩在l 圫 i圫 圳− 2

r
圩
.

對於在圳圮圴圩，我們使用坌坥坭坭坡 圲圮圱圲的證明過程中的分數拆開的想法，將可以進行化

簡

k−1∑
l=0

(
k − 圱

l

)
在−圱圩l+1

在l 圫 圲− 1
r
圩在l 圫 圱− 1

r
圩

圽
k−1∑
l=0

(
k − 圱

l

)
在−圱圩l+1

(
圱

l 圫 圱− 1
r

− 圱

l 圫 圲− 1
r

)

圽
k−1∑
l=0

(
k − 圱

l

)
在−圱圩l

(∫ 1

0

在圱− z圩l−
1
r dz −

∫ 1

0

在圱− z圩l+1− 1
r dz

)
圽

∫ 1

0

zk−1在圱− z圩−
1
r dz −

∫ 1

0

zk−1在圱− z圩1− 1
r dz

圽
在k − 圱圩圡圀在圱− 1

r
圩

圀在k 圫 圱− 1
r
圩
−

在k − 圱圩圡圀在圲− 1
r
圩

圀在k 圫 圲− 1
r
圩
.

而對在圳圮圵圩，我們使用坌坥坭坭坡 圲圮圱圲得到

k−1∑
l=0

k−1∑
i=0

(
k − 圱

l

)(
k − 圱

i

)
在−圱圩l+i+2

在l 圫 圲− 1
r
圩在i圫 圲− 1

r
圩在l 圫 i圫 圳− 2

r
圩

圽 −
圲在圲k − 圱圩圡圀在圳− 2

r
圩

在圱− 1
r
圩圀在圲k 圫 圳− 2

r
圩
圫

在k − 圱圩圡k圡圀在圱− 1
r
圩圀在圲− 1

r
圩

圀2在k 圫 圲− 1
r
圩

.

因為在圳圮圴圩和在圳圮圵圩的化簡，因此能將L0代入在圳圮圳圩 進行整理，得到

坖坡坲在Xn,k圩 圽

((
k在圴 圫 k圩r2 − 在圲 圫 圳k圩r 圫 圱

) r在r − 圱圩

在rk 圫 r − 圱圩2在rk − 圱圩2

−
圲在圲k − 圱圩圡圀在圳− 2

r
圩

圀在圲k 圫 圳 圫 2
r
圩

(
k − 圱− 1

r

k − 圱

)2)
n圫O在n

1
r 圩.

3.2 Higher Moments and Distribution of Xn,k

接下來，我們要找出Xn,k的所有動差，並且利用在圲圮圱圩 證明Xn,k 的坤坩坳坴坲坩坢坵坴坩坯坮

將會趨近於坮坯坲坭坡坬 坤坩坳坴坲坩坢坵坴坩坯坮。在進行證明之前，我們要讓Xn,k的參數移動一

圲圸



個坭坥坡坮 坶坡坬坵坥，因此設定新參數為Xn,k 圽 Xn,k − µn，其中µ 圽 r(r−1)
(rk+r−1)(rk−1)

。 由

於我們的參數移動，在圱圮圱圩也會受到影響，因此我們設一個新的坢坩坶坡坲坩坡坴坥 坧坥坮坥坲坡坴坩坮坧

坦坵坮坣坴坩坯坮

P k在z, y圩 圽
∑
n≥1

τnE在坥坸坰在Xn,ky圩圩
zn

n圡
圽 Pk在ze

−µy, y圩.

利用在圱圮圱圩和P k在z, y圩的關係，我們得到一個新的微分方程

∂

∂y
P k在z, y圩 圽 e−µyφ在P k在z, y圩圩 圫 e−µky在ey − 圱圩τk

zk−1

在k − 圱圩圡
, 在圳圮圶圩

當然P k在地, y圩 圽 地。

同樣地，我們利用這個新的微分方程來推導出新的m次動差生成函數A
[m]

k 在z圩

的微分方程

d

dz
A

[m]

k 在z圩 圽 φ′在τ在z圩圩A
[m]

k 在z圩 圫B
[m]

k 在z圩, 在圳圮圷圩

其中B
[m]

k 在z圩表示除了φ′在τ在z圩圩A
[m]

k 在z圩 之外其餘的項，利用P k在地, y圩 圽 地這個條件，

我們可以知道A
[m]

k 在地圩 圽 地。

由於，我們要找出Xn,k的所有動差且從坓坥坣坴坩坯坮 圳圮圱能知道B
[m]

k 在z圩在計算Xn,k的

動差上是非常重要的。因此，我們要先找出B
[m]

k 在z圩的形式是如何。

Lemma 3.3. 我們利用在圳圮圶圩可以知道

B
[m]

k 在z圩 圽 在在−kµ圫 圱圩m − 在−kµ圩m圩τk
zk−1

在k − 圱圩圡

圫
m−1∑
i=0

(
m

i

)
在−µ圩m−i ∂

i

∂yi
圱

在圱− P k在z, y圩圩r−1

∣∣∣∣∣
y=0

圫 在r − 圱圩
∑

i1+i2+i3=m−1
i1<m−1

(
m− 圱

i1, i2, i3

)
A

[i1+1]

k 在z圩

× ∂i2

∂yi2
r − 圱

在圱− P k在z, y圩圩r−1

∣∣∣∣∣
y=0

∂i3

∂yi3
圱

圱− P k在z, y圩

∣∣∣∣∣
y=0

.

Proof. 當我們要找出m次動差生成函數時，我們會對於在圳圮圶圩的y 進行m次偏微並

且y代入地。首先我們先看在圳圮圶圩等號左邊的第二項

∂m

∂ym
e−µky在ey − 圱圩τk

zk−1

在k − 圱圩圡

∣∣∣∣∣
y=0

圽 在在−kµ圫 圱圩m − 在−kµ圩m圩τk
zk−1

在k − 圱圩圡
.

接下來，我們來看在圳圮圶圩等號左邊的第一項

∂m

∂ym
e−µyφ在P k在z, y圩圩

∣∣∣∣∣
y=0

圽
m∑
i=0

(
m

i

)
∂m−i

∂ym−i
e−µy

∣∣∣∣∣
y=0

∂i

∂yi
φ在P k在z, y圩圩

∣∣∣∣∣
y=0

.
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由上述的式子可以發現，如果e−µy消失，這樣我們所要檢查的就只會剩

下φ在P k在z, y圩圩這一項的對y偏微，而那樣的討論我們放到最後再來觀察。我們

先來看i 不為m的時候，式子會變成

∂m

∂ym
e−µyφ在P k在z, y圩圩

∣∣∣∣∣
y=0

圽
m−1∑
i=0

(
m

i

)
∂m−i

∂ym−i
e−µy

∣∣∣∣∣
y=0

∂i

∂yi
φ在P k在z, y圩圩

∣∣∣∣∣
y=0

圫
∂m

∂ym
φ在P k在z, y圩圩

∣∣∣∣∣
y=0

,

其中，我們知道在圲圮圳圩而且 ∂m−i

∂ym−i
e−µy

∣∣
y=0

圽 在−µ圩m−i，因此可以整理

m−1∑
i=0

(
m

i

)
∂m−i

∂ym−i
e−µy

∣∣∣∣∣
y=0

∂i

∂yi
φ在P k在z, y圩圩

∣∣∣∣∣
y=0

圫
∂m

∂ym
φ在P k在z, y圩圩

∣∣∣∣∣
y=0

圽
m−1∑
i=0

(
m

i

)
在−µ圩m−i ∂

i

∂yi
圱

在圱− P k在z, y圩圩r−1

∣∣∣∣∣
y=0

圫
∂m

∂ym
圱

在圱− P k在z, y圩圩r−1

∣∣∣∣∣
y=0

.

剩下檢查 ∂m

∂ym
1

(1−Pk(z,y))r−1

∣∣
y=0
即可，我們先對y 偏微一次，之後用之前的辦法展開

∂m

∂ym
圱

在圱− P k在z, y圩圩r−1

∣∣∣∣∣
y=0

圽
∂m−1

∂ym−1

(
r − 圱

在圱− P k在z, y圩圩r
∂

∂y
P k在z, y圩

)∣∣∣∣∣
y=0

圽
m−1∑
i=0

(
m− 圱

i

)
∂i+1

∂yi+1
P k在z, y圩

∣∣∣∣∣
y=0

∂m−i−1

∂ym−i−1

r − 圱

在圱− P k在z, y圩圩r

∣∣∣∣∣
y=0

.

因為我們知道 ∂m

∂ym
P k在z, y圩

∣∣
y=0

圽 A
[m]

k 在z圩 而且在上面的式子中，當i是m − 圱的

時候，即是φ′在τ在z圩圩A
[m]

k 在z圩，因此我們要拿掉i是m − 圱 的情況，並且我們利

用A
[m]

k 在z圩來表示 ∂m

∂ym
P k在z, y圩

∣∣
y=0
，可以得到

m−2∑
i=0

A
[i+1]

k 在z圩
∂m−i−1

∂ym−i−1

r − 圱

在圱− P k在z, y圩圩r

∣∣∣∣∣
y=0

圽 在r − 圱圩
m−2∑
i=0

A
[i+1]

k 在z圩
∂m−i−1

∂ym−i−1

(
圱

在圱− P k在z, y圩圩r−1

圱

圱− P k在z, y圩

)∣∣∣∣∣
y=0

圽 在r − 圱圩
∑

i1+i2+i3=m−1
i1<m−1

(
m− 圱

i1, i2, i3

)
A

[i1+1]

k 在z圩

× ∂i2

∂yi2
圱

在圱− P k在z, y圩圩r−1

∣∣∣∣∣
y=0

∂i3

∂yi3
圱

圱− P k在z, y圩

∣∣∣∣∣
y=0

.

由這些過程，可以得到B
[m]

k 在z圩。

關於坌坥坭坭坡 圳圮圳，是讓我們方便能使用相同的結果來簡化我們的主要證明，因

此整理成坌坥坭坭坡 圳圮圳的形式。經由一連串的觀察，我們就能得到B
[m]

k 在z圩的結果。

現在我們知道B
[m]

k 在z圩 的樣子，再來就是證明Xn,k的所有動差。

圳地



Proposition 3.4. 對於所有的m ≥ 圱，A
[m]

k 在z圩必須是圁-analytic function。我們對

於A
[m]

k 在z圩的singularity進行展開，得到

A
[2m−1]

k 在z圩 圽 O在在圱− rz圩−m+1+ 1
r 圩,

其中z ∈ 圁並且z → 1
r
以及

A
[2m]

k 在z圩 圽
在圲m圩圡圀在m− 1

r
圩

圲mm圡r圀在圱− 1
r
圩
σ2m在圱− rz圩−m+ 1

r 圫O在在圱− rz圩−m+1圩,

其中z ∈ 圁並且z → 1
r
。而σ2是Xn,k 的variance。

Proof. 我們所證明的手法是利用坩坮坤坵坣坴坩坯坮來進行。而坩坮坤坵坣坴坩坯坮 坢坡坳坩坳，即m 圽 圱，

是我們在坓坥坣坴坩坯坮 圳圮圱中，A[1] 和A[2]的結果。在B
[m]

k 在z圩之中，有許多要處理的式

子，所以我們先對於這些式子先做個假設

∂2m−1

∂y2m−1

圱

在圱− P k在z, y圩圩r−1

∣∣∣∣∣
y=0

圽 O在在圱− rz圩−m+ 1
r 圩 在圳圮圸圩

∂2m

∂y2m

圱

在圱− P k在z, y圩圩r−1

∣∣∣∣∣
y=0

圽
在圲m圩圡圀在m圫 圱− 1

r
圩

圲mm圡圀在圱− 1
r
圩

σ2m在圱− rz圩−m−1+ 1
r 在圳圮圹圩

圫O在在圱− rz圩−m圩

其中z ∈ 圁並且z → 1
r
，以及

∂2m−1

∂y2m−1

圱

圱− P k在z, y圩

∣∣∣∣∣
y=0

圽 O在在圱− rz圩−m+1− 1
r 圩 在圳圮圱地圩

∂2m

∂y2m

圱

圱− P k在z, y圩

∣∣∣∣∣
y=0

圽
在圲m圩圡圀在m圫 1

r
圩

圲mm圡圀在1
r
圩

σ2m在圱− rz圩−m−
1
r 在圳圮圱圱圩

圫O在在圱− rz圩−m+1− 2
r 圩,

其中z ∈ 圁並且z → 1
r
。我們會使用這些假設在我們的證明過程之中，當然在證

明A
[m]

k 在z圩的過程之中，我們也會去證明它們。

首先，我們要先證明A
[m]

k 在z圩 的奇數項。假定在A
[m]

k 在z圩、在圳圮圸圩、在圳圮圹圩、在圳圮圱地圩以

及在圳圮圱圱圩比圲m− 圱還要小的項都是對的。從坌坥坭坭坡 圳圮圳我們已經知道了B
[m]

k 在z圩的形

式，我們由B
[m]

k 在z圩 的樣子來分析。我們發現如果我們要認真的去分析B
[m]

k 在z圩，就

必須要展開所有的項來分析，但並不用全部的項都展開，我們只對於圱−rz的坯坲坤坥坲

最小項有興趣，因此我們可以先觀察我們所有的條件的圱− rz的坯坲坤坥坲。

m 圽 圲i− 圱 m 圽 圲i

A
[m]

k 在z圩 O在在圱− rz圩−m2 + 1
2

+ 1
r 圩 O在在圱− rz圩−m2 + 1

r 圩

∂m

∂ym
1

(1−Pk(z,y))r−1

∣∣∣∣∣
y=0

O在在圱− rz圩−m2 − 1
2

+ 1
r 圩 O在在圱− rz圩−m2 −1+ 1

r 圩

∂m

∂ym
1

1−Pk(z,y)

∣∣∣∣∣
y=0

O在在圱− rz圩−m2 + 1
2
− 1
r 圩 O在在圱− rz圩−m2 − 1

r 圩

坔坡坢坬坥 圳圮圱场 坔坨坥 坯坲坤坥坲 坯坦 圱− rz

圳圱



由坔坡坢坬坥 圳圮圱，我們能夠知道圱 − rz的坯坲坤坥坲最小項，只會發生在m 是偶數的情

況，所以當我們在B
[m]

k 在z圩的第三項中，如果要看圱− rz 的坯坲坤坥坲 最小項時，會希望

全部條件都選擇m為偶數的情況。由於這個想法，我們可以很快的去看出坯坲坤坥坲最

小項會在哪裡，而這件事對於我們往後的證明有非常大的幫助。

現在，我們所要證明的是A
[2m−1]

k 在z圩的項，因此我們觀察B
[2m−1]

k 在z圩的第二項和

第三項。B
[2m−1]

k 在z圩 的第二項會是

2m−2∑
i=0

(
圲m− 圱

i

)
在−µ圩2m−1−i ∂

i

∂yi
圱

在圱− P k在z, y圩圩r−1

∣∣∣∣∣
y=0

圽 O在在圱− rz圩−m+ 1
r 圩,

其中z ∈ 圁且z → 1
r
。

再來，我們要觀察B
[2m−1]

k 在z圩的第三項，利用坔坡坢坬坥 圳圮圱的想法，我們能夠知道

在i1 圫 圱、i2 和i3都是偶數的條件之下，可以得到圱 − rz的坯坲坤坥坲 最小項，但是現

在i1 圫 i2 圫 i3要是偶數而在上述條件中只有i1 是奇數，所以我們想得到坯坲坤坥坲最小

項必須是讓i1、i2或i3 的其中一個條件改變。我們在這裡選擇讓i1改變成偶數。在

改變條件之後，所得到圱− rz 的坯坲坤坥坲 最小項為

在r − 圱圩
∑

i1+i2+i3=2m−2
i1:even;i1<2m−2

i2,i3:even

(
圲m− 圲

i1, i2, i3

)
A

[i1+1]

k 在z圩
∂i2

∂yi2
圱

在圱− P k在z, y圩圩r−1

∣∣∣∣∣
y=0

× ∂i3

∂yi3
圱

圱− P k在z, y圩

∣∣∣∣∣
y=0

圫O在在圱− rz圩−m+1− 1
r 圩

圽 O在在圱− rz圩−m+ 1
r 圩,

其中z ∈ 圁且z → 1
r
。由以上的觀察，可以發現

B
[2m−1]

k 在z圩 圽 O在在圱− rz圩−m+ 1
r 圩,

其中z屬於圁且z → 1
r
。再一次，利用坔坨坥坯坲坥坭 圲圮圷 和坌坥坭坭坡 圲圮圱圱能夠知道

A
[2m−1]

k 在z圩 圽 τ ′在z圩

∫ z

0

B
[2m−1]

k 在t圩

τ ′在t圩
dt

圽 在圱− rz圩−1+ 1
r

∫ z

0

O在在圱− rz圩−m+1圩dt

圽 O在在圱− rz圩−m+1+ 1
r 圩,

其中z ∈ 圁且z → 1
r
。

接下來，我們要開始來證明在圳圮圸圩和在圳圮圱地圩，先使用坌坥坭坭坡 圳圮圳的證明想法，可

以得到類似B
[m]

k 在z圩的形式

∂m

∂ym
圱

在圱− P k在z, y圩圩r−1

∣∣∣∣∣
y=0

圽 在r − 圱圩
∑

i1+i2+i3=m−1

(
m− 圱

i1, i2, i3

)
A

[i1+1]

k 在z圩 在圳圮圱圲圩

× ∂i2

∂yi2
圱

在圱− P k在z, y圩圩r−1

∣∣∣∣∣
y=0

∂i3

∂yi3
圱

圱− P k在z, y圩

∣∣∣∣∣
y=0

圳圲



以及

∂m

∂ym
圱

圱− P k在z, y圩

∣∣∣∣∣
y=0

在圳圮圱圳圩

圽
∑

i1+i2+i3=m−1

(
m− 圱

i1, i2, i3

)
A

[i1+1]

k 在z圩
∂i2

∂yi2
圱

圱− P k在z, y圩

∣∣∣∣∣
y=0

∂i3

∂yi3
圱

圱− P k在z, y圩

∣∣∣∣∣
y=0

.

我們要利用在圳圮圱圲圩和在圳圮圱圳圩來證明在圳圮圸圩 和在圳圮圱地圩，我們已經知道A
[2m−1]

k 在z圩 是成

立的，因此我們在這裡是可以使用的。同樣地，由坔坡坢坬坥 圳圮圱 的想法，我們可以知

道圱− rz 的坯坲坤坥坲 最小項會發生於特定的條件下，得到

在r − 圱圩
∑

i1+i2+i3=2m−2
i1,i2,i3:even

(
圲m− 圲

i1, i2, i3

)
A

[i1+1]

k 在z圩
∂i2

∂yi2
圱

在圱− P k在z, y圩圩r−1

∣∣∣∣∣
y=0

× ∂i3

∂yi3
圱

圱− P k在z, y圩

∣∣∣∣∣
y=0

圫O在在圱− rz圩−m+1− 1
r 圩

圽 O在在圱− rz圩−m+ 1
r 圩,

其中z ∈ 圁且z → 1
r
。以及

∑
i1+i2+i3=2m−2
i1,i2,i3:even

(
m− 圱

i1, i2, i3

)
A

[i1+1]

k 在z圩
∂i2

∂yi2
圱

圱− P k在z, y圩

∣∣∣∣∣
y=0

× ∂i3

∂yi3
圱

圱− P k在z, y圩

∣∣∣∣∣
y=0

圫O在在圱− rz圩−m+2− 2
r 圩

圽 O在在圱− rz圩−m+1− 1
r 圩,

其中z ∈ 圁且z → 1
r
。因此，我們證明在圳圮圱圲圩 和在圳圮圱圳圩在奇數項為

∂2m−1

∂y2m−1

圱

在圱− P k在z, y圩圩r−1

∣∣∣∣∣
y=0

圽 O在在圱− rz圩−m+ 1
r 圩,

其中z ∈ 圁且z → 1
r
。以及

∂2m−1

∂y2m−1

圱

圱− P k在z, y圩

∣∣∣∣∣
y=0

圽 O在在圱− rz圩−m+1− 1
r 圩,

其中z ∈ 圁且z → 1
r
。這個結果發現與在圳圮圸圩 和在圳圮圱地圩的假設是一樣的。

接下來，我們要來證明偶數項的部份坼坻就是A
[2m]

k 在z圩 的項坼坻 同樣我們逐一觀

察B
[2m]

k 在z圩的第二項和第三項。利用在圳圮圸圩和在圳圮圹圩會得到B
[2m]

k 在z圩 的第二項為

2m−1∑
i=0

(
圲m

i

)
在−µ圩2m−i ∂

i

∂yi
圱

在圱− P k在z, y圩圩r−1

∣∣∣∣∣
y=0

圽 O在在圱− rz圩−m+ 1
r 圩,

圳圳



其中z ∈ 圁且z → 1
r
。再來，我們利用坔坡坢坬坥 圳圮圱 的想法來觀察B

[2m]

k 在z圩的第三項因

此可以得到

在r − 圱圩
∑

i1+i2+i3=2m−1
i1<2m−1

(
圲m− 圱

i1, i2, i3

)
A

[i1+1]

k 在z圩

× ∂i2

∂yi2
圱

在圱− P k在z, y圩圩r−1

∣∣∣∣
y=0

∂i3

∂yi3
圱

圱− P k在z, y圩

∣∣∣∣
y=0

圽 在r − 圱圩
∑

i1+i2+i3=2m−1
i1:odd;i1<2m−1

i2,i3:even

(
圲m− 圱

i1, i2, i3

)
A

[i1+1]

k 在z圩
∂i2

∂yi2
圱

在圱− P k在z, y圩圩r−1

∣∣∣∣
y=0

× ∂i3

∂yi3
圱

圱− P k在z, y圩

∣∣∣∣
y=0

圫O在在圱− rz圩−m圩

圽
c在圲m− 圱圩圡

圲m
σ2m在圱− rz圩−m−1+ 1

r 圫O在在圱− rz圩−m圩,

其中z ∈ 圁且z → 1
r
，而c為

c 圽
r − 圱

r

∑
i1+i2+i3=2m−1
i1:odd;i1<2m−1

i2,i3:even

在i1 圫 圱圩
圀在 i1+1

2
− 1

r
圩

在 i1+1
2

圩圡圀在圱− 1
r
圩

圀在 i2
2
圫 圱− 1

r
圩

在 i2
2
圩圡圀在圱− 1

r
圩

圀在 i3
2
圫 1

r
圩

在 i3
2
圩圡圀在1

r
圩

圽 圲
r − 圱

r

∑
i1+i2+i3=2m−1
i1:odd;i1<2m−1

i2,i3:even

( i1+1
2
− 圱− 1

r
i1+1

2
− 圱

)( i2
2
− 1

r
i2
2

)( i3
2
− 圱 圫 1

r
i3
2

)

圽 圲
r − 圱

r

m−2∑
i=0

(
i− 1

r

i

)m−1−i∑
j=0

(
j − 1

r

j

)(
m− i− j − 圲 圫 1

r

m− i− j − 圱

)

圽
圲

在m− 圲圩圡

圀在m− 1
r
圩

圀在圱− 1
r
圩
.

關於c的化簡，能利用坌坥坭坭坡 圲圮圱圳的結果得到。從前面的觀察，我們知道B
[2m]

k 在z圩

的圱− rz的坯坲坤坥坲最小項會發生在B
[2m]

k 在z圩 的第三項，因此B
[2m]

k 在z圩可以整理成

B
[2m]

k 在z圩 圽
在圲m− 圱圩圡

圲m
圲

在m− 圲圩圡

圀在m− 1
r
圩

圀在圱− 1
r
圩
σ2m在圱− rz圩−m−1+ 1

r 圫O在在圱− rz圩−m圩

圽
在m− 圱圩在圲m圩圡圀在m− 1

r
圩

圲mm圡圀在圱− 1
r
圩

σ2m在圱− rz圩−m−1+ 1
r 圫O在在圱− rz圩−m圩,

其中z ∈ 圁且z → 1
r
。最後，再次利用坔坨坥坯坲坥坭 圲圮圷 和坌坥坭坭坡 圲圮圱圱得到

A
[2m]

k 在z圩 圽 τ ′在z圩

∫ z

0

B
[2m]

k 在t圩

τ ′在t圩
dt

圽 在圱− rz圩−1+ 1
r

∫ z

0

(
在m− 圱圩在圲m圩圡圀在m− 1

r
圩

圲mm圡圀在圱− 1
r
圩

σ2m在圱− rt圩−m

圫O在在圱− rt圩−m+1− 1
r 圩

)
dt

圳圴



圽
在圲m圩圡圀在m− 1

r
圩

圲mm圡r圀在圱− 1
r
圩
σ2m在圱− rz圩−m+ 1

r 圫O在在圱− rz圩−m+1圩,

其中z ∈ 圁且z → 1
r
。在這裡，我們已經證明出A

[2m−1]

k 在z圩和A
[2m]

k 在z圩。剩下，我們

要證明在圳圮圹圩和在圳圮圱圱圩也是成立的。

首先，我們先使用在圳圮圱圲圩來證明在圳圮圹圩。使用之前的想法可以得到

∂2m

∂y2m

圱

在圱− P k在z, y圩圩r−1

∣∣∣∣
y=0

圽 在r − 圱圩
∑

i1+i2+i3=2m−1

(
圲m− 圱

i1, i2, i3

)
A

[i1+1]

k 在z圩

× ∂i2

∂yi2
圱

在圱− P k在z, y圩圩r−1

∣∣∣∣
y=0

∂i3

∂yi3
圱

圱− P k在z, y圩

∣∣∣∣
y=0

圽 在r − 圱圩
∑

i1+i2+i3=2m−1
i1:odd;i2,i3:even

(
圲m− 圱

i1, i2, i3

)
A

[i1+1]

k 在z圩

× ∂i2

∂yi2
圱

在圱− P k在z, y圩圩r−1

∣∣∣∣
y=0

∂i3

∂yi3
圱

圱− P k在z, y圩

∣∣∣∣
y=0

圫O在在圱− rz圩−m+1圩

圽
c在圲m− 圱圩圡

圲m
σ2m在圱− rz圩−m−1+ 1

r 圫O在在圱− rz圩−m+1圩,

其中z ∈ 圁且z → 1
r
，而c為

c 圽
r − 圱

r

∑
i1+i2+i3=2m−1
i1:odd;i2,i3:even

在i1 圫 圱圩
圀在 i1+1

2
− 1

r
圩

在 i1+1
2

圩圡圀在圱− 1
r
圩

圀在 i2
2
圫 圱− 1

r
圩

在 i2
2
圩圡圀在圱− 1

r
圩

圀在 i3
2
圫 1

r
圩

在 i3
2
圩圡圀在1

r
圩

圽 圲
r − 圱

r

m−1∑
i=0

(
i− 1

r

i

)m−1−i∑
j=0

(
j − 1

r

j

)(
m− i− j − 圲 圫 1

r

m− i− j − 圱

)

圽 圲在圱− 圱

r
圩

圀在m圫 圱− 1
r
圩

在m− 圱圩圡圀在圲− 1
r
圩

圽
圲

在m− 圱圩圡

圀在m圫 圱− 1
r
圩

圀在圱− 1
r
圩

.

上述是利用坌坥坭坭坡 圲圮圱圳的結果得到，因此我們將式子要行整理

∂2m

∂y2m

圱

在圱− P k在z, y圩圩r−1

∣∣∣∣∣
y=0

圽
c在圲m− 圱圩圡

圲m
σ2m在圱− rz圩−m−1+ 1

r 圫O在在圱− rz圩−m+1圩

圽
在圲m− 圱圩圡

圲m
圲

在m− 圱圩圡

圀在m圫 圱− 1
r
圩

圀在圱− 1
r
圩

σ2m在圱− rz圩−m−1+ 1
r

圫O在在圱− rz圩−m+1圩

圽
在圲m圩圡圀在m圫 圱− 1

r
圩

圲mm圡圀在圱− 1
r
圩

σ2m在圱− rz圩−m−1+ 1
r 圫O在在圱− rz圩−m圩,

圳圵



其中z ∈ 圁且z → 1
r
，因此證明在圳圮圹圩 是成立的。

最後，我們使用在圳圮圱圳圩來證明在圳圮圱圱圩。再次，我們使用相同的方法可以得到

∂2m

∂y2m

圱

圱− P k在z, y圩

∣∣∣∣
y=0

圽
∑

i1+i2+i3=2m−1

(
圲m− 圱

i1, i2, i3

)
A

[i1+1]

k 在z圩
∂i2

∂yi2
圱

圱− P k在z, y圩

∣∣∣∣
y=0

∂i3

∂yi3
圱

圱− P k在z, y圩

∣∣∣∣
y=0

圽
∑

i1+i2+i3=2m−1
i1:odd;i2,i3:even

(
圲m− 圱

i1, i2, i3

)
A

[i1+1]

k 在z圩
∂i2

∂yi2
圱

圱− P k在z, y圩

∣∣∣∣
y=0

∂i3

∂yi3
圱

圱− P k在z, y圩

∣∣∣∣
y=0

圫O在在圱− rz圩−m+1− 2
r 圩

圽
c在圲m− 圱圩圡

圲m
σ2m在圱− rz圩−m−

1
r 圫O在在圱− rz圩−m+1− 2

r 圩,

其中z ∈ 圁且z → 1
r
，而c為

c 圽
圲

r

m−1∑
i=0

(
i− 1

r

i

)m−1−i∑
j=0

(
j − 圱 圫 1

r

j

)(
m− i− j − 圲 圫 1

r

m− i− j − 圱

)

圽
圲

r

圀在m圫 1
r
圩

在m− 圱圩圡圀在圱 圫 1
r
圩

圽
圲

在m− 圱圩圡

圀在m圫 1
r
圩

圀在1
r
圩

.

因此，我們整理以上的結果得到

∂2m

∂y2m

圱

圱− P k在z, y圩
|y=0

圽
c在圲m− 圱圩圡

圲m
σ2m在圱− rz圩−m−

1
r 圫O在在圱− rz圩−m+1− 2

r 圩

圽
在圲m− 圱圩圡

圲m
圲

在m− 圱圩圡

圀在m圫 1
r
圩

圀在1
r
圩

σ2m在圱− rz圩−m−
1
r

圫O在在圱− rz圩−m+1− 2
r 圩

圽
在圲m圩圡圀在m圫 1

r
圩

圲mm圡圀在1
r
圩

σ2m在圱− rz圩−m−
1
r 圫O在在圱− rz圩−m+1− 2

r 圩,

其中z ∈ 圁且z → 1
r
，而在圳圮圱圱圩 也是成立的。

證明完坐坲坯坰坯坳坩坴坩坯坮 圳圮圴之後，我們要利用這個結果來證明坔坨坥坯坲坥坭 圱圮圶的坮坯坲坭坡坬

坲坡坮坧坥在給定k之下，Xn,k 的坤坩坳坴坲坩坢坵坴坩坯坮會趨近坮坯坲坭坡坬 坤坩坳坴坲坩坢坵坴坩坯坮。 在此，我們

獨立寫出一個定理說明。

Theorem 3.5. 在generalized PORTs之下，在給定正整數k的情況，則subtree size

profile Xn,k的mean value和variance為

坅在Xn,k圩 圽 µn,k 圽
r在r − 圱圩

在rk 圫 r − 圱圩在rk − 圱圩
n, n > k.

圳圶



以及，當n→∞，則

坖坡坲在Xn,k圩 圽 σ2
n,k

∼
((

k在圴 圫 k圩r2 − 在圲 圫 圳k圩r 圫 圱
) r在r − 圱圩

在rk 圫 r − 圱圩2在rk − 圱圩2

−
圲在圲k − 圱圩圡圀在圳− 2

r
圩

圀在圲k 圫 圳 圫 2
r
圩

(
k − 圱− 1

r

k − 圱

)2)
n.

並且，我們可以知道

Xn,k − µn,k
σn,k

d−→ 坎在地, 圱圩.

Proof. 從坐坲坯坰坯坳坩坴坩坯坮 圳圮圱和坐坲坯坰坯坳坩坴坩坯坮 圳圮圲 已經知道坅在Xn,k圩和坖坡坲在Xn,k圩的結果。

因此我們要證明在給定k的情況下，Xn,k的坤坩坳坴坲坩坢坵坴坩坯坮會趨近於坮坯坲坭坡坬 坤坩坳坴坲坩坢坵圭

坴坩坯坮。由於我們已經所有知道m 次動差生成函數的結果，即是坐坲坯坰坯坳坩坴坩坯坮 圳圮圴，因

此我們能利用這個結果找到Xn,k的所有m次動差為

坅在在Xn,k − µn圩2m−1圩 圽 O
(
n圡

τn

rnnm−2− 1
r

圀在m− 圱− 1
r
圩

)
,

其中n→∞，以及

坅在在Xn,k − µn圩2m圩 圽
n圡

τn

在圲m圩圡圀在m− 1
r
圩

圲mm圡r圀在圱− 1
r
圩
σ2m坛zn坝在圱− rz圩−m+ 1

r 圫O
(
n圡

τn

rnnm−2

圀在m− 圱圩

)
,

其中n→∞。之後再整理一下式子，可以得到

坅在在Xn,k − µn圩2m−1圩 圽 O在nm−1圩,

其中n→∞，以及

坅在在Xn,k − µn圩2m圩 圽
在圲m圩圡

圲mm圡
σ2mnm 圫O在nm−1+ 1

r 圩,

其中n→∞。
由於這個結果符合在圲圮圱圩，因此從坔坨坥坯坲坥坭 圲圮圹知道Xn,k 的坤坩坳坴坲坩坢坵坴坩坯坮會趨近

於坮坯坲坭坡坬 坤坩坳坴坲坩坢坵坴坩坯坮。

圳圷



Chapter 4

d-ary Trees

接下來，我們要來證明d圭坡坲坹 坴坲坥坥坳的結果，證明過程與坃坨坡坰坴坥坲 圳 是非常相

似地，一樣會先找出在d圭坡坲坹 坴坲坥坥坳之下，Xn,k 的坭坥坡坮 坶坡坬坵坥 和坶坡坲坩坡坮坣坥，之後再

去找Xn,k的所有動差。我們已經知道d圭坡坲坹 坴坲坥坥坳 的φ在ω圩和τ在z圩為在圲圮圲圩 和在圲圮圴圩。 在

此，先回顧一下在圲圮圲圩和在圲圮圴圩

φ在ω圩 圽 在圱 圫 t圩d, τ在z圩 圽 −圱 圫 在圱− 在d− 圱圩z圩−
1
d−1 , d ∈ {圲, 圳, · · · }.

以及τn為

τn 圽 在d− 圱圩n−1在n− 圱圩圡

(
n− 圱 圫 1

d−1

n− 圱

)
.

有了這些，我們就能開始我們的證明。

4.1 Mean Value and Variance

首先，我們先證明出Xn,k的坭坥坡坮 坶坡坬坵坥。

Proposition 4.1. 在d-ary trees之下，當n > k時，則Xn,k的mean value為

坅在Xn,k圩 圽
d在d− 圱圩

在在d− 圱圩k 圫 d圩在在d− 圱圩k 圫 圱圩
n圫

d

在在d− 圱圩k 圫 d圩在在d− 圱圩k 圫 圱圩
.

Proof. 因為在坃坨坡坰坴坥坲 圳中，我們知道

坅在Xn,k圩 圽
n圡τk

在k − 圱圩圡τn
坛zn坝τ ′在z圩

∫ z

0

tk−1

τ ′在t圩
dt.

因此，我們直接代入d圭坡坲坹 坴坲坥坥坳的τ在z圩使得坅在Xn,k圩 的積分變成

坛zn坝τ ′在z圩

∫ z

0

tk−1

τ ′在t圩
dt

圽 坛zn坝τ ′在z圩

∫ z

0

tk−1在圱− 在d− 圱圩t圩1+ 1
d−1dt

圽 坛zn坝τ ′在z圩

(∫ 1
d−1

0

tk−1在圱− 在d− 圱圩t圩1+ 1
d−1dt圫

∫ z

1
d−1

tk−1在圱− 在d− 圱圩t圩1+ 1
d−1dt

)

圳圸



圽 坛zn坝τ ′在z圩

(
在d− 圱圩−k

∫ 1

0

tk−1在圱− t圩1+ 1
d−1dt

圫 在d− 圱圩1−k
∫ z

1
d−1

k−1∑
l=0

(
k − 圱

l

)
在−圱圩l在圱− 在d− 圱圩t圩l+1+ 1

d−1dt

)
圽 坛zn坝τ ′在z圩在d− 圱圩−k

(
在k − 圱圩圡圀在圲 圫 1

d−1
圩

圀在k 圫 圲 圫 1
d−1

圩

圫
k−1∑
l=0

(
k − 圱

l

)
在−圱圩l+1

l 圫 圲 圫 1
d−1

在圱− 在d− 圱圩z圩l+2+ 1
d−1

)
在圴圮圱圩

圽
τn+1

n圡
在d− 圱圩−k

在k − 圱圩圡圀在圲 圫 1
d−1

圩

圀在k 圫 圲 圫 1
d−1

圩
.

在經過計算之後，我們能夠知道坅在Xn,k圩為

坅在Xn,k圩 圽
n圡τk

在k − 圱圩圡τn
坛zn坝τ ′在z圩

∫ z

0

tk−1

τ ′在t圩
dt

圽
n圡τk

在k − 圱圩圡τn

τn+1

n圡
在d− 圱圩−k

在k − 圱圩圡圀在圲 圫 1
d−1

圩

圀在k 圫 圲 圫 1
d−1

圩

圽
d在d− 圱圩n

在在d− 圱圩k 圫 d圩在d− 圱圩k 圫 圱
圫

d

在在d− 圱圩k 圫 d圩在d− 圱圩k 圫 圱
.

這裡的計算仍然是去展開所有τn並且進行化簡得到的。

接下來，我們要去證明Xn,k的坶坡坲坩坡坮坣坥。

Proposition 4.2. 在d-ary trees之下，當n > k時，則

坖坡坲在Xn,k圩 圽

(
kd在d− 圱圩在k在d− 圱圩 圫 圱圩

在在d− 圱圩k 圫 d圩2在在d− 圱圩k 圫 圱圩2

−
圲在圲k − 圱圩圡圀在圳 圫 2

d−1
圩

在d− 圱圩圀在圲k 圫 圳 圫 2
d−1

圩

(
k − 圱 圫 1

d−1

k − 圱

)2)
在在d− 圱圩n圫 圱圩 圫O在n−

1
d−1 圩,

Proof. 一開始，我們要先知道坅在X2
n,k圩的樣子，我們已經知道A

[2]
k 在z圩的微分方程是

d

dz
A

[2]
k 在z圩 圽 φ′在τ在z圩圩A

[2]
k 在z圩 圫 φ′′在τ在z圩圩在A

[1]
k 在z圩圩2 圫 τk

zk−1

在k − 圱圩圡
,

其中A
[1]
k 在z圩是我們已經知道的，因此在看A

[2]
k 在z圩時，使用坌坥坭坭坡 圲圮圱圱得到

A
[2]
k 在z圩 圽 τ ′在z圩

∫ z

0

φ′′在τ在t圩圩在A
[1]
k 在t圩圩2 圫 τk

tk−1

(k−1)!

τ ′在t圩
dt

圽 τ ′在z圩

∫ z

0

φ′′在τ在t圩圩

τ ′在t圩

(
τ ′在t圩

∫ t

0

τku
k−1

在k − 圱圩圡τ ′在u圩
du

)2

dt

圫 τ ′在z圩

∫ z

0

τkt
k−1

在k − 圱圩圡τ ′在t圩
dt.
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在這個式子中，第二項是我們已經算過的，所以我們只要去算出第一項的結果即

可。同樣地，我們先觀察φ′′在ω圩

φ在ω圩 圽 在圱 圫 t圩d, d ∈ {圲, 圳, 圴, · · · }
φ′在ω圩 圽 d在圱 圫 t圩d−1

φ′′在ω圩 圽 d在d− 圱圩在圱 圫 t圩d−2

因此，我們將τ在z圩代入，得到

φ′′在τ在z圩圩 圽 d在d− 圱圩在圱− 在d− 圱圩z圩−1+ 1
d−1 .

再來，我們觀察
(
τ ′在t圩

∫ t
0

τku
k−1

(k−1)!τ ′(u)
du
)2

(
τ ′在t圩

∫ t

0

τku
k−1

在k − 圱圩圡τ ′在u圩
du

)2

圽
τ 2
k

在k − 圱圩圡2
在τ ′在t圩圩2在d− 圱圩−2k

(
在k − 圱圩圡圀在圲 圫 1

d−1
圩

圀在k 圫 圲 圫 1
d−1

圩

圫
k−1∑
l=0

(
k − 圱

l

)
在−圱圩l+1

l 圫 圲 圫 1
d−1

在圱− 在d− 圱圩t圩l+2+ 1
d−1

)2

圽
τ 2
k

在k − 圱圩圡2
在τ ′在t圩圩2在d− 圱圩−2k

(
在k − 圱圩圡2圀2在圲 圫 1

d−1
圩

圀2在k 圫 圲 圫 1
d−1

圩

圫 圲
在k − 圱圩圡圀在圲 圫 1

d−1
圩

圀在k 圫 圲 圫 1
d−1

圩

k−1∑
l=0

(
k − 圱

l

)
在−圱圩l+1

l 圫 圲 圫 1
d−1

在圱− 在d− 圱圩t圩l+2+ 1
d−1

圫

( k−1∑
l=0

(
k − 圱

l

)
在−圱圩l+1

l 圫 圲 圫 1
d−1

在圱− 在d− 圱圩t圩l+2+ 1
d−1

)2
)
.

在這裡，我們對於上述式子進行整理得到(
τ ′在t圩

∫ t

0

τku
k−1

在k − 圱圩圡τ ′在u圩
du

)2

圽 在d− 圱圩−2k
在k − 圱圩圡2圀2在圲 圫 1

d−1
圩

圀2在k 圫 圲 圫 1
d−1

圩
在τ ′在t圩圩2 圫O在在圱− 在d− 圱圩t圩−

1
d−1 圩,

其中t ∈ 圁且t → 1
d−1
。經過上述的觀察，我們可以化簡A

[2]
k 在z圩並且使

用坔坨坥坯坲坥坭 圲圮圷解出積分的結果

τ ′在z圩

∫ z

0

φ′′在τ在t圩圩

τ ′在t圩

(
τ ′在t圩

∫ t

0

uk−1

τ ′在u圩
du

)2

dt

圽 τ ′在z圩

∫ z

0

φ′′在τ在t圩圩

τ ′在t圩

(
在d− 圱圩−2k

在k − 圱圩圡2圀2在圲 圫 1
d−1

圩

圀2在k 圫 圲 圫 1
d−1

圩
在τ ′在t圩圩2

圫O在在圱− 在d− 圱圩t圩−
1
d−1 圩

)
dt

圴地



圽 τ ′在z圩

∫ z

0

(
d在d− 圱圩−2k+1

在k − 圱圩圡2圀2在圲 圫 1
d−1

圩

圀2在k 圫 圲 圫 1
d−1

圩
在圱− 在d− 圱圩t圩−2

圫O在在圱− 在d− 圱圩t圩
1
d−1 圩

)
dt

圽 d在d− 圱圩−2k
在k − 圱圩圡2圀2在圲 圫 1

d−1
圩

圀2在k 圫 圲 圫 1
d−1

圩
在圱− 在d− 圱圩z圩−2− 1

d−1

圫 L0在圱− 在d− 圱圩z圩−1− 1
d−1 圫O在圱圩,

其中t ∈ 圁且t→ 1
d−1
。而L0為

L0 圽 −d在d− 圱圩−2k
在k − 圱圩圡2圀2在圲 圫 1

d−1
圩

圀2在k 圫 圲 圫 1
d−1

圩
在圴圮圲圩

圫

∫ 1
d−1

0

(
φ′′在τ在t圩圩

τ ′在t圩

(
τ ′在t圩

∫ t

0

uk−1

τ ′在u圩
du

)2

− d在d− 圱圩−2k+1
在k − 圱圩圡2圀2在圲 圫 1

d−1
圩

圀2在k 圫 圲 圫 1
d−1

圩
在圱− 在d− 圱圩t圩−2

)
dt.

同樣地，L0的計算仍是放在後面再討論。經由上面的計算，我們可以得到

坅在X2
n,k圩 圽

n圡

τn
坛zn坝A

[2]
2 在z圩

圽
n圡

τn
坛zn坝

τ 2
k

在k − 圱圩圡2
d在d− 圱圩−2k

在k − 圱圩圡2圀2在圲 圫 1
d−1

圩

圀2在k 圫 圲 圫 1
d−1

圩
在圱− 在d− 圱圩z圩−2− 1

d−1

圫
n圡

τn
坛zn坝

τ 2
k

在k − 圱圩圡2
L0在圱− 在d− 圱圩z圩−1− 1

d−1 圫 坅在Xn,k圩 圫O在
n圡

τn
坛zn坝圱圩

圽 在d− 圱圩−2k τn+2

τn

τ 2
k圀

2在圲 圫 1
d−1

圩

圀2在k 圫 圲 圫 1
d−1

圩
圫 L0

τn+1

τn

τ 2
k

在k − 圱圩圡2

圫
d在d− 圱圩

在在d− 圱圩k 圫 d圩在在d− 圱圩k 圫 圱圩
n圫

d

在在d− 圱圩k 圫 d圩在在d− 圱圩k 圫 圱圩

圫O在n圡
τn
坛zn坝n−1圩

圽
d2在d− 圱圩2

在在d− 圱圩k 圫 d圩2在在d− 圱圩k 圫 圱圩2
n2

圫 在d在d圫 圱圩 圫 在在d− 圱圩k 圫 d圩在在d− 圱圩k 圫 圱圩圩
d在d− 圱圩

在在d− 圱圩k 圫 d圩2在在d− 圱圩k 圫 圱圩2
n

圫 在d2 圫 在在d− 圱圩k 圫 d圩在在d− 圱圩k 圫 圱圩圩
d

在在d− 圱圩k 圫 d圩2在在d− 圱圩k 圫 圱圩2

圫 L0在d− 圱圩2k−2

(
k − 圱 圫 1

d−1

k − 圱

)2

在在d− 圱圩n圫 圱圩 圫O在n−
1
d−1 圩

以及

坖坡坲在Xn,k圩 圽 在在d− 圱圩2k2 圫 在d2 − 圱圩k 圫 d2圩
d在d− 圱圩

在在d− 圱圩k 圫 d圩2在在d− 圱圩k 圫 圱圩2
n

圴圱



圫 在在d− 圱圩2k2 圫 在d2 − 圱圩k 圫 d2圩
d

在在d− 圱圩k 圫 d圩2在在d− 圱圩k 圫 圱圩2

圫 L0在d− 圱圩2k−2

(
k − 圱 圫 1

d−1

k − 圱

)2

在在d− 圱圩n圫 圱圩 圫O在n−
1
d−1 圩.

再來，我們要觀察L0，利用在圴圮圱圩和在圴圮圲圩可得到

L0 圽 −d在d− 圱圩−2k
在k − 圱圩圡2圀2在圲 圫 1

d−1
圩

圀2在k 圫 圲 圫 1
d−1

圩

圫 圲d在d− 圱圩−2k
在k − 圱圩圡圀在圲 圫 1

d−1
圩

圀在k 圫 圲 圫 1
d−1

圩

k−1∑
l=0

(
k − 圱

l

)
在圴圮圳圩

× 在−圱圩l+1

在l 圫 圲 圫 1
d−1

圩在l 圫 圱 圫 1
d−1

圩

圫 d在d− 圱圩−2k

k−1∑
l=0

k−1∑
i=0

(
k − 圱

l

)(
k − 圱

i

)
在圴圮圴圩

× 在−圱圩l+i+2

在l 圫 圲 圫 1
d−1

圩在i圫 圲 圫 1
d−1

圩在l 圫 i圫 圳 圫 2
d−1

圩
.

對於在圴圮圳圩，我們還是利用坌坥坭坭坡 圲圮圱圲 的證明過程中分數拆開的想法，因此得到

k−1∑
l=0

(
k − 圱

l

)
在−圱圩l+1

在l 圫 圲 圫 1
d−1

圩在l 圫 圱 圫 1
d−1

圩

圽
k−1∑
l=0

(
k − 圱

l

)
在−圱圩l+1

(∫ 1

0

zl+
1
d−1dz −

∫ 1

0

zl+1+ 1
d−1dz

)
圽

在k − 圱圩圡圀在圲 圫 1
d−1

圩

圀在k 圫 圲 圫 1
d−1

圩
−

在k − 圱圩圡圀在圱 圫 1
d−1

圩

圀在k 圫 圱 圫 1
d−1

圩
.

而在圴圮圴圩，利用坌坥坭坭坡 圲圮圱圲的結果進行化簡，得到

k−1∑
l=0

k−1∑
i=0

(
k − 圱

l

)(
k − 圱

i

)
在−圱圩l+i+2

在l 圫 圲 圫 1
d−1

圩在i圫 圲 圫 1
d−1

圩在l 圫 i圫 圳 圫 2
d−1

圩

圽 −
圲在圲k − 圱圩圡圀在圳 圫 2

d−1
圩

在圱 圫 1
d−1

圩圀在圲k 圫 圳 圫 2
d−1

圩
圫

在k − 圱圩圡k圡圀在圱 圫 1
d−1

圩圀在圲 圫 1
d−1

圩

圀2在k 圫 圲 圫 1
d−1

圩
.

最後，我們將在圴圮圳圩和在圴圮圴圩 的結果代入坶坡坲坩坡坮坣坥 之中使得

坖坡坲在Xn,k圩 圽

(
kd在d− 圱圩在k在d− 圱圩 圫 圱圩

在在d− 圱圩k 圫 d圩2在在d− 圱圩k 圫 圱圩2

−
圲在圲k − 圱圩圡圀在圳 圫 2

d−1
圩

在d− 圱圩圀在圲k 圫 圳 圫 2
d−1

圩

(
k − 圱 圫 1

d−1

k − 圱

)2)
在在d− 圱圩n圫 圱圩 圫O在n−

1
d−1 圩.

圴圲



Remark 圴圮圳. 在坃坨坡坰坴坥坲 圱之中，我們已經說明過d圭坡坲坹 坴坲坥坥坳在當d 圽 圲時就是坂坓坔，

而坂坓坔的結果能從坅坱坵坡坴坩坯坮 圱知道坅在Xn,k圩和坖坡坲在Xn,k圩 的樣子，因此當我們嘗試去

讓d 圽 圲，利用我們計算出來的坭坥坡坮 坶坡坬坵坥 和坶坡坲坩坡坮坣坥可以得到

坅在Xn,k圩 圽
圲

在k 圫 圲圩在k 圫 圱圩
在n圫 圱圩

和

坖坡坲在Xn,k圩 圽
圲k在圴k2 圫 圵k − 圳圩

在圲k 圫 圳圩在圲k 圫 圱圩在k 圫 圱圩在k 圫 圲圩2
在n圫 圱圩 圫O在n−1圩.

這個結果，只能看n的部份會發現是對的，而我們也可以參考坛圵坝的結果。發現使

用我們的結果會得到Xn,k的坶坡坲坩坡坮坣坥會多一個誤差項O在n−1圩存在。從坛圵坝中，可以知

道實際上這個誤差值是可以被忽略。但在d > 圲的時候，這個誤差項O在n−
1
d−1 圩對

於Xn,k的坶坡坲坩坡坮坣坥來說卻會是重要的。從這個誤差值就能看出坂坓坔與d圭坡坲坹 坴坲坥坥坳 之

間的不同。

4.2 Higher Moments and Distribution of Xn,k

最後，我們來要找出Xn,k的所有動差並且證明符合在圲圮圱圩這件事。首先，我們

要讓Xn,k移動一個坭坥坡坮 坶坡坬坵坥並且設一個新參數為Xn,k 圽 Xn,k − µn，其中µ 圽
d(d−1)

((d−1)k+d)((d−1)k+1)
。之後，我們設

P k在z, y圩 圽
∑
n≥1

τnE在坥坸坰在Xn,ky圩圩
zn

n圡
圽 Pk在ze

−µy, y圩.

因此，我們可以得到新的微分方程

∂

∂y
P k在z, y圩 圽 e−µyφ在P k在z, y圩圩 圫 e−µky在ey − 圱圩τk

zk−1

在k − 圱圩圡
,

而P k在地, y圩 圽 地。利用上述的微分方程，我們知道Xn,k的m 次動差生成函

數A
[m]

k 在z圩就是，對上述的式子的y進行m次偏微後y代入地，則可以得到A
[m]

k 在z圩

的微分方程

d

dz
A

[m]

k 在z圩 圽 φ′在τ在z圩圩A
[m]

k 在z圩 圫B
[m]

k 在z圩,

其中A
[m]

k 在地圩 圽 地。其實，我們可以發現以上所看到的式子跟在圳圮圶圩和在圳圮圷圩是一樣

的，但因為我們的φ在ω圩和τ在z圩都有改變，因此B
[m]

k 在z圩 也會跟著改變。

Lemma 4.4. 我們知道在圳圮圶圩，因此可以知道

B
[m]

k 在z圩 圽 在在−kµ圫 圱圩m − 在−kµ圩m圩τk
zk−1

在k − 圱圩圡

圫
m−1∑
i=0

(
m

i

)
在−µ圩m−i ∂

i

∂yi
在圱 圫 P k在z, y圩圩

d

∣∣∣∣∣
y=0

圫 d
∑

i1+i2+i3=m−1
i1<m−1

(
m− 圱

i1, i2, i3

)
A

[i1+1]

k 在z圩
∂i2

∂yi2
在圱 圫 P k在z, y圩圩

d

∣∣∣∣∣
y=0

∂i3

∂yi3
圱

圱 圫 P k在z, y圩

∣∣∣∣∣
y=0

.

圴圳



Proof. 此證明會跟坌坥坭坭坡 圳圮圳的證明是類似。首先，我們會找出m次動差生成

函數，就是從在圳圮圶圩 的y進行m次偏微並且y 代入地 之後就能找到。同樣，先觀

察在圳圮圶圩等號左邊的第二項

∂m

∂ym
e−µky在ey − 圱圩τk

zk−1

在k − 圱圩圡

∣∣∣∣
y=0

圽 在在−kµ圫 圱圩m − 在−kµ圩m圩τk
zk−1

在k − 圱圩圡
.

接下來，我們來看在圳圮圶圩等號左邊的第一項

∂m

∂ym
e−µyφ在P k在z, y圩圩

∣∣∣∣∣
y=0

圽
m∑
i=0

(
m

i

)
∂m−i

∂ym−i
e−µy

∣∣∣∣∣
y=0

∂i

∂yi
φ在P k在z, y圩圩

∣∣∣∣∣
y=0

.

同樣地，我們先來看i不是m的時候

∂m

∂ym
e−µyφ在P k在z, y圩圩

∣∣∣∣∣
y=0

圽
m−1∑
i=0

(
m

i

)
∂m−i

∂ym−i
e−µy

∣∣∣∣∣
y=0

∂i

∂yi
φ在P k在z, y圩圩

∣∣∣∣∣
y=0

圫
∂m

∂ym
φ在P k在z, y圩圩

∣∣∣∣∣
y=0

,

其中，我們知道φ在ω圩的樣子而且 ∂m−k

∂ym−k
e−µy

∣∣
y=0

圽 在−µ圩m−k，因此可以簡化為
m−1∑
i=0

(
m

i

)
∂m−i

∂ym−i
e−µy

∣∣∣∣∣
y=0

∂i

∂yi
φ在P k在z, y圩圩

∣∣∣∣∣
y=0

圽
m−1∑
i=0

(
m

i

)
在−µ圩m−i ∂

i

∂yi
在圱 圫 P k在z, y圩圩

d

∣∣∣∣∣
y=0

.

剩下的就是檢查 ∂m

∂ym
φ在P k在z, y圩圩

∣∣
y=0
，我們之後都會將P k在z, y圩 代入在圲圮圲圩來表示

∂m

∂ym
在圱− P k在z, y圩圩

d

∣∣∣∣∣
y=0

圽
∂m−1

∂ym−1

(
d在圱 圫 P k在z, y圩圩

−1+d ∂

∂y
P k在z, y圩

)∣∣∣∣∣
y=0

圽
m−1∑
i=0

(
m− 圱

i

)
∂i+1

∂yi+1
P k在z, y圩

∣∣∣∣∣
y=0

∂m−i−1

∂ym−i−1
d在圱 圫 P k在z, y圩圩

−1+d

∣∣∣∣∣
y=0

.

因為我們知道 ∂m

∂ym
P k在z, y圩

∣∣
y=0

圽 A
[m]

k 在z圩 ，而且在上面的式子中，當i等於m − 圱的

時候，即φ′在τ在z圩圩A
[m]

k 在z圩，因此我們要拿掉i是m− 圱這項，並且我們利用A
[m]

k 在z圩來

表示 ∂m

∂ym
P k在z, y圩

∣∣
y=0
，得到

d
m−2∑
i=0

A
[i+1]

k 在z圩
∂m−i−1

∂ym−i−1
在圱 圫 P k在z, y圩圩

−1+d

∣∣∣∣∣
y=0

圽 d
∑

i1+i2+i3=m−1
i1<m−1

(
m− 圱

i1, i2, i3

)
A

[i1+1]

k 在z圩
∂i2

∂yi2
在圱 圫 P k在z, y圩圩

d

∣∣∣∣∣
y=0

∂i3

∂yi3
圱

圱 圫 P k在z, y圩

∣∣∣∣∣
y=0

.

由這些過程，可以得到B
[m]

k 在z圩。

圴圴



接下來，我們將要進行主要的證明部份。

Proposition 4.5. 對於所有m ≥ 圱，A
[m]

k 在z圩是圁-analytic function，而且我們對於

它的singularity做展開，則可以得到

A
[2m−1]

k 在z圩 圽 O在在圱− rz圩−m+1− 1
d−1 圩,

其中z ∈ 圁而且z → 1
d−1
。以及

A
[2m]

k 在z圩 圽
在圲m圩圡圀在m圫 1

d−1
圩

圲mm圡在d− 圱圩圀在圱 圫 1
d−1

圩
σ2m在圱− 在d− 圱圩z圩−m−

1
d−1

圫O在在圱− 在d− 圱圩z圩−m圩,

其中z ∈ 圁而且z → 1
d−1
。

Proof. 我們仍然要使用坩坮坤坵坣坴坩坯坮的方法來進行我們的證明，而我們的坩坮坤坵坣坴坩坯坮

坢坡坳坩坳即是A
[1]
k 在z圩和A

[2]
k 在z圩的結果。在證明的過程中我們會使用到一些假設

∂2m−1

∂y2m−1
在圱 圫 P k在z, y圩圩

d

∣∣∣∣∣
y=0

圽 O在在圱− 在d− 圱圩z圩−m−
1
d−1 圩 在圴圮圵圩

∂2m

∂y2m
在圱 圫 P k在z, y圩圩

d

∣∣∣∣∣
y=0

在圴圮圶圩

圽
在圲m圩圡圀在m圫 圱 圫 1

d−1
圩

圲mm圡圀在圱 圫 1
d−1

圩
σ2m在圱− 在d− 圱圩z圩−m−1− 1

d−1 圫O在在圱− 在d− 圱圩z圩−m−1圩,

其中z ∈ 圁且z → 1
d−1
，以及

∂2m−1

∂y2m−1

圱

圱 圫 P k在z, y圩

∣∣∣∣∣
y=0

圽 O在在圱− 在d− 圱圩z圩−m+1+ 1
d−1 圩 在圴圮圷圩

∂2m

∂y2m

圱

圱 圫 P k在z, y圩

∣∣∣∣∣
y=0

圽
在圲m圩圡圀在m− 1

d−1
圩

圲mm圡圀在 −1
d−1

圩
σ2m在圱− 在d− 圱圩z圩−m+ 1

d−1 在圴圮圸圩

圫O在在圱− 在d− 圱圩z圩−m+ 2
d−1 圩,

其中z ∈ 圁且z → 1
d−1
。

當然，我們先假設所有比m小的結果都是成立的然後要去證明m是對的。我們

仍然會先證明奇數項的情況，再去證明偶數項的情況。在證明之前，我們先來觀

察每項圱− 在d− 圱圩z 的坯坲坤坥坲。

m = 2i− 1 m = 2i

A
[m]

k (z) O((1− (d− 1)z)−
m
2 + 1

2−
1

d−1 ) O((1− (d− 1)z)−
m
2 − 1

d−1 )
∂m

∂ym (1 + P k(z, y))d
∣∣
y=0

O((1− (d− 1)z)−
m
2 − 1

2−
1

d−1 ) O((1− (d− 1)z)−
m
2 −1− 1

d−1 )
∂m

∂ym
1

1+Pk(z,y)

∣∣
y=0

O((1− (d− 1)z)−
m
2 + 1

2+
1

d−1 ) O((1− (d− 1)z)−
m
2 + 1

d−1 )

坔坡坢坬坥 圴圮圱场 坔坨坥 坯坲坤坥坲 坯坦 圱− 在d− 圱圩z

圴圵



由坔坡坢坬坥 圴圮圱，能夠知道每個項在奇數和偶數時，圱 − 在d − 圱圩z的坯坲坤坥坲 的情況。

有助於我們之後的證明。

現在，我們先來證明坐坲坯坰坯坳坩坴坩坯坮 圴圮圵的奇數項，也就是A
[2m−1]

k 在z圩。先

看B
[2m−1]

k 在z圩的第二項可以發現

2m−2∑
i=0

(
圲m− 圱

i

)
在−µ圩2m−1−i ∂

i

∂yi
在圱 圫 P k在z, y圩圩

d

∣∣∣∣∣
y=0

圽 O在在圱− 在d− 圱圩z圩−m−
1
d−1 圩,

其中z ∈ 圁且z → 1
d−1
。

再來，我們要觀察B
[2m−1]

k 在z圩的第三項，由於坔坡坢坬坥 圴圮圱的關係我們可知道，圱 −
在d − 圱圩z 的坯坲坤坥坲最小項是發生於i1 圫 圱、i2和i3都是偶數項的時候。但是從我們有

的條件i1 圫 i2 圫 i3 圽 圲m − 圲 來看，現在是不可能發生的，因此i1、i2和i3 之中一

個必須要改變它的項。在這裡，我們在此改變i1為偶數，因此B
[2m−1]

k 在z圩的第三項

的圱− 在d− 圱圩z的坯坲坤坥坲最小項為

d
∑

i1+i2+i3=2m−2
i1:even;i1<2m−2

i2,i3:even

(
圲m− 圲

i1, i2, i3

)
A

[i1+1]

k 在z圩
∂i2

∂yi2
在圱 圫 P k在z, y圩圩

d

∣∣∣∣∣
y=0

∂i3

∂yi3
圱

圱 圫 P k在z, y圩

∣∣∣∣∣
y=0

圫O在在圱− 在d− 圱圩z圩−m圩

圽 O在在圱− 在d− 圱圩z圩−m−
1
d−1 圩,

其中z ∈ 圁且z → 1
d−1
。由這些觀察，我們可以知道

B
[2m−1]

k 在z圩 圽 O在在圱− 在d− 圱圩z圩−m−
1
d−1 圩,

其中z ∈ 圁且z → 1
d−1
。在利用坔坨坥坯坲坥坭 圲圮圷 和坌坥坭坭坡 圲圮圱圱能得到A

[2m−1]

k 在z圩是

A
[2m−1]

k 在z圩 圽 τ ′在z圩

∫ z

0

B
[2m−1]

k 在t圩

τ ′在t圩
dt 圽 O在在圱− 在d− 圱圩z圩−m+1− 1

d−1 圩

其中z ∈ 圁且z → 1
d−1
。

之後，我們要來證明在圴圮圵圩和在圴圮圷圩。同樣地，我們先寫出跟B
[2m−1]

k 在z圩類似的式

子

∂m

∂ym
在圱 圫 P k在z, y圩圩

d

∣∣∣∣∣
y=0

在圴圮圹圩

圽 d
∑

i1+i2+i3=m−1

(
m− 圱

i1, i2, i3

)
A

[i1+1]

k 在z圩
∂i2

∂yi2
在圱 圫 P k在z, y圩圩

d

∣∣∣∣∣
y=0

∂i3

∂yi3
圱

圱 圫 P k在z, y圩

∣∣∣∣∣
y=0

和

∂m

∂ym
圱

圱 圫 P k在z, y圩

∣∣∣∣∣
y=0

在圴圮圱地圩

圽 −
∑

i1+i2+i3=m−1

(
m− 圱

i1, i2, i3

)
A

[i1+1]

k 在z圩
∂i2

∂yi2
圱

圱 圫 P k在z, y圩

∣∣∣∣∣
y=0

∂i3

∂yi3
圱

圱 圫 P k在z, y圩

∣∣∣∣∣
y=0

.

圴圶



再一次，由坔坡坢坬坥 圴圮圱的想法，可以各別知道圱− 在d− 圱圩z的坯坲坤坥坲最小項

d
∑

i1+i2+i3=2m−2
i1:even;i1<2m−2

i2,i3:even

(
圲m− 圲

i1, i2, i3

)
A

[i1+1]

k 在z圩
∂i2

∂yi2
在圱 圫 P k在z, y圩圩

d

∣∣∣∣∣
y=0

∂i3

∂yi3
圱

圱 圫 P k在z, y圩

∣∣∣∣∣
y=0

圫O在在圱− 在d− 圱圩z圩−m圩

圽 O在在圱− 在d− 圱圩z圩−m−
1
d−1 圩,

其中z ∈ 圁且z → 1
d−1
。以及

−
∑

i1+i2+i3=2m−2
i1:even;i1<2m−2

i2,i3:even

(
圲m− 圲

i1, i2, i3

)
A

[i1+1]

k 在z圩
∂i2

∂yi2
圱

圱 圫 P k在z, y圩

∣∣∣∣∣
y=0

∂i3

∂yi3
圱

圱 圫 P k在z, y圩

∣∣∣∣∣
y=0

圫O在在圱− 在d− 圱圩z圩−m+1+ 2
d−1 圩

圽 O在在圱− 在d− 圱圩z圩−m+1+ 1
d−1 圩,

其中z ∈ 圁且z → 1
d−1
。所以得到

∂2m−1

∂y2m−1
在圱 圫 P k在z, y圩圩

d

∣∣∣∣∣
y=0

圽 O在在圱− 在d− 圱圩z圩−m−
1
d−1 圩

∂2m−1

∂y2m−1

圱

圱 圫 P k在z, y圩

∣∣∣∣∣
y=0

圽 O在在圱− 在d− 圱圩z圩−m+1+ 1
d−1 圩

其中z ∈ 圁且z → 1
d−1
。因此，我們證明在圴圮圵圩 和在圴圮圷圩是成立的。

接下來，我們要證明坐坲坯坰坯坳坩坴坩坯坮 圴圮圵的偶數項，也就是A
[2m]

k 在z圩。同樣地，我們

可知道B
[2m]

k 在z圩 的第二項為

2m−1∑
i=0

(
圲m

i

)
在−µ圩2m−i ∂

i

∂yi
在圱 圫 P k在z, y圩圩

d

∣∣∣∣∣
y=0

圽 O在在圱− 在d− 圱圩z圩−m+1+ 1
d−1 圩.

其中z屬於圁圭坤坯坭坡坩坮且z → 1
d−1
。利用坔坡坢坬坥 圴圮圱的想法來觀察B

[2m]

k 在z圩的第三項得

到

d
∑

i1+i2+i3=2m−1
i1<2m−1

(
圲m− 圱

i1, i2, i3

)
A

[i1+1]

k 在z圩
∂i2

∂yi2
在圱 圫 P k在z, y圩圩

d

∣∣∣∣∣
y=0

∂i3

∂yi3
圱

圱 圫 P k在z, y圩

∣∣∣∣∣
y=0

圽 d
∑

i1+i2+i3=2m−1
i1:odd;i1<2m−1

i2,i3:even

(
圲m− 圱

i1, i2, i3

)
A

[i1+1]

k 在z圩
∂i2

∂yi2
在圱 圫 P k在z, y圩圩

d

∣∣∣∣∣
y=0

∂i3

∂yi3
圱

圱 圫 P k在z, y圩

∣∣∣∣∣
y=0

圫O在在圱− 在d− 圱圩z圩−m−1圩

圽
c在圲m− 圱圩圡σ2m

圲m
在圱− 在d− 圱圩z圩−m−1− 1

d−1 圫O在在圱− 在d− 圱圩z圩−m−1圩,

圴圷



其中z ∈ 圁且z → 1
d−1
，而c為

c 圽
d

d− 圱

∑
i1+i2+i3=2m−1
i1:odd;i1<2m−1

i2,i3:even

在i1 圫 圱圩
圀在 i1+1

2
圫 1

d−1
圩

在 i1+1
2

圩圡圀在圱 圫 1
d−1

圩

圀在 i2
2
圫 圱 圫 1

d−1
圩

在 i2
2
圩圡圀在圱 圫 1

d−1
圩

圀在 i3
2
− 1

d−1
圩

在 i3
2
圩圡圀在− 1

d−1
圩

圽 圲
d

d− 圱

∑
i1+i2+i3=2m−1
i1:odd;i1<2m−1

i2,i3:even

( i1+1
2
− 圱 圫 1

d−1
i1+1

2
− 圱

)( i2
2
圫 1

d−1
i2
2

)( i3
2
− 圱− 1

d−1
i3
2

)

圽 圲
d

d− 圱

m−2∑
i=0

(
i圫 1

d−1

i

)m−1−i∑
j=0

(
j 圫 1

d−1

j

)(
m− i− j − 圲− 1

d−1

m− i− j − 圱

)

圽
圲

在m− 圲圩圡

圀在m圫 1
d−1

圩

圀在圱 圫 1
d−1

圩
.

之後，我們對於B
[2m]

k 在z圩進行整理

B
[2m]

k 在z圩 圽
在圲m− 圱圩圡

圲m
圲

在m− 圲圩圡

圀在m圫 1
d−1

圩

圀在圱 圫 1
d−1

圩
σ2m在圱− 在d− 圱圩z圩−m−1− 1

d−1

圫O在在圱− 在d− 圱圩z圩−m−1圩

圽
在m− 圱圩在圲m圩圡圀在m圫 1

d−1
圩

圲mm圡圀在圱 圫 1
d−1

圩
σ2m在圱− 在d− 圱圩z圩−m−1− 1

d−1

圫O在在圱− 在d− 圱圩z圩−m−1圩,

其中z ∈ 圁且z → 1
d−1
。因此，更能得到

A
[2m]

k 在z圩 圽 τ ′在z圩

∫ z

0

B
[2m]

k 在t圩

τ ′在t圩
dt

圽 τ ′在z圩

∫ z

0

(在m− 圱圩在圲m圩圡圀在m圫 1
d−1

圩

圲mm圡圀在圱 圫 1
d−1

圩
σ2m在圱− 在d− 圱圩t圩−m

圫O在在圱− 在d− 圱圩t圩−m+ 1
d−1 圩

)
dt

圽
在圲m圩圡圀在m圫 1

d−1
圩

圲mm圡在d− 圱圩圀在圱 圫 1
d−1

圩
σ2m在圱− 在d− 圱圩z圩−m−

1
d−1

圫O在在圱− 在d− 圱圩z圩−m圩,

其中z ∈ 圁且z → 1
d−1
。

最後，我們將證明在圴圮圹圩和在圴圮圱地圩。很快地，我們知道在圴圮圹圩會是

∂2m

∂y2m
在圱 圫 P k在z, y圩圩

d

∣∣∣∣∣
y=0

圽 d
∑

i1+i2+i3=2m−1

(
圲m− 圱

i1, i2, i3

)
A

[i1+1]

k 在z圩
∂i2

∂yi2
在圱 圫 P k在z, y圩圩

d

∣∣∣∣∣
y=0

∂i3

∂yi3
圱

圱 圫 P k在z, y圩

∣∣∣∣∣
y=0

圴圸



圽 d
∑

i1+i2+i3=2m−1
i1:odd;i2,i3:even

(
圲m− 圱

i1, i2, i3

)
A

[i1+1]

k 在z圩
∂i2

∂yi2
在圱 圫 P k在z, y圩圩

d

∣∣∣∣∣
y=0

∂i3

∂yi3
圱

圱 圫 P k在z, y圩

∣∣∣∣∣
y=0

圫O在在圱− 在d− 圱圩z圩−m−1圩

圽
c在圲m− 圱圩圡

圲m
σ2m在圱− 在d− 圱圩z圩−m−1− 1

d−1 圫O在在圱− 在d− 圱圩z圩−m−1圩,

其中z ∈ 圁且z → 1
d−1
，而c為

c 圽 圲
d

d− 圱

∑
i1+i2+i3=2m−1
i1:odd;i2,i3:even

在i1 圫 圱圩
圀在 i1+1

2
圫 1

d−1
圩

在 i1+1
2

圩圡圀在圱 圫 1
d−1

圩

圀在 i2
2
圫 圱 圫 1

d−1
圩

在 i2
2
圩圡圀在圱 圫 1

d−1
圩

圀在 i3
2
− 1

d−1
圩

在 i3
2
圩圡圀在− 1

d−1
圩

圽 圲
d

d− 圱

m−1∑
i=0

(
i圫 1

d−1

i

)m−1−i∑
j=0

(
j 圫 1

d−1

j

)(
m− i− j − 圲− 1

d−1

m− i− j − 圱

)

圽
圲

在m− 圱圩圡

圀在m圫 圱 圫 1
d−1

圩

圀在圱 圫 1
d−1

圩
.

之後，我們再對在圴圮圹圩整理，可以知道

∂2m

∂y2m
在圱 圫 P k在z, y圩圩

d

∣∣∣∣∣
y=0

圽
c在圲m− 圱圩圡

圲m
σ2m在圱− 在d− 圱圩z圩−m−1− 1

d−1 圫O在在圱− 在d− 圱圩z圩−m−1圩

圽
圲

在m− 圱圩圡

圀在m圫 圱 圫 1
d−1

圩

圀在圱 圫 1
d−1

圩

在圲m− 圱圩圡

圲m
σ2m在圱− 在d− 圱圩z圩−m−1− 1

d−1

圫O在在圱− 在d− 圱圩z圩−m−1圩

圽
在圲m圩圡圀在m圫 圱 圫 1

d−1
圩

圲mm圡圀在圱 圫 1
d−1

圩
σ2m在圱− 在d− 圱圩z圩−m−1− 1

d−1 圫O在在圱− 在d− 圱圩z圩−m−1圩,

其中z ∈ 圁且z → 1
d−1
。相同地，我們也知道在圴圮圱地圩會是

∂2m

∂y2m

圱

圱 圫 P k在z, y圩

∣∣∣∣∣
y=0

圽 −
∑

i1+i2+i3=2m−1
i1:odd,i2,i3:even

(
圲m− 圱

i1, i2, i3

)
A

[i1+1]

k 在z圩
∂i2

∂yi2
圱

圱 圫 P k在z, y圩

∣∣∣∣∣
y=0

∂i3

∂yi3
圱

圱 圫 P k在z, y圩

∣∣∣∣∣
y=0

圫O在在圱− 在d− 圱圩z圩−m+ 2
d−1 圩

圽
c在圲m− 圱圩圡

圲m
σ2m在圱− 在d− 圱圩z圩−m+ 1

d−1 圫O在在圱− 在d− 圱圩z圩−m+ 2
d−1 圩,

其中z ∈ 圁且z → 1
d−1
，而c是

c 圽 − 圲

d− 圱

∑
i1+i2+i3=2m−1
i1:odd;i2,i3:even

在i1 圫 圱圩
圀在 i1+1

2
圫 1

d−1
圩

在 i1+1
2

圩圡圀在圱 圫 1
d−1

圩

圀在 i2
2
− 1

d−1
圩

在 i2
2
圩圡圀在− 1

d−1
圩

圀在 i3
2
− 1

d−1
圩

在 i3
2
圩圡圀在− 1

d−1
圩

圴圹



圽 − 圲

d− 圱

m−1∑
i=0

(
i圫 1

d−1

i

)m−1−i∑
j=0

(
j − 圱− 1

d−1

j

)(
m− i− j − 圲− 1

d−1

m− i− j − 圱

)

圽
圲

在m− 圱圩圡

圀在m− 1
d−1

圩

圀在− 1
d−1

圩
.

再次對在圴圮圱地圩進行整理

∂2m

∂y2m

圱

圱 圫 P k在z, y圩

∣∣∣∣∣
y=0

圽
圲

在m− 圱圩圡

圀在m− 1
d−1

圩

圀在− 1
d−1

圩

在圲m− 圱圩圡

圲m
σ2m在圱− 在d− 圱圩z圩−m+ 1

d−1

圫O在在圱− 在d− 圱圩z圩−m+ 2
d−1 圩

圽
在圲m圩圡圀在m− 1

d−1
圩

圲mm圡圀在− 1
d−1

圩
σ2m在圱− 在d− 圱圩z圩−m+ 1

d−1 圫O在在圱− 在d− 圱圩z圩−m+ 2
d−1 圩,

其中z ∈ 圁且z → 1
d−1
。所以我們會發現結果與在圴圮圶圩和在圴圮圸圩是一樣的。當然我們同

時也證明了坐坲坯坰坯坳坩坴坩坯坮 圴圮圵成立。

證明完坐坲坯坰坯坳坩坴坩坯坮 圴圮圵之後，我們利用這些結果來證明坔坨坥坯坲坥坭 圱圮圷 的坮坯坲坭坡坬

坲坡坮坧坥在給定k的情況之下，Xn,k的坤坩坳坴坲坩坢坵坴坩坯坮 會趨近坮坯坲坭坡坬 坤坩坳坴坲坩坢坵坴坩坯坮。在這

裡，我們給一個定理，來整理我們的結果。

Theorem 4.6. 在d-ary trees之下，在給定正整數k的情況，則subtree size profile

Xn,k 的mean value和variance為

坅在Xn,k圩 圽 µn,k 圽
d在d− 圱圩

在在d− 圱圩k 圫 d圩在在d− 圱圩k 圫 圱圩
n, n > k.

以及，當n→∞，則

坖坡坲在Xn,k圩 圽 σ2
n,k ∼

(
kd在d− 圱圩2在k在d− 圱圩 圫 圱圩

在在d− 圱圩k 圫 d圩2在在d− 圱圩k 圫 圱圩2

−
圲在圲k − 圱圩圡圀在圳 圫 2

d−1
圩

圀在圲k 圫 圳 圫 2
d−1

圩

(
k − 圱 圫 1

d−1

k − 圱

)2)
n.

並且，我們可以知道

Xn,k − µn,k
σn,k

d−→ 坎在地, 圱圩.

Proof. 從坐坲坯坰坯坳坩坴坩坯坮 圴圮圱和坐坲坯坰坯坳坩坴坩坯坮 圴圮圲知道Xn,k 的坭坥坡坮 坶坡坬坵坥 和坶坡坲坩坡坮坣坥。因

此我們現在要去證明Xn,k的所有動差會符合在圲圮圱圩。現在，我們要利用坔坨坥坯坲坥坭 圲圮圲

以及坔坨坥坯坲坥坭 圲圮圴 來對坐坲坯坰坯坳坩坴坩坯坮 圳圮圴 的結果進行坳坩坮坧坵坬坡坲坩坴坹 坡坮坡坬坹坳坩坳 並且得到

坅在在Xn,k − µn圩2m−1圩 圽 O在n圡
τn

在d− 圱圩nnm−2+ 1
d−1

圀在m− 圱 圫 1
d−1

圩
圩,

圵地



其中n→∞，以及

坅在在Xn,k − µn圩2m圩 圽
n圡

τn

在圲m圩圡圀在m圫 1
d−1

圩

圲mm圡在d圫 圱圩圀在圱 圫 1
d+1

圩
σ2m坛zn坝在圱− 在d− 圱圩z圩−m+ 1

r

圫O在n圡
τn

在d− 圱圩nnm−1

圀在m圩
圩,

其中n→∞。之後再整理一下式子，可以得到

坅在在Xn,k − µn圩2m−1圩 圽 O在nm−1圩,

其中n→∞，以及

坅在在Xn,k − µn圩2m圩 圽
在圲m圩圡

圲mm圡
σ2mnm 圫O在nm−

1
d−1 圩,

其中n → ∞。因此，我們能知道Xn,k的所有動差會符合在圲圮圱圩。因此可

由坔坨坥坯坲坥坭 圲圮圹得知，Xn,k 的坤坩坳坴坲坩坢坵坴坩坯坮 會趨近於坮坯坲坭坡坬 坤坩坳坴坲坩坢坵坴坩坯坮，得到我

們想要的結果。

圵圱



Chapter 5

Conclusion

在坃坨坡坰坴坥坲 圵中，我們要為本篇做整理。在坃坨坡坰坴坥坲 圱之中，我們利用坂坓坔來

解釋一些名詞並且認識我們研究中所用的參數坳坵坢坴坲坥坥 坳坩坺坥 坰坲坯圌坬坥 Xn,k。我們知

道坂坓坔、坲坥坣坵坲坳坩坶坥 坴坲坥坥、坐坏坒坔坳去使用Xn,k已有了許多的結果。我們本篇的研究

動機是由坛圶坝這篇開始，從裡面我們知道坧坲坯坷坮 坳坩坭坰坬坹 坦坡坭坩坬坩坥坳 坯坦 坩坮坣坲坥坡坳坩坮坧 坴坲坥坥能

藉由坷坥坩坧坨坴 坦坵坮坣坴坩坯坮 φ在ω圩給定一個坲坡坮坤坯坭 坭坯坤坥坬，並且利用φ在ω圩推得m次動差生

成函數，讓我們可以使用坳坩坮坧坵坬坡坲坩坴坹 坡坮坡坬坹坳坩坳的方式，找出均坥坮坥坲坡坬坩坺坥坤 坐坏坒坔坳和d圭

坡坲坹 坴坲坥坥坳使用Xn,k的坭坥坡坮 坶坡坬坵坥和坶坡坲坩坡坮坣坥。當然我們也可以利用坳坩坮坧坵坬坡坲坩坴坹 坡坮坡坬坹圭

坳坩坳，找出Xn,k的m次動差生成函數的係數並推得Xn,k的所有動差。

因此，在坃坨坡坰坴坥坲 圲之中，大致介紹了坳坩坮坧坵坬坡坲坩坴坹 坡坮坡坬坹坳坩坳並且說明了O與坛zn坝可

以互換。讓坳坩坮坧坵坬坡坲坩坴坹 坡坮坡坬坹坳坩坳在O之中也能進行計算。而且，我們也介紹
了坆坲圓坥坣坨坥坴圭坓坨坯坨坡坴 坔坨坥坯坲坥坭，即是坔坨坥坯坲坥坭 圲圮圹，以便我們的證明。

在坃坨坡坰坴坥坲 圳和坃坨坡坰坴坥坲 圴我們分別證明了坧坥坮坥坲坡坬坩坺坥坤 坐坏坒坔坳和d圭坡坲坹 坴坲坥坥坳 使

用Xn,k作為參數，並且給定k 的情況之下，Xn,k的坭坥坡坮 坶坡坬坵坥 以及坶坡坲坩坡坮坣坥，而在

證明的時候我們只會去看關於n的最高次項的係數，而對於其他項只是進行大略

的估計。其實我們在計算坭坥坡坮 坶坡坬坵坥跟坶坡坲坩坡坮坣坥的時候，如果想要看他們更精確的

結果的話，我們在證明的過程中，可以看更多的項來進行計算。

在我們證明m次動差生成函數的形式時，我們使用坩坮坤坵坣坴坩坯坮來幫助我們看出m

次動差生成函數。之後，利用m次動差生成函數找到Xn,k的所有動差並且得到我

們想要的結果。

在我們的主要證明過程中，我們發現坧坥坮坥坲坡坬坩坺坥坤 坐坏坒坔坳和d圭坡坲坹 坴坲坥坥坳不管是所

使用的坷坥坩坧坨坴 坦坵坮坣坴坩坯坮、計算方法和證明想法都是類似的。我們也因為這些原因，

在坃坨坡坰坴坥坲 圲中提出許多通用於兩者的工具來使用。因此，我們可以猜測有一個通

用的證明是可以證明出與兩者相似的另一種坩坮坣坲坥坡坳坩坮坧 坴坲坥坥坳。而這樣的坩坮坣坲坥坡坳坩坮坧

坴坲坥坥坳大概可以從坳坩坭坰坬坹 坧坥坮坥坲坡坴坥坤 坦坡坭坩坬坩坥坳 坯坦 坩坮坣坲坥坡坳坩坮坧 坴坲坥坥坳 找到這樣的坩坮坣坲坥坡坳坩坮坧

坴坲坥坥坳。

但是從坛圶坝的證明以及本篇的兩種坩坮坣坲坥坡坳坩坮坧 坴坲坥坥坳的證明可以發現，我們的證明

遠比坍圮 坆坵坣坨坳的證明複雜許多，討論的東西也增加許多。因此可以想像我們要找

出一個通用的證明，可能比我們分開討論不同的坩坮坣坲坥坡坳坩坮坧 坴坲坥坥坳的證明還要更加的

複雜。所以，我們才選擇分開討論坧坥坮坥坲坡坬坩坺坥坤 坐坏坒坔坳 和d圭坡坲坹 坴坲坥坥坳 的證明。
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