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摘要 

在股票交易上交易成本對於報酬率影響是顯著的，在 David A. 

Lesmond 著作的 

A New Estimate of Transaction Costs 這篇文章中作者提出一個模型，

這個模型是用來評估交易成本和報酬率之間的關係，但是並沒有說明

模型參數的估計方式，我將會在這篇碩士論文中利用一些統計方法來

估計這個模型的參數，並利用模擬資料來驗證，我估計方法的準確性，

最後我將會使用一些真實料，利用我所推出的估計方法找出最佳參數

的估計結果。 
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一、Introduction 

								在股票市場裡，股票交易的交易成本對於投資報酬率的影響是顯著的，原因是在 

股票交易的過程中會產生各種費用，以台股交易為例可簡單舉出兩種交易成本： 

現股交易交易成本 

1.手續費：手續費為買賣金額的千分之 1.425，不管是在進行買進或者是賣出的動作都 

要收取一次手續費，不同的卷商對手續費打的折扣也不一定一樣，一般卷商會在六折上 

下，小卷商會有比較優惠的折數最好可以到 3折左右。	 

舉例來說：你買了一張 50元的股票，手續費 ൌ 50 ∗ 1000 ∗ 0.001425 ൌ 71.25 

也就是 71元，之後根據卷商打折的折數去計算手續費金額；必須注意的是有些卷商會 

有最低手續費每筆最低 20元的限制，假設打完折後是 5元但因最低手續費限制就必須 

付 20元	。 

2.證卷交易稅：每一次的"賣出"	，都會收一次證卷交易稅，稅率是千分之 3	 

信用交易交易成本 

3.融資ሺ看漲ሻ：付出一筆"融資利息"，跟卷商借部分的錢來買股票，至於可以 

借多少錢就要看融資成數，上市證卷原則上融資 6成，上櫃證卷原則上融資 5成。 

舉例來說：要融資買進一檔 50元的股票൫上市൯ 

融資的金額為：50元 ∗ 	1000股 ∗ 0.6＝30000元也就是在買進股票的過程中跟券商 

借了 30000元。 

其中這 30000元的利息計算方式為：融資利息 ൌ融資金額 ∗融資利率 ∗天數/365 

舉例來說： 

6月 1日融資買進 2882國泰金一張，成交價位 50元，6月 9日融資賣出 2882國泰 

金一張，成交價位 52元，利息天數共 8日，融資利率為 5.975%。 

融資利息 ൌ ሺ50,000 ∗ 0.6ሻ ∗ 	5.975% ∗ 	8/365	 ൌ 	39元ሺ小數四捨五入ሻ	 
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4.融卷ሺ看跌ሻ：付出一筆"借卷費"	以及足夠的保證金，跟卷商借卷來賣，卷商會提 

供給保證金一點點利息。 

借券費 ൌ成交單價 ∗成交股數 ∗借券費率；借券費率一般為 0.1% 

舉例來說：	66元 x	1000股 x0.1% ൌ 	66元 

上市上櫃證券原則上融券九成，故融券保證金 ൌ成交單價 ∗成交股數 ∗融券成數 

※若是作空期間標的物上漲，保證金必須給足成數否則將會提前結束交易。 

舉例說明：66.2 元 x1000股 x0.9＝59,580元  

融券保證金 ൌ 59,600元 	൫百元為單位൯ 

 

									在 David	A. Lesmond	ሺ1999ሻ：A	New	Estimate	of	Transaction	Costs	這篇論文中 

提出一個 LDV	模型，這個模型是用來評估交易成本和報酬率短期時間內的關係， 

LDV	模型中假設：報酬率 ൌ常數 ∗市場報酬率 ൅誤差	 

																																			ቀ		R୨୲
∗ ൌ βR୫୲ ൅ ε୨୲	，ઽ	~N൫0，σଶ൯ቁ 

是一個正確的報酬率模型。 

								其中：R୨୲
∗是該家公司真實市場報酬率，由於我們無法完完全全得知一家公司 

內部的情況，不論是財務狀況或者貨品銷售狀況皆是如此，所以一家公司真正的 

獲利情況我們是無法得知的，所以一家公司真實市場報酬率R୨୲
∗是未知的。 

										R୫୲	稱為市場報酬率為無風險報酬率加上市場平均風險報酬率൫風險溢酬൯， 

其中無風險利率約等於國庫卷的利率。 

								由於	R୨୲
∗是未知的，我們以R୨୲作為他的估計值用來衡量這家公司的表現， 

R୨୲可以稱為報酬率估計值也可以稱為期望報酬率，R୨୲產生方式如下： 

								先將R୨୲
∗以αଵ，αଶ分為三個區塊，其中αଵ為負訊息門檻，αଶ為正訊息門檻	。 

若時間點 t的R୨୲
∗小於αଵ，我們就會認為這個時間點是虧損的，此時時間點 t的 

的R୨୲取為R୨୲
∗ െ αଵ，R୨୲

∗是落在 Region	1，我們將這個時點歸類於 group	1，R୨୲ 

計算過程中R୨୲
∗減去αଵ是因為αଵ也是交易成本的估計值，所以期望報酬率 
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൫R୨୲൯等於真實報酬率൫R୨୲
∗൯減掉交易成本。在ሺ1ሻpage5會舉例子說明 

									若時間點 t的R୨୲
∗是大於αଶ的，則將時間點 t的R୨୲取為R୨୲

∗ െ αଶ，此時R୨୲
∗ 

是落在 Region	2的，且我們將這個時點歸類於 group	2。 

最後一個區塊代表時間點 t的R୨୲
∗是介於αଵ和αଶ之間此時我們無法判斷出它獲利的 

情形，故將這個時間點 t的R୨୲令為	0，0的意義是指無法判斷獲利表現，並且把這 

個時點歸類於 group	0。 

 

也就是： 

																	R୨୲ ൌ R୨୲
∗ െ αଵ୨										if		R୨୲

∗ ൏ αଵ୨																																													note	by	group	1 

																	R୨୲ ൌ 0																										if		αଵ୨ ൏ 	R୨୲
∗ ൏ αଶ୨																																note	by	group	0 

																	R୨୲ ൌ R୨୲
∗ െ αଶ୨										if			R୨୲

∗ ൐ αଶ୨																																												note	by	group	2 

在此模型中 

R୫୲：為 t時間點市場的報酬率															R୨୲：某家公司時間點 t報酬率估計值	

R୨୲
∗：某家公司 t時間真實報酬率																									 

αଵ୨		：	the	threshold	for	trades	on	negative	informationሺ負訊息門檻ሻ 

αଶ୨		：	the	threshold	for	trades	on	positive	informationሺ正訊息門檻ሻ 
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及賣出同一證券，買進時付出成本αଶ賣出時得到成本αଵ，所以短線交易交易成本就 

是付出的αଶ扣除得到的αଵ，所以我們能透過這個差值的大小評估短線交易對報酬率 

的影響。 

αଵ和αଶ如何影響交易成本																																																																																																		ሺ1ሻ 

									在 LDV模型中αଶ代表的是當真實報酬率大於αଶ時才算是獲益，這個現象是因為 

股票交易方式造成的	 

例子： 

								假設：某檔股票在 1個月後會有 10%的報酬率ሺR୲
∗ሻ，假設現值 50元 1個月後 

會漲到 55，在訊息出來時掛買單變多	，最後能成交的價格可能是 52成交。也就是 

說必須要用 52元買了一個現在最低價值為 50元股票，2元就是交易成本買的是一個 

未來，未來指的是股價之後的趨勢，2元換算成報酬率的話是 4%ሺαଶሻ只有在 A公司 

股價報酬率大於 4%時投資才獲利，若 1個月後股價報酬率真的達到 10%，實際收益 

在不考慮折現的情形下為 6%ሺR୲ሻ。 

								這意味著某檔股票就算未來表現會不錯，當有意願投資這檔股票的人很多時，我 

們的投資也會付出較高的交易成本，也因此會影響我們的報酬率所以我們在評估他的 

報酬率時才會以R୲
∗ െ αଶ作為我們的估計值R୲。 

									αଵ代表的是當真實報酬率小於αଵ時才算是虧損，這也是因為股票交易方式造成的 

只是這時候我們對於未來趨勢是看跌	不是看漲。 

舉例說明 

											假設：某檔股票在 1個月後會有負 20%的報酬率ሺR୲
∗ሻ，也就是現值 50元 1個月 

後會跌到 40在訊息出來時掛賣單變多	，最後能成交的價格可能是 45成交。也就是說 

現在是用 45元價格買了一個現在價值為 50元股票，當中的差值負 5元就是交易成本 

買的是一個未來趨勢，負 5元換算成報酬率的話是負 10%ሺαଵሻ，只有 A公司報酬率小 

於負 10%這次的交易才算是虧損。若 1個月後股價真的跌到 40，實際虧損在不考慮 

折現的情形下為負 10%。 
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									其中交易成本是負 10%是合理的，這是因為如果我是股票持有人當我認定未來趨 

勢會跌這時我必然會想拋售我的股票	，但是因為股票成交方式我必然必須壓低我拋售 

的金額，且對於買方而言我不但會賣給他股票還會同時把"未來趨勢的風險"一起賣出去 

，也因此為了讓買方願意承擔"未來趨勢的風險"	壓低的價格會使得買方的交易成本為 

負值。	 

									如果我是投資人當我認定某支股票未來會漲這時我必然會想買進股票	，但是因為 

股票成交方式我必須開出比較高的金額才有可能買到，對於買方而言我不但會買到這 

張股票還會同時把"未來趨勢的希望"一起買進來，所以交易成本為正值。 

 

								這這些例子中我們能看到交易成本大小對於報酬率的影響性以及αଶ和αଵ的意義 

在接下來的章節中我們會介紹方法以及驗證這些方法的準確性並且將這些方法運用 

在真實資料中。	 
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二、介紹方法&方法流程 

二、1		Bayesian 

								我將利用 data	augmentation以及 Gibbs	sampling來幫助我估計參數。	 

介紹	Gibbs	sampling	

									以兩變數為例子：若 P൫X，Y൯聯合分配未知，但是我們知道他的條件分配 PሺX|Yሻ 

和 PሺY|Xሻ，這種情況之下我們可以用亂數產生樣本來推論聯合機率分配的長相。 

Gibbs	sampling演算法：                                                  	ሺ2ሻ 

Given	initial	value	y଴ 

																			for	i ൌ 1~N 

																									x୧由 PሺX|Y ൌ y୧ሻ生成 

																									y୧由 PሺY|X ൌ x୧ሻ生成 

生滿 N組樣本後推論 PሺX，Yሻ 

Example：assume	real	distribution	of	P൫X，Y൯	 

																				is	BN ቀμ ൌ ቀ	2
3
	ቁ，Σ ൌ ቂ10 3

3 2
ቃቁ 

we		know	that	 

PሺX|Y ൌ yሻ ൌ Nሺ2 ൅
3

√10 ∗ 2
∗ ඨ

10
2
∗ ሺy െ 3ሻ，10 ∗ ሺ1 െ

3ଶ

10 ∗ 2
ሻሻ 

PሺY|X ൌ xሻ ൌ Nሺ3 ൅
3

√10 ∗ 2
∗ ඨ

2
10

∗ ሺx െ 2ሻ，2 ∗ ሺ1 െ
3ଶ

10 ∗ 2
ሻሻ 
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								可以很明顯看出 Gibbs	sampling生成結果和真實分配外型很相似，在 Sample	size	 

	1000下平均和變異數和真實值差距並不大。 

൐ 	meanሺxሻ 																											൐ 	varሺxሻ	 

ሾ1ሿ	2.072584																									ሾ1, ሿ	10.64462	

൐ 	meanሺyሻ 																												൐ 	varሺyሻ 

ሾ1ሿ	2.990774																									ሾ1, ሿ	2.269077 

									也就是說對於未知的分配 P൫X，Y൯如果我們知道 X和 Y個別的條件分配我們就能 

對 P൫X，Y൯做推論。 

因為 Gibbs	sampling的特性，我們嘗試著解決這個模型參數估計的問題 

觀察 Model：	

						R୨୲
∗ ൌ βR୫୲ ൅ ε୨୲																									ઽ	~Nሺ0，σଶሻ 

																	R୨୲ ൌ R୨୲
∗ െ αଵ୨										if			R୨୲

∗ ൏ αଵ୨																																												note	by	group	1 

																	R୨୲ ൌ 0																										if		αଵ୨ ൏ 	R୨୲
∗ ൏ αଶ୨																																note	by	group	0 

																	R୨୲ ൌ R୨୲
∗ െ αଶ୨										if			R୨୲

∗ ൐ αଶ୨																																												note	by	group	2					 

已知：likelihood	function		L൫αଵ, αଶ, β, σหR୨୲	, R୫୲൯	                              ሺ3ሻ 

ൌ
Π

group	1 ቈ
1
σ
φቆ

R୨୲ ൅ αଵ െ βR୫୲
σ

ቇ቉ ∗
Π

group	2 ቈ
1
σ
φቆ

R୨୲ ൅ αଶ െ βR୫୲
σ

ቇ቉ ∗ 

																		
Π

group	0 ൤Φ ൬
αଶ െ βR୫୲

σ
൰ െ Φ൬

αଵ െ βR୫୲
σ

൰൨ 

其中 φሺ. ሻ是標準常態的 PDF，Φሺ. ሻ是標準常態的 CDF 

prior	distribution	：p൫αଵ, αଶ, β, σหR୨୲	, R୫୲൯ ൌ 1/σ 
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二、1 െ 1			Gibbs	Sampling	Estimator	

為簡化問題假設：R୨୲
∗	已知	 

式子ሺ3ሻ可簡化為： 

pሺαଵ, αଶ, β, σሻ ൌ π൫αଵ, αଶ, β, σหR୨୲	, R୫୲	, R୨୲
∗൯ 

ൌ
Π

group	1 ቈ
1
σ
φቆ

R୨୲ ൅ αଵ െ βR୫୲
σ

ቇ቉ ∗
Π

group	2 ቈ
1
σ
φቆ

R୨୲ ൅ αଶ െ βR୫୲
σ

ቇ቉ ∗ 

																						
Π

group	0 ቈ
1
σ
φቆ

R୨୲
∗ െ βR୫୲
σ

ቇ቉ 

其中 φሺ. ሻ是標準常態的 PDF	。		 

推出個別條件分配： 

f൫αଵหαଶ, β, σ	, R୨୲	, R୫୲	, R୨୲
∗൯ ൌ

π൫αଵ, αଶ, β, σหR୨୲	, R୫୲	, R୨୲
∗൯

׬ π൫αଵ, αଶ, β, σหR୨୲	, R୫୲	, R୨୲
∗൯	dαଵ

୫୧୬	ሺୖౠ౪
∗ሻ

ିଵ

 

ൌ

Π
1
൤1σφ൬

R୨୲ ൅ αଵ െ βR୫୲
σ ൰൨

׬
Π
1
൤1σφ൬

R୨୲ ൅ αଵ െ βR୫୲
σ ൰൨ 	dαଵ

୫୧୬൫ୖౠ౪
∗൯

ିଵ

 

ൌ

1

√2π൬
σ

√#1
൰
∗ exp		

ۏ
ێ
ێ
ۍ
െ1
2 ൮

αଵ ൅		
∑ ൫R୨୲ െ βR୫୲൯ଵ

#1
σ

√#1

൲

ଶ

ے
ۑ
ۑ
ې

൦Φ൮
min൫R୨୲

∗൯ ൅		
∑ ൫R୨୲ െ βR୫୲൯ଵ

#1
σ

√#1

൲ െΦ൮
െ1 ൅		

∑ ൫R୨୲ െ βR୫୲൯ଵ
#1

σ
√#1

൲൪

			 

 

#	k		is		number	of	group		k 
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二、1 െ 2		Alpha1	&	Alpha2	Distribution 

得出： 

൫αଵหαଶ, β, σ	, R୨୲	, R୫୲	, R୨୲
∗൯~Nቆെ

∑ ൫R୨୲ െ βR୫୲൯ଵ

#1
，
σଶ

#1
ቇ ฬmin	ሺR୨୲

∗ሻ
െ1

 

同理： 

൫αଶหαଵ, β, σ	, R୨୲	, R୫୲	, R୨୲
∗൯~Nቆെ

∑ ൫R୨୲ െ βR୫୲൯ଶ

#2
，
σଶ

#2
ቇ ฬ

1
max൫R୨୲

∗൯ 

#	k		is		number	of	group		k 

其中min൫R୨୲
∗൯ 		是 minmum			R୨୲

∗	of		group	0	 

其中max൫R୨୲
∗൯ 		是 maxmum		R୨୲

∗	of		group	0	 

f൫βหαଵ	, αଶ, σ	, R୨୲	, R୫୲	, R୨୲
∗൯ ൌ

π൫αଵ, αଶ, β, σหR୨୲	, R୫୲	, R୨୲
∗൯

׬ π൫αଵ, αଶ, β, σหR୨୲	, R୫୲	, R୨୲
∗൯	dβ

ஶ
ିஶ

 

ൌ

Π
1
൤1σφ൬

R୨୲ ൅ αଵ െ βR୫୲
σ ൰൨ ∗ Π

2
൤1σφ൬

R୨୲ ൅ αଶ െ βR୫୲
σ ൰൨ ∗ Π

0
ቈ
1
σφቆ

R୨୲
∗ െ βR୫୲
σ ቇ቉

׬
Π
1
൤1σφ൬

R୨୲ ൅ αଵ െ βR୫୲
σ ൰൨ ∗ Π

2
൤1σφ൬

R୨୲ ൅ αଶ െ βR୫୲
σ ൰൨ ∗ Π

0
ቈ
1
σφቆ

R୨୲
∗ െ βR୫୲
σ ቇ቉ 	dβ

ஶ
ିஶ

 

ൌ

Π
1
൤1σφ൬

R୨୲ ൅ αଵ െ βR୫୲
σ ൰൨ ∗ Π

2
൤1σφ൬

R୨୲ ൅ αଶ െ βR୫୲
σ ൰൨ ∗ Π

0
ቈ
1
σφቆ

R୨୲
∗ െ βR୫୲
σ ቇ቉

ቀ 1
2πσቁ

୬
ଶ
exp ൥ቆ

∑ ൫R୨୲ ൅ αଵ൯ ∗ R୫୲	ଵ ൅ ∑ ൫R୨୲ ൅ αଶ൯ ∗ R୫୲ଶ ൅ ∑ ൫R୫୲ ∗ R୨୲
∗൯ଵ

ඥ∑ ሺR୫୲ሻଶ଴	ଵ	ଶ
ቇ
ଶ

൩ ∗ √
π

√W

 

ൌ
exp ቀെ12σଶ ቂ

∑ ൫R୨୲ ൅ αଵ െ βR୫୲൯
ଶ

ଵ ൅∑ ൫R୨୲ ൅ αଶ െ βR୫୲൯
ଶ

ଶ ൅	∑ ൫R୨୲
∗ െ βR୫୲൯

ଶ
଴ ቃቁ

ቀ 1
2πσቁ

୬
ଶ
exp ൥ቆ

∑ ൫R୨୲ ൅ αଵ൯ ∗ R୫୲ଵ ൅ ∑ ൫R୨୲ ൅ αଶ൯ ∗ R୫୲ଶ ൅ ∑ ൫R୫୲ ∗ R୨୲
∗൯ଵ

σଶඥ∑ ሺR୫୲ሻଶ଴	ଵ	ଶ
ቇ
ଶ

൩ ∗ √
π

√W

 

當中：W ൌ
1
2σଶ

෍ሺR୫୲ሻଶ

଴	ଵ	ଶ

 

ൌ

exp

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ

െ1
2

ۉ

ۈۈ
βۇ െ

∑ ቀ൫R୨୲ ൅ αଵ൯ ∗ R୫୲ቁଵ ൅ ∑ ቀ൫R୨୲ ൅ αଶ൯ ∗ R୫୲ቁଶ ൅ ∑ ൫R୫୲ ∗ R୨୲
∗൯଴

∑ ൛R୫୲
ଶൟଵ	ଶ	଴

σ

ට∑ ൛R୫୲
ଶൟଵ	ଶ	଴ ی

ۋۋ
ۊ

ଶ

ے
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

√2π
σ

ට∑ ൛R୫୲
ଶൟଵ	ଶ	଴
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二、1 െ 3	Beta	Distribution 

得出： 

൫βหαଵ	, αଶ, σ	, R୨୲	, R୫୲	, R୨୲
∗൯~NሺM，Σଶሻ 

其中 

Μ ൌ
∑ ൫ሺR୨୲ ൅ αଵሻ ∗ R୫୲൯ଵ ൅ ∑ ൫ሺR୨୲ ൅ αଶሻ ∗ R୫୲൯ଶ ൅ ∑ ൫R୫୲ ∗ R୨୲

∗൯଴

∑ ൛R୫୲
ଶൟଵ	ଶ	଴

 

Σ ൌ
σ

ට∑ ൛R୫୲
ଶൟଵ	ଶ	଴

 

f൫σ	หαଵ	, αଶ, β, R୨୲	, R୫୲	, R୨୲
∗൯ ൌ

π൫αଵ, αଶ, β, σหR୨୲	, R୫୲	, R୨୲
∗൯

׬ π൫αଵ, αଶ, β, σหR୨୲	, R୫୲	, R୨୲
∗൯	dσ	

ஶ
଴

 

ൌ

Π
1
൤1σφ൬

R୨୲ ൅ αଵ െ βR୫୲
σ ൰൨ ∗ Π

2
൤1σφ൬

R୨୲ ൅ αଶ െ βR୫୲
σ ൰൨ ∗ Π

0
ቈ
1
σφቆ

R୨୲
∗ െ βR୫୲
σ ቇ቉

׬
Π
1
൤1σφ൬

R୨୲ ൅ αଵ െ βR୫୲
σ ൰൨ ∗ Π

2
൤1σφ൬

R୨୲ ൅ αଶ െ βR୫୲
σ ൰൨ ∗ Π

0
ቈ
1
σφቆ

R୨୲
∗ െ βR୫୲
σ ቇ቉ 	dσ

ஶ
଴

 

ൌ

Π
1
൤1σφ൬

R୨୲ ൅ αଵ െ βR୫୲
σ ൰൨ ∗ Π

2
൤1σφ൬

R୨୲ ൅ αଶ െ βR୫୲
σ ൰൨ ∗ Π

0
ቈ
1
σφቆ

R୨୲
∗ െ βR୫୲
σ ቇ቉

1
2 ∗ ቀ

1
2πቁ

୬
ଶ
∗ ቀ 1Wቁ

୬ିଵ
ଶ
∗ Γ ቀn െ 1

2 ቁ

 

ൌ
2 ∗ ቀ1σቁ

୬
exp ቀWെ1

σଶ ቁ

ቀ 1Wቁ
୬ିଵ
ଶ
∗ Γ ቀn െ 1

2 ቁ

 

當中W ൌ
1
2
∗ ൥෍൫R୨୲ ൅ αଵ െ βR୫୲൯

ଶ

ଵ

൅෍൫R୨୲ ൅ αଶ െ βR୫୲൯
ଶ

	ଶ

൅෍൫R୨୲
∗ െ βR୫୲൯

ଶ

଴

൩ 

則 Y ൌ ൬
1
σଶ
หαଵ	, αଶ, β, R୨୲	, R୫୲	, R୨୲

∗൰的分配為 

fଢ଼ሺyሻ ൌ f஢ ൬y
ିଵ
ଶ ൰ ∗

1
2
∗ y	

ିଷ
ଶ  

ൌ
2 ∗ y

୬
ଶ ∗ expሺെy ∗ Wሻ

ቀ 1Wቁ
୬ିଵ
ଶ
∗ Γ ቀn െ 1

2 ቁ

∗
1
2
∗ y	

ିଷ
ଶ  
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ൌ
y
୬ିଵ
ଶ 		ି	ଵ ∗ expሺെy ∗ Wሻ

ቀ 1Wቁ
୬ିଵ
ଶ
∗ Γ ቀn െ 1

2 ቁ

			 

二、1 െ 4		Sigma	Distribution 

得出： 

൬
1
σଶ
หαଵ	, αଶ, β, R୨୲	, R୫୲	, R୨୲

∗൰~Gamma ൬α ൌ
n െ 1
2

	，β ൌ
1
W
൰ 

其中	 

n	：sample	size 

W ൌ
1
2
൥෍൫R୨୲ ൅ αଵ െ βR୫୲൯

ଶ

ଵ

൅෍൫R୨୲ ൅ αଶ െ βR୫୲൯
ଶ

ଶ

൅෍൫R୨୲
∗ െ βR୫୲൯

ଶ

଴

൩ 

								由於當初我們為了簡化問題我們假設了	R୨୲
∗是已知的，所以我們必須設法去模擬 

R୨୲
∗的資料且這筆模擬的R୨୲

∗	必須合乎於當前參數估計的結果，也因此我們必須推導 

R୨୲
∗的分配。 

觀察 Model  

R୨୲
∗ ൌ R୨୲ ൅ αଵ																																																			note	by	group	1 

αଵ ൏ 	R୨୲
∗ ൏ αଶ																																																			note	by	group	0 

R୨୲
∗ ൌ R୨୲ ൅ αଶ																																																				note	by	group	2				 

								不難發現 group	1		的	R୨୲
∗	是可以直接以	R୨୲ ൅ αଵ	來做為估計值同理 group	2		的		 

R୨୲
∗也可以直接以	R୨୲ ൅ αଶ作為估計值			唯有 group	0	的	R୨୲

∗	是需要生成的，也因此 

我們針對 group	0	推導R୨୲
∗的分配。 

 

f൫R୨୲బ
∗ሺsome	t଴		, t଴ ∈ group	0ሻหαଵ, αଶ, β, σ	, R୨୲	, R୫୲	, ሺgiven	all	tሻ	൯ 

ൌ

1
σφቆ

R୨୲బ
∗ െ βR୫୲బ
σ ቇ

׬
1
σφቆ

R୨୲బ
∗ െ βR୫୲బ
σ ቇ 	dR୨୲బ

∗஑మ
஑భ
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ൌ

1
√2πσ

exp		 ൥
െ1
2 ቆ

R୨୲
∗ െ 		βR୫୲బ

σ ቇ
ଶ

൩

Φ൬
αଶ െ 		βR୫୲బ

σ ൰ െ Φ൬
αଵ െ 			βR୫୲బ

σ ൰
			 

二、1 െ 5			R୨୲
∗		Distribution 

得出： 

ቀR୨୲బ
∗ሺsome	t଴		, t଴ ∈ group	0ሻหαଵ, αଶ, β, σ	, R୨୲	, R୫୲	, ሺgiven	all	tሻቁ~N൫βR୫୲బ，σଶ൯|

αଶ
αଵ

 

二、1 െ 6		Gibbs	sampling	方法過程： 

已知：R୫୲為 t時間時市場的報酬率，R୨୲為某家ሺ第 j家ሻ公司的報酬率				    	

	1.	 

determining	the	number	of	sample	size		n 

given	initial	parameter			αଵ	, αଶ	, β	, σ 

PS:െ1 ൏ αଵ ൏ αଶ ൏ 1	And	σ ൐ 0 

2.觀察R୨୲的正負將資料分組 

													R୨୲ ൐ 0	為 group	2	 

													R୨୲ ൏ 0	為 group	1	 

													R୨୲ ൌ 0	為 group	0	 

3. Use 

	ቀR୨୲బ
∗ሺsome	t଴		, t଴ ∈ group	0ሻหαଵ, αଶ, β, σ	, R୨୲	, R୫୲	, ሺgiven	all	tሻቁ 

~N൫βR୫୲బ，σଶ൯|
αଶ
αଵ

 

And			relation 

										R୨୲
∗ ൌ R୨୲ ൅ αଵ																																																				note	by	group	1 

										R୨୲
∗ ൌ R୨୲ ൅ αଶ																																																				note	by	group	2				 

generator		corresponding		R୨୲
∗ 
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4. 

Calculate： 

minmum			R୨୲
∗	of		group	0	denote		by		min൫R୨୲

∗൯ 		And	 

maxmum		R୨୲
∗	of		group	0	denote	by	max൫R୨୲

∗൯ 

Use：  

൫αଵหαଶ, β, σ	, R୨୲	, R୫୲	, R୨୲
∗൯~Nቆെ

∑ ൫R୨୲ െ βR୫୲൯ଵ

#1
，
σଶ

#1
ቇ ฬmin	ሺR୨୲

∗ሻ
െ1

 

൫αଶหαଵ, β, σ	, R୨୲	, R୫୲	, R୨୲
∗൯~Nቆെ

∑ ൫R୨୲ െ βR୫୲൯ଶ

#2
，
σଶ

#2
ቇ ฬ

1
max൫R୨୲

∗൯ 

generator：αଵ	and	αଶ	 

storage：	αଵ	and	αଶ		ሺEach	time	ሻ  

replace：	old		αଵ	and		old	αଶ 

5. 

Calculate： 

	Μ ൌ
∑ ቀ൫R୨୲ ൅ αଵ൯ ∗ R୫୲ቁ୥୰୭୳୮	ଵ ൅ ∑ ቀ൫R୨୲ ൅ αଶ൯ ∗ R୫୲ቁ୥୰୭୳୮	ଶ ൅ ∑ ൫R୫୲ ∗ R୨୲

∗൯୥୰୭୳୮	଴

∑ ൛R୫୲
ଶൟ୥୰୭୳୮	ଵ	ଶ	଴

 

Σ ൌ
σ

ට∑ ൛R୫୲
ଶൟ୥୰୭୳୮	ଵ	ଶ	଴

 

Use： 

൫βหαଵ	, αଶ, σ	, R୨୲	, R୫୲	, R୨୲
∗൯~NሺM，Σଶሻ 

generator：β	 

storage：	β		ሺEach	time	ሻ  

replace：	old		β	 

6. 

Calculate： 

W ൌ
1
2
቎ ෍ ൫R୨୲ ൅ αଵ െ βR୫୲൯

ଶ

୥୰୭୳୮	ଵ

൅ ෍ ൫R୨୲ ൅ αଶ െ βR୫୲൯
ଶ

୥୰୭୳୮	ଶ

൅ ෍ ൫R୨୲
∗ െ βR୫୲൯

ଶ

୥୰୭୳୮	଴

቏ 
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Use： 

൬
1
σଶ
หαଵ	, αଶ, β, R୨୲	, R୫୲	, R୨୲

∗൰~Gammaሺα ൌ
n െ 1
2

	，β ൌ
1
W
ሻ 

generator：σ	 

storage：	σ		ሺEach	time	ሻ  

replace：	old		σ	 

	 

	

Above	3~6		Called	one	cycle		 

 

7. 

do100,000	cycle		 

8. Calculate		four	groups		parameter	median	，As	a	result。 
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二、2		Frequentist 

	EMሺEstimation	Maximizationሻ 

介紹 

假定：有一筆 data	分為兩個部分 

Observed	data						X ൌ ൫xଵ，xଶ，…，x୬൯ 

Unobserved	data	Z ൌ 	൫zଵ，zଶ，…，z୬൯ 

h	are	the	parameters 

定義：P൫X，Zหh൯是參數的機率分配函數；其中(X，Z)	is	the	full	data 

EM	Algorithm： 

給定參數起始值h଴ 

						Estimation	ሺEሻstep： 

												計算	Eൣ	P൫X，Zหh൯	൧						其中：利用 observed	X	和	當前參數	h去估計	Z	 

					Maximization	ሺMሻstep： 

												找出使得 Eሾ	PሺY|hሻ	ሿ為最大值的hᇱ並取代掉先前的參數 h 

重複地去做ሺEሻstep和ሺMሻstep直到hᇱ和先前的參數差異不大時， 

 hᇱ就是我們參數 h的估計結果。 

 

二、2 െ 1		EM	Method 

Model： 

													L ൌ L൫αଵ, αଶ, β, σหR୨୲, R୫୲൯ 

																ൌ πଵ ቈ
1
σ
φቆ

R୨୲ ൅ αଵ െ βR୫୲
σ

ቇ቉ ∗ πଶ ቈ
1
σ
φቆ

R୨୲ ൅ αଶ െ βR୫୲
σ

ቇ቉

∗ π଴ ൤Φଶ ൬
αଶ െ βR୫୲

σ
൰ െ Φଵ ൬

αଵ െ βR୫୲
σ

൰൨ 

其中 φሺ. ሻ是標準常態的 PDF，Φሺ. ሻ是標準常態的 CDF 
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Analysis	： 

																			L為一個 4參數的概似函數，若使用 MLE我們必須計算出個別參數的估 

									計值在計算上是一個很大的困難條件也非常多，為了簡化計算我將αଵ, αଶ先固 

									定起來也就是我們的 Model	由	L൫αଵ, αଶ, β, σหR୨୲, R୫୲൯簡化為 L൫β, σหαଵ, αଶ, R୨୲, R୫୲൯ 

									再求解 MLE找出 β, σ的估計值。			 

觀察：		 

									L൫β, σหαଵ, αଶ, R୨୲, R୫୲൯ ൌ πଵ ቈ
1
σ
φቆ

R୨୲ ൅ αଵ െ βR୫୲
σ

ቇ቉ ∗ πଶ ቈ
1
σ
φቆ

R୨୲ ൅ αଶ െ βR୫୲
σ

ቇ቉ ∗ 

																									π଴ ൤Φଶ ൬
αଶ െ βR୫୲

σ
൰ െ Φଵ ൬

αଵ െ βR୫୲
σ

൰൨	 

可以看出在求解 β, σ的 MLE時π଴ ൤Φଶ ൬
αଶ െ βR୫୲

σ
൰ െ Φଵ ൬

αଵ െ βR୫୲
σ

൰൨ 

計算上有些許複雜也因此我們在對這區域做些簡化			 

Analysis	： 

									π଴這個區域為		group	0	代表：R୨୲
∗ ∈ ൫αଵ୨，αଶ୨൯		 

									其中R୨୲
∗ ൌ βR୫୲ ൅ ε୨୲		，		ઽ	~N൫0，σଶ൯ 

⇒ in	ሺgroup	0ሻ	R୨୲
∗~NሺβR୫, σଶሻ|஑భ

஑మ 

∴ π଴ ൤Φଶ ൬
αଶ െ βR୫୲

σ
൰ െ Φଵ ൬

αଵ െ βR୫୲
σ

൰൨ ⇒ π଴ ቈ
1
σ
φቆ

R୨୲
∗ െ βR୫୲
σ

ቇ቉ 

φሺ. ሻ是標準常態的 PDF	 

Model： 

L ൌ L൫β, σหαଵ, αଶ, R୨୲, R୫୲൯ ൌ πଵ ቈ
1
σ
φቆ

R୨୲ ൅ αଵ െ βR୫୲
σ

ቇ቉ ∗ πଶ ቈ
1
σ
φቆ

R୨୲ ൅ αଶ െ βR୫୲
σ

ቇ቉ ∗ 

																								π଴ ቈ
1
σ
φቆ

R୨୲
∗ െ βR୫୲
σ

ቇ቉ 

			⇒ ln L ൌ ln L൫β, σหαଵ, αଶ, R୨୲, R୫୲൯ 
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																	ൌ
െ1
2
቎ ෍ lnሺ2πσଶሻ
଴，ଵ，ଶ

൅෍
൫R୨୲ ൅ αଵ െ βR୫୲൯

ଶ

σଶ
ଵ

൅෍
൫R୨୲ ൅ αଶ െ βR୫୲൯

ଶ

σଶ
ଶ

൅෍
ሺR୲

∗ െ βR୫୲ሻଶ

σଶ
଴

቏		 

此時	 

Observed	data		R୨୲, R୫୲ 

Unobserved	data	R୨୲
∗ሺgroup	0ሻ	 

	則在αଵ, αଶ固定下		也就是㏑ L൫β, σหR୨୲, R୫୲, αଵ, αଶ൯我們有意願尋找 β, σ的最佳解， 

所以我們去尋找 β, σ的 MLE	 

二、2 െ 2	Beta	MLE	

∂ ln L൫β, σหαଵ, αଶ, R୨୲, R୫୲൯
∂β

ൌ
1
σଶ
൥෍൫R୨୲ ൅ αଵ െ βR୫୲൯R୫୲
ଵ

൅෍൫R୨୲ ൅ αଶ െ βR୫୲൯R୫୲
ଶ

൅෍ሺR୲
∗ െ βR୫୲ሻR୫୲

଴

൩ ൌ 0 

⇒෍ሺR୨୲ ൅ αଵሻ ∗ R୫୲
ଵ

െ෍൫R୨୲ ൅ αଶ൯ ∗ R୫୲
ଶ

൅෍R୫୲ ∗ R୲
∗

଴

ൌ β ෍ ሺR୫୲ሻଶ

଴，ଵ，ଶ

	 

⇒ β෠ெ௅ா ൌ
∑ ሺR୨୲ ൅ αଵሻ ∗ R୫୲ଵ െ ∑ ൫R୨୲ ൅ αଶ൯ ∗ R୫୲ଶ ൅ ∑ R୫୲ ∗ R୲

∗
଴

∑ ሺR୫୲ሻଶ଴ଵଶ
 

其中R୲
∗以 EሺXሻ		估計			X~NሺβR୫୲, σଶሻ|஑భ

஑మ 

 

EሺXሻ ൌ βR୫୲ ൅ σ ∗ ൦
φ ൬

αଵ െ βR୫୲
σ ൰ െ φ൬

αଶ െ βR୫୲
σ ൰

Φ൬
αଶ െ βR୫୲

σ ൰ െ Φ൬
αଵ െ βR୫୲

σ ൰
൪	 

 

 



 

20 
 

二、2 െ 3		Sigma	MLE	

∂ ln L൫β, σหαଵ, αଶ, R୨୲, R୫୲൯

∂σ
 

ൌ
െ1
2
∗
∂
∂σ
			൥෍ lnሺ2πσଶሻ

଴ଵଶ

൅෍
൫R୨୲ ൅ αଵ െ βR୫୲൯

ଶ

σଶ
ଵ

൅෍
ሺR୨୲ ൅ αଶ െ βR୫୲ሻଶ

σଶ
ଶ

൅෍
ሺR୲

∗ െ βR୫୲ሻଶ

σଶ
଴

൩ 

ൌ െ෍
1
σ

଴ଵଶ

൅෍
൫R୨୲ ൅ αଵ െ βR୫୲൯

ଶ

σଷ
ଵ

൅෍
൫R୨୲ ൅ αଶ െ βR୫୲൯

ଶ

σଷ
ଶ

൅෍
ሺR୲

∗ െ βR୫୲ሻଶ

σଷ
଴

 

ൌ 0 

⇒෍
൫R୨୲ ൅ αଵ െ βR୫୲൯

ଶ

σଷ
ଵ

൅෍
൫R୨୲ ൅ αଶ െ βR୫୲൯

ଶ

σଷ
ଶ

൅෍
ሺR୲

∗ െ βR୫୲ሻଶ

σଷ
଴

ൌ
n
σ
 

⇒ σෝଶெ௅ா 

					ൌ
∑ ൫R୨୲ ൅ αଵ െ βR୫୲൯

ଶ
ଵ ൅ ∑ ൫R୨୲ ൅ αଶ െ βR୫୲൯

ଶ
ଶ ൅ ∑ ቂሾR୲

∗ሿଶ െ 2βR୫୲R୲
∗ ൅ βଶR୫୲

ଶ
ቃ଴

n
 

 

其中ሾR୲
∗ሿଶ以 EሺXଶሻ估計，R୲

∗以 EሺXሻ		估計						X~NሺβR୫୲, σଶሻ|஑భ
஑మ 

EሺXଶሻ ൌ ሾEሺXሻሿଶ

൅ σଶ

ۏ
ێ
ێ
ۍ
1 ൅

αଵ െ βR୫୲
σ φ ൬

αଵ െ βR୫୲
σ ൰ െ

αଶ െ βR୫୲
σ φ ൬

αଶ െ βR୫୲
σ ൰

Φ൬
αଶ െ βR୫୲

σ ൰ െ Φ൬
αଵ െ βR୫୲

σ ൰

െ ൮
φ൬

αଵ െ βR୫୲
σ ൰ െ φ൬

αଶ െ βR୫୲
σ ൰

Φ൬
αଶ െ βR୫୲

σ ൰ െ Φ൬
αଵ െ βR୫୲

σ ൰
൲

ଶ

ے
ۑ
ۑ
ې
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															EሺXଶሻ ൌ ሾEሺXሻሿଶ

൅ σଶ

ۏ
ێ
ێ
ۍ
1 ൅

αଵ െ βR୫୲
σ φ ൬

αଵ െ βR୫୲
σ ൰ െ

αଶ െ βR୫୲
σ φ ൬

αଶ െ βR୫୲
σ ൰

Φ൬
αଶ െ βR୫୲

σ ൰ െ Φ൬
αଵ െ βR୫୲

σ ൰

െ ൮
φ൬

αଵ െ βR୫୲
σ ൰ െ φ൬

αଶ െ βR୫୲
σ ൰

Φ൬
αଶ െ βR୫୲

σ ൰ െ Φ൬
αଵ െ βR୫୲

σ ൰
൲

ଶ

ے
ۑ
ۑ
ې
 

估計 β，σ	 → 	取代掉舊的	β଴，σ଴		結果計為βଵ，σଵ		

									重新估計 β，σ → 	取代先前估出的βଵ，σଵ	

									重新估計 β，σ → 	取代先前估出的βଶ，σଶ … ൫做到收斂為止൯ 

收斂代表的是前一次估計結果和這次估計結果差不多，在此公式之下 5次就能 

得到不錯的結果	。	 

假定收斂在第 k次計為	β୩，σ୩	 

計算	 ln L൫β, σหαଵ, αଶ, R୨୲, R୫୲൯ 	並和 max概似值比較 

										若 ln L൫β, σหαଵ, αଶ, R୨୲, R୫୲൯ ൐ max概似值		 

																				紀錄൫αଵ，αଶ	，β୩，σ୩൯並將൫αଵ，αଶ൯計為൫αଵ∗，αଶ∗൯	 

4.將൫αଵ∗，αଶ∗൯作為這中心點考慮前次間距內的所有點ሺ以前次間隔的
1
10

做切割ሻ如圖： 
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在市場概況不佳的情況下估計出一致的結果，這代表著 LDV模型所估計出的αଵ 

和αଶ能充分反應出市場狀況	。故我們能透過αଵ和αଶ的值判斷出正確 

的交易成本並且判斷出影響證卷報酬率的程度。 
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