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摘  要 

 

本研究探討雙晶壓電梁致動器應用於微米尺度的精密定位技

術，首先以漢彌爾頓定理推導壓電梁振動的理論模型，利用黏貼於梁

上下表面的兩枚應變規，構成半橋式量測系統，量測壓電梁的軸向動

態應變。由壓電梁最低的兩個共振頻率響應的波德圖，以系統識別得

到動態結構的轉移函數。利用比例積分控制及相位領先補償等古典控

制法則對壓電梁共振響應進行即時補償，使梁末端之橫向位移能達到

精密定位的性能。壓電梁的遲滯與潛變特性對系統之影響亦ㄧ併討

論。 
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Application of Piezoelectric Bimorphs in 
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National Chiao Tung University 

 

ABSTRACT 

 

A technique of precision position control in sub-micrometer scale 

using piezoelectric bimorph actuator is presented in this thesis.  

Mathematical model for structural vibration of the piezoelectric bimorph 

is derived by Hamilton’s principle.  A half-bridge system measuring the 

axial, dynamic strain of the bimorph is composed of two strain gauges 

mounted on the top and bottom surfaces of the bimorph to get rid of 

thermal expansion effect.  Physical transfer function of the piezoelectric 

bimorph is determined through system identification from Bode diagram 

of the lowest two flexural resonant modes.  Classical control theories 

including proportional-plus-integral control and phase-lead compensator 

are used to real-time compensate the resonant response occurring in 

lateral deflection at the tip of the bimorph.  The influences of creep and 

hysteresis in piezoelectric bimorphs on the system response are also well 

discussed in the study. 
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第一章 緒論 

1.1前言 

    壓電材料具有位移小、施力大、響應快、能量轉換率高，無電磁

干擾等優點，應用非常的廣泛，一般常作為致動器的壓電材料如

PZT、PVF2等，應用在感測元件的材料如PVDF。 

    壓電材料作為感測器的原理是利用其正壓電效應，將機械能轉換

成電能的效應，感測源可能是來自於聲波、速度、加速度、壓力、正

向力、剪力、彎曲力矩或溫度等。 

    本研究的重點主要探討壓電材料在作為致動元件時，應用逆壓電

效應，即電能轉換成機械能的效應，產生變形以驅動物體，致動源來

自於電流、電壓、脈衝等。通常壓電致動器的最大伸長量僅有數十微

米，解析度尺寸可達奈米等級，加上剛性高及響應快的優點，非常適

合應用在精密定位的技術上。 

    壓電致動器雖能達到奈米級解析度的要求，但一般壓電材料都具

有非線性的遲滯現象，在開路系統狀態下，無法達到良好的精度。因

此，設計控制器補償壓電遲滯效應仍是現今非常熱門的領域。 

1.2 研究背景 

    工業界對微結構觀察的精度需求與日俱增，近年來，陸續有相當

多的顯微技術被研發出來，突破傳統光學顯微鏡解析度的限制，掃描

式電子顯微鏡(Scanning Electron Microscope, SEM)於 1940 年開被發

出來，利用電子束取代可見光波，將高能電子聚焦在試片掃描上，解

析度可達 20埃( )，是顯微技術上的一大突破。可是必須在真空的環

境下操作，非導體的試片還需要鍍上一層金屬薄膜，因此破壞了材料

o
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本身的表面性質。 

    1982 年，蘇黎世的 IBM表面科學實驗室的 Binning及 Rohrer發

明了掃描式穿隧顯微鏡(Scanning Tunneling Microscope, STM)，利用

一支極細的金屬探針與金屬試片表面距離保持在數個奈米以下時，會

誘發穿隧電流。當探針在金屬表面掃描時，若保持穿隧電流為一定

值，記錄探針尖端的高低位置，可以得知試片表面的型態。在蘇黎世

IBM實驗室成功發表掃描式穿隧顯微鏡之後，世界各大實驗室爭相研

究發展，至今已開發的相關顯微鏡如電子力顯微鏡(Electric Force 

Microscope, EFM)、磁力顯微鏡(Magnetic Force Microscope, MFM)、

原子力顯微鏡(Atomic Force Microscope, AFM)等，不同物理用途的顯

微鏡紛紛問世，統稱為掃描式探針顯微鏡(Scanning Probe Microscope, 

SPM)，儘管這些探針原理不同，掃描時都用到壓電梁的致動原理。      

1.3文獻回顧 

     在壓電梁的理論探討上，Smits et al [1]使用力學及能量觀念，

以圖 1(b)的結構做討論，推導了壓電梁靜態的撓曲方程式，Smits與 

Choi [2]於 1991 年，發表了考慮遲滯現象的靜態撓曲方程式。Wolf [3]

討論了壓電單晶梁的應用，並以能量法推導其動態的統御方程式。 

    在壓電梁的靜態控制應用方面，Yang與 Ngoi [4]利用離散式的壓

電元件，成對的貼在梁的上下表面，在使其可以產生不同的彎曲形

狀。在動態控制應用上，Low與Guo [5]將單一方向擺動壓電雙晶簡支

梁，用來驅動物體。Bailey與Hubbard [6]在旋轉的梁形葉片上黏貼一

PVF2，以抵抗離心力作用所導致梁的彎曲現象。Hirsekorn [7]討論了

壓電雙晶片梁在流體中的彎曲振動，將流體的黏滯力視為一遲滯阻

尼，予以討論。 
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1.4研究內容 

    本研究以掃描式探針顯微鏡探針的線掃描致動控制為目標，採用

壓電晶片梁作為致動器，分為單晶片(unimorph)及雙晶片(bimorph)兩

種梁結構。利用漢米爾頓定理，針對壓電懸臂梁結構的基本動態行為

作理論分析，並應用古典控制理論，補償壓電梁在動態響應裡，產生

的不穩定現象，提高響應速度，使壓電梁末端達到精密定位的要求。 
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第二章  理論基礎 

2.1雙晶壓電梁致動器 

    本實驗所採用的壓電雙晶片梁是 APC公司生產，型號為 40-1010 

(600/200/0.60-SA)，結構與圖 1(c)相似。參考圖 2的示意圖，壓電梁

上下層為壓電材料，極化方向皆朝向+z方向，在上、下壓電片的上、

下表面各鍍上一層電極層作為電極連線之用，其長 =l 50 mm，寬 20 

mm，厚度 0.25 mm。此壓電雙晶片與圖 1(c)不同之處在於兩壓電

晶片間所夾的電極層厚度極為微小，因此不予以討論。 

=b

=at

    壓電雙晶片梁的振動，是利用 致動器原理，參考圖 3所示，

座標軸 1、2、3分別代表 、 、 軸或習慣上表示之

31d

1x 2x 3x x、 、y z座

標軸。於 <0的條件下，供給一電場 E，其方向與壓電極材料的極

化方向為 3方向，則壓電梁朝 1方向縮短，反之則伸長。參考圖 4所

示，利用此機制，將上下壓電雙晶片梁的電極接上

31d

v+ 電位，彈性體

夾層接上 電位，則在壓電晶片上各會產生一電場。由前述可知，

上壓電片軸向長度會伸長而下壓電片會縮短，在上下壓電片一伸一縮

之際，軸向力彼此相互抵消，因此，壓電的梁中性面(neutral surface)

不會有軸向應變產生，僅有一純力矩使梁產生彎曲。 

v−

2.2壓電雙晶片之統御方程式 

    考慮一維的 e型態之電性位移矩陣張量，表示如下 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
E
S

e
eY

D
T

ε
 

其中，T為應力(stress)，S為應變(strain)，D為電通量或電位移(electric 

displacement)，E為電場(electric field)，Y 為剛性係數(Young’s 
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modulus)，ε為介電常數(dielectric constant of constant strain)，e為壓電

係數(piezoelectric constant)。 

    壓電雙晶片在 xz平面(或稱 平面)上的彎曲振動屬於平面應

力(plane stress)，電通量只有在 z方向產生變化，可將矩陣簡化為 

1x 3x

    T 3311  (2.1a) 11S1 EeY −=

    3331313 ESeD ε+=  (2.1b)

其中， 、 、 、 、 、 、 、 、 皆為零。 2T 3T 4T 5T 6T 1D 2D 1E 2E

    根據柏努利−尤拉梁(Bernoulli−Euler beam)理論，梁的位移場

(displacement field)為 

     (2.2a) xzwtxu ,),(1 −=

               (2.2b) 0),(2 =txu

     (2.2c) wtxwtxu == ),(),(3

其中，下標的逗點(comma)符號代表對於緊接在逗點之後的其他下標

偏微分，以後出現者定義相同。應變場為 

    ，   xxzwS ,1 −= 0=iS )6,,3,2( L=i  (2.3) 

    首先討論下壓電片，由(2.1a)式至(2.3)式可得 

     (2.4a) L
xx

L EezwYT 331111 ),( −−=

     (2.4b)  

假設 z方向上的電位移為一定值(初始狀態不帶電荷)，(2.4b)可得 

L
xx

L EzweD 333313 ),( ε+−=

      (2.5) 

參考Wolf [3]，由(2.4b)及(2.5)式，可獲得 

0
3,3
=LD

     
33

31 ,
3,3 ε

xxL weE =  (2.6) 

由(2.4b)式，可知電場為 x與 z的函數，假設電位函數為 

     (2.7) 2
210 )()()(),( zxzxxzx φφφφ ++=
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所以電場為 

    zxx
z

E L )(2)( 213 φφφ
−−=

∂
∂−

=  (2.8) 

由(2.6)式可得 

    
33

31
2 2

,
ε

φ xxwe−
=  (2.9) 

假設上下壓電片之上下表面電位差為 φ∆ ，可得到下列關係： 

    ( ) ( ) vtxx a −=∆=−− φφφ ,0,  (2.10) 

    a
a

tx
t

vx )()( 21 φφ +
−

=  (2.11) 

    ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++=

2
,

33

31
3

axx

a

L tzwe
t
vE

ε
 (2.12) 

同理，上壓電片之電場可表示為 

    ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+

−
=

2
,

33

31
3

axx

a

U tzwe
t

vE
ε

 (2.13) 

將(2.12)式代入(2.4a)式，可得到下壓電片軸向應力與側向電位移為 

    
( )

( )⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +++−=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ++−−=

2
,,

2
,,

33

31
33313

33

31
31111

axx

a
xx

L

axx

a
xx

L

tzwe
t
vzweD

tzwe
t
vezwYT

ε
ε

ε
 (2.14) 

將(2.13)式代入(2.4b)式，可得到上壓電片軸向應力與側向電位移為 

    
( )

( )⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −+

−
+−=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −+

−
−−=

2
,,

2
,,

33

31
33313

33

31
31111

axx

a
xx

U

axx

a
xx

U

tzwe
t

vzweD

tzwe
t

vezwYT

ε
ε

ε
 (2.15) 

    壓電材料之總能量以電焓(electric enthalpy)表示，在電–機械系統

(electromechanical system)裡定義為 
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    ∫∫ −=
VV

dVEDSTHdV )(
2
1

3311  (2.16) 

將(2.14)式與(2.15)式分別代入(2.16)式，可得下壓電片與上壓電片的

電焓為 

( ) ( )∫∫ −
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++−−=

LV
Lxx

axx

a
xx

V
L dVzwtzwe

t
vezwYdVH ,

2
,,

2
1

33

31
3111 ε

 

( )∫ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +++−−

LV
L

axx

a

axx

a
xx dVtzwe

t
vtzwe

t
vzwe

2
,

2
,,

2
1

33

31

33

31
3331 εε
ε

 

  (2.17) 

( ) ( )∫∫ −
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+

−
−−=

UV
Uxx

axx

a
xx

V
U dVzwtzwe

t
vezwYdVH ,

2
,,

2
1

33

31
3111 ε

 

( )∫ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+

−

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+

−
+−−

UV
U

axx

a

axx

a
xx dVtzwe

t
vtzwe

t
vzwe

2
,

2
,,

2
1

33

31

33

31
3331 εε
ε

 (2.18) 

總電焓等於(2.17)式與(2.18)式的和，即 

    ∫∫∫ +=
UL V

UU
V

LL
V

total dVHdVHdVH   

        ( )
∫ −−

+
=

l

a
xxaxx

a dx
t
bvwtvbeweYbt

0

33
2

31
2

33

2
313311

3

,)(,
12

4 ε
ε
ε  (2.19) 

假設 ρ為壓電材料的密度，則上、下壓電片的動能分別為 

    ∫∫ ⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂∂

∂
−=

LL V
L

V
LL dV

t
w

tx
wzdVT

222

2
ρ  (2.20) 

    ∫∫ ⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂∂

∂
−=

UU V
U

V
UU dV

t
w

tx
wzdVT

222

2
ρ  (2.21) 

總動能為(2.20)式與(2.21)式的和，即 
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     ∫∫∫ +=
UL V

UU
V

LL
V

total dVTdVTdVT

       ∫ ⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂∂

∂
=

l

a
a dx

t
wt

tx
wtb

0

2223

3
ρ       (2.22)              

若不考慮旋轉慣性項，(2.22)式可簡化為 

    ∫∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

=
l

a
V

total dx
t
wbtdVT

0

2

ρ  (2.23) 

    外力與外加電場所做的作虛功(virtual work)為 

    ∫∫ −=
A

ii
V

dAufWdV )( σδφδδ  (2.24) 

其中， 與if σ分別為表面牽引力(surface traction)與表面電荷密度

(surface charge density)， iuδ 與δφ分別為虛位移及虛電位。 

    外加力矩與外加剪力在 0=x 及 lx = 時所作虛功分別為 

    0,)0(,)( == − xxlxx wMwlM δδ  (2.25) 

    )()()0()0( lwlFwF δδ −  (2.26) 

若結構振動時，因阻尼而消耗能量，其所作的虛功為 

     (2.27) ∫∫ −=−
l

t
V

tV wdxCwwdVwC
0

,, δδ

其中， 為每單位面積的阻尼係數。其次，外加電場所作虛功為 C

     (2.28) δφδφσδφ QdAnDdA
A

ii
A

==− ∫∫ )()(

其中， 為表面總電荷，表示為 Q

        (2.29) ∫=
A

ii dAnDQ )(

將(2.14)式與(2.15)式代入(2.29)，可知外加電場所產生的表面總電荷

為 
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a

l
x

a
L t

blvwbetQ 33
0

31 ,
2

ε
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=  (2.30) 

     
a

l
x

a
U t

blvwbetQ 33
0

31 ,
2

ε
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=  (2.31) 

由(2.25)、(2.26)、(2.30)、(2.31)式，可知 

    )()()0()0(,)0(,)( 0 lwlFwFwMwlMW xxlxx δδδδδ −+−= ==            

         (2.32) ∫−+
l

t wdtCwQ
0

, δδφ

利用漢彌爾頓定理 

     (2.33) 0)(
2

1

2

1

=+−∫ ∫
t

t

t

tV
totaltotal WdtdVdtHT δδ ∫

其中，各項場變數在時間上下限 、 之變分為零，將(2.19)、(2.23)、

(2.32)式代入(2.33)式，可得 

1t 2t

    ( ) ( )
∫ ∫ ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ +
++

2

1 0 33

2
313311

3

,
6

4,,2
t

t

l

xxxx
a

ttta wdxdtweYbtCwwbt δ
ε
ερ  

    ( )
∫ ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

+
+

2

1

031
33

2
313311

3

,,
6

4t

t

l
xaxx

a dtwtvbeweYbt δ
ε
ε  

     ( )
∫

+
−

2

1

0
33

2
313311

3

,
6

4t

t

l
xxx

a dtwweYbt δ
ε
ε  

    [ ]∫ +−−+ ==

2

1

)0()0()()(,)0(,)( 0

t

t
xxlxx dtwFlwlFwMwlM δδδδ  

      (2.34) 0)(
2

1

=+ ∫
t

t

dtQδφ

因此，統御方程式為 

    ( ) ( ) 0,
6

4,,2
33

2
313311

3

=
+

++ xxxx
a

ttta weYbtCwwbt
ε
ερ  (2.35) 
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邊界條件為 

    ( ) 0)0(,
6

4
31

33

2
313311

3

=+−
+ MtvbeweYbt

axx
a

ε
ε  or  (2.36a) 0)0(, =xw

    ( ) 0)(,
6

4
31

33

2
313311

3

=+−
+ lMtvbeweYbt

axx
a

ε
ε  or   (2.36b) 0)(, =lw x

    
( )

0)0()0(
6

4

33

2
313311

3

=+
+

Fw
eYbt

xxx
a

ε
ε

    or    0)0( =w  (2.37a) 

    
( )

0)()(
6

4

33

2
313311

3

=+
+

lFlw
eYbt

xxx
a

ε
ε

     or    0)( =lw  (2.37b) 

    0)(
2

3331 =+=
a

x
a

L t
blv

lw
bte

Q
ε         or     0=Lφ     (2.38a) 

    0)(
2

3331 =−
−

=
a

x
a

U t
blv

lw
bte

Q
ε       or     0=Uφ  (2.38b)              

若邊界 ，不受外力作用，則分別由(2.36b)式與(2.37b)式推得 lx =

    ( )
axx

a tvbeweYbt
31

33

2
313311

3

,
6

4
=

+
ε
ε  (2.39) 

    ( ) 0,
6

4

33

2
313311

3

=
+

xxx
a weYbt

ε
ε  (2.40) 

由(2.39)式可知在邊界 時，輸入電位 將使壓電梁產生一彎曲力

矩 ， 

lx = )(tv

vM

    axx
a

v tbetvweYbtM 31
33

2
313311

3

)(,
6

)4(
=

+
=

ε
ε  (2.41)

令 abtρ2=Ω ，
( )

33

2
313311

3

6
4

ε
ε eYbta +

=Θ ，則統御方程式為 

     (2.42) 0,,, =Θ++Ω xxxxttt wCww

 邊界條件為 

    0),0( =tw  (2.43a) 
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      (2.43b) 0),0(, =tw x

    
Θ

= a
xx

tbetvtlw 31)(),(,  (2.43c) 

    0),(, =tlw xxx  (2.43d) 

2.3 壓電雙晶片梁之振動 

   由邊界條件(2.43a-d)式，可將 ),( txw 假設為 

   ),(),(),( txtxtxw ϕγ +=   (2.44) 

其中， ),( txγ 與 ),( txϕ 分別滿足下列邊界條件 

   0),0( =tγ   (2.45a) 

   0),0(, =txγ  (2.45b) 

   0),(, =tlxxγ  (2.45c) 

   0),(, =tlxxxγ  (2.45d) 

   0),0( =tϕ   (2.46a) 

   0),0(, =txϕ  (2.46b) 

   
Θ

= a
xx

tbetvtl 31)(),(,ϕ  (2.46c) 

   0),(, =tlxxxϕ  (2.46d) 

    假設  

    )()()()(),( 43
2

2
3

1 taxtaxtaxtatx +++=ϕ

且滿足邊界條件(2.46a-d)式，可得 

    231

2
)(

),( x
tbetv

tx a

Θ
=ϕ   (2.47) 

將(2.47)式代入(2.43)式，改寫成 

    231

2
)(

),(),( x
tbetv

txtxw a

Θ
+= γ  (2.48) 

將(2.48)式代入(2.42)式，可得 
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),,,(,,, xxxxtttxxxxttt CC ϕϕϕγγγ Θ++Ω−=Θ++Ω  

                    ( 231 )()(
2

xCtvtv
tbe a &&& +Ω )
Θ

−=  (2.49) 

   利用分離變數法，將 ),( txγ 改寫為空間及時間函數的乘積，

)()(),( tTxUtx =γ 。以下先討論齊性解(homogenous solution)即自由振

動問題， 

    0, 2 =
Θ
Ω

− UU xxxx ω  (2.50a) 

     (2.50b) 0, 2 =+ TT tt ω

其中，ω為自然頻率。且令 ΘΩ= 24 ωλ ，則空間函數解為 

    xaxaxaxaU λλλλ coshsinhcossin 4321 +++=  (2.51) 

由邊界條件(2.45a-d)式，可得 

     (2.52) 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−

0
0
0
0

sinhcoshsincos
coshsinhcossin

00
1010

4

3

2

1

3333

2222

a
a
a
a

llll
llll

λλλλλλλλ
λλλλλλλλ

λλ

若存在非零解，則可得特徵方程式(characteristic equation) 

    1coscosh −=ll λλ  (2.53) 

所以 

    ， ，31 aa −= 42 aa −= 43 coscosh
sinsinh a

ll
lla
λλ
λλ

+
−

−=  (2.54) 

將(2.54)式代入(2.51)式，可得空間函數為 

    ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

−−= )sin(sinh
coscosh
sinsinhcoscosh4 xx

ll
llxxaU λλ
λλ
λλλλ  

  (2.55) 

將 ),( txγ 以特徵函數展開(eigenfunction expansion)表示，則      
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    ∑
∞

=

=
1

)()(),(
m

mm xUtTtxγ

代入(2.49)式，得 

   ( ) 231

1

2

11
)()(

2
xCtvtv

tbe
TUTCUTU a

m
mmm

m
mm

m
mm &&&&&& +Ω

Θ
−=Ω++Ω ∑∑∑

∞

=

∞

=

∞

=

ω

  (2.56) 

區間 上的一組特徵函數 滿足正交性條件，即 ],0[ l },,,,{ 21 LL nUUU

      (2.57) ∫
⎩
⎨
⎧

=≠
≠=l

mn mn
mn

dxUU
0   ,  0

  ,  0

因此，改寫(2.56)式，可得 

n

l

nnn

l

nn

l

n TdxUTdxCUTdxU ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
Ω+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
Ω ∫∫∫

0

22

0

2

0

2 ω&&&  

   ( ) dxxUCtvtv
tbe l

n
a ∫+Ω

Θ
−=

0

231 )()(
2

  &&&   (2.58) 

討論在 lx = 處的位移量 lxtx =),(γ ，令(2.58)式等號兩端乘上 ，則 )(lU n

),(),(),(
0

22

0

2

0

2 tldxUtldxCUtldxU
l

nn

l

n

l

n γωγγ ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
Ω+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
Ω ∫∫∫ &&&  

   ( ) dxxUlUCtvtvtbe l

nn
a ∫+Ω

Θ
−=

0

231 )( )()(
2

  &&&  (2.59)    

只考慮在第一模態 時之振動行為，則壓電梁末端)1( =n lx = 處的動態

方程式為 

),(),(),( 111 tlKtlCtlM γγγ ++ &&&    

 ( ) dxxUlUCtvtvtbe l
a ∫+Ω

Θ
−=

0

2
11

31 )( )()(
2

&&&  (2.60) 

其中， 
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              (等效質量) (2.61) ∫Ω=
l

dxUM
0

2
11

               (等效阻尼) (2.62) dxCUC
l

∫=
0

2
11

           (等效彈性係數) (2.63) 2

0

2
11 m

l

dxUK ω⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
Ω= ∫

將(2.60)式作拉普拉氏轉換，則 

),(),(),( 11
2

1 slKslsCslsM γγγ ++  

     ( ) dxxUlUCssvsvstbe l
a ∫+Ω

Θ
−=

0

2
11

231 )( )()(
2

 (2.64) 

因此，可得壓電梁於 lx = 處之二階轉移函數為 

( )11
2

1

0

2
11

2
31

2

)()(

)(
),(

KsCsM

dxxUlUsCstbe

sv
sl

l

a

++Θ

+Ω−

=
∫γ

 (2.65) 

其中， ),( slγ 及 )(sv 分別為壓電梁末端位移及輸入電壓差函數的拉普

拉式轉換。 
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第三章 實驗系統及系統識別 

3.1實驗系統  

    本實驗之系統包含 nF HAS 4051功率放大器、雙晶壓電梁、應變

規以及Measurement Group System 2200動態訊號放大器，控制介面

是利用 Stanford Research SIM 960 PID控制器來達成。 

    本實驗採用的感測器為應變規，在壓電梁同位置的上下表面黏貼

電阻值 350Ω的單軸應變規，應變規各自串聯上一個電阻，組成一個

如圖 5所示的半橋式(half bridge)惠斯同電橋。其中 E∆ 為 A、B 兩端

點間的輸出電壓值，V為提供給電橋的輸入電壓值。應變規因為長度

變化產生電阻改變，電橋的輸出電壓值為[8] 

    
( )

V
R
R

R
R

R
R

R
R

RR
RRE ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ∆
−

∆
+

∆
−

∆
+

=∆
3

3

4

4

1

1

2

2
2

21

21  (3.1) 

上下兩片應變規的電阻設為 、 ，則電橋的輸出電壓值為 1R 2R

    
( )

V
R
R

R
R

RR
RRE ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ∆
−

∆
+

=∆
1

1

2

2
2

21

21  (3.2) 

    倘若梁的上下兩片應變規電阻 = = ，梁彎曲造成的電阻變

化 ，則此惠斯同電橋的的靈敏度將為一片壓電片時

的兩倍，且具有溫度補償功效。 

1R 2R R

RRR ∆=∆−=∆ 21 )(

3.2撓曲位移與電橋輸出之關係 

    本實驗採用應變規為梁變形的感測器，穩態輸出訊號對應的是一

應變訊號而非壓電梁末端的實際撓曲量。穩態輸出 與實際撓曲位

移量 存在一比例關係， 

outV

)(lw

    outVlw κ=)(  (3.3) 
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其中，κ為每單位輸出電壓所對應的撓曲度。系統的輸出訊號 為

實際電橋訊號經動態訊號放大器增益 1000倍之後所得到的輸出。由

(3.2)式及圖 5可知半橋的輸出電壓為 

outV

    
( )

V
R
R

R
R

RR
RRVE out

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ∆
−

∆
+

==∆
2

2

1

1
2

21

21

1000
 (3.4) 

電阻的變化率可表示為電阻率(gage factor) 及應變gF 11ε 的乘積[8]， 

    11εgF
R
R
=

∆  (3.5) 

    壓電梁的上下表面各黏貼一片應變規，梁上下表面的應變分別為

正負值，半橋的電壓輸出為 

    VFF
RR
RRV

E up
g

down
g

out )(
)(1000 11112

21

21 εε −
+

==∆  (3.6) 

其中 、 為黏貼於壓電梁上、下表面之應變規的量測應變，且

。將(3.6)式簡化並且求得 與 之間關係為 

up
11ε down

11ε

downup
1111 εε −= down

11ε outV

    VF
RR
RRV

E down
g

out )2(
)(1000 112

21

21 ε
+

==∆    (3.7) 

    out
g

down V
VFRR

RR

21

2
21

2000
)(

11

+
=ε  (3.8) 

由(2.41)得知在邊界 lx = 處輸入電位 v，會使梁產生一彎曲力矩

，因此 vM

a

down
v

xx tIY
Mw 11

11
, ε

−==  (3.9) 

  
a

down

t
xxw

2
)(

2
11ε

−=  (3.10) 

將(3.8)式代入(3.10)式，推得撓曲位移與電橋輸出電壓之關係為 
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    out
ga

V
VFRRt

xRRxw
21

22
21

4000
)()( +

−=  (3.11)  

    本實驗將每一百微米(100 µm)的撓曲度視為ㄧ單位，所用的應變

規電阻值 為 350歐姆，電阻率 為 2.12，供給電橋之電壓值R gF V為

10伏特，梁長度 500 (100 µm)， 在直角坐標系中為−2.5 (100 µm)，

代入(3.11)式，可得到撓曲位移與半橋輸出關係式 

at

outout VVlw 72.4
1012.2350350)5.2(4000

500)350350()(
22

=
××××−×

+
−=  (3.12) 

因此，比例常 72.4=κ )voltµm100(  

3.3頻譜分析法 

    系統識別是由系統之頻率響應圖形來判別動態系統之參數，原理

為輸入一正弦波訊號 ttu ωsin)( = ，ω為輸入信號之角頻率，待系統達

穩態輸出時，其穩態響應之振幅大小為輸入訊號與系統放大率

|)(| ωjG 的乘積，相位角較輸入訊號延遲 )( ωjG∠ ，關係如下所示: 

       ( )(sin|)(|)( )ωωω jGtjGty ∠+=  (3.13) 

若輸入不同頻率的正弦波訊號，可對應到相對放大率及相位角，繪出

系統的頻率響應圖形，最後再由圖形鑑別出系統之參數。 

系統鑑別的模型包括功率放大器、壓電雙晶片梁、應變規以及動

態訊號放大器，識別方法是利用 NI-DAQ6036E訊號擷取卡輸出一變

頻弦波(chirped waveform)或白雜訊(white noise)至系統，由訊號擷取

卡即時接收系統響應的訊號，如圖 6所示。 

頻譜分析法需先對輸入及輸出訊號分別作快速傅利葉轉換，倘若

所考慮的系統為線性系統，所得的頻域複變函數之間有如下關係： 

)()()( iioo jjGj ωωω Φ=Φ  (3.14) 

 17



其中， )( oo jωΦ 表輸出訊號之頻域函數， )( ii jωΦ 表輸入訊號之頻域

函數， )( ωjG 為系統之頻域函數。由(3.14)式可知，系統之頻率響應

圖為 

    )(|)(|
)(
)(

)( ωω
ω
ω

ω jGj

ii

oo ejG
j
j

jG ∠=
Φ
Φ

=  (3.15) 

    參考圖 7所示的訊號，若以變頻正弦波作為輸入訊號，輸出訊號

如圖 8所示，將輸出和輸入訊號分別做快速傅利葉轉換得到頻域圖

形。若以白雜訊作為輸入參考訊號，則需先將時域訊號加上一 Hanning

窗，再分別做快速傅利葉轉換，最後將輸出頻域響應除以輸入頻域響

應，便可求得系統的頻率響應圖，流程如圖 9所示[9]。圖 10(a-c)為

各階段開路系統定義，將在 3.4節逐一作解說。經頻譜分析法得到電

壓對梁軸應變之頻率響應如圖 11所示。 

3.4 系統識別 

    輸入一步階訊號至系統，觀察輸出訊號之頻率響應圖，實驗結果

如圖 12所示，對照圖 11，可知步階訊號的輸入會激發系統產生兩種

模態的振動，所對應的角頻率分別為 335.89 rad/s和 2423.68 rad/s。因

此，以下的系統識別，就以前兩模態作討論。 

    參考圖 11所示的實驗量測頻率響應，首先討論角頻率 1至 1000 

rad/s範圍之系統波德圖(Bode diagram)，包含第一共振角頻率為

335.89 rad/s，峰值大小為 21.58 dB，第一反共振角的頻率為 454.90 

rad/s，峰值大小為 32.3 dB。令其轉移函數為如下形式[10]： 

    

( ) ( )

( ) ( )
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
++

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+

′
′

+
′

=

12

12

)(

1

1
2
1

2
1

1
2

1

2

1

ω
ωξ

ω
ω

ω
ωξ

ω
ω

ω
jj

jjK
jG  (3.16) 
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其中，K為低頻訊號放大倍率， 1ω 、 1ξ 分別代表第一共振模態的自然

角頻率及阻尼係數， 1ω′、 1ξ ′則分別為第一反共振點之自然頻率及阻

尼係數。第一共振頻率(335.89rad/s)與自然頻率 )( 1ω 、阻尼係數 )( 1ξ 滿

足以下關係式[10] 

    2
11 2189.335 ξω −=  ( rad/s ) (3.17) 

同理， 

    2
11 2190.454 ξω ′−=′  ( rad/s ) (3.18) 

將(3.19)式與(3.20)式代入(3.16)式，得 

    

( )
( )

( )

( )
( )

( )
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
+

−
+

−

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
+

′−

′
+

′−
=

1
2189.335

2

2189.335

1
2190.454

2

2190.454
)(

2
1

1
22

1

2

2
1

1
22

1

2

1

ξ

ωξ

ξ

ω

ξ

ωξ

ξ

ω

ω
jj

jjK

jG  (3.19) 

當 KjG =)0( ，其對應的低頻訊號放大倍率為 3.09− dB，所以設定 

    0.7=K  (3.20) 

    由圖 11可知，第一共振頻率與第ㄧ反共振角頻率相當接近，共

振與反共振峰值的能量強度會相互影響，如圖 13所示，因此角頻率

位於 335.89 rad/s及 454.90 rad/s，應滿足系統峰值大小 18.49 dB及

−35.39 dB的條件。 

    

( )
( )

( )

( )
( )

( )
49.18

1
21335.89

89.3352

21335.89

335.89

1
21454.90

89.3352

21454.90

335.897.0

log20

2
1

22

2

2
1

22

2

11

11

=

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
++

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
+

′

′
+

′

ξ

ξ

ξ

ξ

ξ

ξ

-

j

-

j

-

j

-

j

 

 (3.21) 
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( )
( )

( )

( )
( )

( )
39.35

1
21335.89

90.4542

21335.89

454.90

1
21454.90

90.4542

21454.90

454.907.0

log20

2
1

22

2

2
1

22

2

11

11

−=

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
++

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
+

′

′
+

′

ξ

ξ

ξ

ξ

ξ

ξ

-

j

-

j

-

j

-
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 (3.22) 

(3.21)式與(3.22)式的聯立方程式可解得 

    1ξ =0.019 (3.23a) 

    1ξ ′=0.01 (3.23b) 

分別代入(3.17)、(3.18)式，得 

    1ω =336.01 rad/s (3.24a) 

    1ω′=454.94 rad/s (3.24b) 

將上述已知參數代入(3.16)式，並改寫為 

( ) ( )

( ) ( )
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
++

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
++

=

1
01.336

0.038
01.336

1
94.454

02.0
94.454

7.0
)(

2

2

2

2

1
ωω

ωω

ω
jj

jj

jG  (3.25) 

    其次，討論角頻率於1至 4000 rad/s範圍內之轉移函數。接續(3.16)

式的形式，假設 

=)( ωε jG  

( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

( )
⎟
⎟

⎠

⎞
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⎜

⎝

⎛
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−
+
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⎜
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⎛
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⎟
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⎞
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⎜
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⎠

⎞
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⎜
⎝

⎛
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1
2168.2423

2
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1

01.336
0.038
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1
2164.2818

2

2164.2818
1
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02.0

94.454
7.0

2

2
2

2

2

2

2

2

2
2

2

2

2

2

ξ
ωξ

ξ

ωωω

ξ
ωξ

ξ

ωωω

jjjj

jjjj

 (3.26) 

第二共振角頻率位於 2423.68 rad/s，峰值大小為−3.23 dB，第二反共
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振角頻率位於 2818.64 rad/s，峰值大小為−27.62 dB。利用此兩特徵

值，連同(3.21)式、(3.22)式可解得 

    =)( ωε jG  

     

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
⎟
⎟
⎠
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⎜
⎜
⎝

⎛
++⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
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1
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ωωωω
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 (3.27) 

    圖 11的虛線部分為根據(3.27)式所繪之頻率響應圖，模擬曲線的

趨勢與 11實線部份所示的實驗曲線相當吻合。若僅考慮前兩模態做

系統識別，因第二反共振點對系統影響不大，控制區域也不在此頻率

以上，所以可將(3. 27)改寫為 

       
1

68.2423
144.0

68.2423
1

01.336
0.038s

01.336

1
94.454

02.0
94.454

7.0
)(

2

2

2

2
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⎛
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⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++

=
sss

ss

sGε  (3.28) 

(3.28)式為系統軸應變之轉移函數，如圖 10(a)所示，若將其轉換為梁

末端撓曲量之轉移函數，乘上每單位輸入電壓所對應的撓曲度，因此

放大κ倍，如圖 10(b)所示，所以輸入電壓對梁末端撓曲的轉移函數

為  

    

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++

⎟⎟
⎠

⎞
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⎝

⎛
++
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68.2423

144.0
68.2423

1
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1
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02.0
94.454

3.3
)(

2

2

2

2

2

2

sss

ss

sGγ  (3.29) 

圖 14為系統識別與實驗量測的步階響應曲線圖。 

    以應變規作為感測器，會有較大的高頻雜訊，利用動態訊號放大

器的濾波功能，將 1000 Hz (6238.2 rad/s)以上的高頻雜訊過濾掉，以

維持穩定的電壓輸出狀態。如圖 10(c)所示，開路系統之轉移函數因
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加入一濾波器而改變，所以(3.29)式改寫為    

⎟
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⎞

⎜
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⎛ +⎟⎟
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⎜⎜
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1
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3.3
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2

2

2

2

2

2

ssss

ss
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 (3.30)  

    壓電梁經過系統識別後，將(3.30)式視其為真實系統之轉移函

數，並此轉移函數設計控制器。參考附錄一之系統穩定度的定義，並

對照圖 15，討論 1000至 5000 rad/s範圍內的系統波德圖，系統在到

達相位交越頻率，2841.6rad/s時，且對應的增益邊限(gain margin)小

於零，故系統不穩定。但從實驗曲線觀察得知，系統相位交越頻率等

於 2582.84 rad/s，所對應的相位邊限(phase margin)大於零，因此系統

穩定，故將(3.30)式視為系統之轉移函數是合理的。 
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第四章 定位控制法則與實驗 

4.1系統分析 

    參考圖 14與圖 12所示之步階輸入函數引致壓電梁振動的頻率響

應，可知第一模態是影響系統暫態響應最顯著的因素，第二模態雖對

暫態響應有影響，但程度較小。從時域響應來觀察，第二模態的振動

能量衰減速率非常快，所以控制器的設計是以補償第一模態為主。 

    由頻譜分析法所得到的系統波德圖如圖 16所示，本章將圖形分

為三個區域討論，(a)區為角頻率從 dc至 1000 rad/s的範圍，包含第

一共振點及第一反共振點，(b)區為角頻率 1000至 2661.84 rad/s的範

圍，角頻率 2661.84 rad/s是相位變化率的反曲點，(c)區為角頻率大於

2661.84 rad/s的範圍。 

    從相位圖得知在大於 2661.84 rad/s之後，對應的系統參數對系統

影響較小也較難判斷，其中包括高頻雜訊、高頻響應訊號等。大於此

頻率後的相位圖經補償之後，邊際穩定所對應的相位邊限(phase 

margin)或增益邊限(gain margin)相較於模擬系統會有誤差存在，所以

將此角頻率視為補償後，系統到達邊際穩定的邊限，大於此頻率之後

的區域設定為區域(c)。以下依據圖 16進行系統模擬及控制器的補償。 

    現針對受控制系統，在加入控制器之後最大增益交越角頻率(gain 

crossover frequency)不超過 2661.84 rad/s的條件下，期望系統在補償

之後的頻域規格如下：在區域(a)的最小相位邊限大於 45°，區域(b)

的最小相位邊限大於 30°，時域規格為暫態響應的最大超越量

(overshoot)趨於零、安定時間( )小於 1秒、穩態誤差為零。 st
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4.2 PI-相位領先控制器原理與設計 

    本研究選擇 PI-相位領先補償器的原因為：PI控制器，可減少穩

態誤差，適度的降低圖 16中區域(a)之第一共振模態的能量以及區域

(c)高頻響應訊號與高頻雜訊，PI控制器的放大率 能適度的提高增

益交越頻率。其次，相位領先控制器的主要功能在於減少區域(a)中因

PI補償及第一模態造成的相位落後。PI-相位領先補償器的數學表示

式為 

IK
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為了設計上的方便，將(4.1)式轉換為時間常數(time constant)形態，表

示為 
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控制器設計步驟如下： 

(1) PI控制器之設計 

    如 4.1節的描述，第一共振模態是影響系統暫態響應最為顯著的

因素，所以先不考慮 PI控制器對系統的放大率 ，利用其極點與零

點的分布，對系統的波德圖進行補償，適當地降低位於區域(a)與(b)

區中的峰值能量大小，進而達到降低振動響應的目的，同時壓低在區

域(c)區的高頻響應訊號及高頻雜訊。 

IK

    在 PI控制器前，需要先預估相位領先補償在區域(a)峰值處所造

成的能量增加，再設計控制器參數將峰值能量及相位領先補償的能量
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一併壓低至 0 dB以下。今相位領先控制器欲補償的最大相位值為

50°，由[11]可知相位領先補償器的最大相位值滿足 

     132.0
50sin1
50sin1

=
°+
°−

=
p
z  (4.3) 

補償器最大相位所對應的能量大小值為 

     ( ) 79.81log10 =
pz

dB (4.4) 

     假設經 PI控制器補償後的最小相位值發生在角頻率 380至 420 

rad/s範圍之間，且區域(a)的峰值頻率 335.89 rad/s較相位領先補償器

的最大相位發生頻率低，由(4.4)式對應到相位領先補償器的能量值預

估為 8 dB，所以與峰值能量疊加後大小為 

     96.39896.31 =+ dB (4.5) 

由(4.5)式知控制器於頻率 335.89 rad/s時的能量應為−39.96 dB，才足

以降低合成後的能量。 

     ( )( ) 96.39
89.335

189.335log20 −=
+

j
jKK IP  (4.6a) 

因此， 

     
22.104

1
=

I

P

K
K  (4.6b) 

如圖 18所示，此控制器為  

      
s

s 1
22.104

1
+

 (4.7) 

補償後的系統波德圖如圖 19所示，在區域(a)裡最小的相位發生在

396.98 rad/s，值為−189.03° 

(2) 相位領先控制器之設計 

    參考圖 20所示的方塊圖，設計ㄧ相位領先控制器，其頻譜如圖
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21的虛線所示，利用控制器的最大相位50°，於區域(a)中角頻率396.98 

rad/s處進行補償，此補償器可同時提高(b)區的相位。由[11]可知最大

相位發生頻率滿足下式 

  
pz

z
=98.396         ( rad/s ) (4.8) 

利用(4.3)式的 pz 結果，可得 

               ( rad/s ) (4.9) 22.144=z

將其解代回(4.3)式，可解得 

  57.1092=p           ( rad/s ) (4.10) 

因此，由(4.9)、(4.10)式可得相位領先補償器為 

   
1

57.1092
1

1
22.144

1

+

+

s

s
 (4.11) 

圖 22所示為第二次補償後的波德圖形。 

(3) 比例控制器設計 

   如圖 23方塊圖所示，設計比例控制器 ，以提高頻域中增益交

越頻率，放大器 如圖 24虛線所示。令 

IK

IK

   (4.12) 3.2=IK

如圖 25所示，補償後的系統最高增益交越頻率落在 2656.7 rad/s，剛

好使系統達邊際穩定，此頻率也滿足補償邊限必須小於 2661.84 rad/s

的條件。 

    由(4.7)、(4.11)、(4.12)式，可得 PI-相位領先補償器的形式為 

    
⎟⎟
⎟
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s

s

s
 (4.13) 

將之改寫成一般式，則 
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    系統經補償後，區域(a)的最小相位邊限為 60.2°，區域(b)的最小

相位邊限為 31.5°。補償後之系統在時域上的最大超越量等於零，安

定時間等於 0.54秒，皆滿足先前設定的要求。 

4.3控制實驗  

   閉迴路控制系統如圖 26所示，包含 SIM 960 PID控制器、nF HAS 

4051功率放大器、壓電雙晶片梁、應變規以及動態訊號放大器，另

外加上一截止頻率為 1092.57 rad/s的濾波器，以達成相位領先的功

能。其中，SIM 960 PID控制器的參數設定如附錄二所示。 

   利用 National Instrument公司的 6036E訊號卡，時間在 0.2秒後，

輸入一大小為 1伏特的步階訊號至系統，輸出訊號由相同的訊號卡接

收。如圖 27(a)所示，設定壓電梁末端的位移量為 100 µm，模擬曲線

與實驗曲線非常相近。圖 27(b)為穩態時的系統雜訊對其精度所造成

的平均誤差，誤差範圍約在±0.36µm之間。圖 27(c)所示為補償前、

後系統之步階響應圖形。 

4.4 相位領先補償對於 PI控制法則的影響 

    討論一 PI控制器為 

    
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
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⎜
⎜

⎝

⎛ +
=

s

s
K
K

K I

P

I

1
 PI     (4.15) 

此控制器的設計的前提如次：不降低系統(a)、(b)區最小相位，補償
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後，(a)區最小的相位邊限不能低於未補償時的情況。由已知條件，經

PI補償後的相位在 405.1rad/s時，必須等於未補償時的相位。 

    ( )( ) ( ) ( 1.4051.405 
1.405

11.405 jGjG
j

jKK IP ∠=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
∠ )  (4.16) 

所以 

    
1.10

1
=

I

P

K
K  (4.17) 

    因為在未補償時的最小相位邊限不能低於未補償時的相位邊

限，令 ，因此 PI控制器為 1=IK

     
s
1

1.10
1PI +=  (4.18) 

補償後，開路系統在區域(a)的最小相位邊限為 17.6°，對應於增益交

越頻率 356 rad/s。 

    參考圖 28所示，比較兩閉迴路控制實驗曲線圖，得知單獨的 PI

補償器雖然能降低穩態誤差，但穩態響應的完成時間，明顯較 PI-相

位領先補償慢，原因是經相位領先補償後的閉迴路最小頻寬較大，如

圖 29所示。另外，由圖 30所示的時域根軌跡圖討論，PI-相位領先

補償後，閉迴路系統的主極點位於 81.6−  rad/s，反拉氏轉換之後，

對應的函數為 。如圖 31所示，PI控制器主極點位於  

rad/s，反拉氏轉換之後，對應的函數為 。兩者的時域暫態衰減

速度可說明，經相位領先補償後的系統響應速度較快。 

te 81.6− 49.2−

te 49.2−
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第五章 實驗結果與討論 

5.1 控制器對壓電梁動態響應的改善 

    本實驗所設計的控制器不僅降低了最大超越量，加快了系統的響

應速度，更並減少了穩態誤差，使壓電致動器定位至 100µm，而穩態

時雜訊對其精度所造成的誤差範圍在±0.36µm之間。穩態誤差減少，

可單純由 PI控制器的功能達到。響應快速、超越量小，則必須針對

閉迴路系統之頻寬與穩定度兩種規格作討論。 

   系統的「頻寬」扮演影響響應速度的角色，以 4.4節中的 PI控制

器為例，利用 PI控制法則加快系統安定時間的條件必須為 ，讓

增益交越頻率提高。但 值的增加，卻會犧牲閉迴路系統的穩定度，

使相位邊限減小，造成閉迴路系統發生較大的超越量(overshoot)或較

長時間的振動響應。PI補償雖能減少穩態誤差，但無法減少開路系統

在共振頻率上的相位落後。因此，本實驗加設一相位領先補償器，在

不影響閉迴路穩定度的情況下， 值可適當的放大，提高閉迴路系

統頻寬。 

1>IK

IK

IK

    系統的「穩定度」描述系統在動態響應中振動的程度，在 4.1節

中曾提到，第一共振模態是影響系統暫態響應最顯著的因素。當第一

模態發生時，開路系統相位變化最急遽，將近有 90°至 180°的相位落

後。在此頻率下，系統的穩定度最低。對應到時域狀態，步階響應會

有最大超越量的產生。若能將落後的相位減少，勢必能提高閉迴路系

統的穩定度，降低振動響應的發生。利用單純的 PI控制器，並不能

達到相位領先的要求，僅能減少穩態誤差。 

    綜合以上所述，閉迴路的頻寬與系統的穩定度是相互制衡的，在

設計控制器時，兩者之間必須做一定的取捨，以得到最佳的控制器參
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數。設計控制器的準則以先提高系統穩定度為主，再對其系統的頻寬

作適當增減。 

5.2 壓電材料的潛變與遲滯 

    輸入一直流電壓訊號給予壓電材料時，材料本身不會馬上產生變

型至應有的變形量，其變形的狀態會分成兩個階段，第一階段的變形

量較大且反應時間非常快速，通常低於一毫秒，過了此階段後，形變

的狀態便趨於緩慢，直到伸長至應有的尺寸為止。如圖 14所示，此

特性稱為潛變(creep)[12]。潛變現象可解釋為何加入控制器後，系統

到達穩態的時間仍較模擬慢，因為本研究是將壓電材料假設為一完全

線性的系統，潛變現象為系統的一種延遲特性，會導致暫態響應的時

間增長。在古典控制理論當中，若一系統的暫態響應不良，解決的辦

法就是將落後的相位減少，好讓比例控制器得以適度的放大牽增系統

頻寬，提高響應速度，所以須加上相位領先補償器達到此目的。因此，

經相位領先補償後，潛變現象較 PI控制法則小。 

    遲滯(hysteresis)現象是壓電材料本身特有的非線性行為，發生的

原因是輸入至壓電材料的電場方向在過程中有所改變，使得到的輸出

不會依照原路徑折返。輸入頻率的高低[13]與輸入能量的大小[14]會

使得遲滯曲線的斜率及範圍有所改變。 

以圖 11所示之開路系統頻率響應圖作為參考，在低於第一共振

模態頻率範圍，分別輸入 1 rad/s與 100 rad/s的正弦波驅動壓電梁，

實驗結果如圖 32所示，頻率越低，系統反應之遲滯曲線包圍的面積

愈小，遲滯曲線的去與回路徑愈趨於ㄧ重合直線。反之，若頻率愈高，

遲滯曲線的去與回路徑偏差愈大，也愈不線性，包圍的封閉面積愈

大。在高頻時，壓電梁因遲滯現象所產生的追蹤誤差，對位置精度會
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有一定程度的影響，若壓電梁之輸入電壓為單一方向或準靜態

(quasi-static)，不需考慮遲滯現象對系統影響，僅考慮潛變效應。 
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第六章 結論與展望 

6.1結論 

    本研究針對壓電雙晶片梁動態的應變與變形理論分析，並應用古

典控制法則設計控制器，進行模擬與實驗，相互比較驗證提高系統動

態響應的穩定度與速度。 

    設計控制器的目的在於減少誤差，提升系統的穩定度，加快響應

速度與提高系統的強健性。控制器設計之前，須先觀察影響系統暫態

響應最顯著的頻域區段，再針對此區段進行控制器的設計。因頻寬與

穩定度之間關係是相互制衡的，所以在進行控制器設計時，需在兩者

之間做適當的取捨，一般設計的法則是先以穩定度作考量，再對系統

頻寬做適當增減。 

    根據實驗與基本控制理論分析，如果僅要求壓電梁末端的撓曲變

形至某一位置，利用 PI-相位領先補償器便可達到基本精密定位需

求，設計步驟已有準則可循，遵照設計方式即可簡單的設計出控制

器。若希望系統能有更高性能的表現，如追蹤、循跡等，必須將壓電

材料的潛變與遲滯特性一併考慮至系統當中，再對其做控制器設計，

以提高系統的強健性。 

    以應變規作為系統的感測器時，因靈敏度較低，僅適合量測機械

結構的低頻振動。訊號接收過程中，會有一定程度的雜訊存在。本實

驗所採用的商用動態訊號放大器，是針對應變規所設計，因此對於高

頻雜訊會有足夠的抑制效果，回授訊號穩定，較容易達成閉迴路控制

系統的設計。選定良好的感測器是首要考慮的重點，不僅有利於控制

器的設計，雜訊對控制迴路的影響會減少。當系統達穩態時，雜訊對

其精度的所造成的誤差範圍在±0.36µm範圍之間。                             
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6.2未來展望 

    在理論模擬上，除了基本機械結構的動態模型外，還需要視應用

對象及規格需求，考慮壓電材料特有的非線性現，建構數學模型，才

能針對遲滯、潛變特性，設計可提高系統強健性之控制器，以提高系

統動態響應的性能。 

   若要更精確量測出奈米尺度級的位移，可選用靈敏度較大的光感

測儀器，如光纖干涉儀，因為光感測雜訊較小，不需顧慮驅動電源雜

訊的干擾，精密度可大幅提升，但需克服其易受環境光害、振動干擾

的缺點。 

    本研究利用壓電材料微小位移的特性，以逆壓電效應原理為出發

點，開發出一精度達奈米尺度的致動器。最終的目的是利用致動器移

動探針，對於待測試片做一維的線掃描，以偵測試片的表面物理性

質。現今掃描式探針顯微鏡的掃描機構以壓電梁、壓電管居多，本文

以壓電懸臂梁結構為理論基礎，將來可推廣至如圖 33所示的壓電圓

管形懸臂結構，對其動態響應做更周密的考量。除一般定位控制外，

還可對其在線掃瞄時發生的遲滯現象加以補償，達到精密的追蹤控

制。 
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附錄一 頻率響應的相對穩定度 

    參考圖 34(a)、34(b)所示，分別討論 2)1(1.0 +ss 及 2)1(10 +ss 兩

系統的穩定度[10]。討論前，先作如下的定義： 

(1)增益邊限( gain margin ) 

    系統相位於−180°時所對應的頻率稱為相位交越頻率(phase 

crossover frequency) pω ，在此頻率下，增益邊限定義為 

    
)(

1log20G.M.
pjG ω

=      (dB) 

若 G.M.>1dB，系統穩定，如圖 34(a)所示；G.M.<1dB，系統不穩定，

如圖 34(b)所示。 

(2)相位邊限( phase margin) 

    系統增益於 0dB時所對應的頻率稱為增益交越頻率(gain 

crossover frequency) gω ，在此頻率下，相位邊限定義為 

     P.M.=180°+ )( gjG ω∠      (degree) 

若 P.M.>0°，系統穩定，如圖 34(a)所示；P.M.<0°，系統不穩定，如

圖 34(b)所示。 
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附錄二 SIM 960 PID控制器的參數設定 

    本實驗所採用的 Stanford Research公司之 SIM 960 PID控制器參

數設定方式為 

        
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ++= ∫ dt

dKdtKK DIP
εεε PID  

           )( 1  ssK
s

KK D
I

P ε
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ++=  

本實驗所設計的 PI-相位領先補償器為 

       
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+

+
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

1
57.1092

1

1
22.144

1

 3.2022.0
s

s

s
 

此控制器對應的 SIM 960 參數為 

        
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ++

1
57.1092

1
1 004.061.601 038.0

s
s

s
 

其中， ， ，038.0=PK 61.60=IK 004.0=DK ，為了達到相位領先補

償的功能所設計的濾波器為
157.1092

1
+s
。 
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     圖 2 雙晶壓電梁長度規格 
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                圖 3 致動器，31d 031 <d  
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 圖 4 壓電梁彎曲振動 
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            圖 5應變規黏貼、接線及惠斯同電橋示意圖 
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                    圖 6系統頻譜分析實驗 
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                    圖 7變頻正弦波輸入訊號 
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           圖 8變頻正弦波輸入後的系統輸出訊號 
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  圖 9頻譜分析法流程圖 
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10(b) 開路系統電壓對梁末端橫向位移方塊圖  
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 10(c) 開路系統加入濾波器之方塊圖 
 

           圖 10 開路系統之定義與示意圖 
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          圖 11實驗與模擬之電壓對應變之頻率響應圖 
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                   圖 12步階響應頻譜圖 
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    圖 13共振與反共振峰值非常接近，造成能量耦合示意圖  
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             圖 14系統識別與實驗量測的步響應圖形 
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    圖 15 系統識別的波德圖與加入濾波器後的系統波德圖 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                 圖 16 模擬的橫向位移波德圖 
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                圖 17系統第ㄧ次補償方塊圖 
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             圖 18系統(實線)與 PI控制器(虛線)之波德圖 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

             圖 19系統經 PI控制器補償後的頻率響應圖 
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                 圖 20系統第二次補償方塊圖 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 21第ㄧ次補償的系統(實線)與相位領先控制器(虛線)之頻率響應圖 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

     圖 22系統經相位領先補償後頻率響應圖 
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                圖 23 系統第三次補償方塊圖 
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     圖 24第二次補償後的系統(實線)與比例放大器(虛線)之波德圖 
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               圖 25第三次補償後，系統之頻率響應圖 
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                 圖 26 閉迴路控制實驗架構 
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      圖 27(a) 壓電梁末端位移 100 µm定位控制的時間響應圖    
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      圖 27(b) 雜訊對圖 27(a)定位精度所造成的平均誤差 
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            圖 27(c) 未補償與補償後系統之步階響應圖形 
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          圖 28  PI-相位領先補償與 PI控制器補償實驗比較 
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     圖 29 PI-相位領先補償與 PI補償閉迴路系統的頻寬 
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               圖 30 PI-相位領先補償之閉迴路極點 
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       圖 31 PI補償後之閉迴路極點 
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             圖 32 頻率 1 rad/s與 100 rad/s之遲滯曲線 
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                        圖 33 壓電管 
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      圖 34(a) 穩定系統對應的相位邊限與增益邊限 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

       圖 34(b) 不穩定系統對應的相位邊限與增益邊限 
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