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國立交通大學機械工程學系(研究所)碩士班 

 

摘 要 

 

 本篇研究主要是採用非結構性網格有限體積法來計算結構體力學及流固耦合

之模擬分析。在計算結構體力學中，透過有限體積法，先將固體力學之統御方程

式予以積分，並離散整理可得一聯立方程組，再利用虛擬時間之預測修正法進行

求解，對於控制體積的選取則是採用以節點為中心的 Cell-Vertex method，該法

已證實能有效求解於此類問題，而求解之模型分別為一三維懸臂樑及平板承受一

外力，以觀察結構體之位移變化並和理論解作一比較。在流固耦合計算中，主要

是探討一矩形阻塊後方之二維水平非線性彈性結構體，當流體流經阻塊便會產生

不穩定之渦流因而使結構體上下擺動，此擺動現象對於流場區域之計算網格會因

而擠壓變形，故在處理此方面之問題需搭配空間守恆定理來滿足其體積守恆，在

控制體積選取的部分，流場區域則是採用將控制體積取在網格中心之 Cell-

Centered method，此和結構體有所不同。在流力計算中，對流項則是採用上風法

和中央差分法混和之高階方法，計算部分則是採用先預測再修正之 PISO 法則。

最後觀察流場之速度、壓力變化及結構體之位移大小並利用快速傅立葉轉換求得

擺動頻率和理論解作一比較。 
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Student：Chun-Lung Huang Advisor：Dr. Yeng-Yung Tsui 
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ABSTRACT 

    A new unstructured-grid finite-volume method is developed for the structural 

dynamics and fluid-structure interaction. In structural calculations, the governing 

equations are discretized using the finite-volume method to obtain a system of 

ordinary differential equations. These system of ODEs are solved by a virtual time 

method using predictor-corrector methods. Which control volume is chosen by 

cell-vertex method.  It has been shown that the method is advantage in this 

problem. The method is tested for three dimensional cantilever and plate. The 

results are in good agreement with theoretical analysis in terms of displacements 

and natural frequencies. In fluid-structure interaction, it tests that a two 

dimensional horizontal plate is placed behind a rectangular block. The vortices 

caused by the flow over the block result in vibration of the plate. Due to the 

vibration of the structure, moving grids are employed in flow calculations. Which 

control volume is chosen by cell-centred method that is difference from the 

structural calculations. By incorporating the space conservation concept, the mass 

is conserved in each cell with moving grids. The equations are discretized also 

using the finite-volume method. The convection term is approximated by a hybrid 

scheme which mixes the central and upwind differences. The coupling between 

the momentum and continuity equations is tackled using the predictor-corrector 

method of the PISO algorithm. Finally, to observe that the vibration of the 

structure which using Fast Fourier Transfer to get the frequency compared with 

theoretical solutions and the vortex flow of the fluid is clearly delineated in the 

interaction.  
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第一章第一章第一章第一章、、、、緒論緒論緒論緒論    

1.1 前言前言前言前言 

    隨著時光的推演，科技日新月異，電腦的發展及演變影響我們許多，不

管是對於日常生活的使用或是工程上的應用，皆有劃時代的改變。在工程

上，對於數值分析而言，影響其計算速度及結果準確性之因素，除了電腦能

力外，所使用之方法往往也佔一重要因素。 

    計算方法主要可分為三種，分別為有限體積法(Finite volume method)、

有限元素法 (Finite element method)以及有限差分法 (Finite differential 

method)。在早期有限元素法於工程上的應用主要以固體力學(如:樑、殼、平

板等)為主【【【【1,2】】】】，到後來也有學者將其應用於其他領域例如:流體力學、熱

傳學、電磁學等。而有限體積法則是由有限差分法發展而來，且普遍應用於

熱流場分析(如:散熱系統、室內空調、火警防災等)【【【【3,4】】】】，該法早期主要受

限於結構性網格之使用，但其特點是不論局部或整體之計算區域皆守恆其

物理現象，故此法能被廣泛的應用。近幾年，有些學者開始以有限體積法來

處理固體力學問題【【【【5】】】】，像是平板彎曲位移分析、懸臂樑擺動頻率分析、流

固耦合分析等，均有不錯之發展結果。隨著求解模型的複雜化，進而發展出

有限體積法搭配非結構性網格來求解此類問題【【【【6-8】】】】，其在計算上能有效地

處理複雜的幾何形狀，也能夠做局部加密的動作，之後學者亦證明該法能有
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效應用於流體力學、熱傳學等。 

1.2 流固耦合介紹流固耦合介紹流固耦合介紹流固耦合介紹 

    流固耦合為流體力學和固體力學所結合之模擬分析，在目前已經被廣泛應

用於各種領域之分析研究，像是人工肺器官【【【【9】】】】、導彈之暫態分析【【【【10】】】】、

氣體彈性分析【【【【11】】】】、降落傘氣流分析【【【【12】】】】、血管內之血流動【【【【13】】】】等。在

早期碰到流固耦合的相關計算問題，都將結構體視為一剛體以便做計算，但

隨著工程上的精密要求，不得不重視流固耦合所產生的影響。當流體流過一

結構體時，必定會對其產生壓力及剪應力，結構體也會因其作用力的影響而

產生擺動現象進而影響流場的變化，隨著擺動的產生便會有造成共振效應

的疑慮，故流固耦合之問題漸漸備受重視。隨著科技技術的發展，已經有學

者朝這方面作一研究及探討其所產生的相關效應。 

    在求解流固耦合的計算中，可將解法分為完全統一法以及分段法兩種。

完全統一法是將流力和固力的統御方程式整理成單一方程式，在配合邊界

條件對其求解便可得到所需之結果。而分段法是先對固力進行求解，得到變

形後之條件再將此條件回傳給流力部份去做計算，如此反覆運算便可得到

流場和結構體的變化情形。由於流力計算區域之網格為移動的，故 Eulerian

座標系統在此便不適用，必須採用 ALE(Arbitrary Lagrangian-Eulerian)座標

系統【【【【14】】】】，該系統能在交界面移動時，再次重置網格，使結果得到較高之

精確度。最後搭配空間守恆定理來進行求解，且此方法也被證明可有效的應
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用於流固耦合之計算中。 

1.3 文獻回顧文獻回顧文獻回顧文獻回顧 

(A) 固力方面固力方面固力方面固力方面 

2000 年，Taylor et al.【【【【15】】】】以一個 finite volume (FV) procedure 來分析

懸臂樑和平板問題，該計算方法是以 cell vertex 為基礎，並將 FV、FE Galerkin 

method 和理論解做一比較。其中由結果可發現，不管在變形位移或是收斂

速度上，FV、FE Galerkin method和理論解可得到相近似的結果。 

2003 年，Slone et al.【【【【16】】】】以三維 vertex-based 有限體積法對懸臂樑受

力之擺動分析，其中使用 Newmark scheme 進行求解，對於結構體受力後之

位移變化以及在低阻尼係數下之擺動頻率都和理論解似近，最後並採用此

方法來模擬流固耦合之系統 

 2004 年，Fallah 【【【【17】】】】將 cell centred finite volume (CC-FV)、cell vertex 

finite volume (CV-FV)和有限元素法應用於結構體上，並作一比較分析，由

結果可以發現，CC-FV和 CV-FV 在懸臂樑受力問題中，其精確度比有限元

素法高。且對於有限體積法使用 Mindlin-Reissner 理論分析平板問題時，不

會有 locking 現象發生。 

2009 年，Filippini et al.【【【【18】】】】以有限元素法及有限體積法在 nodal stress

計算上作一準確度的比較分析，其中以兩端固定之二維懸臂樑做試驗，結果

發現，有限元素法比有限體積法在固定邊界的部分會有較大的誤差產生。故
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本文以有限體積法為主要探討方法，並對網格的疏密來作一綜合比較，可發

現在網格較密時，有限體積法所產生的誤差會是最小的。 

2012 年，Pipelzadeh et al. 【【【【19】】】】以非結構性網格 Galerkin finite volume 

method GFVM 來求解二維平面結構之位移及其應變量，其中模型為一具有

非規則性彎曲邊界以及具有滑輪支撐的線性邊界之結構體。當使用較粗的

三角形網格時，GFVM 的準確度比 FVM 及 FEM 來的好，但隨著結構形狀

以及邊界條件的複雜化，仍須採用較細的網格來做計算。 

(B)流固耦合方面流固耦合方面流固耦合方面流固耦合方面 

 2000 年，Souli et al.【【【【14】】】】等人對於流固耦合之移動網格進行分析研究，

其中將流場以 Arbitrary Lagrangian-Eulerian(ALE)法和結構體以 Lagrangian

法來耦合試驗，可以發現採用此方法不因結構體之擺動干擾使流力網格無

法計算，並由模擬結果可看出，網格在耦合過程中依舊保持良好之狀態。       

2007 年，Xia et al.【【【【20】】】】等人利用 matrix-free隱性之非結構性多重網格

有限體積法來分析二維及三維之懸臂樑單點受力問題，由模擬結果可發現

使用該法和理論解之位移量隨網格數增加而誤差變小。最後再將結構體置

於三維流場中做流固耦合模擬，發現該法在特定網格下，尾端位移量比

ANSYS更接近理論解。 

2008 年，Xia and Lin【【【【21】】】】以 cell vertex 非結構性有限體積法來模擬二

維流固耦合之問題，並搭配 implicit dual-time stepping method 來預測在流體
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作用力下之結構體位移及應力分佈，其中對於結構體及流場皆採用三角網

格。由測試結果可發現，其位移變化、應力分佈和應力最大值與理論解相近，

以及在結構體上之應力變化和結構位移呈一角度差，說明結構上之壓力差

是造成擺動現象之主要原因。 

2011 年，黃義政【【【【22】】】】利用非結構性網格有限體積法來分析二維單點受

力及均佈受力之懸臂樑問題，由模擬結果可發現位移量和理論值近似，並對

此模擬作一網格精準度分析，顯示出在網格數達到某一臨界值時其誤差將

在可接受之範圍內。最後將該懸臂樑置於一流場中做流固耦合之模擬分析，

發現結構體尾端會呈現周期性的擺動現象，並和理論擺動頻率作一比較，結

果也極為近似。 

2012 年，黃裕堂【【【【23232323】】】】利用隱性之非結構性網格有限體積法來分析結構

體受力與流固耦合之現象，而結構模型可分為懸臂樑及彎曲結構體之受力

問題，發現使用該法之位移變化和理論解及 ANSYS 結果近似，進而將其與

虛擬時間之預測修正法做一計算時間比較，可得後者具有計算快，且可允許

時間步階較小之特點。最後將懸臂樑置於流場中，以觀察結構體在不同雷諾

數下之擺動現象，並採用快速傅利葉轉換和理論擺動頻率作比較，結果也極

為近似。 

1.4 研究內容研究內容研究內容研究內容 

    本文主要研究內容為利用非結構性網格有限體積法來探討三維懸臂樑
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以及平板承受一外力之變化情形，進而將二維非線性結構體置於流場中以

觀察其和流體間交互作用之流固耦合現象。 

對於結構體計算部分，將採用虛擬時間之預測修正法來進行求解，該法

已證實能有效運用於此。在此將分別觀察三維線性懸臂樑以及平板在承受

一外力條件下，其位移變化和應力分佈之情形，並和理論解進行一分析比

較，進而調整模型之網格數以分析其誤差容忍範圍。 

在流固耦合計算方面，結構體依舊採用虛擬時間之預測修正法，流場則

是使用先預測再修正的 PISO 法則，並搭配空間守恆定理進行求解。計算模

型為二維流場中置放一固定於阻塊後方之非線性結構體。主要是觀察結構

體受流場之不穩定渦流影響，其所造成之擺動振幅大小、周期的變化，並利

用快速傅立葉轉換計算擺動頻率和理論解做一探討比較。最後觀察流場流

線及流場壓力分佈情形其與結構體擺動之關係。 
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第二章第二章第二章第二章、、、、數學模式數學模式數學模式數學模式    

    本篇研究主要是探討三維結構體承受一外力以及二維之流固耦合模擬

現象，故在數學模式中，大致可分為兩類，即固體運動模式和流體運動模式。

其中固體運動模式又可再細分為三維線性結構體以及二維非線性結構體兩

部分來探討，但本文的描述將以三維為基準，而二維的部分僅需將公式內之

z 方向位移及速度不予考慮即可，對於線性項和非線性項之處理將於內文

做詳細介紹。此章之內容包含假設條件的設定、統御方程式之引用以及邊界

條件的描述。 

2.12.12.12.1 固體運動模式固體運動模式固體運動模式固體運動模式    

固體假設條件固體假設條件固體假設條件固體假設條件 

    假設結構體分別為二維非線性彈性應變以及三維線性彈性應變兩類 

固體統御方程式固體統御方程式固體統御方程式固體統御方程式 

在固體力學中，其統御方程式為 Cauchy’s equation 如下所示: 

2

2 ij

d
b

t
ρ σ

∂
= ∇ ⋅ +

∂

��
�

                   (2.1) 

其中 ijσ 代表應力、d
��

代表位移向量、 ρ 代表結構體密度、b
�

代表物體力 

應力和應變關係應力和應變關係應力和應變關係應力和應變關係 

    在式(2.1)中，應力 ijσ (stress)與應變(strain)之關係可由虎克定律(Hook’s 
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law)得知，如下所示: 

    

1 0 0 0

1 0 0 0

1 0 0 0

0 0 0 1 2 0 0(1 )(1 2 )

0 0 0 0 1 2 0

0 0 0 0 0 1 2

xx xx

yy yy

zz zz

xy xy

yz yz

xz xz

E

σ ε

σ ευ υ υ

υ υ υ
σ ε

υ υ υ

υυ υ
σ ε

υ

υσ ε

σ ε

   
   
   
   −     −        −   = × ×    −+ −      −       −    
   
   
   

                                                         (2.2) 

其中 E 代表楊氏系數(Young’s Modulus)、υ 代表蒲松比(Poisson’s ratio)。 

    而應變 (strain)和位移 (displacement)之關係式可由 Green-Lagrange 

relationship得知，如下所示:  

    

22 2

22 2

1

2

1

2

1

2

yx x z

y yx zxx

yy

xz

zz

xy

yz

xz

dd d d

x x x x

d dd d

y y y y

dd

z z

ε

ε

ε

ε

ε

ε

 ∂ ∂ ∂ ∂   
+ + +     

∂ ∂ ∂ ∂     

 ∂ ∂    ∂ ∂  + + +       ∂ ∂ ∂ ∂       
 

∂∂   +
  ∂ ∂

= 
 
 
 
 
 
 

　          

　          

　          

22 2

1

2

1

2

y z

y y yx x x z z

y y yx xz z

d d

z z

d d dd d d d d

y x x y x y x y

d d dd dd d

z y y z y z y

 ∂  ∂  
+ +     

∂ ∂     

 ∂ ∂ ∂      ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
+ + + +        

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂        

∂ ∂ ∂     ∂ ∂∂ ∂ ∂ 
+ + + +      

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂      

1

2

z

y yx x xz z z

d

z

d dd d dd d d

z x x z x z x z

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
      

∂   
 

 ∂ ∂    ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂     
+ + + +         ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂         

(2.3) 
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其中虛線內為非線性項， x
d 、 yd 、 z

d 分別代表 X、Y 及 Z 方向之位移 

固體邊界條件固體邊界條件固體邊界條件固體邊界條件 

    邊界條件主要可分為作用力邊界和位移邊界兩類 

(1)作用力邊界作用力邊界作用力邊界作用力邊界(traction boundary):  在邊界上所承受之作用力必須滿足力

平衡之限制條件，如下所示                           

   
   ij j bN fσ⋅ =                                                 (2.4) 

其中
bf 為邊界上所承受之作用力，

jσ 為應力向量，
ijN 為邊界上向外之單位法

向量可表示如下: 

 

0 0 0

0 0 0

0 0 0

x y z

y x z

z y x

n n n

N n n n

n n n

 
 

=  
 
 

　 　 　　 　 　　 　 　                                     (2.5) 

(2)位移邊界位移邊界位移邊界位移邊界(displacement boundary):  在結構體上給定已知位移，如下: 

    Bd d=
� �

                                                       (2.6) 

其中 Bd
�

為已知的位移。 

2.22.22.22.2 流體運動模式流體運動模式流體運動模式流體運動模式    

流體假設條件流體假設條件流體假設條件流體假設條件 

    假設流體為二維(2-D)、不可壓縮流(Incompressible Flow)、非穩態流場

(Unsteady)且忽略重力項(Neglect body force)。 

流體統御方程式流體統御方程式流體統御方程式流體統御方程式 

    在流固耦合分析中，流場之計算區域會因為結構體之擺動，而造成該區
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域呈現移動網格之狀態。以往，計算流場的 Eulerian 系統在此便不適用，而

必須使用 ALE(Arbitrary Lagrangian-Eulerian)座標系統來處理，並以此系統

作為流場之統御方程式，如下所示:  

(1)連續方程式(Continuity Equation) 

( ) 0
g

V V
t

ρ
ρ

∂  +∇⋅ − = ∂

� �

                                         (2.7) 

(2)動量方程式(Momentum Equation) 

    
( )

( ) ( )g

V
V V V P V

t

ρ
ρ µ

∂
 + ∇ ⋅ − = −∇ + ∇ ⋅ ∇ ∂

�

� � � �
                         (2.8) 

其中 ρ 為流體密度、µ 為黏滯係數、P 為壓力、V
�
為流體速度、 g

V
�

為網

格速度。 

在 ALE座標系統中，當網格速度和流體速度相等時可視為 Lagrangian

系統，而網格靜止不動時即可視為 Eulerian 系統。 

在移動網格計算中，除了使用 ALE座標系統外，尚需搭配空間守恆定

理(Space Conservation Law)來滿足流場之守恆性，該定理已證實能有效的運

用於有限體積法中【【【【24242424】】】】，其數學式表示如下: 

    
0g

S

d
d V dS

dt
∀

∀ + ⋅ =∫∫∫ ∫∫
��

�                                         (2.9) 

將(2.9)式乘以 ρ 並代入(2.7)式作一合併整理可得: 

     0
S

V dSρ ⋅ =∫∫
��

�                                                (2.10) 

最後，本文之連續方程式將採用和網格速度無關的(2.10)式，以及 ALE座標

系統的動量方程式(2.8)來描述本文的流體運動模式。 
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    在移動網格中，網格的運動方式大致上可分為橢圓正交法、橢圓法、線

性內差法【【【【25】】】】，而本文流場網格移動的方式即是根據線性內差法。 

流場邊界條件流場邊界條件流場邊界條件流場邊界條件 

    流場邊界條件的設定為在入口處給定一流量，而在出口處設定其為流量

邊界，出口速度則是採用對流邊界條件(Convective Boundary Condition )求

得。對於流體和壁面接觸的部份皆採用無滑移邊界條件(No-Slip Condition)，

其中包含流體和結構體接觸之璧面。 

2.32.32.32.3 流固耦合流固耦合流固耦合流固耦合    

    在流體和固體接觸的部份，須給定其耦合之條件，方能完整描述其耦合

過程。對結構體而言，其接觸面之條件為流體施加之壓力及剪力。對於流體

而言，由於固體受流體之影響而產生擺動現象，此現象進而影響流體之接觸

面條件，該條件為固體移動之速度及位移。其數學式表示如下: 

f s
V V=
� �

                                                     (2.11) 

f s
d d=
� �

                                                     (2.12) 

其中 fV
�

、 s
V
�

分別代表流體速度及結構體速度， f
d
�

、 s
d
�

分別代表流體和結構

體接觸面之位移及結構體位移。 

    藉由以上對固體模型和流體模型之描述，以及在流固耦合接觸面的條

件說明，便可對流固耦合現象進行分析研究。 
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第三章第三章第三章第三章、、、、數值方法數值方法數值方法數值方法 

    在本篇研究中，數值方法依舊可分為固體力學及流體力學兩類，其中固

體力學的部分又可再細分成二維非線性模型以及三維線性模型兩種來做探

討，對於公式的描述依舊以三維為基準，而二維的部分僅需將公式內之 z 方

向位移及速度不予考慮即可。對於線性項和非線性項之處理亦將於內文做

詳細介紹。 

3.1 固體力學數值方法固體力學數值方法固體力學數值方法固體力學數值方法 

    在固力計算中，對於控制體積的選取則在網格頂點(cell-vertex)上如(圖

3.1)和(圖 3.2)所示，即採用網格之中心點所集合而成的。計算中，所得到之

位移和速度均儲存於頂點上。 

3.1.1 有限體積法有限體積法有限體積法有限體積法 

    在此忽略物體力並加入一阻尼效應(damping effects)，該效應具有耗散能

量之特點，且與結構運動方向相反，在許多結構力學問題中，其必須予以考

慮。故可將上一章的統御方程式(2.1)式改寫成下列通式: 

    

2

2 ij

d
cV

t
ρ σ

∂
= ∇⋅ −

∂

�
��

                                             

    (3.1) 

其中 c 為阻尼係數，V
��
為結構體之速度。 

將上式取體積分後，可表示成如下之積分型式: 
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2

2 ij
dd d cVd

t
ρ σ

∀ ∀ ∀

∂
∀ = ∇⋅ ∀− ∀

∂ ∫∫∫ ∫∫∫ ∫∫∫
���

                               (3.2) 

其中應力項透過高斯散度定理，由體積分轉成面積分，即可得到下式: 

    

2

2 ij

S

dd dS
t

ρ σ
∀

∂
∀ = ⋅

∂ ∫∫∫ ∫∫
� �

�
   

                                     (3.3)  

 

 

離散化離散化離散化離散化 

    對(3.2)式進行離散，可分別表示如下: 

    

2 2

2 2

d
dd

t t
ρ ρ

∀

∂ ∂
∀ = ∆∀

∂ ∂∫∫∫
�

�

                                       (3.4)         

    應力項: 

    ( )
ij ij f f

fS

dS Sσ σ⋅ = ⋅ ∆∑∫∫
� �

�                                      (3.5) 

    阻尼項: 

    cVd cV
∀

∀ = ∆∀∫∫∫
�� ��

                                             (3.6) 

其中 i = x , y , z、 j = x , y , z。因此可知 xx
σ 、 yyσ 、 zz

σ 稱為正應力(Normal 

stress); xyσ 、 yzσ 、 xz
σ 稱為剪應力(Shear stress)，下標 f 代表控制體積之面。

在此將離散後之各項作合併整理可得到: 

    

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

xx x xy y xz z
f

f

xy x yy y yz z
f

f

xz x yz y zz z
f

f

u
S S S cu

t

v
S S S cv

t

w
S S S cw

t

ρ σ σ σ

ρ σ σ σ

ρ σ σ σ

 ∂  ∆∀ = ⋅ ∆ + ⋅ ∆ + ⋅ ∆ − ∆∀  ∂
 ∂  ∆∀ = ⋅ ∆ + ⋅ ∆ + ⋅ ∆ − ∆∀  ∂
 ∂  ∆∀ = ⋅∆ + ⋅ ∆ + ⋅ ∆ − ∆∀  ∂

∑

∑

∑

         (3.7) 

其中∆∀ 為控制體積之大小， x
S∆ 、 yS∆ 、 z

S∆ 分別為 x , y ,z之面向量。 
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而應力項和位移梯度之關係式可由上一章節得到，將(2.2)式及(2.3)式作合併

處理可得如下: 

2 22 22 2

22 2

(1 )
(1 )

2 2

2

(1

y y yx x xz z z
xx

yx z

x

yy

d d dd d dd d d

x y z x x x y y y

dd d

z z z

d

x

λ υ λυ
σ λ υ λυ λυ

λυ

σ λυ λ

   ∂ ∂ ∂      ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂−    
= − + + + + + + + +           

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂              

 ∂ ∂ ∂   
+ + +     

∂ ∂ ∂     

∂
= +

∂

2 22 22 2

22 2

(1 )
)

2 2

2

(1 )

y y yx xz z z

yx z

yx z
zz

d d dd dd d d

y z x x x y y y

dd d

z z z

dd d

x y

λυ λ υ
υ λυ

λυ

σ λυ λυ λ υ

   ∂ ∂ ∂      ∂ ∂∂ ∂ ∂−   
− + + + + + + +           

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂              

 ∂ ∂ ∂   
+ + +     

∂ ∂ ∂     

∂∂ ∂
= + + −

∂ ∂ ∂

2 22 22 2

22 2

2 2

(1 )

2

y yx xz z

yx z

y yx x x
xy

d dd dd d

z x x x y y y

dd d

z z z

d dd d d

y x x y x

λυ λυ

λ υ

σ µ

   ∂ ∂      ∂ ∂∂ ∂   
+ + + + + +           

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂              

 ∂ ∂ ∂−    
+ + +     

∂ ∂ ∂     

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
= + + +  

∂ ∂ ∂ ∂ ∂  

y z z

y y yx xz z z
yz

y yx x xz
xz

d d d

y x y

d d dd dd d d

z y y z y z y z

d dd d dd

z x x z x z

σ µ

σ µ

 ∂     ∂ ∂ 
+      

∂ ∂ ∂     

 ∂ ∂ ∂      ∂ ∂∂ ∂ ∂   
= + + + +        

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂        

∂ ∂  ∂ ∂ ∂∂   
= + + + +    

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     

z zd d

x z

































 ∂ ∂  
    ∂ ∂   



                                                                 (3.8) 

其中
(1 )(1 2 )

E
λ

υ υ
=

+ −
、

2(1 )

E
µ

υ
=

+
，虛線內為非線性之項次。 

對於面上值的處理，可依頂點位置分為內部點和邊界點兩種。當為內部點

時，面上的值是取面上四頂點之平均值如圖 3.1；當為邊界點時，由於部分

面中心位於邊界上，故面上的值則是取邊界上的值做平均如圖 3.2，若以控

制體積下部面為例，其面上之值為 ( )5 7

1

2
f f f

φ φ φ= + ， 5fφ 和 7fφ 分別為邊界

面上之值，該值之計算將於後面做介紹。 
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3.1.2內部點位移梯度計算方式內部點位移梯度計算方式內部點位移梯度計算方式內部點位移梯度計算方式 

    在計算應力項(stress)之前，必須先考慮位移梯度的求得。在此將介紹以

內部點取控制體積時之計算過程，並將算出之位移梯度儲存在網格中心，即

控制體積之頂點，此和結構體之位移、速度儲存位置有所不同。首先將梯度

取體積分後，再透過高斯散度定理轉為面積分並離散可得如下: 

   
1 1 1

f f

fS

d dS dSφ φ φ φ
∀

∇ = ∇ ∀ = =
∆∀ ∆∀ ∆∀

∑∫∫∫ ∫∫
� �

�                      (3.9) 

其 中 ， 網 格 面 上 的 φ 值 是 將 面 的 四 個 頂 點 取 平 均 值 即

( )1 2 3 4

1

4
f f f f f

φ φ φ φ φ= + + + ，
1f ~

4f 分別為 f 面上的四個頂點如(圖 3.3)所示。 

3.1.3邊界點位移梯度計算方式邊界點位移梯度計算方式邊界點位移梯度計算方式邊界點位移梯度計算方式 

    當網格頂點為邊界點時，在計算上將使用到邊界面上的位移梯度，因此

需另外去計算。同樣的邊界位移梯度儲存的位置是在邊界面的中心，而計算

方式如下: 

   ( )b P Pbφ φ φ δ∇ = ∇ + ∇ ∇ ⋅
�

                                         (3.10) 

其中下標 b 代表邊界、 Pbδ
�

代表 P 到 b距離向量如(圖 3.4)所示。 

    將(3.10)式的梯度項利用(3.9)式相同之方法離散，即可得: 

     
1 1

( ) f f b b f f

f f b

S S Sφ φ φ φ
≠

 
∇ ∇ = ∇ ∆ = ∇ ∆ + ∇ ∆ 

∆∀ ∆∀  
∑ ∑

� � �
               (3.11) 

其中 f b≠ 代表不包含邊界的其餘各面。將(3.11)式代入(3.10)式可得邊界上之

位移梯度: 
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1

1
1

P f f Pb

f b

b

b Pb

S

S

φ φ δ

φ
δ

≠

∇ + ∇ ∆ ⋅
∆∀

∇ =

− ∆ ⋅
∆∀

∑
� �

� �
                                 (3.12) 

3.1.4 求解方法求解方法求解方法求解方法 

   將方程式對空間作離散化後，(3.7)式即為一階常微分程式(ODE)，在此加

入速度和位移之關係式並聯立可得如下:

  

 

    ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1

1

1

x

y

z

xx x xy y xz z
f

f

xy x yy y yz z
f

f

xz x yz y zz z
f

f

d
u

t

d
v

t

d
w

t

u cu
S S S

t

v cv
S S S

t

w cw
S S S

t

σ σ σ
ρ ρ

σ σ σ
ρ ρ

σ σ σ
ρ ρ

∂
= ∂


∂

= ∂


∂ =
 ∂
∂  = ⋅∆ + ⋅∆ + ⋅∆ −  ∂ ∆∀
∂   = ⋅∆ + ⋅∆ + ⋅∆ − ∂ ∆∀
∂   = ⋅∆ + ⋅∆ + ⋅∆ − ∂ ∆∀

∑

∑

∑

         (3.13) 

其中u 、v、w分別代表 X、Y和 Z 方向速度。 

對於求解上述之聯立方程組有許多方法，一般使用的直接解法在此會因為

網格點的耦合計算而造成不穩定現象，以及時間步階的選取必須夠小，如此

對於運算效率將會大大降低。故在此加入一個虛擬時間概念去求解，該法已

有效應用於流場計算中【【【【26-28】】】】。將上式等號左邊的微分項利用向後差分法

(backward Euler scheme)將其離散並移至等號右邊，另外在等號左邊加入一
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項虛擬時間的微分項
U

τ

∂

∂

��

，故可將方程式改寫成: 

    
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1

1

n n o
nx x x

n n o

y y y n

n n o
nz z z

n n o
n

xx x xy y xz z
f

f

n n o
n

xy x yy y yz z
f

f

d d d
u

t

d d d
v

t

d d d
w

t

u u u cu
S S S

t

v v v cv
S S S

t

τ

τ

τ

σ σ σ
τ ρ ρ

σ σ σ
τ ρ ρ

 ∂ −
= − + 

∂ ∆ 

 ∂ −
= − +  ∂ ∆ 

 ∂ −
= − + 

∂ ∆ 

 ∂ −  = − + ⋅∆ + ⋅∆ + ⋅∆ −   ∂ ∆ ∆∀ 

 ∂ −  = − + ⋅∆ + ⋅ ∆ + ⋅ ∆ −   ∂ ∆ ∆∀ 

∑

∑

( ) ( ) ( )
1n n o

n

xz x yz y zz z
f

f

w w w cw
S S S

t
σ σ σ

τ ρ ρ




















 ∂ −  = − + ⋅∆ + ⋅∆ + ⋅ ∆ −    ∂ ∆ ∆∀ 
∑

 

(3.14)           

其中上標 n 代表新的值，上標 o 代表上一個時間的值。 

在求解過程中，我們將變數 x
d
、 yd

、 z
d
、u 、v、w令為一個矩陣型式如下: 

    

U=

x

y

z

d

d

d

u

v

w

 
 
 
 
 
 
 
 
  

�

                                                        (3.15)

 

因此可將(3.14)式看成一個聯立常微分方程組，可表示成下式: 

    
( )

n
ndU

G U
dτ

=

�
� �

                                                    (3.16)
 

上式即為一個一階 ODE 型式，因此可使用一般常見的 ODE 數值方法求解，
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而本文將採用 Hamming 所提出的 Predictor-corrector method【【【【29】】】】來解此方

程式，其求解之步驟如下: 

Predictor:
  

τ
+ − − −

= + ∆ − +
�� �� �� �� ��1(0) 3 1 24

(2 2 )
3

m m m m m
pU U G G G                   (3.17) 

Corrector:  τ
+ + − + −

= − + ∆ + −
�� �� �� �� �� ��1( 1) 2 1 ( ) 11 3

(9 ) ( 2 )
8 8

m l m m m m l m
c pU U U G G G

         
(3.18)  

其中 τ∆ 代表虛擬之時間步階而下標 p 代表預測之值、c 代表修正後之值，

至於上標 m+1、m、m-1、m-2 代表在虛擬時間下之步階、(l)和(l+1)則為迭

代階數。 

疊代收斂條件疊代收斂條件疊代收斂條件疊代收斂條件 

    在虛擬時間法中必須在每個時階下疊代至收斂，其收斂與否將以殘值來

判斷，數學式表示如下: 

    6

1

( ) 10
N

n

i

G U −

=

≤∑
�� ��

                                                  (3.19) 

其中 N 代表網格頂點個數。 

3.1.5 邊界上之計算邊界上之計算邊界上之計算邊界上之計算 

    在結構體中相鄰邊界的控制體積如(圖 3.5)所示，當此邊界有外力之限

制條件時，此時處理方式跟內部點不一樣，因此我們必須額外處理。將邊界

上控制體積的面分為邊界面 b
f 和非邊界面 i

f ，在 b
f 面上我們直接給定此面

所負載之外力 F
�
，而在 i

f 面上給定方式和內部點一樣為面上所需的值。因此

在邊界上之計算可將(3.7)式改寫如下: 
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( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2

2

2

2

2

2

i b

i b

i b

x

xx x xy y xz z x

f f

y

xy x yy y yz z y
f

f

z
xz x yz y zz z z

f
f

d
S S S cu F

t

d
S S S cv F

t

d
S S S cw F

t

ρ σ σ σ

ρ σ σ σ

ρ σ σ σ

≠

≠

≠

 ∂
 ∆∀ = ⋅ ∆ + ⋅∆ + ⋅ ∆ − ∆∀ +  ∂

 ∂  ∆∀ = ⋅ ∆ + ⋅ ∆ + ⋅∆ − ∆∀ +  ∂
 ∂   ∆∀ = ⋅∆ + ⋅∆ + ⋅ ∆ − ∆∀ + ∂

∑

∑

∑     

(3.20) 

3.2流體力學數值方法流體力學數值方法流體力學數值方法流體力學數值方法 

    在流力計算中，主要可分成有限體積法的應用、PISO 法則的計算以及

邊界條件的處理，而對於控制體積的選取則在網格中心(cell-centered)上如

(圖 3.6)所示，並將所計算之速度和壓力儲存於其上。 

3.2.3有限體積法有限體積法有限體積法有限體積法 

由第二章中的動量方程式(2.8)式可以得到下列通式: 

    
( ) ( ) ( )gV V q

t

ρφ
ρ φ µ φ

∂
 + ∇⋅ − = ∇⋅ ∇ + ∂

� �
　                          (3.21)              

將上式積分後，可表示如下之積分型式: 

    ( ) ( )gd V V d d qd
t

ρφ ρ φ µ φ
∀ ∀ ∀ ∀

∂  ∀+ ∇⋅ − ∀ = ∇⋅ ∇ ∀ + ∀ ∂ ∫∫∫ ∫∫∫ ∫∫∫ ∫∫∫
� �

         (3.22) 

等式左邊第一項為非穩態項(Unsteady term)，第二項為對流項(Convection 

term)；等式右邊第一項為擴散項(Diffusion term)，第二項為源項(Source 

term)。源項的來源是壓力項，故 q P= − ∇ 。其中φ 為速度分量。 

    將(3.22)式之對流項和擴散項透過高斯散度定理由體積分轉換成面積
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分，即可得到下式: 

    ( )g

S S

d V V dS dS qd
t

ρφ ρ φ µ φ
∀ ∀

∂
∀ + − ⋅ = ∇ ⋅ + ∀

∂ ∫∫∫ ∫∫ ∫∫ ∫∫∫
� �� �

� �              (3.23)       

離散化離散化離散化離散化 

    將(3.23)式之各項進行離散整理，分別介紹如下 

非穩態項非穩態項非穩態項非穩態項(Unsteady term) 

    對於有移動邊界之不可壓縮流，其網格的體積會隨時間而改變。 

    
( )

( )o
d

t t

ρφ ρ
φ φ

∀

∂ ⋅ ∆∀
∀ = −

∂ ∆∫∫∫
     

                               (3.24) 

其中φ 是更新之值、
oφ 是上一個時間的值，因此在計算上可將

oφ 移進源

項。 

對流項對流項對流項對流項(Convection term) 

    將對流項進行離散化，可得: 

    ( ) ( )( )
f

r C

g f g f f f ff
f f fS

V V dS V V S m Fρ φ ρ φ φ− ⋅ = − ⋅ = =∑ ∑ ∑∫∫
� �� � � �

��           (3.25)  

其中
f

r
m� 代表相對於移動網格之質量流率、 C

fF 代表面上的對流通量、下標

f 代表面上的值。對於面上之值，可透過相鄰網格以線性內差的方式求得。 

    在 ALE座標系中，因動量方程式之對流項包含網格速度的變化，其會

直接影響面上的質量流率，所以在質量流率的計算上必須配合空間守恆定

律進行求解，可表示如下: 

    ( ) fr

f f g f ff
m V V S m

t

ρ
ρ

∆∀
= − ⋅ = −

∆

�� �
� �                             (3.26) 



 

21 

 

其中 f
m� 為流經面上的質量流率， f∆∀ 為移動網格所掃過之體積量。 

    本文在求解對流項所採用的方式為一階上風法(UD)和中央差分法(CD)

的混合式【【【【30】】】】，因此對流通量可整理如下: 

    ( )         C UD CD UD

f f f fF F F Fγ= + −
   

                               (3.27) 

其中γ 值介於 0~1 之間，當γ =0 時為一階上風法、γ =1 時為中央差分法。 

    在一階上風法中 f
φ 的值取決於上游，當 f

m� >0 時，則 f
φ = p

φ ；當 f
m� <0，

則 f
φ = nbφ 。在中央差分法裡， f

φ 的值為相鄰網格的內差，表示如下: 

    ( )1
f p nb

w wφ φ φ= − +
    

                                      (3.28) 

其中w為權重係數，下標 p 代表主格點的值，下標nb代表鄰近格點的值。 

故可將(3.27)式整理成下列型式: 

    ( ) ( )max , 0 max , 0C

f f p f nbF m mφ φ= − −� �  

             ( ) ( ) ( ){ }1 max ,0 max ,0o o o o

f p nb f p f nb
m w w m mγ φ φ φ φ + − + − + − � � �

 
 (3.29) 

其中上標 o 代表上一個時間的已知數，因此在計算上將其移進源項。 

擴散項擴散項擴散項擴散項(Diffusion term) 

    將(3.23)式的擴散項進行離散化，可得: 

   ( )D D

f f f f

f fS

F dS S Fµ φ µ φ= ∇ ⋅ ≈ ∇ ⋅ =∑ ∑∫∫
� �

�
 

                       (3.30)           

    其中 f
µ 代表面上的黏滯係數、 D

fF 代表面上的擴散通量。針對非結構性

網格而言，將採用 Over-Relax approach 來近似原來之面法向量。首先將 fS
��

表示如下: 
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   ( )f fS d S d= + −
� �� �

 
                                            (3.31)               

上式等號右手邊第一項為正交向量、第二項為非正交向量。 

其中正交向量 d
��
定義如下: 

    

2

f

Pnb

Pnb f

S
d

S
δ

δ
=

⋅

�

� �
� �

 

                                             (3.32)         

其中 Pnb
δ
�

定義如(圖 3.7)所示。將(3.30)式、 (3.31)式和(3.32)式合併整理可得: 

    ( ) ( )
2

f fD o

nb P f f f

f Pnb f

S
F S d

S

µ
φ φ µ φ

δ

 ∆
 = − + ∇ ⋅ ∆ −
 ⋅ ∆
 

∑
�

��
� �                    (3.33)        

其中上標 o 代表上一個時間的已知數、 o

f
φ∇ 由相鄰網格線性內差得到。且

上式右手邊第一項為正交項、第二項為非正交項，在計算上將已知數非正交

項移進源項。 

源項源項源項源項(Source term) 

    將源項離散化可表示為: 

    qd q
∀

∀ = ⋅ ∆∀∫∫∫                                               (3.34) 

其主要來源是壓力項。 

    而壓力項的面積分簡化近似為: 

   f

fS

P dS P dS P⋅ ≈ ⋅ = ∇ ⋅∆∀∑∫∫
� �

�                                  (3.35) 

線性代數式的整理線性代數式的整理線性代數式的整理線性代數式的整理 

    透過前面的推導，可將非穩態項、對流項、擴散項和源項合併後，即可

得到下列的線性代數式: 
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   P p nb nbA A Qφ φ= +∑
   

                                        (3.36)          

其中 P nbA A
t

ρ
∆∀

= +
∆

∑
    

                                       (3.37) 

    ( )
2

max , 0
f f

nb f

Pnb f

S
A m

S

µ

δ
= + −

⋅

�

�� �

    

                                (3.38)  

    ( ) ( ){ }o
CD UD o o o

f f f f f

f

Q F F S d P
t

γ µ φ ρ φ
∆∀ = − − + ∇ − − ∇ ⋅∆∀ +  ∆

∑
��

  

    (3.39)   

3.2.4 PISO演算法演算法演算法演算法 

    在前面介紹了動量方程式的求解方式，但是在物理上其實未滿足連續方

程式。因此為了滿足連續方程式，必須透過壓力和速度的關係式來加以修

正。到目前為止，已發展出幾種壓力和速度的耦合方式【【【【31】】】】。因本文為非

穩態流場，所以採用 PISO 演算法來修正動量方程式所得到的壓力和速度

【【【【32】】】】，如此一來即可滿足連續方程式。使用 PISO 演算法的好處是，此解

法不需經由反覆的疊代，該過程為一次預測步驟和兩次修正步驟，因此可以

節省很多的計算時間。 

預測步驟預測步驟預測步驟預測步驟 

    將(3.36)式中 Q裡的壓力項提出表示成下式: 

   ( )*

P P nb nb P

nb

A V A V S P
∗ ∗= + − ∇ ∆∀∑
� �

 
                              (3.40)           

將上式各項同除以 P
A可得如下: 

    
*

P P P PV H D P
∗ ∗= − ∇
� �

   

                                           (3.41)            
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其中
*

nb nb

nb
p

p

A V S

H
A

∗ +

=
∑

�

���

、 P

p p

D
A

 ∆∀
=   
 

。 

同樣的，面上速度和壓力之關係式可透過(3.41)式表示成: 

 
*

ff f fV H D P
∗ ∗= − ∇
� �

    

                                         (3.42)          

其中
* *

f f
ffH V D P

∗ = + ∇
� �

      

                                 

而上標”―”表示面上 f 的值是由主格點 p和相鄰之格點nb內差所得，如下: 

   (1 )f p nb p pP w P w P∇ = ∇ + − ∇                                       (3.43) 

   (1 )f p nb p pV w V w V= + −
� � �

                                    (3.44) 

其中 p
w為權重因子(weighting factor) 

而 fD 的值為主格點和相鄰格點取平均，如下: 

( )1

2
f p nb

D D D= +

          

                                   (3.45) 

    由空間守恆定理可知【24】，ALE座標系的連續方程式可簡化為和網格

速度無關之連續方程式，因此面上的質量流率可改寫為: 

    f f f f
m V Sρ∗ ∗= ⋅

��
�  

    ( )
2

* * * *
    

f
fff f f nb p f Pnb

Pnb f

S
V S D P P P

S
ρ ρ δ

δ

 ∆
   = ⋅ ∆ − − − ∇ ⋅

  ⋅ ∆
 

�
�� � �

� �      (3.46)

第一次修正步驟第一次修正步驟第一次修正步驟第一次修正步驟 

    在前一個步驟已求得速度
fV
∗
�
和壓力 *

P 仍然尚未滿足連續方程式，因此接

下來必須做第一次的修正。在此假設第一次修正後的速度為
**

V
�

、壓力為

**
P ，故第一次修正中，速度和壓力的關係如下: 
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**

P P P PV H D P
∗∗ ∗= − ∇
� �

     

                                        (3.47) 

在此之 PH
∗
�

和預測步驟內相同，故可將(3.47)式與(3.41)式相減，可得到速度

修正量和壓力修正量的關係式為: 

     
P P P

V D P′ ′= − ∇
�

    

                                         (3.48) 

其中V V V
∗∗ ∗′ = −

� � �

；
' ** *

P P P= − 。 

相同地，面上之速度修正量可表示為: 

   
f f f

V D P′ ′= − ∇
�

     

                                            (3.49) 

 

 

因此第一次修正後的流量值可以表示成下列: 

   

( ) ( )
2

f f f f f

f
f ff f nb P f f f

Pnb f

m m V S

S
m D P P D P S d

S

ρ

ρ ρ
δ

∗∗ ∗

∗

′= + ⋅ ∆

∆
′ ′ ′≈ − − − ∇ ⋅ ∆ −

⋅ ∆

��
� �

�

��
� � �

　

　   

          

(3.50) 

在此依舊採用擴散項介紹之 Over-Relaxed approach。 

為了滿足質量守恆，因此對於所有面上流量的總和應該為 0，表示如下: 

    + =0
f f f

f f f

m m m
∗∗ ∗ ′=∑ ∑ ∑� � �

    

                                  (3.51) 

將(3.50)式代入(3.51)式，可整理成線性代數式: 

    
1 1

1 2P P nb nb P P

f

A P A P S S′ ′= + +∑
   

                                (3.52) 

其中上標”1”代表第一次修正，而其它定義如下所示: 

    

2

f
fnb f

Pnb f

S
A D

S
ρ

δ
=

⋅ ∆

�

� �

      

                                    (3.53) 

    P nb

f

A A=∑
      

                                            (3.54)   
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1

1P f

f

S m
∗= −∑ �

         

                                        (3.55) 

    ( )1

2 fP f f f

f

S D P S dρ ′= ∇ ⋅ −∑
��

   

                                  (3.56) 

第二次修正步驟第二次修正步驟第二次修正步驟第二次修正步驟 

    在第一次的修正步驟中，得到了第一次修正過後的速度 **
V
�
和壓力 **

P 。

在第二次修正步驟中，如同第一次修正步驟的方法，可得到速度和壓力之關

係式如下: 

    
***

P P P P
V H D P

∗∗∗ ∗∗= − ∇
� �

  

                                         (3.57) 

將上式與一次修正量(3.47)式做合併可得: 

    
P P P P

V H D P′′ ′′′= − ∇
� �

     

      

                     

           (3.58) 

其中V V V
∗∗∗ ∗∗′′ = −

� � �

、
*** **

P P P′′∇ = ∇ − ∇ 。相同地，可得面上之速度修正量為: 

    f f P P
V H D P′′ ′′′= − ∇
� �

     

      

                     

            (3.59) 

其中 f
H ′
�

可藉由主格點 p和相鄰之格點nb內差得到。 

因此第二次修正後的流量值可以表示成下列: 

     

( ) ( )
2

f f f f f f f

f
f f ff f nb P f f f f f

Pnb f

m m m m V S

S
m D P P D P S d H S

S

ρ

ρ ρ ρ
δ

∗∗∗ ∗∗ ∗∗

∗∗

′′ ′′= + = + ⋅∆

∆ ′′′ ′′ ′′− − − ∇ ⋅ ∆ − + ⋅∆
⋅∆

��
� � � �

�

����� �
� � �

　

　  = 

  

(3.60) 

在此必須滿足質量守恆，表示如下: 

    0
f f f f

f f f f

m m m m
∗∗∗ ∗∗ ′′ ′′= + = =∑ ∑ ∑ ∑� � � �

   

                            (3.61) 

將(3.60)式代入(3.61)式，整理後即可得到下列的線性代數式: 
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2 2

1 2P P nb nb P P

f

A P A P S S′′′′ = + +∑
   

                                (3.62)         

其中上標”2”代表第二次修正，而其它定義如下所示: 

    

2

f
fnb f

Pnb f

S
A D

S
ρ

δ
=

⋅

�

� �

    

                                       (3.63) 

    P nb

f

A A=∑
          

                                        (3.64) 

    2

1

nb nb

f

P f f

P

f

A V

S S
A

ρ

 ′
 

= − ⋅ 
 
 

∑
�

�

            

                          (3.65) 

    ( )2

2 fP f f f

f

S D P S dρ ′′= ∇ ⋅ −∑
��

                      

               (3.66)               

3.2.5邊界條件邊界條件邊界條件邊界條件 

出口流量邊界的速度計算出口流量邊界的速度計算出口流量邊界的速度計算出口流量邊界的速度計算 

    在計算壓力邊界上的速度，我們採用對流邊界條件(Convective Boundary 

Condition)，其數學式表示如下: 

    0cu
t x

φ φ∂ ∂
+ =

∂ ∂    
                                           (3.67) 

經由離散後可得下式: 

    0
n o n n

b b b nb
cu

t x

φ φ φ φ− −
+ =

∆ ∆  
                                       (3.68) 

其中上標n　、o 分別代表新跟舊的值，下標b、nb分別代表邊界跟相鄰的網

格。將(3.68)式整理如下: 
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1

o n
n b nb
b

Cr

Cr

φ φ
φ

+
=

+        
                                       (3.69)  

其中 cu t
Cr

x

∆
=

∆
，C r 為 Courant number。 

3.2.6流固耦合演算流程流固耦合演算流程流固耦合演算流程流固耦合演算流程 

    在流固耦合分析中，可將演算流程分成三部分來作探討，即結構體和流

場之計算以及移動網格之重置，在進行演算前，先將所有變數予以初始化，

接著進行計算之流程步驟: 

    對結構體而言，因為其置於流場中，故受到流場作用於其表面之壓力及

剪應力之影響而造成其擺動，該外力即為結構體之作用力邊界條件，如此便

可透過虛擬時間之預測修正法求解固力統御方程式，以得到位移和速度。 

    網格部分則可依據流場之位置大致分成四部分如(圖 3.8)所示，其中區

域 1 之網格將予以固定，其他區域則會根據更新後之結構體位置，進行網

格的重新配置，該重置過程將採用線性內差法來處理。 

    在網格配置完成後，便可開始進行流場之計算。其中流場和結構體交界

面之位置，可由前面之運算得到，最後在採用 PISO 法則進行流場之壓力和

速度的求解，進而可得到施加於結構體表面之壓力及剪力。 

    求解之順序可分成，結構體之位移計算、網格的重置以及流場之壓力和

速度計算，重複以上之計算如(圖 3.9)所示，直到模擬所設定之最大時間步

階即停止，如此便可以觀察結構體於流場中之模擬擺動情形。 
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第四章第四章第四章第四章、、、、結果與討論結果與討論結果與討論結果與討論 

4.1固力分析固力分析固力分析固力分析 

    本文在固體力學計算模擬中，將探討三維線性結構體在不同之幾何形

狀和不同之受力條件下，其和理論解之誤差分析比較，其內容包含網格精準

度分析、不同負載形式之變化等。故可將求解模型分為兩類，分別為三維懸

臂樑及三維平板之受力問題，對於求解之方法將採用虛擬時間之預測修正

法來處理。 

4.1.1 三維線性懸臂樑受力分析三維線性懸臂樑受力分析三維線性懸臂樑受力分析三維線性懸臂樑受力分析 

    在此主要針對懸臂樑的受力問題做一研究探討，其內容包含網格測試、

擺動頻率分析、不同形式外力負載之懸臂樑。 

4.1.1.1網格測試網格測試網格測試網格測試 

    本小節測試的例子為一懸臂樑在其尾端承受一均勻分佈力如(圖 4.1)，

以觀察其在不同網格密度下之精確度分析，在模擬中將結構體切割成五種

不同網格大小，由疏到密分別為 20x2x2、40x4x2、40x4x4、60x6x4、80x8x4

如(圖 4.2)，至於結構體材料性質和幾何尺寸列於表(一)。在此施加於結構體

上之均勻分佈力 F 為 200N，所使用之真實時間步階為 0.01sec，虛擬時間步

階為 0.001sec。  

   由幾何尺寸可得知，懸臂樑之厚度為單位長度，故在此施加之均勻分
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佈力亦等於在二維情況下施加於尾端之單點受力。由此可知，對於本次模

擬之三維懸臂樑受力問題，可以藉由自由端尾端的位移理論值【【【【33】】】】來進

行驗證，如下所示: 

    

3

3
x

FL
d

EI
=−                                                        (4.1) 

透過上式，將變數代入可得理論之位移 0.08 xd 　m=− 。而懸臂樑於各

種網格密度下所計算之位移和誤差列於表(二)，由(圖 4.3)可得知，在網格數

為 60x6x4 時誤差在 1%左右，已在可接受之範圍，將網格再加密時可看出

最後兩組之誤差皆在 1%以下且差距非常小。對於以下之懸臂樑模擬皆以

60x6x4 之網格數為基準，以觀察其在不同條件下之反應現象。由(圖 4.4)可

以觀察到，懸臂樑在受力過程中 A 點於 X 方向之變化情形，以及懸臂樑整

體之位移變化如(圖 4.5)，結構體將因與外力達成力平衡狀態而不在變化。 

4.1.1.2擺動頻率分析擺動頻率分析擺動頻率分析擺動頻率分析  

    為了進一步了解結構體之擺動型態，可藉由探討懸臂樑之擺動頻率和

週期來判斷其模態種類。在測試中將懸臂樑前 60秒受限於外力負載而達穩

態，之後將外力移去後並將阻尼係數設定為零，以觀測其自由擺動現象如

(圖 4.6)，該擺動軌跡依舊以 A 點為基準。 

    其中可藉由 Bernoulli-Euler 樑理論分析，求得均勻樑之自然頻率，而該

頻率會隨著樑的邊界條件不同而有差異性。在此分析之例子將以懸臂樑為
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基準，其第一振動模態之自然角頻率【【【【34】】】】如下所示: 

    
4

3.516
EI

mL
ω =                                            (4.2) 

其中 m 代表單位長度的質量、I 代表面積慣性矩。而 I 可表示如下: 

    
3

12
=

db
I                                                  (4.3)

自然頻率 fHz 和角頻率ω rad/sec 之關係如下: 

    
2

ω

π
=f                                                  (4.4) 

    透過 (4.2)式即可得本文模擬之懸臂樑的第一自然角頻率為 0.315 

rad/sec，再藉由(4.4)式即可得到結構體之振動頻率和週期分別為 0.05Hz 和

20sec。在此將使用快速傅立葉轉換對擺動軌跡進行分析如(圖 4.7)所示，由

圖中可以發現，擺動軌跡主要以振幅大小 0.0767m、擺動頻率 0.05Hz 之波

形所形成，並將此結果和理論頻率、週期做一比較，可以發現是完全吻合，

亦顯示出懸臂樑之擺動型態將以第一模態做變形。 

4.1.1.3不同形式外力負載之懸臂樑不同形式外力負載之懸臂樑不同形式外力負載之懸臂樑不同形式外力負載之懸臂樑 

    在流固耦合模擬中，結構體置於流場內部且結構表面將因流場之作用力

影響而產生擺動現象，對於結構體而言該作用力並非前面討論之局部均勻

受力，而是將結構體完全包覆之作用力。故在本小節將施力範圍由局部均勻

受力延伸至結構體上方之線性均勻受力如(圖 4.8)所示，其中施加於結構上

之作用力w為 100N/m2，結構體材料性質和幾何尺寸和前小節相同。對於此
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作用力施加於懸臂樑時，其尾端 A 點之位移理論值【【【【33】】】】為: 

    
4

8
x

wL
d

EI
=−     

   
                                        (4.5) 

其中可透過(4.5)式計算得到理論位移值為-0.3 m，而本文模擬得到之 A 點位

移量為-0.302 m，並以本文模擬數據與理論值做一比較可得其誤差在 1%以

內。 

4.1.2 三維線性平板受力分析三維線性平板受力分析三維線性平板受力分析三維線性平板受力分析 

    在本節主要針對平板的受力問題做一分析比較，其內容包含網格測試、

應力分析以及不同形式外力負載之平板。 

4.1.2.1網格測試網格測試網格測試網格測試 

    在此測試的例子為一四邊固定(clamped boundaries)之平板在其上方承

受一均勻分佈力如(圖 4.9)所示，以觀察其在不同網格密度下之精確度分析，

在模擬中將平板切割成五種不同網格大小，由疏到密分別為 10x10x5、

20x20x5、40x40x10、50x50x10、60x60x10 如(圖 4.10)，至於平板材料性質

和幾何尺寸列於表(三)。在此施加於平板上之均勻分佈力 q 為 10N/m2，所

使用之真實時間步階為 0.001sec，虛擬時間步階為 0.0001sec。  

   對於此模擬問題，會在平板中央之 A 點產生最大位移變化量，該位移

可由理論公式表示如下【【【【35】】】】: 

     
4

0.00126x

qL
d

D
= −                                                 (4.6) 
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其中 L 為平板之邊長、D 值可由下式得到: 

( )

3

212 1

Et
D

υ
=

−
                                                    (4.7) 

其中 t 為 平板厚度 。透過上式， 將變 數代入可得理論 之位 移

0 . 0 1 7 6  xd 　m= − 。而平板於各種網格密度下所計算之位移和誤差列於表

(四)，由(圖 4.11)可得知，在網格數為 20x20x5 時誤差在 1%以內，已在可接

受之範圍，將網格再加密時可看出其誤差已經非常小。接著由位移變化圖可

以觀察到(圖 4.12)，其位移將以平板中心為主，呈現同心圓的變化分佈，進

而觀察(圖 4.13)和(圖 4.14)其為在 xz 平面及 xy 平面之位移剖面圖，兩者呈

現之結果相同。對於以下之平板模擬皆以 20x20x5 之網格數為基準，以觀

察其在不同條件下之反應現象。 

4.1.2.2應力分析應力分析應力分析應力分析 

    為了進一步了解平板之應力分佈型態，在此將均勻受力下之平板進行

應力分析，對於四邊固定(clamped boundaries)之平板而言，其在受力後，最

大之正向應力( )
m a xy yσ

、( )
m a xz zσ 將發生在平板周圍的中點，其理論之應力

大小如下所示【【【【35】】】】: 

( ) ( ) max
max 2max

6
yy zz

M

t
σ σ= =                                       (4.8) 

其中 t 為平板厚度， maxM 可由下式得到: 

2
max 0.0513M qL=                                                  (4.9) 

由以上之計算公式可得到，理論之最大應力為 2462Pa，接著觀察(圖 4.15)和
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(圖 4.16)可以發現其最大應力分佈在周圍的中點，且模擬得到之最大應力為

2500Pa，此結果和理論值近似。接著進行平板之剪應力分析，由理論剪應力

計算公式可得如下【【【【35】】】】: 

( ) ( )
max

1

2
yz yy zzσ σ σ= −                                           (4.10) 

    由(圖 4.17)可發現，其剪應力將以對角線對稱分佈，且在平板中央的剪

應力大小為 0，此結果和理論公式(4.10)式計算相同。 

4.1.2.3不同形式外力負載之平板不同形式外力負載之平板不同形式外力負載之平板不同形式外力負載之平板 

    在前面已經介紹過平板於均勻受力下，其位移變化和應力分佈之情形，

在此將以不同形式之外力負載作用於平板上，即在平板中點處施加以 200N

之作用力 F 如(圖 4.18)，其平板材料性質和幾何尺寸和前面相同，在此可由

理論公式得到最大位移量，如下所示【【【【36】】】】: 

2

0.0056x

FL
d

D
=−                                                 (4.11) 

在此將平板之變數代入，可得理論之位移為 -0.00391m，而本篇模擬中，以

網格密度 20x20x5 為基準，得到之位移為 -0.00401m，由此可得知，兩者之

結果非常近似。 

4.2流固耦合分析流固耦合分析流固耦合分析流固耦合分析 

    在流固耦合分析中，主要是探討二維非線性結構體置於流場內，結構表

面受到流體之壓力及剪力之影響，進而觀察結構體隨時間變化之擺動情形，
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流場區域會隨著結構體之擺動現象而變動其範圍，進而影響流場之速度及

壓力。在本節將探討渦流致動彈性平板之例子，並設定其阻尼係數 c 為零。

計算中，主要可以分成兩部份，即固力、流力計算，在固力計算中，將採用

虛擬時間之預測修正法來處理，流力部份則是採用 PISO 法則來演算，故在

耦合過程中，時間步階必須具有一致性。在選用時間步階時必須滿足

(Courant-Friedrichs-Lewy Stability Condition)CFL穩定性收斂條件如下: 

    n

c
C

x

τ∆
=
∆

                                               (4.12) 

其中 2/ (1 )c E ρ υ= − 為波傳速度、 x�為網格的特徵長度。 

在此以固力計算為基準，虛擬時間步階採用 10-6sec，真實時間步階採用 10-

4sec，並將以上之條件代入(4.12)式可得虛擬時間步階下 Cn為 0.1，真實時間

下 Cn為 10。對於穩定性條件而言，固力在以虛擬時間下計算已達其穩定條

件 Cn小於 1，故將採用此組時間步階，而流場之計算時間步階將以其真實

時間為主來進行耦合，由公式中可以發現，時間步階將與網格之特徵長度成

正比，即在計算中，隨著網格密度的增加，網格特徵長度會因而變小，時間

步階也必須跟著調小，才能符合穩定性收斂條件。 

4.2.1渦流致動之彈性平板渦流致動之彈性平板渦流致動之彈性平板渦流致動之彈性平板 

    當流體流經一鈍形物體時，會產生非穩態之渦流逸散(vortex shedding)，

即流體在物體之上下壁面會產生週期性的脫離現象。故在本篇研究中，將一

非線性彈性平板固定於正方阻塊後方，並將其置於流場內部以觀測其流固
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耦合現象如(圖 4.19)。其中彈性平板和流體之性質分別列於表(五)和表(六)，

結構體所使用之網格密度為 64x6，流場之網格數則為 62376(圖 4.20)。在此

測試三種不同之均勻入口流速，分別為 17、31.5、44.8 cm/s，並以阻塊大小

為特徵長度可計算出相對應之雷諾數分別為 110、204、290。(圖 4.21)即為

在不同雷諾數下平板尾端頂點的位移反應圖，由圖中可發現，頂點之擺動幅

度及頻率快慢將因雷諾數之不同而有所差異。在此搭配快速複立葉轉換進

行分析，可得知位移反應圖之擺動頻率，進而可了解到結構體之擺動型態為

何。 

    在雷諾數為 110 時，可由(圖 4.21 a)發現到其頂點之位移變化量非常小，

並對該變化量進行快速複立葉分析可得到其擺動頻率為 0.65Hz(圖 4.22 a)，

將此結果和(4.2)式得到之第一共振頻率 0.61Hz 做一比較，可發現其擺動現

象將以第一模態為主。接著觀察流場流線如(圖 4.23)，可發現在平板周圍形

成一封閉型式之對稱渦流，此乃造成平板上下方幾乎沒有壓差而位移變化

量非常小之主因，且該尺度大小已經大於平板之長度，此現象說明該流動已

達到穩態。一般而言，渦流逸散開始於雷諾數約 50，在此還未出現渦流逸

散的原因可能是固定於阻塊後方之平板抑制上下方渦流之交互作用【【【【37-

38】】】】，另外的原因可能是流場外部之管壁所影響，此原因不是本文研究之重

點，故不深入探究。 

接著提高雷諾數至 204，由(圖 4.21 b)可以很明顯的觀察到，平板在初
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期的擺動現象並不明顯，但和流體之交互作用下，其振幅隨之增加，擺動頻

率亦隨之加快，接著將位移變化圖進行快速複立葉分析如(圖 4.22 b)，圖中

顯示出該位移之頻率由 3.85Hz和較微弱之頻率 1Hz 所組成。但該擺動現象

主要以頻率 3.85Hz 做週期性的擺動，該頻率接近第二共振頻率 3.8Hz，計

算公式【【【【34】】】】如下所示: 

4
22.035

EI
w

mL
=

   
                                       (4.13) 

由流場流線(圖 4.24)可以觀察到，平板之擺動現象呈弓狀形，該形狀亦

說明其擺動屬於第二模態。由於彈性平板之擺動和變形造成流體於阻塊後

方形成數個渦流，大致上而言，平板彎曲時，其內側會產生一個較大之渦流，

另外一側則會產生兩個渦流，其中一個為剛形成之較小尺寸渦流，當平板擺

動現象從凹狀變成凸狀時，流場之形態也隨之改變，值得注意的是，隨著擺

動型態週期性的改變，沒有渦流逸散從平板尾端出現。接著觀察流場壓力圖

(圖 4.25)，當平板往下擺動時，可看出在平板的下方壓力大、上方壓力較小，

而當平板往上擺動時，此時平板上方壓力大、下方壓力較小，此現象可說明

平板上下方之壓力差即為擺動現象之主因。 

 最後觀察雷諾數在 290 時之擺動情形如(圖 4.21 c)，其擺動幅度隨著雷

諾數之增加而變大，擺動現象亦趨向複雜化。接著對位移反應圖進行快速複

立葉轉換如(圖 4.22 c)，由圖中可發現其主要頻率分別為 1Hz 和 4.067Hz，

將此結果和第一共振頻率 0.61Hz 及第二共振頻率 3.8Hz比較，可以發現擺
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動型態接近兩種之模態。進而觀察流場流線(圖 4.26)，可發現渦流分佈比在

低雷諾數下複雜許多，而在時間 t =14.65sec 時，平板尾端下半部有一渦流

分離，由此可推得，隨雷諾數繼續增加，渦流逸散形成 Karman vortex street

將明顯出現。在流場壓力中(圖 4.27)，可發現渦流產生之區域即為低壓區，

且低壓區將伴隨流動趨勢而往下游方向移動。 
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第五章第五章第五章第五章、、、、結論結論結論結論 

在本文研究中可將結果歸納成以下幾點: 

� 在流固耦合計算中，為了在流體和固體之耦合計算上能達成一致性，故

在此發展非結構性網格有限體積法於固體力學中，且該法已能有效運用

於典型的三維懸臂樑和平板的問題。 

� 在固力計算中，使用虛擬時間之預測修正法進行求解，並將求解模型分

為三維懸臂樑和平板兩類，進行網格精確度測試及不同外力負載之試

驗。經由分析後可發現，結構位移與理論解非常接近，另外也與文獻比

較，在應力分析中可得相似之趨勢分佈。 

� 本文所採用之計算方法在固體力學計算中，於不同之求解模型和不同之

受力條件下，皆可得到理想之精確度。 

� 在流固耦合計算中，固力使用的時間步階受限於結構體的幾何尺寸和性

質，故可藉由虛擬時間法進行求解，以達到收斂穩定度的標準，進而在

流體和固體之耦合上達到相同之時階下進行分析。 

� 由耦合模擬可發現，在雷諾數 110 時，阻塊後方形成對稱之封閉尾流，

且流場已趨於穩態。進而觀察雷諾數 204 時，流場呈現非穩態且週期性

的流動，結構體擺動現象亦較顯著，但在此還未觀察到 vortex shedding 

現象。最後再提高雷諾數至 290 時，可發現已經有渦流從平板頂點脫

離。結果顯示出於阻塊後方固定一平板，將會影響 vortex shedding 現象
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發生之機制。 

� 在耦合分析中，渦流致動之彈性平板問題為較大變形的位移，因此在分

析上應考慮以三維模型來分析，以提高計算之準確性。 
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表(一)懸臂樑的材料性質和幾何尺寸【20】 

 

楊氏係數 Young's modulus (MPa) 蒲松比 Poisson's ratio 密度( 3k g m ) 

E  ν  ρ  

10 0 2600 

 

長度(m) 厚度(m) 深度(m) 

L b d 

20 2 1 

 

 

表(二)懸臂樑在不同網格數下之位移和誤差百分比 

 

網格數 位移(m) 誤差(%) 

20x2x2 -5.358x10-2 33.02 

40x4x2 -7.815x10-2 2.31 

40x4x4 -7.816x10-2 2.3 

60x6x4 -8.043x10-2 0.53 

80x8x4 -8.088x10-2 1.1 

 

 

表(三)平板的材料性質和幾何尺寸【35】 

 

楊氏係數 Young's modulus (MPa) 蒲松比 Poisson's ratio 密度( 3k g m ) 

E  ν  ρ  

10 0.3 2600 

 

長度(m) 寬度(m) 高度(m) 

L b t 

20 20 0.5 
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表(四)平板在不同網格數下之位移和誤差百分比 

 

網格數 位移(m) 誤差(%) 

10x10x5 -1.776x10-2 0.91 

20x20x5 -1.766x10-2 0.34 

40x40x10 -1.791x10-2 1.76 

50x50x10 -1.788x10-2 1.59 

60x60x10 -1.779x10-2 1.07 

 

 

表(五) 渦流致動之彈性平板的結構參數【21】 

 

楊氏係數 Young's modulus ( 2g cm si ) 蒲松比 Poisson's ratio 密度( 3g c m ) 

E  ν  ρ  

2x106 0.35 2 

 

 

表(六) 渦流致動之彈性平板的流體參數【21】 

 

黏滯係數 viscosity( / ig cm s ) 密度( 3g c m ) 

µ  ρ  

1.82x10-4 1.18x10-3 
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圖 3.1 內部點控制體積之示意圖 
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圖 3.2邊界點控制體積之示意圖 
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圖 3.3 位移梯度計算示意圖 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 3.4邊界位移梯度計算示意圖 
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圖 3.5 相鄰邊界的控制體積計算示意圖 

 

圖 3.6 以網格中心為控制體積之示意圖 

 

fb 

Control Volume 

P 

Boundary 

Force 



 

52 

 

 

圖 3.7 主格點和鄰近格點之控制面示意圖 

 

圖 3.8 流場網格分割區塊圖 
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圖 3.9 求解流程圖 
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圖 4.1 均勻受力之懸臂樑示意圖 
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Grid = 20x2x2                  Grid = 40x4x2 

 

 

Grid = 40x4x4                  Grid = 60x6x4 

 

 

Grid = 80x8x4 

 

圖 4.2 懸臂樑五種不同網格數 
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圖 4.3 懸臂樑網格精準度之誤差分析 

 

圖 4.4 懸臂樑尾端頂點的位移反應 
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圖 4.5 懸臂樑整體之位移變化 

 

圖 4.6 懸臂樑尾端頂點自由擺動之位移反應 
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圖 4.7 懸臂樑尾端位移之頻譜圖 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 4.8 懸臂樑上方全面受力之示意圖 
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圖 4.9 平板上方全面受力之示意圖 
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Grid = 10x10x5                  Grid = 20x20x5 

 

Grid = 40x40x10                  Grid = 50x50x10 

 

Grid = 60x60x10 

圖 4.10 平板五種不同網格數 
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圖 4.11 平板網格精準度之誤差分析 

 

圖 4.12 平板之位移變化圖 
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圖 4.13 平面 XZ 之位移剖面圖 

 

圖 4.14 平面 XY 之位移剖面圖 
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圖 4.15 方向 Z 之正向應力 

 

圖 4.16 方向 Y 之正向應力 
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圖 4.17 方向 YZ 之剪應力 

 

 

 

 

 

 

圖 4.18單點受力之平板示意圖 
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圖 4.19渦流致動彈性平板之示意圖 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 4.20渦流致動彈性平板之網格圖 
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(a)Re = 110 

 

(b)Re = 204 

 
(c)Re = 290 

圖 4.21 在不同雷諾數下彈性平板尾端頂點的位移反應 
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(a) Re = 110 

 

 
(b) Re = 204 

 

 
(c) Re = 290 

 

圖 4.22 在不同雷諾數下彈性平板之頻譜圖 
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圖 4.23雷諾數 110，在時間 t=20(s)時流場流線和壓力圖 
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(a) t=19.75(s)                    (b) t=19.8(s) 

 

(c) t=19.875(s)                  (d) t=19.925(s) 

 

(e) t=20(s) 

 

圖 4.24雷諾數 204，彈性平板擺盪一個周期之流場流線圖 
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(a) t=19.75(s)                    (b) t=19.8(s) 

 

(c) t=19.875(s)                  (d) t=19.925(s) 

 

(e) t=20(s) 

 

圖 4.25雷諾數 204，彈性平板擺盪一個周期之流場壓力圖 
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(a) t=14.6(s)                    (b) t=14.65(s) 

 

(c) t=14.7(s)                  (d) t=14.75(s) 

 

(e) t=14.875(s) 

 

圖 4.26雷諾數 290，彈性平板擺盪一個周期之流場流線圖 
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(a) t=14.6(s)                    (b) t=14.65(s) 

 

(c) t=14.7(s)                  (d) t=14.75(s) 

 

(e) t=14.875(s) 

 

圖 4.27雷諾數 290，彈性平板擺盪一個周期之流場壓力圖 

 

 

 


