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中文摘要 

功能梯度材料(functionally graded material，簡稱 FGM)是指由兩種或

多種材料經由材料結構、性能與組成的連續變化，來達到所要求的功能

性，其材料性質分佈為某一空間座標的函數。材料性質的連續性不僅強

化了材料本身的強度、韌性及耐高溫性，亦使其內部界面消除。解決傳

統層狀複合材料容易在層與層的界面上產生脫離破壞之現象。因此，在

近二十幾年來，功能梯度材料被廣泛應用於各種領域，如電子，化學，

光學，生醫科技，航太和機械工程…等等。 

各種形狀的板殼元件常被應用在工程結構上，在板結構之設計上，

常常會產生尖角或 V 型缺口，而該處即會發生應力奇異之問題。當數值

分析具有應力奇異點之結構元件時，該奇異點的特性須被正確之模擬，

方能得到準確之解。此論文主要的目的是，推導功能梯度材料厚板的漸
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近解並探討板幾何所致的應力奇異性；進而將漸近解引入懸臂斜形板和

具邊緣裂縫簡支承矩形板之振動分析中，並用以決定具邊緣裂縫矩形板

的應力強度因子。本研究主要有三，分述如下： 

首先，本研究基於 Reddy 三階板理論，以特徵函數展開法

(eigenfunction expansion) 求解以位移表示的平衡方程式，建構由於邊界

條件不連續或尖角之存在所引致功能梯度材料厚板應力奇異之解析漸近

解。由特徵方程式可精確地求解各種不同徑向邊界條件下之應力奇異階

數。 

將所得之漸近解結合多項式建構 Ritz 法之允許函數，精確地獲得懸

臂斜形板與具邊緣裂縫簡支承矩形板之振動頻率。漸近解能正確描述尖

角處之應力奇異性並能反應於裂縫處位移場及微分不連續現象，加速數

值解之收斂。詳細的收斂性分析驗證了此現象。另外，本研究亦仔細探

討材料不均勻性對該等板振動之影響。 

最後，本研究依漸近解之型式，簡化漸近解結合多項式當作無元素

Galerkin 法之基底函數，分析具邊緣裂縫矩形板並直接依定義求取應力強

度因子。經由詳細收斂性分析，驗證此法之可行性。 
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Absract 

In functionally graded materials (FGMs), the volume fractions of two or 

more materials vary continuously with a function of position in a particular 

dimension(s) to achieve a required functionality. The continuous change in the 

microstructure of functionally graded materials gives the materials better 

mechanical properties than traditional laminated composite materials, which 

are prone to debonding along the interfaces of layers because of the abrupt 

changes in material properties across an interface. The gradual changes of 

material properties in FGMs can be designed for various applications and 

working environments. Consequently, over the last two decades, FGMs have 

been extensively explored in various fields including electron, chemistry, 

optics, biomedicine, aeronautical engineering, mechanical engineering and 

others. 
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Plates in various geometric forms are commonly employed in practical 

engineering. Numerous places of various shapes have a re-entrant corner. 

Stress singularities are well know to be typically present at the re-entrant 

corner, and stress singularity behaviors have to be taken into account in order 

to perform accurate numerical analyses. The main purpose of the dissertation 

is to develop asymptotic solutions for FGM plates and to investigate the stress 

singularities induced by geometry of plate. Then, the asymptotic solutions are 

further employed to analyze the vibrations of cantilevered skewed plates and 

simply supported plates with side cracks ,and to determine stress intensity 

factors of plates with side cracks. 

 Asymptotic solutions for FGM plates are first developed to elucidate 

the stress singularities at a corner of the plate, using third-order shear 

deformation plate theory. The eigenfunction expansion technique is used to 

establish the asymptotic solutions by solving the equilibrium equations in 

terms of displacement functions. The characteristic equations are given 

explicitly for determining the order of the stress singularity at the vertex of a 

corner with two radial edges having various boundary conditions.  

The asymptotic solutions supplement regular polynomials as the 

admissible functions in the Ritz method for accurately determining the natural 

frequencies of cantilevered skewed thick plates and simply supported 

rectangular plates with side cracks. The asymptotic solutions properly account 

for the singularities of moments and shear forces at the re-entrant corner and 

accelerate the convergence of the solution. Detailed convergence studies are 

carried out for plates of various shapes to elucidate the positive effects of 

asymptotic solutions on the accuracy of the solution. Frequency parameters 
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are presented for different aspect ratios, chord ratios, skewed angles, and 

material nonhomogeneity parameters.  

Finally, the asymptotic solutions are used in a mesh free method to 

determine the stress intensity factors of FGM thick plates with side cracks. A 

moving least-squares technique with polynomial basis functions and the 

asymptotic solutions is employed to construct shape functions in a mesh free 

method. Careful convergence studies are performed to demonstrate the effect 

of the asymptotic solutions on accurately determining the stress intensity 

factors. The stress intensity factors are directly evaluated using their original 

definitions, instead of using J-integrals. 
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第一章 緒論 

1.1 研究動機 

日本的研究團隊在 1980 年代中期開始發展功能梯度材料

(functionally graded material，簡稱 FGM)，並提出其製造理論與技術(Niino 

和 Maeda【1990】)。FGM 是一種由不同材料(如陶瓷和金屬)依照不同比

例組合而成的複合材料，其材料組成與結構所呈現的連續性，不僅強化

了材料本身的強度、韌性及耐高溫性，亦使其內部界面消除。解決傳統

層狀複合材料容易在層與層的界面上產生脫離破壞之現象。因此，在近

二十幾年來，功能梯度材料被廣泛應用於各種工業領域，如軍事裝甲車，

渦輪機葉片，內燃機和機械工具等。 

功能梯度材料厚板之材料性質可僅沿厚度方向改變，即在厚度方向

上呈現非均質性。板殼元件是工程結構上常見的一種構件，在板結構之

設計上，常常會產生尖角或 V 型缺口，而該處即會發生應力奇異之問題。

若數值解能正確描述尖角處之應力奇異行為，將加速該解之收斂性並提

高準確度(Leissa 等人【1993】; Huang 等人【2005】)。因此，本研究即

首先依 Reddy 三階板理論探討 FGM 厚板因幾何所致之應力奇異行為；並

進而將該成果引入數值分析法，分析具有應力奇異厚板之振動與靜力反

應。 
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1.2 文獻回顧 

1.2.1 板理論之幾何應力奇異行為 

在設計板結構時，應力奇異點常是破壞之起點。通常奇異點可能發

生於：(1) 幾何形狀不平滑處如邊界條件或厚度之不連續、尖角、或是裂

縫；(2) 載重點處如集中力、集中彎矩或載重強度之急遽改變；(3) 材料

變化處如材料性質差異過大(England 【1971】; Leissa【2001】)。 

文獻中已有了許多關於均質板由形狀幾何與材料所引起應力奇異之

文章，但大多數以古典薄板理論或平面線彈性理論為主。Williams 【1952】

首先分析均質等向扇形板，探討由邊界條件所引起之應力奇異解問題；

其結果顯示不同邊界條件及扇形角將產生不同應力奇異階數；例如，兩

邊徑向皆為自由端(free-free)與固定端(clamped-clamped)之案例，扇形角大

於 o180 時將引起應力奇異性；而邊界為固定端-自由端(clamped-free)之情

況下，應力奇異性將在扇形角大於 o63 時發生。Williams 及 Chapkis 【1958】

擴展 Williams 【1952】之研究至極正向性薄板問題(polarly orthotropic 

plate)。Hein 和 Erdogan 【1971】，Bogy 和 Wang 【1971】應用 Mellin 轉

換，探討雙材料(bi-material)楔形區域之應力奇異行為。Dempsey 和 Sinclair 

【1979】以一新 Airy 應力函數求解等向板受拉力所引致之應力奇異解。

Ting 和 Chou 【1981】應用 Stroh 【1962】法求解異向性(anisotropic)楔
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形板受拉力之應力奇異問題。Ojikutul 等人 【1984】則探討層狀複合薄

板之應力奇異行為。Ma 和 Hour 【1989, 1990】對於不同異向性楔形的

反平面(antiplane)應變問題，以 Mellin 轉換計算應力奇異階數，其應力奇

異性的階數一定是實數，此結果不同於面內(inplane)的案例。複數函數

(complex function)亦可用來解應力奇異問題，如 Chen 和 Norio 【1993】

便以複數函數解雙材料楔形結構界面之奇異特徵根。Pageau 等人 【1995】

分析由三種彈性且等向性材料接合的楔形物體之應力奇異階數中，發現

不論材料之間是否接合(bonded or disbonded )，三種材料組成的楔形體之

應力奇異性都遠比兩種材料者大。Sinclair 【2000】求解受彎矩之彈性角

板(angular plate)，於各種齊性(homogeneous)與非齊性(inhomogeneous)邊

界條下之應力奇異解，此處之應力奇異性含對數項所造成(即 0,ln →rasr )

者，不同於 Williams 【1952】之應力奇異解。Mikhailov 和 Namestnikova 

【2000】將彈性楔形板接合而成 V-型或 T-型之空間結構的應力奇異問題

化簡成一邊界值問題，並以 Kolosov-Muskhelishvili 複數函數為應力奇異

漸近解，再利用 Mellin 轉換解之。 

探討厚板理論中幾何所引致應力奇異行為之文獻並不多見，其中又

以 Mindlin 一階剪力板居多。Burton 和 Sinclair 【1986】利用應力位能函

數探討由邊界條件所引起之應力奇異解，但此解並沒有考慮剪力造成的

奇異性。Huang 等人 【1994】針對兩邊徑向簡支撐扇形板，發展出一正
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確解析解，其解含有原來及修正後之 Bessel 函數。Huang 【2002a】使用

特徵函數展開法進一步推導雙材料楔形複合板之應力奇異解，並探討雙

材料界面接合處及尖角處之奇異現象。Marczak 和 Creus 【2002】以解析

漸近展開法(analytic asymptotic expansions)推導二維彈性及Mindlin’s板彎

矩問題之基本漸近解，將其解應用於邊界元素法(BEM)之奇異積分，並進

一步分析該解奇異階數。Huang 【2003】利用特徵函數展開法求解扇形

板各種徑向邊界條件組合之應力奇異解，其奇異解具有彎矩奇異性及剪

力奇異性。Huang 【2002b, 2004】進一步擴展其對 Mindlin 板奇異解之

探討至 Reddy 三階板理論及更高階板理論。以上解均針對 isotropic 且區

域均勻材料。 

探討功能梯度材料內部之裂縫問題，絕大部分文獻是以平面或三維

彈性理論，但其材料性質的梯度變化是沿平面方向，而非厚度方向;例如，

Delale 和 Erdogan 【1983】以及 Erdogan 【1985】以平面彈性原理，利

用積分方程式解決因外力載重造成的裂縫問題；Ozturk 和 Erdogan【1992】

以奇異積分方程式，探討異向性功能梯度材料的第一型裂縫問題；Noda

和 Jin 【1993】 ， Jin 和 Noda 【1993】則是考慮熱載重；Ozturk 和 Erdogan

【1995】研究兩均勻介質中黏附一層功能梯度材料，受扭轉作用下的第

三型裂縫問題。 

過去尚未有文獻考慮功能梯度材料厚板之幾何所引致應力奇異行
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為。Huang 和 Chang【2007】首先以古典薄板理論探討 FGM 薄板之幾何

所致應力奇異性。本研究將首次利用 Reddy 三階板理論探討 FGM 厚板由

邊界條件及形狀幾何所引致之奇異應力現象。利用特徵函數展開法，求

解 FGM 厚板控制方程式之漸近解，推導控制該類板應力奇異階數之特徵

方程式。並進一步探討不同邊界條件組成、V 型缺口角度大小及功能梯

度材料特性對應力奇異階數之影響。 

1.2.2 懸臂斜形板與具邊緣裂縫矩形板之振動分析 

懸臂斜板常被應用於航太工業(如飛機翼或導向飛彈之平衡翼)或大

眾運輸工具，故懸臂斜板之振動問題是一個相當重要的研究課題。懸臂

之邊界條件導致該問題沒有正確解(exact solution)，許多數值方法(如有限

元素法、有限差分法及 Ritz 法)常用於分析該類板。依據古典薄板理論， 

Leissa 【1969, 1977, 1981, 1987】收集並回顧了早期分析探討此類板之文

獻，而近期相關研究則可參考 McGee 等人 【1992a, 1992b】之文章。由

於奇異應力點之存在，以上文獻用了許多不同的方法，所得到之結果卻

有明顯的差異。 

古典薄板理論並沒有考慮到剪力變形(shear deformation)及旋轉慣量

(rotary inertia)之影響，但此兩因素對厚板或高階振動頻率之薄板而言，卻

非常重要。然而，使用考慮剪力變形及旋轉慣量之板理論，於分析斜形
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板之文獻並不多見。McGee 和 Butalia 【1992c】利用高階板理論及有限

元素法，分析懸臂斜梯形及三角形板之振動。Karunasena 等人 【1996】

則以 Mindlin 板理論，利用 pb-2 Rayleigh-Ritz 法分析懸臂斜三角形板。

Kanaka 和 Hinton 【1980】及 Liew 等人 【1993】依據 Mindlin 板理論，

分別利用有限元素法和 pb-2 Rayleigh-Ritz 法分析懸臂斜平行四邊形板。

Huang 等人 【2005】亦依據 Mindlin 板理論，利用 Ritz 法並考慮固定端

reentrant corner 處之應力奇異性，分析懸臂斜板(含平行四邊形、梯形及

三角形)之自然振動頻率。McGee 和 Leissa 【1991】以 Ritz 法三維彈性

理論，探討懸臂斜平行四邊形板之振動行為。McGee 和 Butalia 【1994】

則以三種剪力厚板理論，並使用 9 個節點之 Lagrangian 等參數元素分析

斜板振動行為。 

利用古典薄板理論，McGee 等人 【1992a, 1992b】為了獲得更精確

的懸臂斜形板振動頻率，於數值近似法中引入應力奇異函數。但是，上

述關於懸臂斜三角形、梯形、平行四邊形厚板之文獻，均沒有考慮應力

奇異性。McGee 和 Butalia 【1994】藉由有限元素法，分析懸臂斜形板之

收斂性中發現，數值結果的收斂性有隨斜角的增加變差。另外，Karunasena

等人 【1996】亦承認利用 pb-2 Rayleigh-Ritz 法分析懸臂斜三角形 Mindlin

板所得之結果，在大斜角時並不精確；因為，沒有將應力奇異性考慮進

去。因此，實有必要利用更準確之數值法再重新檢驗文獻上有關懸臂斜
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形厚板之結果。 

利用半解析(semi-analytical)法求解直線裂縫與邊界垂直之簡支承矩

形板之振動問題。Lynn 和 Kumbasar【1967】用 Green 函數來表示板之位

移分量，可得到齊性 Fredholm 第一型積分方程，而 Stahl 和 Keer【1972】

簡化齊性 Fredholm 第二型積分方程來決解同樣的問題。Hirano 和 Okazaki

【1980】針對一組相對邊界是簡支承之裂縫矩形板，以 Levy 解的形式發

展一方法，且邊界條件利用加權餘數法的方式滿足。Solecki【1983】利

用 Navier 解的形式建構一解。 

於數值方法中，最常利用有限元素法與 Ritz 法分析具裂縫矩形板之

振動問題，而相關文獻有：Qian 等人【1991】為了發展一有限元素的解

法，對裂縫尖端的元素，經由對應力強度因子的積分，建構元素的勁度

矩陣。Yuan 和 Dickinson【1992】將一矩形板分成幾可區塊，在區塊連接

邊界是以加入來彈簧處理；因此，就可用 Ritz 法中的正規允許函數來求

解，不必用特別的函數來描述裂縫。Krawczuk【1993】則提出類似 Qian

等人【1991】的解決方式，唯一的是對裂縫尖端元素勁度矩陣，採用封

閉形式(closed form)的積分。 

以上文獻回顧顯示，尚未有以 Reddy 三階板理論針對等向均質材料，

分析懸臂斜形厚板或具邊緣裂縫簡支承矩形厚板之相關研究，更不用論
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是針對功能梯度材料板之研究。本研究此部分將針對功能梯度材料厚

板，引入第二章漸進解所得之結果於 Ritz 法中，加速數值解之收斂，分

析懸臂斜板及具邊緣裂縫簡支承矩形板之振動問題。並進一步探討功能

梯度材料板與一般等向均質板振動行為之差異。 

1.2.3 板之應力強度因子 

應用數值方法求解含裂縫問題，常用之方法有：(1) 有限元素法(Finite 

Element Method)：例如，Parks 【1974】透過 J-積分來求取能量釋放率

(energy release rate)，再以能量釋放率來計算應力強度因子。Menandro 等

人 【1995】設計一裂縫尖端最佳化網格(optimal mesh)，並以位移外插法

(displacement extrapolation)於四種不同案例中，求取開裂模式 I、II 之應

力強度因子 IK 及 IIK 。(2) 有限差分法(Finite Difference Method)：例如，

Altus 【1984】以一受彎矩且含 Penny 型裂縫之圓板及三種由開裂模式 I

所構成之結構體為例，求解其裂縫問題，並以二項以上的 William 級數計

算應力強度因子。Chen 【2000】求取圓柱內外表面周圍裂縫之應力強度

因子；其研究中發現計算應力強度因子時，圓柱長短對於實心圓柱影響

很大，而空心圓柱則以內外徑比之大小為最重要之因素。Dorogoy 和

Banks-Sills 【2004】針對一承受剪力且考慮磨擦力的界面裂縫(interface 

crack)，求取應力強度因子，並將其數值結果與解析解(Nemat-Nasser 和
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Horii 【1982】)及半解析解(Comninou 和 Dundurs, 【1980】)作比較。 (3) 

邊界元素法(Boundary Element Method，簡稱 BEM)：例如 Cisilino 和

Aliabadi 【1999】利用邊界元素法，以線性與非線性破壞力學為基礎，

分析三維裂縫之成長，並以 J-積分求得應力強度因子。Castor 和 Telles 

【2000】以 Green’s function 探討 2-D 及 3-D 的裂縫問題。 (4) 無網格法

(Mesh free method)：例如， Belytschko 等人 【1995】在無元素 Galerkin 

(Element Free Galerkin，簡稱 EFG)法中，以移動最小平方差法(moving 

least-squre，簡稱 MLS)和節點為基礎，計算靜態及動態下的裂縫成長。

Lu 等人 【1995】不同於一般無元素 Galerkin 法之處在於使用高階面積公

式(higher-order quadrature formulas)積分，明顯地增加了無元素 Galerkin

法之精確度，此外，並利用光滑質點流體動力法 (smooth particle 

hydrodynamics)建構移動最小平方差法之基底函數，以避開虛的奇異模態

(spurious singular modes)。Fleming 等人 【1997】在無元素 Galerkin 中，

加入裂縫漸近解並利用增強基底函數，分析二維裂縫之問題。 

傳統上，有限元素法較常用於求解裂縫問題，但是當裂縫長度改變

或延伸時，需將網格及元素重新切割。然而，重建網格不僅增加工作量，

多切割的網格亦會造成計算量的變大。由於有限元素法處理板問題(依薄

板理論或 Reddy 三階板理論)時，形狀函數需要滿足 1C type 連續，大大增

加了形狀函數的複雜性，而無網格法在建構解之過程，並沒有如有限元
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素法需建立大量之網格數且須注意相鄰元素之連續性(connectivity)要

求；因此，使試函數(trial functions)之選取更有多樣性及方便性。另外，

於無元素 Galerkin 法中，本研究亦將提出一法使得位移邊界條件可以被

滿足，而不須使用傳統常用之 Lagrange multiplier method 或 penalty 

method。 

利用數值分析法得位移及應力場後，進一步求應力強度因子，有下

列幾種常用方法：(1) 應力外插(stress extrapolation)：Kim 和 Eberhardt 

【1997】提出以線性及二階應力外插求取含邊緣裂縫厚板在二維裂縫模

式 I 與模式 II 之應力強度因子 IK 、 IIK ；其數值結果顯示， IK 和 IIK 分別

以線性及二階應力外插法可得到最佳值。 (2) 位移外插(displacement 

extrapolation)：以位移外插法估算裂縫開裂模式 I 的應力強度因子 IK 之文

獻可參考 Guinea 等人 【2000】。該文章亦探討元素大小、形狀以及網格

配置等三項因素對 IK 的數值結果所造成的影響。Fujisaki 和 Aliabadi 

【1997】依據邊界元素法以修正的位移外插法求取應力強度因子。(3) 路

徑無關積分法：Lin 和 Smith 【1999】與 Dolbow 等人 【2000】分別利

用二維及三維有限元素分析，以 J 積分求出不同開裂模式的應力強度因

子。Lin 和 Smith 【1999】歸納出影響應力強度因子精確度最重要的三個

因素，分別為裂縫形狀 (crack front shape) ，網格的正交性 (mesh 

orthogonality)及路徑無關積分 J-積分。Dolbow 等人 【2000】對於裂縫發
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生幾何不連續的現象，以一跳躍函數(jump function)和漸近解來描述，並

進一步探討 Mindlin-Reissner 板中裂縫及裂縫成長的問題。(4) 直接定

義：Yuan 和 Yang 【2000】根據 Reissner 板理論探討一異向性板(anisotropic 

plate)受到彎矩，扭轉及橫向剪力時，所產生的漸近解，應力強度因子以

及 T-應力，其應力強度因子 IK 、 IIK 及 IIIK 之定義來自於 Irwin【1957】所

推導的結果。Mohammed 和 Liechti 【2001】以直接定義之 IK 、 IIK ，利

用含強化元素之有限元素法結合 Betti’s law 分析雙材料界面處應力奇異

問題。 

目前祇有少許文獻探討具裂縫的功能梯度材料物體，以線彈性理論

分析者均假設平面應力、平面應變或三維彈性理論，與本研究非均質板

不同處在於材料性質並非在厚度方向呈現非均勻。Erdogan 【1995】於

文章中回顧了幾種基本的功能梯度材料物體破壞力學問題，如疲勞、潛

變、裂縫腐蝕及不隱定破裂(fracture instability)等對裂縫成長的影響，並

對該類問題求解應力強度因子。Ozturk 和 Erdogan 【1997, 1999】利用積

分方程式，針對無限大非均質正向性物體(inhomogeneous orthotropic 

medium)(包括 graded 及 oriented 材料)，分析開裂模式 I 及混合開裂模式

之應力強度因子；Ozturk 和 Erdogan 【1999】將邊界值問題簡化成一積

分方程式系統，並探討應變能釋放率(strain energy release rate)，應力強度

因子及裂縫開孔大小之間的關係。Gu 等人 【1999】利用傳統有限元素
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法，引入一最佳網格於功能梯度材料物體之裂縫尖端附近，並以 J-積分

求取應力強度因子；此法之優點即不須輸入材料梯度及材料性質。Anlas

等人 【2000】對於功能梯度材料具有開裂模式 I 的裂縫問題，以傳統有

限元素法，利用應變能釋放率與路徑無關 J-積分，解出含邊緣裂縫板之

應力強度因子，並與 Erdogan 和 Wu 【1997】解析解作比較。Chen 等人 

【2000】利用無網格 Galerkin 法分析具有裂縫的功能梯度材料物體，並

探討材料非均勻性對標準 J-積分與修正 J-積分的影響；其文獻中指出以

標準 J-積分會失去路徑無關積分的特性，而使用修正 J-積分則可彌補此

項缺點，以利得到更高的精確度。Marur 和 Tippur  【2000】以傳統有限

元素法分析含邊緣裂縫之平面彈性問題，並探討材料梯度和裂縫位置對

複數應力強度因子及能量釋放速率之影響，再將各種破裂力學參數的數

值結果與均質材料及雙材料(bi-material)比較。Kim 和 Paulino 【2002】

以傳統有限元素法分析正向性(orthotropic)功能梯度材料之裂縫問題，並

以二維裂縫開裂模式 I 及混合開裂模式計算應力強度因子。Walters 

【2004】在力與熱耦合作用的情況下，利用有限元素法探討 3-D 功能梯

度材料表面半橢圓的第一型裂縫問題。 

文獻回顧顯示，研究功能梯度材料裂縫問題者，大多局限於二維彈

性平面或三維彈性問題，尚未有利用厚板理論探討對具有裂縫功能梯度

材料厚板之應力強度因子。本研究將針對 FGM 厚板，發展一無元素
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Galerkin 法，其基底函數含第二章之奇異漸近解，分析具裂縫之矩形板，

依定義直接求取其應力強度因子(stress intensity factors)。 

1.3 研究方法 

考慮功能梯度材料厚板，原本有多種厚板理論可供使用，在本研究

中將利用 Reddy 三階板理論(Reddy 【1999】)，其理由如下：(1) 若用

Mindlin 一階剪力板理論(Mindlin 和 Deresiewicz 【1954】)至功能梯度材

料厚板，則該理論中所需之剪力修正因子(shear correction factor)，將不知

取何值為恰當。(2) 若用更高階板理論，則位移函數更多，將增加求解之

困難度。 

本研究以Reddy三階板理論探討功能梯度材料厚板因邊界條件而引

起之奇異應力行為；並改進現有數值分析方法分析具有應力奇異點問題

之缺點，引入應力奇異解於數值分析，探討懸臂斜形板(Cantilevered 

skewed plate)(圖  1.1)及具邊緣裂縫簡支承矩形板(A simply supported 

rectangular plate with a side crack) (圖 1.2)之振動行為及計算具邊緣裂縫矩

形板的應力強度因子。 

1.4 論文架構 

本論文共分為五章，其內容如下： 
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第一章 說明本研究的動機與目的及其所使用研究方法，並回顧相關文

獻。 

第二章 闡述應力奇異漸近解之推導，並探討各種不同邊界條件下之應

力奇異階數及其對應漸近解函數。 

第三章 利用 Ritz 法，將第二章所得之結果引入允許函數中，分析懸臂

斜板 (含平行四邊形、三角形、及梯形) 及具邊緣裂縫簡支承

矩形板之振動問題。 

第四章 發展無元素 Galerkin 法，結合第二章所得之結果，並依定義直

接計算具裂縫矩形板之應力強度因子。 

第五章 本研究之結論與建議。 
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第二章 角函數與應力奇異性 

本章主要利用 Reddy 【1999】三階板理論，分析功能梯度材料厚板

具有幾何應力奇異點之行為，並深入探討非均質材料的材料性質對應力

奇異性階數所造成的影響。所獲得結果，將應用至第三章的振動分析與

第四章的應力強度因子計算；期使獲得較準確之數值解。 

2.1 建構平衡方程式 

2.1.1 位移場與應變場 

Reddy三階板理論於圓柱座標系統之位移場 (參看圖 2.1)： 

))],(),((),([),(),,( ,
2

10 θθψθψθθ rwrzCrzruzru rrr +−+= ， (2.1)

  

))],(1),((),([),(),,( ,
2

10 θθψθψθθ θθθ rw
r

rzCrzrvzrv +−+= ， (2.2)

   

),( θrww = ， (2.3)

其中，u、v、w 分別為圓柱座標中於 r、θ 及 z 方向之位移分量； 0u 、 0v 、

w則為平板中平面在圓柱座標中於 r 、θ 及 z 方向之位移； rψ 、 θψ 分別為

徑向與環向撓曲造成中平面上之轉角；下標” β, ”代表對自變數 β 之微

分； 21 3
4
h

C = ，h為板之總厚度。 

線性應變與位移關係為 
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⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

)3(

)3(

)3(

3

)1(

)1(

)1(

)0(

)0(

)0(

θ

θθ

θ

θθ

θ

θθ

θ

θθ

γ
ε
ε

γ
ε
ε

γ
ε
ε

γ
ε
ε

r

rr

r

rr

r

rr

r

rr

zz ， (2.4a)

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

)2(

)2(
2

)0(

)0(

z

rz

z

rz

z

rz z
θθθ γ

γ
γ
γ

γ
γ

， (2.4b)

其中， rrr u ,0
)0( =ε ， rrrr ,

)1( ψε = ， )( ,,1
)3(

rrrrrr wC +−= ψε ， )(1
,00

)0(
θθθε vu

r
+=  

)(1
,

)1(
θθθθ ψψε += rr
， )1(1

,,,1
)3(

rr ww
rr

C +++−= ψψε θθθθθθ ，

θθγ ,00,0
)0( 11 u

r
v

r
v rr +−= ， θθθθ ψψψγ

rr rrr
11

,,
)1( −+== ，

]22[1
,,,,1

)3(
rrrr rww

rr
C θθθθθθ ψψψγ +++−−−= ， rrrz w,

)0( +=ψγ ， 

)( ,2
)2(

rrrz wC +−= ψγ ， θθθ ψγ ,
)0( 1 w

rz += ， )1( ,2
)2(

θθθ ψγ w
r

Cz +−= ，  

12 3CC = 。 (2.5)

2.1.2 材料組成律 

功能梯度材料參數可依照任意連續函數而變化，但大多數的文獻都

以指數函數或幂級數描述。本研究考慮功能梯度材料厚板之材料性質隨

著厚度方向改變，且假設該材料性質可表示成  

 )(V)( PzPzP b Δ+= ， (2.6)

其中，
m

h
zV ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

2
1

為體積比例(volume fraction variation)之表示式； z 為厚

度方向的座標( 2/2/ hzh ≤≤− )；m 為體積比例指數(須為非負數值)，用以

控制材料性質沿厚度方向的變化程度； P 代表材料性質，如彈性模數
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(E)，剪力模數(G) ； bP 定義為板底面之材料性質， PΔ 則為頂面與底面材

料性質之差。當m 或 PΔ 為 0，則代表均質材料(homogeneous material)。 

因此，線性應力與應變關係可表示成 

⎪
⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪

⎬

⎫

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−

−−

=

⎪
⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪

⎬

⎫

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

z

rz

r

rr

z

rz

r

rr

zG
zG

zG

zEzE

zEzE

θ

θ

θθ

θ

θ

θθ

ε
ε
ε
ε
ε

υυ
υ

υ
υ

υ

σ
σ
σ
σ
σ

)(0000
0)(000
00)(00

000
1

)(
1

)(

000
1

)(
1

)(

22

22

， (2.7)

其中，橫向正應力 zzσ 假設為 0， )(zE 和 )(zG 之定義如式 (2.6)，υ 為波松比

且令其為常數(0.3)。 

2.1.3 力與位移分量之關係 

將各方向應力沿著板厚度方向積分可得合力及合力矩，本文中統稱

之「力」(Stress resultants)，定義如下： 

dz
zR

Q h

h z
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∫−

12/

2/ β
β

β σ ， (2.8)

dz
z
z

P
M
N

h

h ⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

∫−
3

2/

2/

1
ββ

β

β

β

σ ， (2.9)

dz
z
z

P
M
N

h

h r

r

r

r

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∫−
3

2/

2/

1
θ

θ

θ

θ

σ ， (2.10)
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式中 ijσ 是各方向應力； βM 、 βQ 及 βN 分別為 β 向之彎矩、剪力與軸力， 

βP 與 βR 分別為高階軸力與剪力， θrM 為扭矩， θrP 則為高階扭矩。 

2.1.4 平衡方程式 

考慮無外力作用下，利用漢米爾頓變分原理(Hamilton Variational 

Principal)： 

0)(
2/

2/
=++++∫ ∫−

h

h A zzrzrzrrrr dAdzθθθθθθ δεσδεσδεσδεσδεσ ， (2.11)

可以推導出平衡方程式及邊界條件，如下所示： 

0/)(/,, =−++ rNNrNN rrrr θθθ ， (2.12)

 

0/2/,, =++ rNrNN rrr θθθθ ， (2.13)

 

01)22112( ,,,2,,,2,,1 =+++++−++ θθθθθθθθθθ Q
r

Q
r

QP
r

P
r

P
r

P
r

P
r

PC rr
r

rrrrrrrrr ，

 (2.14)
 

01
,, =−+−+ rr

r
rr QM

rr
M

r
MM θθ

θ ， (2.15)

 

0
21

,, =−++ θ
θ

θθθ Q
r

M
MM

r
r

rr ， (2.16)

於 αθ or0= ：  

00 =u  或 0=θrN ， 00 =v 或 0=θN ， 

0=θψ 或 0=θM ， 0=rψ 或 0=θrM ， 
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0=w 或 0)122( ,,1 =+++ θθθθθ P
r

PP
r

CQ rrr ， 

0, =
r

w θ 或 0=θP 。 (2.17)

於 Rr = ： 

00 =u 或 0=rN ， 00 =v 或 0=θrN ， 

0=θψ 或 0=θrM ， 0=rψ 或 0=rM ， 

0=w 或 0)2( ,,1 =−+++
r
P

P
r

P
r
PCQ rrr

r
r

θ
θθ ， 

0, =rw 或 0=rP 。 (2.18)

其中， θθθ rrr PCMM 1−= ， βββ PCMM 1−= ， βββ RCQQ 2−= ，下標β 定義為 r或

θ 。 

將應力-應變關係(式 (2.7))及應變-位移關係(式(2.4))代入式 (2.8)~式

(2.10)，可得力(Stress resultant)與位移函數之關係如下： 

θθθ ,2
31

,31,
31

,0
0

,000
0 w

r
DC

wECw
r
DC

v
r

D
uEu

r
D

N rrrrr −−++=  

 θθψψψ ,311,311311 )(1)()(1 DCD
r

ECEDCD
r rrr −+−+−+ ， (2.19a)

θθθθ ,2
31

,31,
31

,0
0

,000
0 w

r
EC

wDCw
r
EC

v
r

E
uDu

r
E

N rrrr −−−++=     

 θθψψψ ,311,311311 )(1)()(1 ECE
r

DCDECE
r rrr −+−+−+ ， (2.19b)

θθθθ rrr w
r
GC

w
r

GC
vGv

r
G

u
r

G
N ,

31
,2

31
,000

0
,0

0 22
−++−=  

))(1)(( ,,311 rrr
GCG θθθ ψψψ +−−+ ， (2.19c)
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))(( ,220 rrr wGCGQ +−= ψ ， (2.19d)

)1)(( ,220 θθθ ψ w
r

GCGQ +−= ， (2.19e)

))(( ,422 rrr wGCGR +−= ψ ， (2.19f)

)1)(( ,422 θθθ ψ w
r

GCGR +−= ， (2.19g)

θθθ ,2
41

,41,
41

,0
1

,010
1 w

r
DCwECw

r
DCv

r
DuEu

r
DM rrrrr −−++=      

    θθψψψ ,412,412412 )(1)()(1 DCD
r

ECEDCD
r rrr −+−+−+ ， (2.19h)

θθθθ ,2
41

,41,
41

,0
1

,010
1 w

r
ECwDCw

r
ECv

r
EuDu

r
EM rrrr −−−++=     

   θθψψψ ,412,412412 )(1)()(1 ECE
r

DCDECE
r rrr −+−+−+ ， (2.19i)

θθθθ rrr w
r
GCw

r
GCvGv

r
Gu

r
GM ,

41
,2

41
,010

1
,0

1 22
−++−=         

))(1)(( ,,412 rrr
GCG θθθ ψψψ +−−+ ， (2.19j)

θθθ ,2
61

,41,
61

,0
3

,030
3 w

r
DC

wECw
r
DC

v
r

D
uEu

r
D

P rrrrr −−++=       

    θθψψψ ,614,614614 )(1)()(1 DCD
r

ECEDCD
r rrr −+−+−+ ， (2.19k)

θθθθ ,2
61

,61,
61

,0
3

,030
3 w

r
EC

wDCw
r
EC

v
r

E
uDu

r
E

P rrrr −−−++=      

  θθψψψ ,614,614614 )(1)()(1 ECE
r

DCDECE
r rrr −+−+−+ ， (2.19l)

θθθθ rrr w
r
GC

w
r

GC
vGv

r
G

u
r

G
P ,

61
,2

61
,030

3
,0

3 22
−++−=        

))(1)(( ,,614 rrr
GCG θθθ ψψψ +−−+ ， (2.19m)

其中， 

dzzzGG
h

h

i
i ∫

−

=
2/

2/

)( ，  dzzzEE
h

h

i
i ∫

− −
=

2/

2/
21
)(

υ
， dzzzED

h

h

i
i ∫

− −
=

2/

2/
21
)(

υ
υ

， (2.20)
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當考慮υ 為定值時，可得 

ii ED υ=   和 ii EG
2

)1( υ−
= ， (2.21)

將式 (2.19a)~式(2.19m)代入式 (2.12)~式 (2.16)中可得到以位移分量所

表示的平衡方程式如下： 

)
2

1
2

3
2

1( ,0,02,02,0
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2
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0 θθθθ
υυυ

rrr
r v

r
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r
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r
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E +
+
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−
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w
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w
r
w

EC r
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−

+
+−− + rrr
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rr
ECE ,

,
2311 )(( ψ

ψψ
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+ 0)
2

1
2
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2

1
,,2,2 =

+
+

−
−

−
θθθθθθ ψυψυψυ

rr rrr
， (2.22)
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1
2

1
2
1

2
1

2
3( 2
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,0,002,0,020

r

v
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u

r
u
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E rrrr

θθ
θθ

υυυυυ
+

−
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−
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−
−

+
+
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θθθ

θ
θ ψυψυυ

rrrrr
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ECE
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+
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2
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2
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,,2 =+
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+
−

+
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−
rrr

rrr
θθθ

θθθ
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ψυψυψυ
， (2.23)

  

)
2
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,0
,0,0

2
,0,0

3
,00
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vu
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EC r
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rrrrrr θθθθθθθθθθ +
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+
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2224
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rrrrrrrrr w
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w

r

w

r

w
EC −−−−+−+− θθθθθθθθθθ  

+ ))(2(
2

1 ,
,,

,
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2
2220 rr

w
r

w
ECECE rr

r
rr

r θθψ
ψ

ψυ
+++++−

−

+ 3
,,

2
,,

3
,

6
2
141 )((

rrr
ECEC rrrrr θθθθθθθθθθ ψψψψψψ +

+
+

−
+

−  

0)
2

,2
,,, =++

+
+ rrrr

rrrrrrr

rr
ψ

ψψψ θθθθ ， (2.24)

  

)
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1
2
3

2
1)(( ,0,02,02,0

,0
2
0

311 θθθθ
υυυ

rrr
r v

r
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+ )
2

)(( 2
,
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,,

2
,

6
2
141
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w
w

r

w
r

w

r

w
ECEC r

rrr
rrr θθθθ −−+−−  

))(2(
2

1
,4

2
2220 rrwECECE ψυ

++−
−

− + 

0)
2

1
2
3

2
1)(2( ,,2,,2

,
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2
1412 =

+
+

−
−+

−
++−+− θθθθθθ ψυψυψψυψψ

rrrrr
rrr

rrrrr
ECECE ，

 (2.25)
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2

1
2
3)(( 2
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,0
2
0

,0,02311
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v

r
v

r
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u
r

u
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ECE rr
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θθ
υυυ

+−−
−

−
+

+
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))(( ,
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,
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2
141 r

w
r

w
r

w
ECEC rrr θθθθθ ++−−  

))(2(
2

1 ,
4

2
2220 θ

θ ψυ
++−

−
−

r
w

ECECE  

+ θθθ ψυψυψυ
2,,26

2
1412

2
1

2
1

2
3)(2(

rrr
ECECE rrr

−
−

+
+

−
+−  

0)
2

1
2

1
,2

,
, =

−
++

−
+ rrr rr θ

θθθ
θ ψυψ

ψυ
， (2.26)

從式 (2.22)~式 (2.26)可發現，功能梯度材料板與一般複合材料板類似，面

內(in-plane)位移和面外(out-of-plane)位移耦合。 

2.2 漸近解推導 

利用特徵函數展開法求解平衡方程式式 (2.22)~式 (2.26)。首先，將位

移分量假設成一級數的形式，令 

∑
∞

=

+=
2,1,0

0 ),(),(
n

n
nUrru λθθ λ ， ∑

∞

=

+=
2,1,0

0 ),(),(
n

n
nVrrv λθθ λ  ，

∑
∞

=

++=
2,1,0

1 ),(),(
n

n
n Wrrw λθθ λ ， ∑

∞

=

+ Ψ=
2,1,0

),(),(
n

n
n

r rr λθθψ λ ， 

∑
∞

=

+ Φ=
2,1,0

),(),(
n

n
nrr λθθψ λ

θ ， (2.27)

λ 可為一複數；但 λ 之實部必須大於 0，以滿足位移分量的正規情況
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(regularity conditions)。所謂的正規情況是指當 r 趨近於 0 時， 0u 、 0v 、w、

rψ 、 θψ 和 rw, 是有限的(finite)。 

將式 (2.27)代入式 (2.22)~式 (2.26)展開，針對不同之n，均可得 nU 、 nV 、

nW 、 nΨ 與 nΦ 之一組常微分方程式。為探討具有應力奇異特性的解，袛要

考慮r的最低階數；故取對應 n =0 之微分方程組求解即可。若n大於 1，r

的階數不會導致力(Stress resultant)產生奇異性。當n =0 時，將式 (2.27)代

入式 (2.22)~式 (2.26)可得 

( )[ ] θθθ λυυυλλλ ,00,0000 2
1

2
3

2
111 VEUEUE ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+
−

−+
−

+−++−  

+ ( ) ( ) ( )[ ] ( )[ ] θθλλλλλλλ ,031031 121111 WECWEC +−+−+−+−+  

+ ( ) ( )[ ] ( ) θθ
υλλλ ,03110311 2

111 Ψ
−

−+Ψ−+−− ECEECE  

+ ( ) 0
2

1
2

3
,0311 =Φ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+
−

−− θλυυECE ， (2.28)
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3 VEVEUE +−+−
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− +

( ) ( )[ ] ( ) θθθθθ λυυλλλ ,0311,031,031 2
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3121 Ψ⎟

⎠
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⎜
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⎛ +

+
−

−+−+−+− ECEWECWEC  

     + ( ) ( )[ ] ( ) 011
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1
,03110311 =Φ−+Φ−+−

−
− θθλλλυ ECEECE ， 

 (2.29)
 

( ) θθλλλ ,0310
2

31 1)1()1( UECUEC +++− － 0
22

6
2

1 )1()1( WEC −+ λλ  

+ ( ) ( )[ ] θθθθθθλλλ ,06
2

1,06
2

1 12124 WECWEC −+−++−  

+ ( ) ( )( ) θθλλλ ,06
2

1410
2

6
2

141 1)1()1( Ψ+−+Ψ+−− ECECECEC  
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( ) +Φ−−+ θλ ,0
2

6
2

141 )1(ECEC ( ) 0,06
2

141 =Φ− θθθECEC ， (2.30)

 

( ) ( ) θθ
υλ ,03110311 2

1)1)(1( UECEUλECE −
−

++−−   

+ ( ) θλυυ
,0311 2

1
2

3 VECE ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+
−

−− － ( ) 0
2

6
2

141 )1()1( WECEC −+− λλ  

( )( ) θθλ ,06
2

141 1 WECEC −−+ ( ) 06
2

1412 )1)(1(2 Ψ−++−+ λλECECE  

+ ( ) 0]
2

1
2

3
2

1[2 ,0,06
2

1412 =Φ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+
−

−+Ψ
−

+− θθθ λυυυECECE ， (2.31)

 

( ) ( ) 0311,0311 )1)(1(
2

1
2

1
2

3 VECEUECE −+
−

−+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+
−

− λλυλυυ
θ  

+ ( ) ( ) ( ) θθθθθθ λ ,06
2

141,0
2

6
2

141,0311 )1( WECECWECECVECE −−+−−−  

( ) θλυυ
,06

2
1412 2

1
2

32 Ψ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+
−

+−+ ECECE  

( ) 0])
2

1
2

1[(2 ,00
2

6
2

1412 =Φ+Φ
−

+
−

−+−+ θθλυυECECE ， (2.32)

欲解式 (2.28)~式 (2.32)，可令 θPAeU =0 ， θPBeV =0 ， θPHeW =0 ， θPDe=Ψ0 ，

θPLe=Φ0 。再代入式 (2.28)~ 式 (2.32)中，可建立由A、B、H、D與L等係

數所組成的齊次線性方程組: 

( )( ) −⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+
−

−+
−

++− PBEAPEAE 0
2

00 2
1

2
3

2
111 λυυυλλ  

( )( ) ( ) +⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +−

+
++− HPECHEC 2

31
2

31 1
2

311 λυλλ  

( )( )( ) ( ) +
−

−++−− DPECEDECE 2
311311 2

111 υλλ  

( ) 0
2

1
2

3
311 =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+
−

−− PLECE λυυ
， (2.33)

 

( )( ) −++−
−

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+
− BEPBEPAE 0

2
00 11

2
1

2
1

2
3 λλυλυυ  
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( ) ( ) +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+
−

−+−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

++ PDECEHPECPHEC λυυλυλ
2

1
2

3
2

111 311
3

3131  

( ) ( )( ) ( ) 011
2

1 2
311311 =−++−

−
− LPECELECE λλυ

， (2.34)

 

( )( ) ( ) ( ) PBECAPECAEC 2
31

2
31

2
31 1111 −+++−+ λλλλ  

( ) ( ) ( ) HPECHPECHECBPEC 4
6

2
1

22
6

2
1

22
6

2
1

3
31 1211 −+−−+−+ λλλ  

( )( ) ( ) ( )( ) DPECECDECEC 2
6

2
141

2
6

2
141 111 +−++−−+ λλλ  

( )( ) ( ) 01 3
6

2
141

2
6

2
141 =−+−−+ LPECECLPECEC λ ， (2.35)

 

( )( )( ) ( ) ( ) PBECEAPECEAECE ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+
−

−−+−
−

++−− λυυυλλ
2

1
2

3
2

111 311
2

311311
 

( )( ) ( ) ( )( ) HPECECHECEC 2
6

2
141

2
6

2
141 111 λλλ −−+−+−−  

( ) ( )( ) DPECECE ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +

++−+−+ 2
6

2
1412 2

1112 υλλ  

( ) 0
2

1
2

32 6
2

1412 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+
−

−+−+ PLECECE λυυ
， (2.36)

  

( ) ( ) ( )( )BECEPAECE 11
2

1
2

1
2

3
311311 −+

−
−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+
−

− λλυλυυ  

( ) ( )( ) ( ) HPECECPHECECPBECE 3
6

2
141

2
6

2
141311 1 −−+−−−+ λ  

( ) PDECECE ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+
−

+−+ λυυ
2

1
2

32 6
2

1412  

( ) ( )( )LECECE 11
2

12 6
2

1412 −+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+−+ λλυ  

( ) 02 2
6

2
1412 =+−+ LPECECE ， (2.37)

為了使線性方程組式 (2.33)~式 (2.37) 的A、B、H、D與L有非零解(nontrivial 

solution)，其充分必要條件為係數行列式為 0。因此，可得 
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)1( +±= λiP  與 )1( −±= λiP 。 (2.38)

P 值不受體積比例常數之階數m 之影響。當 )1( +±= λiP ，可得 iAB ±=  ， 

iDL ±= ， H 為 未 定 係 數 ； 當 )1( −±= λiP ， 可 得 AiHiB 12 κκ ±= m ，

DiHiL 13 κκ ±= m ，  

其中，
λυυλ

λυυλκ
+++−

+−+
=

3
3

1  ，  

( )( )
( )
λυυλ

λ

κ
+++−

+−−+−
+−+−

−=
3

22
8

6
2

14120
2

3
2

1311
2

1

6141431321

2
ECECEEECEECE

ECEEEECEEC

  ， 

( )( )
( )
λυυλ

λ

κ
+++−

+−−+−
+−+−

=
3

22
8

6
2

14120
2

3
2

1311
2

1

6140
2

31311

3
ECECEEECEECE

ECEEECEEC

。 

因此，從以上推導知， 

4,0
)1(

3,0
)1(

2,0
)1(

1,0
)1(

0 aeaeaeaeU iiii θλθλθλθλ −−−+−+ +++= ， 

4,0
)1(

3,0
)1(

2,0
)1(

1,0
)1(

0 bebebebeV iiii θλθλθλθλ −−−+−+ +++= ， 

4,0
)1(

3,0
)1(

2,0
)1(

1,0
)1(

0 heheheheW iiii θλθλθλθλ −−−+−+ +++= ， 

4,0
)1(

3,0
)1(

2,0
)1(

1,0
)1(

0 dededede iiii θλθλθλθλ −−−+−+ +++=Ψ ， 

4,0
)1(

3,0
)1(

2,0
)1(

1,0
)1(

0 llll θλθλθλθλ −−−+−+ +++=Φ iiii eeee ， (2.39)

其 中 ， 1,01,0 iba −= ， 1,01,0 ifd −= ， 2,02,0 iba = ， 2,02,0 lid = ， 3,013,0 bia κ−= ，

3,033,023,0 lκκ idh += ， 4,014,0 bia κ= ， 4,034,024,0 lκκ idh −= 。 

將式 (2.39)中指數函數轉換成三角函數，則式 (2.39)亦可表示成： 

θλθλθλθλλθ )1sin()1cos()1sin()1cos() ,( 4320 1
−+−++++= AAAAU ， (2.40a)
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( ) θλκκθλθλλθ )1cos()1sin()1cos() ,( 4241120 −−++−+= BAAAV  

( ) θλκκ )1sin(3231 −−+ BA ＋ ， (2.40b)

θλθλθλθλλθ )1sin()1cos()1sin()1cos(),( 43210 −+−++++= BBBBW ， (2.40c)

θλθλθλθλλθ )1sin()1cos()1sin()1cos(),( 43210 −+−++++=Ψ DDDD ， (2.40d)

( ) θλκκθλθλλθ )1cos()1sin()1cos(),( 4341120 −−++−+=Φ BDDD  

( ) θλκκ )1sin(3331 −+−+ BD ， (2.40e)

其中， 2,01,01 aaA += ， ( )2,01,02 aaiA −= ， 4,03,03 aaA += ， ( )4,03,04 aaiA −= ，

( )2,01,01 hhB += ， ( )2,01,02 hhiB −= ， ( )4,03,03 hhB += ， ( )4,03,04 hhiB −= ，

( )2,01,01 ddD += ， ( )2,01,02 ddiD −= ， ( )4,03,03 ddD += ， ( )4,03,04 ddiD −= 。這些係

數( iA 、 iB 和 iD ， 4,3,2,1=i )以及λ 決定於徑向邊界條件。 

經由以上之推導過程，可以將漸近解簡單的表示成 

),(0
)(

0 λθλUru a = ， ),(0
)(

0 λθλVrv a = ， 

),(0
)( λθψ λ

θ Φ= ra ， ),(0
)( λθψ λΨ= ra

r ， ),(0
1)( λθλ Wrw a += ， (2.41)

此漸近解於本文中稱之為「角函數」。 

2.3 特徵方程式與角函數 

當λ 之實部小於 1時，將角函數(式 (2.41))代入Stress resultant(式 (2.19))

中，會使 rN 、 θN 、 θrN 、 rM 、 θM 、 θrM 、 rP 、 θP 和 θrP 於 r趨近 0 處產生

奇異性，但剪力 rQ 、 θQ 、 rR 及 θR 不會有奇異性。 
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為了獲得特徵值λ 及角函數中之未定係數 iA 、 iB 、 iD  ( 4,3,2,1=i )，將

利用角隅處兩邊徑向邊界條件決定之。下列為四種不同支撐情況下之邊

界條件( αθ = ): 

固定端: 0,
00 ======

r
w

wvu r
θ

θψψ ， (2.42a)

自由端: 0)122( ,,1 ==+++==== θθθθθθθθθθ PP
r

PP
r

CQMMNN rrrrr ， (2.42b)

第一型簡支撐端: 000 ====== θθψ PMwvu r ， (2.42c)

第二型簡支撐端: 000 ====== θθθ PMMwvu r  ， (2.42d)

在以下之討論，固定端、自由端、第一型簡支撐端、第二型簡支撐端分

別以 C、F、S(I)和 S(II)來表示。 

為了闡述角函數之推導，以兩邊徑向邊界S(I)為例說明，於此例中角

函數可分成對稱與反對稱兩部分來之推導，此時角度 ( θ )的範圍為

2/2/ αθα ≤≤− 。將式 (2.40a)~式(2.40e)分成下列所示的對稱與反對稱的部

分： 

對稱： 

θλθλλθ )1cos()1cos(),( 30 1
−++= AA U ， (2.43a)

θλλθ )1sin(),( 10 +−= A V ( ) θλκκ )1sin(3231 −−+ BA ＋ ， (2.43b)

θλθλλθ )1cos()1cos(),( 310 −++= BBW ， (2.43c)
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θλθλλθ )1cos()1cos(),( 310 −++=Ψ DD ， (2.43d)

θλλθ )1sin(),( 10 +−=Φ D ( ) θλκκ )1sin(3331 −+−+ BD ， (2.43e)

反對稱： 

θλθλλθ )1sin()1sin(),( 420 −++= AA U ， (2.44a)

( ) θλκκθλλθ )1cos()1cos(),( 424120 −−++= BAA V ， (2.44b)

θλθλλθ )1sin()1sin(),( 420 −++= BBW ， (2.44c)

θλθλλθ )1sin()1sin(),( 420 −++=Ψ DD ， (2.44d)

( ) θλκκθλλθ )1cos()1cos(),( 434120 −−++=Φ BDD ， (2.44e)

將式 (2.43a)~式(2.43e)和式 (2.44a)~式(2.44e)分別代入式(2.42c)可各

得到一組六元一次聯立方程式為： 

(A) 對稱: 

因考慮對稱解，故式 (2.40a)~式(2.40e)中之係數 iA、 iB 及 iD  ( 4,2=i )為 0。 

( ) ( ) 0
2

1cos
2

1cos 31 =−++
αλαλ AA ， (2.45a)

( ) 0
2

)1sin(
2

)1sin( 32311 =−++−
αλκκαλ BAA ＋－ ， (2.45b)

0
2

)1cos(
2

)1cos( 31 =−++
αλαλ BB ， (2.45c)

0
2

)1cos(
2

)1cos( 31 =−++
αλαλ DD ， (2.45d)

( ) ( ) ( )
2

1cos}1)({1 411412111
αλλλ ++++−+−+ ECBECEDEA  
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( ) 34121113 )({1 DECEEA +−+−−+ κκλ  

( ) ( ) 0
2

1cos}1( 33414312 =−−+−++
αλλκκκ BECEE ， (2.45e)

( ) ( ) ( )
2

1cos}1)({1 611614131
αλλλ ++++−+−+ ECBECEDEA  

( ) 36141113 )({1 DECEEA +−+−−+ κκλ  

( ) ( ) 0
2

1cos}1( 33614332 =−−+−++
αλλκκκ BECEE ， (2.45f)

(B) 反對稱: 

因考慮反對稱解，故式 (2.40a)~式(2.40e)中之係數 iA、 iB 及 iD  ( 3,1=i )為 0。 

0
2

)1(
2

)1( 42 =−++
αλαλ SinASinA ， (2.46a)

( ) 0
2

)1(
2

)1( 212 =−−++
αλκκαλ CosBACosA ４４ ， (2.46b)

0
2

)1(
2

)1( 42 =−++
αλαλ SinBSinB ， (2.46c)

0
2

)1(
2

)1( 42 =−++
αλαλ SinDSinD ， (2.46d)

( ) ( ) ( )
2

1cos}1)({1 412412212
αλλλ ++++−+−+ ECBECEDEA  

( ) 44121114 )({1 DECEEA +−+−−+ κκλ  

( ) ( ) 0
2

1cos}1( 43414312 =−−+−++
αλλκκκ BECEE ， (2.46e)

( ) ( ) ( )
2

1cos}1)({1 612614232
αλλλ ++++−+−+ ECBECEDEA  

( ) 46141114 )({1 DECEEA +−+−−+ κκλ  
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( ) ( ) 0
2

1cos}1( 43614332 =−−+−++
αλλκκκ BECEE ， (2.46f)

式 (2.45a) ~式(2.45f)和式 (2.46a)~式(2.46f)兩聯立方程組內分別有 6

條含有λ 之齊性方程式；因為 iA、 iB、 iD  ( 4,3,2,1=i ) 有非零解，故式(2.45)

和式(2.46)之聯立方程組的係數矩陣之行列式值要等於 0，λ 即為 66 × 行列

式等於零之根。此兩部分特徵方程式為： 

(A) 對稱： 

( ) ( ) 0]
2

1][cos
2

1[cos =−+
αλαλ ， (2.47)

0sinsin1 =+ λααλγ ， (2.48)

其中 
2

1
1 κ

κγ = ， 1κ 及 2κ 可參看附錄一。 

(B) 反對稱： 

( ) ( ) 0]
2

1][sin
2

1[sin =−+
αλαλ ， (2.49)

0sinsin 1 =− αλγλα ， (2.50)

其餘不同徑向邊界條件組合下之特徵方程式可參閱 表 2.1，均列於其中。 

將式 (2.47)~式 (2.48)和式 (2.49)~式 (2.50)分別代回式 (2.45a)~式(2.45f)

和式 (2.46a)~式(2.46f)可解出 iA 、 iB 、 iD  ( 4,3,2,1=i )等係數，接著，可求

得具有應力奇異性之角函數，下列僅闡述對稱的角函數(反對稱的角函數

可參閱表 2.2)： 
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根據特徵方程式的組成方式，角函數可分成四種情況來討論： 

(a) 當 ( ) 0
2

1cos =+
αλ  與 ( ) 0

2
1cos ≠−

αλ ，則式 (2.45a)~式(2.45f)中之係數

1A 、 3A 、 3B 、 4D 為零，以致於無 )(
0

au 及 )(
0

av 之角函數，則角函數僅為 

( ){ }θλλ 1cos1
1

)( += +rBw a ， ( ){ }θλψ λ 1cos1
)( += rDa

r ，  

( ){ }θλψ λ
θ 1sin1

)( +−= rDa 。 (2.51)

由此可知，在本情況下 )(
0

au 及 )(
0

av 之 r 的階數遠大於λ ，因此， 0u 及 0v 不會

造成應力奇異性。 

(b) 當 ( ) 0
2

1cos =−
αλ 與 ( ) 0

2
1cos ≠+

αλ 時，係數 1A 和 )( 3231 BA κκ +− 為 0 ，故 )(
0

av

之角函數亦不會導致應力奇異性，其餘的角函數為 

( ){ }θλλ 1cos1
1

)( += +rBw a ， ( ){ }θλψ λ 1cos1
)( += rDa

r
， 

( ){ }θλψ λ
θ

1sin1
)( +−= rDa 。 (2.52)

(c) 當 ( ) 0
2

1cos =+
αλ  與 ( ) 0

2
1cos =−

αλ 時，由式(2.45b)可得 

( )
2

)1sin(
2

)1sin(
32311 αλ

αλ
κκ

+

−
= BAA ＋－ ， (2.53)

將 1A 替換成 3A 和 3B ，而 1A 、 iB 和 iD  ( 3,1=i ) 為待定係數，故所有的角函

數為 

( )
( )

( ) ( ) +
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
−++⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

+

−
−= θλθλκ

αλ

αλ
λ 1cos1cos

21sin
21sin

13
)(

0
Aru a  

( )
( )

( )
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
+⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

+

−
θλκ

αλ

αλ
1cos

21sin
21sin

23B ， 
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( )
( )

( ) ( )
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
−++⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

+

−
−+−= θλθλαλ

αλ
κκλ 1sin1sin

21sin
21sin

)( 3231
)(

0
BArv a ， 

( ) ( ){ }θλθλλ 1cos1cos 31
1)( −++= + BBrw a ， 

( ) ( ){ }θλθλψ λ 1cos1cos 31
)( ++−= DDra

r
， 

( ) ( ) ( ){ }θλκκθλψ λ
θ

1sin1sin 33311
)( −+−++−= BDDra 。 (2.54)

(d) 當 0sinsin1 =+ λααλγ 時，而且 ( ) 0
2

1cos ≠−
αλ 與 ( ) 0

2
1cos ≠+

αλ ，則 iA、 iB 、

iD  ( 3,1=i ) 有非零解，經由係數矩陣行列式為 0，可得各係數之關係，角

函數可表示成 

( )
( )

( ) ( )
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−++
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

+

−
−= θλθλ

αλ

αλ
λ 1cos1cos

21cos
21cos

3
)(

0
rAu a ， 

( )
( )

( ) ( ) ( )
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−+−++⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
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⎜
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⎛
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⎥
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⎢
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⎡
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⎜
⎜
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⎛
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( )

( ) ( ) ( )
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−+−++⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
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⎛

+
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21cos

231113
)( rAa 。 (2.55)

將上述 2.3 節作一小結。表 2.1 與 表 2.2 分別將不同徑向邊界條件組

合下之特徵方程式及其對應的角函數列於其中。表 2.2 只列了四種不同

邊界條件組合下之角函數，從表中可發現，凡是具有對稱性之問題，其
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角函數都較為簡潔精緻，如S(I)_ S(I)，S(II)_ S(II)，C_C，F_ F等案例。

其他的角函數亦可由 12 條邊界條件所構成之線性方程組推導，但其表示

式過於複雜。大部分的角函數都跟非均質材料的材料性質有關聯性。 

表 2.1 中列出了八種不同邊界條件組合下之特徵方程式，而S(I)_F和

S(II)_F兩種案例並沒有列在其中，原因是其過於複雜繁多無法列出。若

想獲得該等邊界條件下之λ 值，可以藉由該等邊界條件組成之 1212× 行列

式為零時，此非線性方程式之解即為λ 值。表 2.1 顯示，只要邊界條件中

沒有S(I)或S(II)中之任一種，不論是受到面內拉伸或是面外彎矩，其特徵

方程式皆與均質材料者相同。例如，F_F對稱之特徵方程式為 

0sin)3(sin)1( =+++− λαυαυλ   ，  (2.56)

0sinsin =+ λααλ ， (2.57)

式 (2.56)可以在Huang 【2002】找到相符合的方程式；而式 (2.57)在Williams 

【1952】亦也相同的發現。Huang【2002】探討均質Reddy板理論之應力

奇異解，Williams 【1952】則探討平面彈性問題之奇異性。 

2.4 應力奇異性分析 

當 1]Re[0 << λ ， rN 、 θN 、 θrN 、 rM 、 θM 、 θrM 、 rP 、 θP 和 θrP 有 1−λr 形

式的奇異性。只要角隅兩徑向之邊界條件中沒有 S(I)或 S(II)，則特徵方程

式中就沒有非均質材料性質相關的參數；λ 值就不會受非均質材料之材料
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性質所影響。本小節欲探究當邊界中有 S(I)或 S(II)，則材料非均質的特性

對λ 值之影響，以下的數值結果所使用的波松比(υ )為 0.3。 

圖 2.3 顯示S(I)_S(I)邊界下，各種不同 bPP /Δ (=0.02，10，100)和m (=2，

5)情形下，描繪出特徵值實部之最小值與扇形角(α )之關係。本研究將對

稱案例與反對稱案例分開討論。式 (2.48)與式 (2.50)之特徵值實部之最小

值被材料非均質之性質影響的程度不大，而式 (2.47)與式 (2.49)特徵根之

奇異性與材料性質無關。當扇形角(α )超過 o90 時，即會發生奇異性，但 o180

例外。特徵值實部之最小值依扇形角度不同，對稱案例與反對稱案例之

特徵值實部之最小值亦不同，應取數值較小的一方：當 oo 27090 ≤< α 時，

應利用式 (2.47)；當 oo 360270 ≤< α 時，則決定於式 (2.49)。 

探討 S(II)_S(II)的奇異性問題，不同於 S(I)_S(I)的是多了兩條特徵方

程式： 

0sinsin =± λααλ  (2.58)

Huang【2002】針對均質Reddy板理論，研究其奇異性，文中指出式 (2.58)

之特徵值實部之最小值大於式 (2.47)與式 (2.49)。因此，於S(II)_S(II)之案

例，功能梯度材料扇形板之尖角的奇異性，取自式 (2.47)與式 (2.49)之特

徵值實部之最小值，且與材料性質無關。 

圖 2.4 展示了S(I)_S(II)邊界下，非均質的材料性質對特徵值實部之最小值
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之影響。該案例有兩條特徵方程式(表 2.1 中，式(T1)、式(T2))，一條與材

料性質無關，另一條，則反之。此特徵方程式亦可在Huang【2002】均質

板的奇異性研究中發現。考慮非均質材料參數為 bPP /Δ =0.02，10，100 和

m =2，5 情況下，對特徵方程式(式(T2))最小根之影響很小。S(I)_S(II)應

力奇異階數取決於跟材料參數無關之特徵方程式(式(T1)) 

圖 2.5 為S(I)_C和S(II)_C邊界下，特徵值實部之最小值與扇形角之關係。

S(I)_C和S(II)_C各有兩條特徵方程式；一是與材料性質相關，另一則是無

材料性質無關。換言之，此兩案例皆有一特徵方程式中含有非均質材料

性質(表 2.1 中，式(T4))。另一特徵方程式不受非均質材料性質之影響(表

2.1 中，式(T3)，式(T4))，於Huang【2002】 均質板分析中也有出現。非

均質材料參數為 bPP /Δ =0.02，10，100 和m =2，5 情況下，對應力奇異性

之影響很小 。該案例在小於 o180 或大於 o270 時，應力奇異性是控制在不

受非均質材料性質影響之特徵方程式之根。 

圖 2.6 與 圖 2.7 說明特徵值實部之最小值，在非均質材料與均質材料之

間的差異，本圖縱軸所表示之相對誤差為 

)]0(Re[
)]0(Re[)]0(Re[

=
=−≠

m
mm

λ
λλ

最小值

最小值最小值
， (2.59)

其中， )0( =mλ 代表均質板之特徵值。 bPP /Δ =0.02，10，100 和m =2，5 之

應力奇異階數與均質板差異很小，大約在 %3 以內。 
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第三章 振動分析 

本章將探討利用 Ritz 法結合前章所得之結果，分析具有應力奇異點

之功能梯度材料厚板的振動行為，所考慮之板為懸臂斜形板與具邊緣裂

縫簡支撐矩形板。斜形板包括斜三角形、斜平行四邊形及斜梯形板。懸

臂斜形板於固定端-自由端(clamped-free)之尖角處(re-entrant corner)及矩

形板裂縫尖端，具有應力奇異之現象。於數值方法中，若能正確描述尖

角處之應力奇異行為，將加速解之收斂性及準確性。 

本章所推導Ritz法所須之應變能、動能、勁度矩陣及質量矩陣均以斜

座標系統(ξ ,η )(參看 圖 1.1)為主，當斜角(b)為 0 時，公式則回至卡氏座

標系統( yx, )。 

3.1 應變能與動能 

Reddy 三階板理論之應變能(U )及動能(T )定義如下： 

[ ] dzdAU
A

h

h yzyzxzxzxyxyyyyyxxxx∫ ∫−
++++= 2

22
1 εσεσεσεσεσ  ， (3.1)

 

[ ] dzdAwvuT
A

h

h∫ ∫−
∗∗∗ ++= 2

2

222

2
1

&&&ρ  ， (3.2)

其中， ∗u 、 ∗v 及 ∗w 分別為 x、y、z 方向之位移分量，ρ : 單位體積之質量。

而且 
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)],([),,(),,,( 0 ytxztyxutzyxu xx ψ+=∗ )(
3
4

,02

3

xx w
h
z

+− ψ ， (3.3a) 

 

),,(),,(),,,( 0 tyxztyxvtzyxv yy ψ+=∗ )(
3
4

,02

3

yy w
h
z

+− ψ ， (3.3b) 

 

),,(),,,( 0 tyxwtzyxw =∗ ，        (3.3c) 

其中， 0xu 、 0yv 、 0w 、 xψ 與 yψ 分別為 x-y 座標系統中，板中平面之位移與

轉角函數，下標”, ”代表對自變數 x或 y 之微分。 

有鑒於所分析之案例為斜形板，故須將卡氏座標( yx, )轉換成斜座標

( ηξ , )(參看圖 1.1)，其中( yx, )與( ηξ , )滿足 

βξ cos=x ， βξη sin+=y ， (3.4)

其中，β 定義為 x軸與 ξ軸之夾角。因此，一函數 f 對 x 或 y 微分與對ξ 或

η微分之關係為 

ηξ β
β ,,, tan

cos
1 fff x −=  ，  (3.5a)

η,, ff y =  ， (3.5b)

ηηξηξξ β
β

β
β ,

2
,2,2, tan

cos
sin2

cos
1 ffff xx +−=  ， (3.5c)

ηη,, ff yy =  ， (3.5d)

ηηξη β
β ,,, tan

cos
1 fff xy −=  ， (3.5e)

下標” j, ”為對任一獨立變數 j 取偏微分。透過兩座標之幾何關係，可將卡
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氏座標之位移場以 ηξ − 者表示成  

)],,(sin),,([),,(cos),,,( 0 ttztutzyxu ηξψβηξψηξβ ηξξ −+=∗  

)tansecsin(
3
4 00

2

3

η
β

ξ
βψβψ ηξ ∂

∂
−

∂
∂

+−−
ww

h
z

， (3.6)

 

),,(cos),,(sin),,(),,,( 00 tztutvtzyxv ηξψβηξβηξ ηξη ++=∗    

)(cos
3
4 0

2

3

η
ψβ η ∂

∂
+−

w
h
z

， (3.7)

 

),,(),,,( 0 twtzyxw ηξ=∗ ，        (3.8)

其中， 0ξu 、 0ηv 、 0w 、 ξψ 與 ηψ 分別為ξ -η 座標系統中，板中平面之位移與

轉角函數。 

依位移—應變線性關係，可得 

)tansec)(()sin( ,,
3

1,0,0 ηξξξηξξξ ψββψβε −−+−= zCzuuxx  

)tansintan)(( ,,
3

1 ηηξη βψβψβ +−−+ zCz  

)tantansec2(sec ,0
2

,0,0
23

1 ηηηξξξ ββββ wwwzC +−− ， (3.9)

 

ηηηηηηηξ ψβε ,0
3

1,
3

1,0,0 )()(sin wzCzCzvuyy −+−++= ， (3.10)

 

]tan[sectan)tansin(cos ,0,0,0,0 ηηξηξξηξ ββββββγ vvuuxy −++−=  

)sin2)(()( ,,
3

1
3

1 ηηξηξ ψβψψ −−+−+ zCzzCz  

)tan(sec2 ,0,0
3

1 ηηξη ββ wwzC −− ， (3.11)
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η,0
2

2
2

1 )1()1(cos wzCzCψβγ ηyz −+−= ， (3.12)

 

ηξηξ ββψβψγ ,0,0
2

2
2

2
2

2 tan))(sec1(sin)1()1( wwzCzCzCxz −−+−−−= ， (3.13)

式 (3.9)~式 (3.13)結合等向性材料(isotropic material)之組成律，式 (3.1)

可表示成 

{∫∫ −++−+=
A

uwCDJvDwECKuEU 01,001311100
ˆ])(cosˆˆˆ[

2
1

,013, ηηηηβψφ η  

ηφ ,01141141201 ˆˆ)(ˆ[ vJwKCKCKuK +−−++  

1,041,412
ˆ]cos)( φβψ ηηηη wJCJCJ −−+  

1,061,4,0316114031 ˆ]cosˆˆˆ[ wwDCJvDwECKuEC ηηηηη βψφ −++−+−  

ηηηηηη βψφ ,0,031,1,001311100 ]cosˆˆˆ[ vwECKvEwDCJuD −++−++  

ηφ ,01141141201 ˆˆ)(ˆ[ vKwJCJCJuJ +−−++  

βψβψ ηηηηηη cos]cos)( ,,041,412 wKCKCK −−+  

( ) ηηηηηηη βψφ ,0,03,06101,414031 ]ˆcosˆˆ[ wvEwEwDCKJuDC ++−++−  

224124121112312110
ˆ]ˆ2ˆ)(ˆ[ˆ]ˆ2ˆˆ[ φφφ wLCLCLuLuwGCLuG −−++−++  

226124131 ˆ]ˆ2ˆˆ[2 wwGCLuGC −+− φ  

2
,0,0220 )]tan(sec)sin)[(( ηξηξ βββψψ wwLCL −+−−+  

}dAwLCL 2
,0220 )cos)(( ηη βψ +−+  ， (3.14)

其中， 

)sinsinsin(secˆ
,

2
,,,1 ηηξηηξξξ βψβψβψψβφ +−−=  ， (3.15) 
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ξηηηηξ ψβψψφ ,,,2 )sin2(ˆ +−=  ， (3.16)

ηξξξ β ,0,00 sinˆ uuu −=  ， (3.17)

)sin(tan)sin(secˆ ,0,0,0,01 ηξξξηηξη ββββ uuvvu −+−=  ， (3.18)

ηηξηξξ ββββ ,0
2

,0,0
2

1 tansectan2secˆ wwww +−=  ， (3.19)

( )
ηηξ ββ
,,0,02 tansecˆ www −=  ， (3.20)

21 +−= iii ECEK ， 21 +−= iii DCDJ ， 21 +−= iii GCGL ， 22 +−= iii GCGM ， (3.21)

將式 (3.6)~式 (3.8)代入式 (3.2)，可獲得以ξ -η座標表示之動能 

( ) ( ) ( )( )[ ]{∫∫ −+−−−+=
V

wwzCzuT 2
00

3
10 ,tan,secsinsincos

2 ηξηξηξξ ββψβψψβψβρ
&&&&&&&  

( ) ( )[ ] }dVwwzCzuv 2
0

2
0

3
100 ,coscossin &&&&&& ++−+++ ηηηξη βψβψβ ， (3.22)

3.2 利用 Ritz 法求解 FGM 板之自然振動頻率 
利用 Ritz 法解自然振動頻率，須定義一能量函數 

maxmax TU −=∏  ， (3.23)

其中， maxT ：一振動週期內最大動能； maxU ：一振動週期內最大應變能。 

令 

tieUtu ω
ξξ ηξηξ ⋅= ),(),,( 00 ， (3.24a)

 tieVtv ω
ηη ηξηξ ⋅= ),(),,( 00 ， (3.24b)

 tiet ω
ξξ ηξηξψ ⋅Ψ= ),(),,( ， (3.24c)

 tiet ω
ηη ηξηξψ ⋅Ψ= ),(),,( ， (3.24d)
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 tieWtw ωηξηξ ⋅= ),(),,(0 ， (3.24e)

其中，ω 為自然振動頻率，依式 (3.14)及式 (3.22) 

{∫∫ −Ψ++−+=
A

uWCDJVDwECKuEU 0101311100
~])(cos~~~[

2
1

,13,,0max ηηηηηη βφ  

ηηφ ,01141141201
~~)(~[ VJwKCKCKuK +−−++  

1,41,412
~]cos)( φβ ηηηη WJCJCJ −Ψ−+  

1,61,4,0316114031
~]cos~~~[ wWDCJVDwECKuEC ηηηηηη βφ −Ψ++−+−  

ηηηηηηηη βφ ,0,31,1,001311100 ]cos~~~[ VWECKVEwDCJuD −Ψ++−++  

ηηφ ,01141141201
~~)(~[ VKwJCJCJuJ +−−++  

ββ ηηηηηη cos]cos)( ,,41,412 Ψ−Ψ−+ WKCKCK  

( ) ηηηηηηηη βφ ,,03,6101,414031 ]~cos~~[ WVEWEwDCKJuDC ++−Ψ++−  

224124121112312110
~]~2~)(~[~]~2~~[ φφφ wLCLCLuLuwGCLuG −−++−++  

226124131
~]~2~~[2 wwGCLuGC −+− φ  

2
,,220 )]tan(sec)sin)[(( ηξηξ βββ WWLCL −+Ψ−Ψ−+  

}dAWLCL 2
,220 )cos)(( ηη β +Ψ−+  ， (3.25)

其中， 

)sinsinsin(sec~
,

2
,,,1 ηηξηηξξξ ββββφ Ψ+Ψ−Ψ−Ψ=  ， (3.26a)

ξηηηηξ βφ ,,,2 )sin2(~
Ψ+Ψ−Ψ=  ， (3.26b)

ηξξξ β ,0,00 sin~ UUu −=  ， (3.26c)

)sin(tan)sin(sec~
,0,0,0,01 ηξξξηηξη ββββ UUVVu −+−=  ， (3.26d)
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ηηξηξξ ββββ ,
2

,,
2

1 tansectan2sec~ WWWw +−=  ， (3.26e)

( )
ηηξ ββ
,,,2 tansec~ WWw −=  ， (3.26f)

最大動能為 

( ) ( ) ( )( )[ ]{∫∫ −+Ψ−Ψ−Ψ−Ψ+=
V

WWzCzUT 23
10

2

max ,tan,secsinsincos
2 ηξηξηξξ βββββρω  

( ) ( )[ ] }dVWWzCzUV 223
100 ,coscossin ++Ψ−Ψ+++ ηηηξη βββ ， (3. 27)

以具完備性之允許函數序列表示 0ξU 、 0ηV 、 ξΨ 、 ηΨ 、W ： 

),(),(
1

00 ηξηξ ξξ ∑
∞

=

=
i

iaiUNU ， (3.28a)

),(),(
1

00 ηξηξ ηη ∑
∞

=

=
i

ibiVNV ， (3.28b)

),(),(
1

ηξηξ ξξ ∑
∞

=

Ψ=Ψ
i

iciN  ， (3.28c)

),(),(
1

ηξηξ ηη ∑
∞

=

Ψ=Ψ
i

idiN ， (3.28d)

),(),(
1

ηξηξ ∑
∞

=

=
i

ieiWNW ， (3.28e)

其中， aiN 、 biN 、 ciN 、 diN 、 eiN 為待定係數， iU 0ξ 、 iV 0η 、 iξΨ 、 iηΨ 、 iW 為

滿足幾何邊界條件之允許函數。 

對於所有滿足幾何邊界條件之 0ξU 、 0ηV 、 ξΨ 、 ηΨ 與W 函數，使得Π 最

小，即為所欲求之解；而此時所對應之ω 即為自然振動頻率。將式

(3.25)、式 (3. 27)與式 (3.28)代入式 (3.23)，依據最小勢能原理得： 

0=
∂

∏∂
=

∂
∏∂

=
∂

∏∂
=

∂
∏∂

=
∂

∏∂

eidicibiai NNNNN
， (3.29)

整理可得一組特徵方程式 
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ω ， 

 (3.30)

勁度矩陣 [ ]K 與質量矩陣 [ ]M 為對稱矩陣，詳細的公式可參閱附錄二。 

3.3 允許函數之建構 

3.3.1 懸臂斜形板 

本章所探討之懸臂斜形功能梯度材料厚板，幾何圖形如 圖 1.1 所

示；其斜角為b，懸臂上緣長為a，固定端寬度為b，自由端弦長為c，厚

度h。當 0=c ，則為三角形板；若 bc = ，則為平行四邊形板。動能(式(3.27))

與應變能(式 (3.25))中之允許函數以ξ -η座標表示，首先，須配合傳統滿

足幾何邊界條件之完整函數序列，再加上一組角函數，故將允許函數假

設為 

),(),(),(0 θηξηξ ξξξ rUUU cp += ， (3.31a)

),(),(),(0 θηξηξ ηηη rVVV cp += ， (3.31b)

),(),(),( θηξηξ ξξξ rcp Ψ+Ψ=Ψ ， (3.31c)

),(),(),( θηξηξ ηηη rcp Ψ+Ψ=Ψ ， (3.31d)

),(),(),( θηξηξ rWWW cp += ， (3.31e)
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其中，下標 ” p ” 表示滿足傳統幾何邊界條件之多項式函數(polynomial 

functions)，下標 ”c ” 則為角函數。 

懸臂斜形板之邊界條件為一端固定端，其他端為自由端；所假設之

形狀函數必須滿足下列之邊界條件 

0),0(0 =ηξU ， 0),0(0 =ηηV ， 0),0( =Ψ ηξ ， 0),0( =Ψ ηη ， 0),0( =ηW ， 0),0(, =ηξW 。 

故令多項式形狀函數如下: 

∑∑
= =

−=
I

i

J

j

ji
ijp aU

1 1

1),( ηξηξξ ， (3.32a)

∑∑
= =

−=
I

i

J

j

ji
ijp bV

1 1

1),( ηξηξη ， (3.32b)

∑∑
= =

−=Ψ
I

i

J

j

ji
ijp c

1 1

1),( ηξηξξ ， (3.32c)

∑∑
= =

−=Ψ
I

i

J

j

ji
ijp d

1 1

1),( ηξηξη ， (3.32d)

∑∑
= =

−=
I

i

J

j

ji
ijp eW

2 1

1),( ηξηξ ， (3.32e)

上式中之 ija 、 ijb 、 ijc 、 ijd 與 ije 為任意參數； ),( JI 為式 (3.32a)~式(3.32e)之

上限，其值並無任何限制，此處為簡化其複雜性，假設 I 與 J 之值相同。 

由於式 (3.32a)~式(3.32e)之多項式函數無法確實描述出尖角處(corner)

所產生的應力奇異性；因此，加入之角函數可以滿足該處應力奇異性。

第二章求得FGM厚板在C_F(固定端_自由端)邊界下之角函數過於複雜，

但其應力奇異性為 2/1−r ，與均勻板相同。因此，為了簡化計算過程，本研

究懸臂斜形板採用等向均勻板之角函數。面外角函數是利用Huang 
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【2002】 建構於Reddy三階板理論的漸近解，而面內角函數是根據平面

彈性理論推導得之。令 

[ ]∑
=

+=
K

k
kckkckc ruBruBU

1
)),,(Im(~)),,(Re( λθλθ ξξξ ， (3.33a)

[ ]∑
=

+=
K

k
kckkckc rvCrvCV

1
)),,(Im(~)),,(Re( λθλθ ηηη ， (3.33b)

[ ]∑
=

+=Ψ
K

k
kckkckc rDrD

1
)),,(Im(~)),,(Re( λθψλθψ ξξξ ， (3.33c)

[ ]∑
=

+=Ψ
K

k
kckkckc rFrF

1
)),,(Im(~)),,(Re( λθψλθψ ηηη ， (3.33d)

[ ]∑
=

+=
K

k
kkkkc rwErwEW

1
)),,(Im(~)),,(Re( λθλθ ， (3.33e)

其中，面外角函數為： 

θληθλ
λ

λθψ λ )1sin()1cos(
1

1{),( 23 +−+
−

+
= kk

k

k
r

krBr  

})1sin()1cos(
1

1
1 θληθλ

λ
λ

−+−
−

+
+ kk

k

k ， (3.34a)

θληθλ
λ

λθψ λ
θ )1cos()1sin(

1
1{),( 23 +−+

−
+

−= kk
k

kkrBr  

})1cos()1sin( 2 θληθλ −+−+ kk ， (3.34b)

θλ
λ

λθ λ )1cos()~
1

)1(~
{(),( 2

11
3 +−

−
+

= +
k

k

k kkrBrw θληη
λ

λ )1sin()~~(
1
)1(

2211 +−
+

−
+ k

k

k kk  

θλ
λ

λ )1cos()~
1

)1(~
2

1 −+
−
+

− k
k

k kk })1sin()~~( 2211 θληη −−+ kkk ， (3.34c)

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+
+

=
2

)3(
2

)1(
16

17~
1

υλυ
λ

k

k

k ， ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−
+

=
2

)3(
2

)1(
16
17~

2
υλυ

λ
k

k

k ， 

    
])1sin()1)(1()1sin()3)[(1(
])1cos()1)(1()1cos()3)[(1(

1 αλυλαλλυλυλ
αλυλαλλυλυλη

+−−−−−++−
+−++−−+++

=
kkkkkk

kkkkkk ， 

    
αλυλαλλυλυ
αλυλαλλυλυη

)1sin()1)(1()1sin()3(
)1cos()1)(1()1cos()3(

2 +−−−−−++
+−++−−++

=
kkkkk

kkkkk 。 
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kλ 為下列面外模態特徵方程式之第 k 個根 

)1)(3(
sin)1(4

sin
222

2

υυ
αυλ

αλ
−+

−−
= k

k  或   
)1)(3(

sin)1(4
sin

222
2

υυ
αυλ

αλ
+−

+−
= k

k 。                

而面內角函數則為 

θλδθλθ λ )1sin()1cos({),( 130 +++−= kk
krBru })1sin()1cos( 2 θλδθλ −+−+ kk ， (3.35a)

θλθλδθ λ )1sin()1cos({),( 130 +++= kk
krBrv })1sin()1cos( 323 θλδθλδδ −−−+ kk ， (3.35b)

其中， 

)2sin2)(sin3(
]2cos)3(2cos)3()1)(1[( 2

1 αλαλλυυλ
αλλυυλαλυυλλυλδ

kkkk

kkkkkkk

−+++−
+++−++++−−−−

= ，

)2sin2sin)(1(
]2cos)1(2cos)1(3[

2 αλαλυ
αλυαυλλυυλδ

kk

kkkk

−+
++++−−−

= ， 

υλυλ
υλυλδ
kk

kk

+++−
+−+

=
3

3
3 。 

kλ 為下列面內模態特徵方程式之第 k 個根 

)1)(3(
sin)1(4sin

222
2

υυ
αυλλα

−+
−−

= k
k 。 

因為漸近解 0u 、 0v 、 rψ 、 θψ 及w定義於極座標系統，懸臂斜形板之計算須

將其從極座標系統轉換到 ηξ − 座標系統。經轉換後(參看圖 1.1、圖 3.1)，

可得  

),,()sec(sin),,()sec(cos),,( 00 kkkc rurvru λθβθλθβθλθξ += ， (3.36a)

),,()sintancos(),,()costan(sin),,( 00 kkkc rurvrv λθθβθλθθβθλθη −−+−= ， (3.36b)

),,()costan(sin),,()cossin(tan),,( kkrkc rrr λθψθβθλθψθθβλθψ θξ +−−= ， (3.36c)

),,(cossec),,(sinsec),,( kkrkc rrr λθθψβλθθψβλθψ θη −= ， (3.36d)

其中， 
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2
122 ]sin)

2
(2)

2
[( βηξξη −−+−=

bbr ，
βξη

βξθ
sin)2(

costan 1

−−
= −

b 。 (3.36e)

3.3.2 具邊緣裂縫簡支承矩形板 

圖 1.2 所繪製之具邊緣裂縫簡支承矩形板，AL為矩形板之長度，BL為矩

形板之寬度，DL為裂縫長度，Cy為裂縫位置， cα 為裂縫傾斜角度。取允

許函數為： 

),(),(),(0 θrUyxUyxU xcpxx += ， (3.37a)

),(),(),(0 θrVyxVyxV ycypy += ， (3.37b)

),(),(),( θryxyx cxpxx Ψ+Ψ=Ψ ， (3.37c)

),(),(),( θryxyx ycpyy Ψ+Ψ=Ψ ， (3.37d)

),(),(),( θrWyxWyxW cp += ， (3.37e)

其中，下標 ” p ” 表示滿足傳統幾何邊界條件之多項式函數(polynomial 

functions)，下標 ”c ” 則為角函數。 

當考慮具邊緣裂縫簡支承矩形板，形狀函數須滿足 

0),0(0 =yU x ， 0),0(0 =yVy ， 0),0( =Ψ yy ， 0),0( =yW ， (3.38a)

0),(0 =yALU x ， 0),(0 =yALVy ， 0),( =Ψ yALy ， 0),( =yALW ， (3.38b)

0)0,(0 =xU x ， 0)0,(0 =xVy ， 0)0,( =Ψ xx ， 0)0,( =xW ， (3.38c)

0),(0 =BLxU x ， 0),(0 =BLxVy ， 0),( =Ψ BLxx ， 0),( =BLxW ， (3.38d)

由於考慮矩形板；因此，很容易建構滿足邊界條件之正交多項式函數。
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故令: 

∑∑
= =

=
I

i

J

j
jiijpx yxayxU

0 0
)()(),( ψφ ， (3.39a)

∑∑
= =

=
I

i

J

j
jiijpy yxbyxV

0 0
)()(),( ψφ ， (3.39b)

∑∑
= =

=Ψ
I

i

J

j
jiijpx yxcyx

0 0
)()(~),( ψφ ， (3.39c)

∑∑
= =

=Ψ
I

i

J

j
jiijpy yxdyx

0 0
)(~)(),( ψφ ， (3.39d)

∑∑
= =

=
I

i

J

j
jiijp yxeyxW

0 0
)()(),( ψφ ， (3.39e)

其中， )(xiφ ， )(~ xiφ ， )(yjψ 和 )(~ yjψ 是經由 Gram-Schmidt 的演算程序(Bhat

【1985】)所獲得之正交多項式函數。以建構 )(xiφ 為例： 

取 

)()(0 xALxx −=φ ， (3.40a)

)()()( 011 xxx φβφ −= ， (3.40b)

)()()()( 21 xCxxx iiiii −− −−= φφβφ ， (3.40c)

其 中 ，
∫
∫
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−
= AL

i

AL
i

i
dxx

dxxx

0
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2

0
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)(

)(

φ

φ
β ，

∫
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−

−−
= AL

i

AL
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i

dxx

dxxxx
C

0
2

2

0 21

)(

)()(

φ

φφ
，  )(xiφ 需 滿 足 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=
≠

=∫ lka
lk

dxxx
kl

AL

lk ,
,0

)()(
0

φφ ，使用正交多項式可改善使用多項式造成病態

矩陣之現象。 

若祇使用式 (3.39a)~式(3.39e)之允許函數於Ritz法中，Ritz法將不知裂

縫之存在與否。因此，為讓Ritz法知道裂縫之存在，須於允許函數引入於

裂縫處函數不連續且函數微分不連續的函數。另外，函數亦須能準確描
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述裂縫尖端處之應力奇異行為。從第二章所推導之漸近解中可知，裂縫

尖端之漸近解為： 

(A) 對稱： 

( )
( ) ( )
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⎫
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(B) 反對稱： 
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其中， 8η ~ 10η 詳列於附錄一，
2
n

=λ ， =n 1, 2, 3, …..。此解除了滿足於裂

縫尖端處之應力奇異時，亦符合於裂縫處位移與轉角不連續的特性，但

是由於式(3.41)及式(3.42)之表示式過於複雜，因此，取 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ +

+
+

= ∑∑∑∑
= =

−

= =

−
21

1 0

2/)12(

1 0

2/)12(

2
12sin~

2
12cos),(),(

N

n

n

l

n
nl

N

n

n

l

n
nluxc

lrBlrByxfrU θθθ ， (3.43a)
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其中， 

))((),( yBLxALxyyxfu −−= ， (3.44a)

))((),( yBLxALxyyxfv −−= ， (3.44b)

)(),( yBLyyxfx −= ， (3.44c)
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)(),( xALxyxf y −= ， (3.44d)

))((),( yBLxALxyyxfw −−= ， (3.44e)

式(3.43)中大括弧所含之函數集明顯包含式(3.41)及式(3.42)者，並稱大括

弧內之函數為〝修正角函數〞。式 (3.44a)~式(3.44e)所示之函數則為使式

(3.43a)~式(3.43e)滿足幾何邊界條件。 
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3.4 收斂性分析 

當從完備允許函數取用足夠多項時，由 Ritz 法所獲得之頻率應準確

地從上限收斂至真解。而本研究所分析之案例皆具有應力奇異點，於允

許函數中引入能描述應力奇異性之角函數。針對收斂性分析之研究，本

節主要探討的重點為角函數是否能有效的加速數值解收斂之速度，並且

在不良矩陣(ill-conditioning matrix)發生前，求得準確的自然振動頻率? 

將允許函數式(3.32)、式(3.33)、式(3.39)、式(3.43)代入勁度矩陣與

質量矩陣中，經數值積分後，可得到式 (3.30)之特徵方程式。本研究利

用〝IMSL〞程式庫中之副程式一〝DGVCSP〞來求解特徵值問題，不僅

可以獲得自然振動頻率，亦可得到相對應的模態。 

本章的數值結果以無因次化頻率 Ω  ( )/()1(12 222 hEbbρυω −l )或 Ω  

( )/()1(12)( 222 hEAL bbρυω − )表示。取波松比(υ )為 0.3。本章所使用之程式

是以 FORTRAN 程式言語來譔寫，並將其在 64 位元的作業系統中執行，

採用四倍精確度之變數進行運算。 

表 3.1~表3.5為懸臂斜形板與具邊緣裂縫簡支承矩形板之收斂性分析。表

3.1 中(I,J)為式 (3.32a)~式(3.32e)多項式函數之項數所使用之個數，而角

函數數目 CN (No. of Corner Functions )則代表式 (3.33a)~ (3.33e)中各角函

數之個數(即 cUξ 、 cVη 、 cξΨ 、 cηΨ 、 cW 個別之數目)，故所使用允許函數之
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總項數為 cNIJI 51])1[(5 +−+⋅−× 。表 3.2 中(I,J)為式 (3.39a)~式(3.39e)多項

式函數之項數所使用之個數，而 1N 、 2N 則代表式 (3.43a)~ (3.43e)中各角

函 數 控 制 r 階 數 之 參 數 ， 故 所 引 用 之 總 項 數 為

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
+

+
+×

2
)3(

2
)3(

5 2211 NNNN
JI 。 

3.4.1 均質厚板 

為驗證程式之正確性，先進行近似均質板之收斂性分析並與文獻中

均質板之結果相比較(參看表 3.1 和表 3.2)。為考慮類似均質板，取體積

比例階數( m )為 0.0001，板頂、底面材料性質比 bt EE 、 bt ρρ 為 1.0001。

表 3.1 考慮斜角 60°，寬厚比( bh / )為 0.2、長寬比( ba / )為 1 之懸臂平行四

邊形功能梯度材料厚板，並與McGee 和Butalia【1992c】之結果比較。

McGee 和Butalia【1992c】利用高階板理論及有限元素法，分析懸臂斜

平行四邊形、梯形及三角形板之振動。表 3.1 中觀察每一振態在各多項

式與角函數項數((I,J)+ CN )為(9,9)＋5、(9,9)＋10 與(10,10)＋10 所得之頻率

值，可發現項數(10,10)＋10 所得前五個振態之頻率值具至少 3 位有效位

數收斂之精確度，與McGee 和Butalia【1992】文獻中之結果相當接近，

故可確認本研究所使用之程式的正確性。 

表 3.2 則考慮一具邊緣裂縫簡支承矩形板，其寬厚比(h/BL)為 0.01，長寬

比 (AL/BL)為 2，裂縫長度與矩形長邊比 (DL/AL) 為 0.8，裂縫位於
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Cy/BL=0.5，同樣地，亦將其結果Stahl和Keer 【1972】相比較。Stahl和

Keer 【1972】利用Fredholm 積分，求解具裂縫簡支承矩形薄板之自然

振動頻率。表 3.2 中觀察每一振態發現，當多項式和角函數項數

((I,J)+ 21 NN + )為(9,9)+8+8、(9,9)+10+10 和(10,10)+8+8 時，無因次化頻率

值亦可收斂至 3 位有效位數，收斂的數值結果皆低於Stahl和Keer 【1972】

解析解，因為Stahl和Keer 【1972】探討之問題是架構在薄板理論，相對

於Reddy三階板理論會有高估自然振動頻率的現象。表 3.2 近似均質板無

因次化頻率，除了收斂至三位有效位數外，亦相當接近Stahl和Keer 

【1972】文獻之結果，故本研究所使用之程式應是正確無誤的。 

3.4.2 懸臂斜形板 

表 3.3 及 表 3.4 所示者分別為斜角 60°和 75°懸臂平行四邊形厚板無因次

化頻率(Ω )之收斂性分析。表中列出前五個模態之振動頻率，此兩案例的

幾何及材料參數皆是寬厚比( bh / )為 0.5、長寬比( ba / )為 1，取 bt EE / 、

bt ρρ / 和m 均為 5。表 3.3 及 表 3.4 所使用多項式之項數(I,J)從(6,6)，

(7,7)，…，增加至(11,11)，而角函數項數( CN )從 0，1，…，增加至 10 個。

從 表 3.3 及 表 3.4 發現到當只使用多項式函數時，收斂性較差。然而，

在數學理論上，使用一完整多項式之集合，或說是使用無限多個多項式，

同樣可使自然振動頻率收斂至精確值；但在數值計算過程，卻會產生不
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良(ill-conditioning)之情況。在多項式項數之使用上有其限制時，加入角

函數，便成了立即且有效達到收斂之方式。表 3.3 及 表 3.4 之結果顯示： 

(a) 以第一振態為例，比較各位移分量( 0ξU 、 0ηV 、 ξΨ 、 ηΨ 及W )中多項式

和角函數項數((I,J)+ CN )為(6,6)+0、(11,11)+0 和(6,6)+5 之頻率值。表

3.3 中以(6,6)+0 所得之頻率值 0.969 為基準，(11,11)+0 所得之頻率值

0.939，降低了 3.09%；而(6,6)+5 所得之頻率值 0.933，降低了 3.7%。

同樣地，表 3.4 中從(6,6)+0 至(6,6)+5 所得之頻率值降低了 6.67%，而

從(6,6)+0 至(11,11)+0 所得之頻率則只降低了 4.84%。角函數對於收斂

速度之影響明顯比多項式來的大。從(6,6)+0 至(6,6)+5，允許函數只增

加了 25 個角函數，而從(6,6)+0 至(11,11)+0 則增加了 400 個多項式。 

(b) 當斜角角度愈大時，角函數之效果更加顯著。例如，表 3.3 中斜角 60°

時，(11,11)+0 與(11,11)+5 頻率值之差異小於 0.9%；而 表 3.4 中斜角

75° 時，(11,11)+0 與(11,11)+5 頻率值之平均差異大約 1.9%。 

(c) 觀察(10,10)+5，(11,11)+5 與(10,10)+10 每一個振態所得之頻率值，可

發現大部分之頻率值皆可收斂至少三位有效位數。 

3.4.3 具邊緣裂縫簡支承矩形板 

表 3.5所列者為裂縫長度與長邊比DL/AL=0.5的具邊緣裂縫簡支承矩形板
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之無因次化頻率 ( Ω )之收斂性分析，其厚寬比h/BL =0.1，長寬比

AL/BL=2，裂縫位置與寬邊比Cy/BL=0.5；取體積比例階數 10=m ，板頂面

與底面楊氏模數比 5=bt EE ，密度比 10/ =bt ρρ 。表 3.5 中所使用多項式之

項數(I,J)從(6,6)，(7,7)，…，增加至(10,10)，而角函數項數( 21, NN )為 0，1，

5，7 個。從 表 3.5 中發現到幾個值得注意的現象： 

(a) 只使用多項式函數時，無因次化頻率已經可以收斂，但對本研究的

案例而言，卻無任何意義，因為此收斂值在沒有加入角函數的情況

下，只是一般〝無裂縫〞矩形板的收斂頻率。因此，面對裂縫問題

時，修正角函數扮演了一個絕對重要的角色。 

(b) 觀察每一振態發現，當多項式和角函數項數 ((I,J)+ 21 NN + )為

(8,8)+5+5、(8,8)+7+7 和(9,9)+5+5 時，無因次化頻率值皆可收斂至 3

位有效位數。 

3.5 結果與討論 

3.5.1 懸臂斜形板 

本節主要研究之重點，在於對不同材料性質 bt EE 、 bt ρρ 與不同體

積比例階數m ，以及不同幾何參數a/b、h/b、c/b、β (參看 圖 1.1)之情況

下，探討這些參數對三種不同形狀(平行四邊形、梯形和三角形)之懸臂功
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能梯度材料厚板振動頻率之影響。本節數值分析所使用的項數((I,J)+ CN )

分別為，斜角 0°、30°、45°皆採用(9,9)+5，而斜角 60°和 75° 則採用(9,9)+10，

根據 表 3.3 及 表 3.4 收斂性分析之結果，這些項數足以達到四位有效位

數的收斂值。 

表 3.6、表 3.7 及表 3.8 分別為三種不同形狀的懸臂功能梯度材料厚板之

無因次化頻率( Ω ):平行四邊形(h/b=0.5，c/b=1)、梯形(h/b=0.5，c/b=0.5)

和三角形(h/b=0.2，c/b=0)；取波松比 3.0=υ 、 10/ =bt ρρ 。表 3.6與表 3.7

所列者針對不同的斜角 (β=0°、 30°、 45°、 60°、 75°)、材料參數

( bt EE / =2、5)及體積比例階數( m =0、0.5、5)之前五個振態進行探討，而

表 3.8所列者不同於表 3.6與表 3.7之處在於體積比例階數為 0、5和10。

表 3.6、表 3.7 及表 3.8 中密度比( bt ρρ / )皆固定為 10，相關現象如下顯示： 

(a) 當體積比例階數m =0，楊氏模數比從 bt EE / =2 增加至 5 時，無因

次化振動頻率值會隨之增加。此現象與均質板勁度增加，頻率

值並不會改變的情形有所不同，主要的原因是無因次化頻率

)/()1(12 222 hEbbρυω −=Ω l 其中的 bE 不是真實均質板之楊氏模數

所致。 

(b) 不論幾何形狀是平行四邊形、梯形或三角形，當體積比例階數

( m )、楊氏模數比( bt EE / )和密度比( bt ρρ / )固定時，無因次化振動

頻率值會隨著斜角(β)增加而變小。例如，表 3.6 所列者，當m =5，
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bt EE / =2 且 10/ =bt ρρ ，斜角為 0°、30°、45°、60°及 75°時，第一

振態之頻率值分別為 2.025、1.641、1.188、0.617 和 0.103，由

此可看出頻率與斜角大小成反比之趨勢。 

(c) 當體積比例階數( m )和斜角(β)固定，而楊氏模數比( bt EE / )從 2

變成 5 時，無因次化振動頻率值也會隨之增加，並且發現其彼

此之間有一倍數關係。所列者，當m =10 且斜角為 0°，觀察第一

振態之變化，發現 bt EE / =5 的頻率值 5.279 與 bt EE / =2 的頻率值

4.593 之比約為 1.1 倍，第二~第五振態也有相同的倍數關係，對

於其他斜角也有一樣的特性。 

(d) 於 表 3.7，當斜角為 0°、30°、45°時，第一、三、五振態是以面

外振動為主的振態，而第二、四振態則是以面內振動為主的振

態。以m =5 為例，第一、三、五振態之 bt EE / =5 的頻率值大約

為 bt EE / =2 的 1.18 倍，第二、四振態之 bt EE / =5 的頻率值大約

為 bt EE / =2 的 1.23 倍。此處所謂以面外振動或面內振動為主是

根據特徵向量來判定。 

(e) 當楊氏模數比( bt EE / )和斜角(β)固定之情況下，增加體積比例階

數( m )將會造成無因次化振動頻率值的增加；從 圖 3.2 體積比例

參數(
m

h
zV ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

2
1 )隨厚度方向之變化情形可發現，當m 增加時，

勁度與質量會逐漸遞減，但是質量降低的速度比勁度快，故形

成頻率值增加的趨勢。表 3.7 所列者，當 bt EE / =2，探究斜角為

0°、30°、45°、60°及 75°時，m =5 與m =0.5 之頻率值比：以面外
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振動為主的振態大約為 1.43 倍，以面內振動為主的振態大約為

1.35 倍。表 3.8 中，取 bt EE / =2，比較斜角為 0°、30°時，m =10

與m =0 無因次化振動頻率值之比；以面外振動為主的振態(第

一、三、四振態)大約為 1.77 倍，而以面內振動為主的振態(第

二、五振態)大約為 1.71 倍。 

3.5.2 具邊緣裂縫簡支承矩形板 

本節主要針對具邊緣裂縫簡支承矩形板，探討不同的裂縫長度、不

同的體積比例階數與楊氏模數比之情況下，具邊緣裂縫簡支承矩形板無

因次化頻率( Ω )改變的趨勢。根據收斂性分析的結果，本節之數值分析所

採用的項數((I,J)+ 21 NN + )為(9,9)+7+7，此項數已能達到三位有效位數的

收斂值。表 3.9 所列者為厚寬比h/BL =0.1，長寬比AL/BL=2，裂縫位置與

寬 邊 比 Cy/BL=0.5 ， 密 度 比 10/ =bt ρρ ， 不 同 裂 縫 長 度 與 長 邊 比

DL/AL=0.1，0.5和 0.7、不同的體積比例階數 =m 2，5和 10與不同的楊氏

模數比 =bt EE 2，5 和 20 之前五個振態無因次化頻率。由 表 3.9 可觀察

到： 

(a) 不論材料參數( bt EE ， bt ρρ / )的組成為何，增加裂縫長度導致無因次

化頻率值之降低。此乃裂縫開的愈大，板之勁度就愈小所致。 

(b) 與懸臂斜形板較不一樣的地方是，具邊緣裂縫之矩形板前五個振態

皆是面外模態，而不像懸臂斜形板面內模態與面外模態交錯。可能
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是厚寬比比較小造成的，懸臂斜形板所用的厚寬比是 0.2 和 0.5，而

具邊緣裂縫之矩形板用的厚寬比是 0.1。 

(c) 在材料性質對無因次化頻率值的影響方面，與懸臂斜形板類似；當

固定 bt EE 與 DL/AL 時，體積比例階數m 的增加會使無因次化頻率值

跟著增加。例如，取 =bt EE 5、DL/AL=0.1 時， =m 10 和 =m 5 之頻率

值比約為 1.25 倍。 

(d) 當m 與 DL/AL 固定時，改變楊氏模數比 bt EE ，亦會使板勁度變大，

造成無因次化頻率值的增加。例如， =m 5、DL/AL=0.5 時， =bt EE 20

和 5 之頻率值比約為 1.42 倍。 

 

 

 

 

 

 

 



 62

第四章 無元素 Galerkin 法之應用 

本章第二章之結果應用於無元素 Galerkin 法(Element-free Galerkin 

Method)之基底函數，求解具邊緣裂縫矩形功能梯度材料厚板之應力強度

因子(stress intensity factors)。無元素 Galerkin 法採用移動最小平方差法

(Moving Least Square Method)建立近似的位移函數，進而代入勁度及外力

矩陣中，於無元素法(mesh free method)中以無元素 Galerkin 法的計算最穩

定，精度較高，為無元素法中較為成熟的一種方法。本研究直接利用應

力強度因子的基本定義來估算應力強度因子，經由應力與應力強度因子

之關係，利用應力奇異項次，即可求得。 

4.1 移動最小平方差法建構形狀函數 

4.1.1 基本原理 

在移動最小平方差法中，定義域內任意一點 )(Χ 之近似位移場

( )wvu yxyx ,,,, 00 ψψ 中任一分量 )(~ Χαu 可用數學完備函數集(例如多項式)表示

成 

L+++=Χ yaxaau 210)(~α  

)()(],,,1[
2

1

0

ΧΧ≡

⎪
⎪
⎭

⎪
⎪
⎬

⎫

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

= αapT
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a
a

yx

M

L ，  (4.1)
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其中， )(Χp 為線性獨立且具完整性的基底函數向量； )(Χαa 則為待定係

數向量；α 代表其位移分量， 5,4,3,2,1=α 分別代表 0xu 、 0yv 、 xψ 、 yψ 和w。 

本研究分析之兩種案例為具邊緣裂縫矩形板，分別受面內載重和面

外載重作用(如圖 4.1 及 圖 4.2 所示)。為精確描述裂縫尖端處之奇異應力

場，如同前章所述理由，於式 (4.1)中之 )(Χp 再加入適當之函數：位移分

量 0xu ， 0yv ， xψ 和 yψ 之基底函數取為 

[ ]),(,,,,,,1)( 22 θrGyxyxyx I
T =Χp ， (4.2)

另外，w之基底函數取為 

[ ]),(,,,,,,1)( 22 θrFyxyxyx I
T =Χp ， (4.3)

其中， 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=

2
sin,

2
3sin,

2
cos,

2
3cos),( θθθθθ rrrrrGI ， (4.4)

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

2
sin,

2
3sin,

2
cos,

2
3cos),( 2

3
2
3

2
3

2
3 θθθθθ rrrrrFI ， (4.5)

由於移動最小平方差法之特性，基底函數不須如前章之Ritz法用許多項之

允許函數。本研究祇取 6 項多項式及 4 項修正角函數。因此，式 (4.1)中，

相對應的待定係數則為 

[ ]Taaaaaa )(),(),(,),(),(),( 10932 81
ΧΧΧΧΧΧ= ααααααα La ， (4.6)

式 (4.6)中之待定係數可利用權重平方差法決定之。 

為了定義一誤差函數 J 如下 
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[ ]∑
=

−ΧΧΧ−Χ=Χ
n

I
II

T
I uWJ

ˆ

1

2)()()()( ααap
)

， (4.7)

其中， α
Iu 為Χ點處之真正位移分量值； )( IW Χ−Χ

)
為權重，為讓取樣點 IΧ

對Χ點有不一樣之權重，取 IΧ−Χ 值愈小，則 )( IW Χ−Χ
)

值愈大； n̂為權重

函數定義域內之節點數目。使誤差達最小值 ( ) 0=
∂

∂
αa

J
時，可得一組線性關

係式 

∑
=

Χ=ΧΧ
n

I
Iu

ˆ

1
)()()( αα BaA ， (4.8)

其中， 

∑
=

ΧΧΧ−Χ=Χ
n

I
I

T
IIW

ˆ

1
)()()()( ppA

)
， (4.9)

[ ])()(,),()(),()()( ˆ~2211 nnWWW ΧΧ−ΧΧΧ−ΧΧΧ−Χ=Χ pppB
)

L
))

， (4.10)

因此，由式 (4.8)可得 

∑
=

− ΧΧ=Χ
n

I
Iu

ˆ

1

1 )()()( αα BAa ， (4.11)

再將式 (4.11)代回式 (4.1)，得 

∑∑
==

− Χ=ΧΧΧ=Χ
n

I
II

n

I
I

T uuu
ˆ

1

ˆ

1

1 )()()()()(~ ααα ψα BAp ， (4.12)

其中，  

)()()()( 1 ΧΧΧ=Χ − BApT
I
αψ ， (4.13)

)(Χαψ I 為類似傳統有限元素法中之形狀函數，同理，根據式 (4.12)，五個

位移函數可表示如下成： 
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由於處理矩陣微分之方式，不像是一般對函數微分那樣直接，須透

過一種間接的過程，輾轉才能達到矩陣微分的目的。演算過程如下：    

令 )()()( 1 ΧΧ=Χ −ApTγ ，則式 (4.13)可表示成 

)()()( ΧΧ=Χ Bγψ α
I ， (4.15) 

且 

)()()( Χ=ΧΧ TpA γ ， (4.16)

接著，式 (4.16)中對 )(Χγ 的偏微分可以表示成 

γγ x
T
xx ,,, ApA −= ， (4.17)

γγ y
T
yy ,,, ApA −= ， (4.18)

)2( ,,,,, xxxx
T
xxxx γγγ AApA +−= ， (4.19)

)2( ,,,,, yyyy
T
yyyy γγγ AApA +−= ， (4.20)

)( ,,,,,,, xyyxxy
T
xyxy γγγγ AAApA ++−= ， (4.21)

將式 (4.17)~式 (4.21)等號左右兩邊同時乘上 )(1 Χ−A ，即可得 )(Χγ 的偏微分

公式。再將 )(Χγ 的偏微分公式代回式 (4.15)，即可獲得式 (4.13)形狀函數

的偏微分 

xIIxxI ,,, BB γγψ α += ， (4.22)
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yIIyyI ,,, BB γγψ α += ， (4.23)

xxIxIxIxxxxI ,,,,, 2 BBB γγγψ α ++= ， (4.24)

yyIyIyIyyyyI ,,,,, 2 BBB γγγψ α ++= ， (4.25)

xyIxIyyIxIxyxyI ,,,,,,, BBBB γγγγψ α +++= ， (4.26)

4.1.2 權重函數 

權重函數(weight function)的選擇決定了節點對取樣點的影響程度；

以節點為中心，取樣點距離節點愈遠，則其受節點的影響愈小。一般而

言，選取權重函數的原則有下列三點: 

(1) 為了確保待定係數 )(Χαa 是唯一解，權重函數值必須為

正，才能使得 )(1 Χ−A 存在。 

(2) 權重函數對各變數(x 或 y)的微分必須存在。 

(3) 權重函數須能反應出節點與取樣點之間的影響力：距離

節點愈近者，權重愈大；愈遠者，權重愈小。 

在移動最小平方差法中，常用的權重函數有四次(三次)多項式權重函

數、指數權重函數、圓錐形權重函數以及修正之指數權重函數(Belytschko

等人【1994】)等。本研究選擇修正之指數權重函數為 
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其中， md 為節點 ( )IΧ 之影響區域， ( ) ( )22
ii yyxxd −+−= 是取樣點 ( )Χ 與節

點 ( )IΧ 之距離。 wC 為控制權重函數相對權重的參數，而且是最重要的一

個參數，但該值的大小並無統一之規定，端視所分析之案例而定。此權

函數具有 n 階微分連續的性質，因此由移動最小平方差法所建構之形狀

函數( )(Χαψ I )及其微分後之結果亦具有連續性。 

當任意取樣點 ( )Χ 被節點 ( )IΧ 的影響範圍所涵蓋，此節點對該取樣點

會產生影響，則該節點會被納入建構近似函數之計算。值得注意的是，

移動最小平方差法計算過程中，權重函數所含蓋節點數(N)必須大於等於

待定係數( )(Χαa )的數目；如此才能確保求解時不會有奇異矩陣產生。 

4.2 勁度矩陣與外力矩陣 

先定義一總勢能函數為 

WU −=∏  ， (4.28)

其中，U 與式 (3.25)中之 maxU 相同，袛是其定義於 ),( yx 座標系統。故於式

(3.25)中之 0=β 即可得式 (4.28)之U ；W 為外力所做之功。將式 (4.14)之

位移函數代入總勢能函數中，可得外力所做之功為 



 68

( ) ( ) ( )(∫Γ
++++−=

t
xnsynnxynsxnnyxnsynnx MnMnvNnNnuNnNnW ψˆˆˆˆˆˆ

00  

( ) ) ( )∫Ω
++++ dAqwdswQMnMn nynsxnny

ˆˆˆ ψ ， (4.29)

其中， tΓ 代表描述外力之邊界；( )yx nn , 為邊界法線向量； nnN̂ 和 nsN̂ ， nnM̂ 和

nsM̂ ， nQ̂ 為作用在邊界上的外力， q為板上方的均佈載重。 

依據最小勢能原理，使式 (4.28)之總勢能函數極小，即Π對式 (4.14)

中之未知係數 α
Iu 微分等於零。可得一組線性代數方程式： 

[ ]{ } { }fdK = ，  (4.30)

其中， ][K 為板結構之勁度矩陣，且 ][K 之公式與第三章者類似；{ }f 為外

力向量，表示作用於任意取樣點之外力；{ }d 為由 α
Iu 所構成之向量，將{ }d

代回式 (4.14)中，即可求得取樣點受外力作用下之近似位移場。 

4.3 應力強度因子 

應力強度因子於破壞力學中相當重要。因為在裂縫尖端處應力已經

是無限大，再用應力來代表強度已無任何意義；而相對地，應力強度因

子是有限量(finite)，可用來表示裂縫尖端應力奇異性的大小。傳統上，計

算應力強度因子之方式有很多種，較常使用的有 J-積分法(J-integrals)、位

移外插法、應力外插法…等等。本研究於基底函數中加入角函數，故應

能準確得尖端處之應力分佈，並進一步依應力強度因子之基本定義，即

可求得該因子。 
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在破壞力學中，根據裂縫受力情況不同，會產生三種不同的相對位

移。一般可將裂縫分成三種形式(如 圖 4.3a~圖 4.3c所示)：(1) 開裂型

(Opening model)，  (2) 滑開型 (In-plane Shear model)， (3) 撕開型

(Out-of-plane Shear model)。不同類型的裂縫相對應不同的應力強度因

子。因為功能梯度材料面外位移與面內位移耦合的關係，每一種裂縫形

式會同時產生面外彎矩和面內拉伸的應力強度因子。 

本研究採用板理論，利用 Stress resultants 定義應力強度因子較為適

當，而 Reddy 三階板理論之剪力 rQ 、 θQ 、 rR 及 θR 不會有奇異性(第二章

已證明)。因此，本研究所考慮之應力強度因子定義為： 

(1) 張開型 

00
2lim =→− = θyyrIN NrK ， 00

2lim =→− = θyyrIM MrK ， (4.31)

(2) 滑開型 

00
2lim =→− = θxyrIIN NrK ， 00

2lim =→− = θxyrIIM MrK  (4.32)

數值分析所用的無因次化應力強度因子依受力形式可分為 

(一) 受面內載重 0N 作用 

10 DLN
K

K IN
IN

−
− = ，

10 DLN
K

K IIN
IIN

−
− = ， (4.33)

20 DLhN
KK IM

IM
−

− = ，
20 DLhN

KK IM
IIM

−
− =  (4.34)

(二) 受面外載重 0M 作用 
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K IN
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−
− = ，

1)/( 0 DLhM
K

K IIN
IIN

−
− = ， (4.35)

20 DLM
KK IM

IM
−

− = ，
20 DLM

KK IM
IIM

−
− =  (4. 36)
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4.4 收斂分析 

本研究節點分佈方式如 圖 4.4 所示，第一層採均勻佈點(例如，2×

2、3×3…)，第二層則在裂縫尖端附近局部均勻加密佈點，且第一層與第

二層的節點不會重複。第二層加密佈點的範圍是以裂縫尖端為中心，加

密區域邊長分別為原來板的長與寬的十分之二。由於無元素Galerkin法

中節點與積分網格是脫勾的，並無關聯性，背景網格祇為方便數值積

分。無元素Galerkin法計算離散化的積分(Belytschko【1996】)常用的方式

有三種：(1) 節點積分法；(2) 網格積分法(Cell quadrature)；(3) 元素積

分法(Element quadrature)。第(2)種和第(3)種方法都是以高斯積分來進

行，兩者主要不同點在於前者物理邊界與積分網格不一致。本研究使用

的是第(3)種方式，元素積分法是以有限元素網格作為積分網格。本研究

採用高斯積分法來作數值積分，積分網格是以均勻切割的方式(例如，2×

2、3×3…)，將一個板分成 64 個(8×8)矩形積分網格，每一個矩形網格內

取 36 個高斯積分點。所以，每一個分析案例總共利用了 2304 個高斯積

分點。圖 4.5~圖 4.6 收斂性分析中，節點增加的方式為 10×10、11×11…、

30×30、31×31，再加上局部加密的 36 個節點，就是每一組分析所用的總

節點數。 

為了確認本研究所發展之程式的正確性，不論是受面內載重或面外

載重之案例，均首先以求解近似均質板之FGM厚板，並與均質板之數值
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結果相比較，以確定程式之正確。然後，再進行FGM厚板在不同材料性

質與裂縫長度的收斂性分析。本研究之面內載重是指均勻受每單位長度

的軸力 0N 作用(參看 圖 4.1)，而面外載重是指均勻受每單位長度的彎矩

0M (參看圖 4.2)。 

4.4.1 受面內載重 

考慮如圖 4.1 所示之板，取厚寬比h/BL1 =0.1，長寬比AL1/BL1=1，

裂縫位置與寬邊比Cy1/BL1=0.5，體積比例階數 4101 −×=m ，板頂面與底面

楊氏模數比 0001.1=bt EE ，邊界條件為完全自由端。圖 4.5 與 圖 4.6 所示

者分別為裂縫長度與長邊比DL1/AL1=0.1 與 0.4 應力強度因子 0/ NK IN − 收

斂性分析，取 15.0 ALdm = ， 12/1ALCw = 。圖 4.5 與 圖 4.6 亦示Freese 【1971】

分析均勻板所得結果。Freese 【1971】利用保角映射(conformal mapping)

法結合邊界配置(boundary collocation)法，分析二維平面應力問題，依定

義直接計算應力強度因子。圖 4.5 與圖 4.6 中水平虛線代表Freese 【1971】

所得之結果，其值分別為 0.1467 與 0.0389，跟圖中節點增加與否無關。 

圖 4.5 與 圖 4.6 中實線代表FGM厚板於近似均質板時，隨節點增加所獲

得之結果。本研究所得結果隨著節點之增加，振盪收斂於真值。當節點

數從676+36(第一層佈點+加密佈點)、729+36、…到961+36，圖4.5與圖

4.6 0/ NK IN − 之收斂值分別約為 0.1463 與 0.0.039，與Freese 【1971】所得
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者甚為接近。 

FGM厚板的第一型裂縫無因次化應力強度因子 INK − 和 IMK − 之收斂性

分析，分別顯示於 圖 4.7 與 圖 4.8，其裂縫位於板邊緣的中間

(Cy1/BL1=0.5)，厚寬比h/BL1 =0.1，長寬比AL1/BL1=1。於 圖 4.7 中發現，

虛線的振盪幅度比實線小，收斂較快。圖 4.7 與 圖 4.8 中虛線所代表的案

例為DL1/AL1=0.5，體積比例階數 10=m ，楊氏模數比 5=bt EE ，所得到

的 收 斂 值 313.0=−INK 和 000419.0=−IMK ， 而 實 線 所 代 表 的 案 例 為

DL1/AL1=0.3，體積比例階數 5=m ，楊氏模數比 10=bt EE ，其收斂值為

254.0=−INK 和 000771.0=−IMK 。 

4.4.2 受面外載重 

圖 4.9 中探討DL2/AL2=0.5 受面外載重 0M 作用之矩形板(如 圖 4.2 所示)

的第一型裂縫應力強度因子 0/ MK IM − ，其它幾何條件為厚寬比h/BL2 

=0.5，長寬比AL2/BL2=0.5，裂縫長度與長邊比DL2/AL2=0.5，裂縫位置

與寬邊比Cy2/BL2=0.5，取 2ALdm = ， 12/2ALCw = 。近似均質板之材料性

質與圖 4.5 相同( 4101 −×=m ， 0001.1=bt EE )。 

圖 4.9 中的虛線表示Liu and Jiang【2000】以一種近似方程和近似解法，

依應力強度因子的定義，求解Reissner板之應力強度因子，所獲得的值為

18.89；而實線則表示FGM厚板於近似齊性板之結果，雖然曲線在中段的
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振盪較大，但當節點數超過 729+36(第一層佈點+加密佈點)點以後，

0/ MK IM − 值大約可收斂至 18.9。 

圖 4.10 與 圖 4.11 所繪製的曲線分別呈現出FGM厚板的第一型裂縫無因

次化應力強度因子 INK − 和 IMK − 之收斂情形，影響半徑( md )及相對權重參數

( wC )為 圖 4.9 所用之值，其幾何性質為DL2/AL2=0.5，h/BL2 =0.1，

AL2/BL2=1，Cy2/BL2=0.5，材料性質為 10=bt EE ， 5=m 。從圖 4.10 與圖

4.11 中觀察到，雖然曲線在收斂的過程中有些需振盪， 但最終仍趨於緩

和，收斂至某一個值；收斂值 014.1=−INK 和 734.0=−IMK 。 

4.5 數值結果 

本節考慮一具邊緣裂縫矩形板，上下邊界分別承受均勻軸力 0N 和均

勻彎矩 0M 之兩種案例，在不同材料參數 bt EE 和m，不同的裂縫長度與長

邊比 DL1/AL1、DL2/AL2 下，探討 FGM 厚板裂縫之無因次化應力強度因

子 INK − 、 IMK − 、 INK − 和 IMK − 的變化。數值分析中所採用的節點數目為 820

個(28×28+36) (第一層佈點+加密佈點)，而積分網格則與收斂性分析相同

(64 個網格，2304 個高斯積分點)。  

4.5.1 受面內載重 

表 4.1 為h/BL1 =0.1，AL1/BL1=1，Cy1/BL1=0.5 的具邊緣裂縫矩形板，且
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15.0 ALdm = ， 12/1ALCw = ，對應不同楊氏模數比 =bt EE 2 和 5、體積比例

階數 =m 0、5、10、20、裂縫長度與長邊比DL1/AL1=0.3、0.5、0.7 之第一

型裂縫無因次化應力強度因子 INK − 和 IMK − 。由表 4.1 觀察到的數值結果，

簡潔地歸納出下列四點： 

(a) 於均質板( =m 0)時，祇有軸力所產生無因次化應力強度因子

INK − ，而彎矩所造成的無因次化應力強度因子 0=−IMK 。當

0≠m ，因為面內位移與面外位移耦合的關係，會存在 IMK − 值。 

(b) 考慮 bt EE 和m 兩參數固定不變的情形下，無因次化應力強

度因子 INK − 和 IMK − 會隨著裂縫長度的增加而變大。 

(c) 當 bt EE 和 DL1/AL1 固定時，可發現無因次化應力強度因子

INK − 和 IMK − ，除了 =m 0 之情形下，會隨著體積比例階數m 的

增加而減少。而 =m 0 的無因次化應力強度因子皆小於 =m 5、

10、20 時的值。 

(d) 若固定m 和 DL1/AL1，比較 =bt EE 2 和 5 對無因次化應力強

度因子的影響，發現 bt EE 變大時，會使得勁度上升，故 INK −

和 IMK − 會隨之增加。 

(e) 本案例中 xyM 及 xyN 並無應力奇異性項次，故無第二型裂縫無

因次化應力強度因子 IINK − 和 IIMK − ，表示此案例承受均勻軸
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力 0N 的作用，故破壞模式還是由第一型裂縫的無因次化應力

強度因子所控制。 

4.5.2 受面外載重 

本節主要針對h/BL2 =0.1，AL2/BL2=1，Cy2/BL2=0.5 受面外載重 0M

作用之矩形板，令 2ALdm = ， 12/2ALCw = ，探討不同楊氏模數比 =bt EE 2、

5、10 及 20、體積比例階數 =m 0、5、10、20、裂縫長度與長邊比

DL2/AL2=0.5、0.7 之應力強度因子 INK − 和 IMK − 所有數值結果都詳列於 表

4.2 中。由 表 4.2 觀察得到的結果整理如下： 

(a) 因耦合效應的關係，當 0≠m 時，除了彎矩所致的無因次化應

力強度因子 IMK − 外，亦會有於均質板( =m 0)不會存在的軸力

所致之無因次化應力強度因子 INK − 。 

(b) 將參數 bt EE 和 m 保持固定，改變裂縫長度與長邊比

DL2/AL2 時，無因次化應力強度因子 INK − 與 IMK − 會隨著裂縫

長度(DL2)的增加而增加。 

(c) 固定 bt EE 和 DL2/AL2 之情況下，體積比例階數m 與無因次

化應力強度因子 INK − 與 IMK − 的變化呈現反比的現象。但 =m 0

是例外， =m 0 的無因次化應力強度因子皆小於 =m 5、10、
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20 時的值。 

(d) 當m 和 DL2/AL2 皆固定之情況下， bt EE 增加，則勁度變大，

相對的，無因次化應力強度因子 INK − 與 IMK − 也會跟著增加。 

(e) 本案例與表 4.1 相同， xyM 及 xyN 並無應力奇異性項次，雖然

此案例承受面外的彎矩 0M 作用，但仍是由第一型裂縫的無

因次化應力強度因子主導了整個板的破壞模式 
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第五章 結論與建議 

5.1 結論 

5.1.1 漸近解與應力奇異性 

本研究基於 Reddy 三階板理論，利用特徵函數展開法求解扇形板平

衡方程式(以位移表示)之漸近解；並求得各種不同邊界條件下，FGM 厚

板在角隅處之特徵方程式，此特徵方程式決定彎矩奇異性階數。 

當尖角徑向邊界沒有 S(I)或 S(II)之邊界條件時，其特徵方程式與均

質板是相同的。在徑向邊界條件為 S(I)或 S(II)之任一種的情況下，材料

非均質( bPP /Δ =0.02，10，100 和m =2，5)的特性對應力奇異階數的影響

很小。但是，角函數卻與均質板的部分有著很大的差異；大部分的案例，

FGM 厚板的角函數都具有面內與面外位移耦合的特性，也就是說，角函

數中薀含了非均質材料性質的材料參數。 

5.1.2 振動分析 

(一) 本研究利用 Ritz 法配合含多項式及角函數之允許函數準確分析了

懸臂斜形板(平行四邊形、梯形和三角形)及具邊緣裂縫簡支承矩形

板。在不同材料性質( bt EE ，m )的情形下，提供了詳細的數值結果
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(至少具三位有效位數之準確度)。可為其他分析方法(例如：有限元

素法，邊界元素法或微分數值法)的比較。 

(二) 收斂性分析驗證了將角函數引入允許函數中，對於 Ritz 法中決定板

振動頻率之影響。只增加多項式允許函數無法使數值解快速收斂至

精確解，特別是面臨裂縫問題時(多項式函數無法描述裂縫之存

在)，但加入角函數不只加速解之收斂；並能令吾人了解每一模態

於奇異點附近之應力奇異行為。 

(三) FGM 之體積比例階數m 與楊氏模數比 bt EE / 直接改變 FGM 厚板材

料參數的分布狀況及板的勁度。由數值分析的結果發現，不論改變

bt EE / 或者m 都會使無因次化振動頻率值約略呈一倍數之變化。 

5.1.3 應力強度因子 

(一) 經由收斂性分析顯示，不論是受面內載重或面外載重的具邊緣裂縫

矩形板之應力強度因子，隨節點數之增加而振盪收斂至真值。 

(二) 當 FGM 厚板之 bt EE 增加時，會使得勁度提高，以致應力強度因子

隨之增加。但應力強度因子會隨著體積比例階數m 的增加而減少(了

=m 0 例外)。 

(三) 針對本研究之兩種案例，不論是受面內載重或面外載重，當 0=m ，
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祇會存在軸力或彎矩所產生之應力強度因子；相對地，當 0≠m ，因

為面內位移與面外位移耦合的關係，軸力或彎矩所致之應力強度因

子會同時存在。 

5.2 建議 

本研究發現針對具應力奇異性的 FGM 厚板之動力或靜力分析，加入

角函數能夠獲得更精確的數值結果。例如，利用 Ritz 法分析具應力奇異

點之懸臂斜形板及具邊緣裂縫簡支承矩形板，於允許函數中加入角函

數，可使 Ritz 法更精確的分析應力奇異問題；利用無元素 Galerkin 法，

於基底函數中加入角函數，亦能準確求取應力強度因子。利用本研究之

方法可繼續研究不同邊界條件下具應力奇異點之力學行為(靜力或動

力)，亦可將角函數應用至有限元素法或其他的無網格法中。 

由於功能梯度材料的材料性質隨厚度(z)呈非線性連續變化，增加分

析過與數值結果的複雜性，與均質材料的力學行為有很大的差異。例如，

振動分析中，受面內位移與面外位移耦合的影響很大；而靜力分析中，

裂縫尖端的應力強度因子受材料梯度的影響，使得原本在均質材料所使

用的應力強度因子，必須考慮到面內位移與面外位移耦合所造成的部分。 
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( ) ( )}dAMCM ji ηξ βΨ−Ψ−+ sin220  ， 

  

( ){∫ Ψ−Ψ=
A

iiijK ηξξξ ββ ,,
35 tansec  

( )[ ηηξηξξ ββββ ,
2

,,
2

41 tantansec2sec jjj WWWKC +−−  

]ηη,41 jWJC− ( )ηηξηηξ ββ ,,,41 tansec2 jji WWLC −Ψ−  

( ) ( )}dAWWMCM jji ηξξ ββ ,,220 tansec −Ψ−+  ， 

  

( )∫ Ψ+Ψ−=
A

iiijK ηηξη βββ ,,
44 tansintan     

( )( )[ ηηξη βββ ,,412 tansintan jjKCK Ψ+Ψ−−  

( ) ] ηηηη ββ ,,412 coscos ijJCJ Ψ+Ψ−+  

( )( )[ ηηξη βββ ,,412 tansintan jjJCJ Ψ+Ψ−− ( ) ]ηηβ ,412 cos jKCK Ψ−+  

( )( )ηηξηηηξη ββ ,,,,412 sin2sin2)( jjiiLCL Ψ−ΨΨ−Ψ−+  

( )( )( )jiMCM ηη ββ Ψ−Ψ−−+ sinsin220 ( ) }dAMCM ji βηη
2

220 cosΨΨ−+ ， 

 

( ){∫ Ψ+Ψ−=
A

iiijK ηηξη βββ ,,
45 tansintan  

( )[ ηηξηξξ ββββ ,
2

,,
2

41 tantansecsec jjj WWWKC +−− ]ηη,41 jWJC−  

( )ηηξηξξηη βββββ ,
2

,,
2

,41 tantansecseccos jjji WWWJC +−Ψ−  
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ηηηηβ ,,41 cos ji WKC Ψ−  

( )( )ηηξηηηξη βββ ,,,,41 tansecsin22 jjii WWLC −Ψ−Ψ−  

( )( )( )ηξη βββ ,,220 tansecsin jji WWMCM −Ψ−−+  

( )( ) }dAWMCM ji ηηβ ,220 cos Ψ−+  ， 

  

( ){∫ +−=
A

iiiij WWWECK ηηξηξξ ββββ ,
2

,,
2

6
2

1
55 tantansecsec  

( )ηηξηξξ ββββ ,
2

,,
2 tantansecsec jjj WWW +−  

( ) ηηηηξηξξ ββββ ,,
2

,,
2

6
2

1 tantansecsec jiii WWWWDC +−+  

( )ηηξηξξηη ββββ ,
2

,,
2

,6
2

1 tantansecsec jjji WWWWDC +−+  ， 

ηηηη ,,6
2

1 ji WWEC+  

( )( )ηηξηηηξη ββββ ,,,,6
2

1 tansectansec4 jjii WWWWGC −−+  

( )( )( )ηξηξ ββββ ,,,,220 tansectansec jjii WWWWMCM −−−+  

( ) }dAWWMCM ji ηη ,,220 −+  ， 
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各質量矩陣為： 

{ }∫=
A

jiij dAUUM 000
11

ξξρ ， 

 

{ }∫=
A

jiij dAVUM 000
12 sin ηξβρ ， 

 

{ }∫ Ψ−=
A

jiij dAUCM ξξβρρ 0311
13 cos)( ， 

  

014 =ijM ， 

  

{ }∫−=
A

jiij dAWUCM ξξρ ,031
15 )( ， 

  

{ }∫=
A

jiij dAVVM 000
22

ηηρ ， 

  

023 =ijM ， 

  

{ }∫ Ψ−=
A

jiij dAVCM ηηβρρ 0311
24 cos)( ， 

  

{ }∫−=
A

jiij dAWVCM ηηρ ,031
25 )( ， 

  

{ }∫ ΨΨ+−=
A

jiij dACCM ξξρρρ )2( 6
2

412
33

1
， 

  

{ }∫ ΨΨ+−−=
A

jiij dACCM ηξβρρρ sin)2( 6
2

412
34

1
， 

  

( ){ }∫ −Ψ+−=
A

jjiij dAWWCCM ηξξ ββρρ ,,6
2

41
35 tansec)(

1
， 
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{ }∫ ΨΨ+−=
A

jiij dACCM ηηρρρ )2( 6
2

412
44

1
， 

  

( ){ }∫ −Ψ−=
A

jjiij dAWWCCM ηξη βββρρ ,,6
2

41
45 tansecsin)(

1
 

{ }∫ Ψ+−+
A

ji dAWCC ηηβρρ ,6
2

41 cos)(
1

， 

  

( )( ){∫ −−=
A

jjiiij WWWWCM ηξηξ ββββρ ,,,,6
255 tansectansec
1

 

}dAWWWWC jiji 0,,6
2
1

ρρ ηη ++ ， 

其中， ∫−
=

2/

2/
)(

h

h

i
i dzzzρρ ， )(zρ 與式 (2.6)之定義一樣 
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表 2.1  各種不同邊界條件之特徵方程式 

 
邊界條件 特徵方程式 

S(I) - S(I) 

對稱案例: 

*0coscos =+ λαα ;    0sinsin1 =+ λααλγ ;  其中，
2

1
1 κ

κγ = ;  

反對稱案例: 

*0coscos =− λαα ;  0sinsin 1 =− αλγλα . 

S(II) - S(II) 

對稱案例: 

*0coscos =+ λαα ; *0sinsin =+ λααλ ; 

0sinsin1 =+ λααλγ ;  

反對稱案例: 
*0coscos =− λαα ;  *0sinsin =− λααλ  ; 

0sinsin 1 =− αλγλα . 

S(I) - S(II) 

*0)2sin2sin)(2cos2(cos =−− λααλλαα ;………(T1) 

0sinsin 222
2 =+ λααλγ ;………(T2) 

其中，
4

3
2 κ

κγ = .  

F - F 

對稱案例: 

*0sin)3(sin)1( =+++− λαυαυλ ;   #*,0sinsin =+ λααλ ; 

反對稱案例: 
*0sin)3(sin)1( =+++−− λαυαυλ ;  #*,0sinsin =+− λααλ  . 

C - C 

對稱案例: 

#*,0sin)3(sin)1( =+−++ λαυαυλ ; *0sinsin =+ λααλ ; 

反對稱案例: 
#*,0sin)3(sin)1( =+−−+ λαυαυλ ; *0sinsin =+− λααλ . 

C - F 
#*,2222 0sin)1)(3(sin)1(4 =++−++− λαυυαυλ ; 
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*2222 0sin)1)(3(sin)1(4 =+−++−− λαυυαυλ . 

S(II) - C 

*2222 0sin)1)(3(sin)1(4 =++−++− λαυυαυλ ;………(T3) 

])(2{[
5

6
6141 κ

κECEE −  

]2)2sin2sin)(sin)3(sin)1((4[
15

6
31

22222
44 κ

κλααλλαυαυλ ECEE +−+−−++  

0]}2)2sin2sin)(sin)3(sin)1((4[
5

6
3

22222
62 =+−+−−+−

κ
κλααλλαυαυλ EEE . 

………(T4) 

S(I) - C 

*02sin)3(2sin)1( =+−++− λαυαυλ ;………(T5) 

])(2{[
15

6
6141 κ

κECEE −  

]2)2sin2sin)(sin)3(sin)1((4[
5

6
31

22222
44 κ

κλααλλαυαυλ ECEE +−+−−++  

0]}2)2sin2sin)(sin)3(sin)1((4[
5

6
3

22222
62 =+−+−−+−

κ
κλααλλαυαυλ EEE . 

………(T4) 
註記: ＊ 代表均質板受面外彎矩時之特徵方程式， 

 #  代表均質板受面內拉伸時之特徵方程式 ， 

1κ ~ 6κ 詳列於附錄一。 
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表 2.2 各種不同邊界條件之角函數 

 
邊界條件 角函數 

S(I)- S(I) 

)
22

( αθα
≤≤−  

(1) 對稱案例: 

當 ( ) 021cos =− αλ  & ( ) 021cos ≠+ αλ ， 

( ){ }θλλ 1cos3
)(

0
−= rAu a , ( )

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−= + θλ
κ
κλ 1cos

2

11
3

)( rAw a , 

( ){ }θλψ λ 1cos3
)( −= Dra

r
, ( )

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−= θλ

κ
κκκψ λ

θ
1sin

2

1
3331

)( ADra . 

當 ( ) 021cos =+ αλ  & ( ) 021cos ≠− αλ ， 

( ){ }θλλ 1cos1
1

)( += +rBw a , ( ){ }θλψ λ 1cos1
)( += rDa

r
, ( ){ }θλψ λ

θ
1sin1

)( +−= rDa . 

當 ( ) 021cos =− αλ  & ( ) 021cos =+ αλ ， 

( )
( )

( ) ( ) +
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
−++⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

+

−
−= θλθλκ

αλ

αλ
λ 1cos1cos

21sin
21sin

13
)(

0
Aru a  

( )
( )

( )
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
+⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

+

−
θλκ

αλ

αλ
1cos

21sin
21sin

23B , 

( )
( )

( ) ( )
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
−++⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

+

−
−+−= θλθλαλ

αλ
κκλ 1sin1sin

21sin
21sin

)( 3231
)(

0
BArv a , 

( ) ( ){ }θλθλλ 1cos1cos 31
1)( −++= + BBrw a , 

( ) ( ){ }θλθλψ λ 1cos1cos 31
)( ++−= DDra

r
, 

( ) ( ) ( ){ }θλκκθλψ λ
θ

1sin1sin 33311
)( −+−++−= BDDra . 

當 0sinsin1 =+ λααλγ ， 

( )
( )

( ) ( )
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−++⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

+

−
−= θλθλ

αλ

αλ
λ 1cos1cos

21cos
21cos

3
)(

0
rAu a , 
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表 2.2 (續上頁) 

 

S(I)- S(I) 

)
22

( αθα
≤≤−  

( )
( )

( ) ( ) ( )
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−+−++⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

+

−
= θληκκθλαλ

αλ
λ 1sin1sin

21cos
21cos

2213
)(

0
rAv a , 

( )
( )

( ) ( )
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
−++⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

+

−
−= + θλθλαλ

αλ
ηλ 1cos1cos

21cos
21cos

2
1

3
)( rAw a , 

( )
( )

( ) ( )
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
++−⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

+

−
−= θλθλαλ

αλ
ηψ λ 1cos1cos

21cos
21cos

13
)( rAa

r
, 

( )
( )

( ) ( ) ( )
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−+−++⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

+

−
= θληκηκθλαλ

αλ
ηψ λ

θ
1sin1sin

21cos
21cos

231113
)( rAa . 

(2) 反對稱案例: 

當 ( ) 021sin =− αλ  & ( ) 021sin ≠+ αλ ， 

( ){ }θλλ 1sin4
)(

0
−= rAu a , ( )

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−= + θλ
κ
κλ 1sin

2

11
4

)( rAw a , 

( ){ }θλψ λ 1sin4
)( −= Dra

r
, ( )

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−= θλ

κ
κκκψ λ

θ
1cos

2

1
4341

)( ADra  

當 ( ) 021sin =+ αλ  & ( ) 021sin ≠− αλ ， 

( ){ }θλλ 1sin1
2

)(
0

+= +rBw a , ( ){ }θλψ λ 1sin2
)( += rDa

r
, 

( ){ }θλψ λ
θ

1cos2
)( += rDa . 
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表 2.2 (續上頁) 

 

S(I)- S(I) 

)
22

( αθα
≤≤−  

當 ( ) 021sin =− αλ  & ( ) 021sin =+ αλ ， 

( )
( )

( ) ( ) +
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
−++⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

+

−
−= θλθλκ

αλ

αλ
λ 1sin1sin

21cos
21cos

14
)(

0
Aru a  

( )
( )

( )
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
+⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

+

−
θλκ

αλ

αλ
1sin

21cos
21cos

24B , 

( )
( )

( ) ( )
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
−++⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

+

−
−−= θλθλαλ

αλ
κκλ 1cos1cos

21cos
21cos

)( 4241
)(

0
BArv a , 

( ) ( ){ }θλθλλ 1sin1sin 42
1)( −++= + BBrw a , 

( ) ( ){ }θλθλψ λ 1sin1sin 42
)( ++−= DDra

r
, 

( ) ( ) ( ){ }θλκκθλψ λ
θ

1cos1cos 43412
)( −−++= BDDra . 

當 0sinsin 1 =− αλγλα ，  

( )
( )

( ) ( )
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−++⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

+

−
−= θλθλαλ

αλ
λ 1sin1sin

21sin
21sin

4
)(

0
rAu a , 

( )
( )

( ) ( ) ( )
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−−++⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

+

−
−= θληκκθλαλ

αλ
λ 1cos1cos

21sin
21sin

3214
)(

0
rAv a , 

( )
( )

( ) ( )
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
−++⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

+

−
−= + θλθλαλ

αλ
ηλ 1sin1sin

21sin
21sin

3
1

4
)( rAw a , 

( )
( )

( ) ( )
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
−++⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

+

−
−= θλθλαλ

αλ
ηψ λ 1sin1sin

21sin
21sin

14
)( rAa

r
, 

( )
( )

( ) ( ) ( )
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−−++⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

+

−
−= θληκηκθλαλ

αλ
ηψ λ

θ
1cos1cos

21sin
21sin

331114
)( rAa . 
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表 2.2 (續上頁) 

 

S(II)-S(II) 

)
22

( αθα
≤≤−

 
 
 

(1) 對稱案例: 

當 ( ) 0
2

1cos =−
αλ  和 ( ) 0

2
1cos =+

αλ  ，此處之漸近解與 S(I)_ S(I)。 

當 0sinsin1 =+ λααλγ  或 0sinsin =+ λααλ ， 

( )
( )

( ) ( )
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−++⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

+

−
−= θλθλ

αλ

αλ
λ 1cos1cos

21cos
21cos

3
)(

0
rAu a , 

( )
( )

( ) ( ) ( )
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−+−++⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

+

−
= θληκκθλαλ

αλ
λ 1sin1sin

21cos
21cos

2213
)(

0
rAv a , 

( )
( )

( ) ( )
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
−++⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

+

−
−= + θλθλαλ

αλ
ηλ 1cos1cos

21cos
21cos

2
1

3
)( rAw a , 

( )
( )

( )
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+−+−⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

+

−
−

−
−= 51143

)( )1(
21cos
21cos

)1(
1 ηλυλκκηαλ

αλ

υλ
ψ λrAa

r
 

( ) ( ) }θληθλ 1cos1cos 5 +−− ,  

( )
( )

( )
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+−+−⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

+

−
−

−
= 51143

)( )1(
21cos
21cos

)1(
1 ηλυλκκηαλ

αλ

υλ
ψ λ

θ
rAa  

( ) ( ) ( ) }θληκηκθλ 1sin1sin 2351 −+++ . 
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表 2.2 (續上頁) 

 

S(II)-S(II) 

)
22

( αθα
≤≤−

 
 

(2) 反對稱案例: 

當 ( ) 0
2

1sin =−
αλ 和 ( ) 0

2
1sin =+

αλ ，此處之漸近解與 S(I)_ S(I)。 

當 0sinsin =− λααλ  或 0sinsin 1 =− αλγλα ， 

( )
( )

( ) ( )
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−++⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

+

−
−= θλθλαλ

αλ
λ 1sin1sin

21sin
21sin

4
)(

0
rAu a , 

( )
( )

( ) ( ) ( )
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−−++⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

+

−
−= θληκκθλαλ

αλ
λ 1cos1cos

21sin
21sin

3214
)(

0
rAv a , 

( )
( )

( ) ( )
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
−++⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

+

−
−= + θλθλαλ

αλ
ηλ 1sin1sin

21sin
21sin

3
1

4
)( rAw a , 

( )
( )

( ) ( )
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

++−+−⎟
⎟

⎠

⎞
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表 2.2 (續上頁) 

 

F- F 

)
22

( αθα
≤≤−  

(1) 對稱案例: 
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表 2.2 (續上頁) 
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註記: 1η ~ 10η 詳列於附錄一。 
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表 3.1  近似均質懸臂平行四邊形厚板無因次化頻率(Ω )之收斂性分析 

(β=60°，h/b=0.2，a/b=1， 4101 −×=m ， 0001.1=bt EE ， 0001.1=bt ρρ ) 

(I,J) in Equations (3.32a)-( 3.32e) 

Mode No. 

No. of 
Corner 

Functions 

( CN ) 
(6,6) (7,7) (8,8) (9,9) (10,10) 

McGee and 
Butalia 

【1992c】

0 1.227 1.212 1.203 1.198 1.194  
1 1.196 1.193 1.190 1.187 1.185  
5 1.193 1.187 1.185 1.183 1.183  

1 

10 1.186 1.185 1.184 1.183 1.183  

1.187  

0 2.421 2.392 2.374 2.362 2.354  
1 2.370 2.355 2.344 2.332 2.331  
5 2.354 2.341 2.330 2.328 2.328  

2 

10 2.340 2.330 2.329 2.327 2.326  

2.377* 

0 3.361 3.343 3.332 3.324 3.319  
1 3.317 3.313 3.308 3.306 3.305  
5 3.313 3.305 3.303 3.301 3.300  

3 

10 3.303 3.303 3.300 3.300 3.300  

3.325  

0 5.685 5.644 5.618 5.601 5.589  
1 5.557 5.551 5.547 5.543 5.543  
5 5.550 5.548 5.540 5.540 5.540  

4 

10 5.545 5.545 5.543 5.538 5.535  

5.552  

0 5.914 5.800 5.738 5.700 5.676  
1 5.717 5.697 5.647 5.642 5.638  
5 5.700 5.633 5.613 5.602 5.603  

5 

10 5.625 5.620 5.608 5.603 5.600  

5.625* 

* ：表示面內模態。 
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表 3.2  近似均質具邊緣裂縫矩形厚板無因次化頻率( Ω )之收斂性分析 

(h/BL =0.01，AL/BL=2，DL/AL=0.8，Cy/BL=0.5， 4101 −×=m ，

0001.1=bt EE ， 0001.1=bt ρρ ， 0=Cα ) 

(I,J) in Equations (3.39a)-( 3.39e) 
Mode No. 1N , 2N  in Eq. 

(3.43a)-( 3.43e) (6,6) (7,7) (8,8) (9,9) (10,10) 

Stahl and 
Keer 

【1972】

0 49.34 49.34 49.34 49.34 49.34  
1 43.41 39.40 39.38 36.42 36.41  
5 29.89 29.87 29.86 29.86 29.86  
8 29.86 29.85 29.83 29.83 29.83  

1 

10 29.85 29.83 29.83 29.82 29.82  

29.90 

0 79.03 78.93 78.93 78.93 78.93  
1 78.36 77.95 77.95 77.76 77.76  
5 39.70 39.69 39.68 39.67 39.65  
8 39.51 39.50 39.47 39.47 39.45  

2 

10 39.50 39.46 39.45 39.44 39.43  

39.53 

0 129.5 129.5 128.2 128.2 128.2  
1 127.8 127.2 127.1 126.9 126.8  
5 68.17 68.15 68.14 68.14 68.13  
8 68.14 68.13 68.11 68.11 68.10  

3 

10 68.12 68.10 68.10 68.10 68.09  

68.20 

0 168.3 167.7 167.7 167.7 167.7  
1 166.5 165.9 165.5 165.5 165.0  
5 95.48 95.38 95.31 95.22 95.16  
8 94.54 94.53 94.34 94.34 94.32  

4 

10 94.51 94.33 94.33 94.31 94.29  

94.50 

0 197.8 197.2 197.2 197.2 197.2  

1 196.7 196.1 195.8 195.8 195.6  

5 121.5 120.5 120.5 120.4 120.4  

8 120.3 120.2 120.2 120.1 120.1  

5 

10 120.3 120.1 120.1 120.1 120.0  

120.2 
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表 3.3  懸臂平行四邊形厚板無因次化頻率(Ω )之收斂性分析 

(β=60°，h/b=0.5，a/b=1， 5=m ， 5=bt EE ， 5=bt ρρ ) 

(I,J) in Equations (3.32a)-( 3.32e) 

Mode No. 

No. of 
Corner 

Functions 

( CN ) 
(6,6) (7,7) (8,8) (9,9) (10,10) (11,11)

0 0.9685 0.9567 0.9495 0.9448 0.9416  0.9394 
1 0.9453 0.9438 0.9430 0.9410 0.9400  0.9378 
5 0.9325 0.9319 0.9316 0.9314 0.9313  0.9313 

1# 

10 0.9318 0.9315 0.9315 0.9314 0.9313  0.9313 
0 0.9786 0.9667 0.9596 0.9550 0.9519  0.9497 
1 0.9628 0.9560 0.9548 0.9503 0.9480  0.9473 
5 0.9465 0.9447 0.9441 0.9441 0.9435  0.9434 

2 

10 0.9450 0.9443 0.9438 0.9433 0.9433  0.9433 
0 1.9478 1.9313 1.9217 1.9151 1.9106  1.9074 
1 1.9293 1.9135 1.9123 1.9103 1.9075  1.9063 
5 1.9025 1.8987 1.8975 1.8974 1.8961  1.8958 

3 

10 1.8998 1.8975 1.8973 1.8957 1.8958  1.8958 
0 2.2742 2.2576 2.2473 2.2404 2.2355  2.2320 
1 2.2473 2.2410 2.2355 2.2235 2.2223  2.2203 
5 2.2188 2.2167 2.2165 2.2164 2.2164  2.2163 

4# 

10 2.2170 2.2165 2.2165 2.2164 2.2163  2.2163 
0 2.6529 2.6398 2.6325 2.6271 2.6236  2.6211 
1 2.6375 2.6300 2.6275 2.6225 2.6212  2.6200 
5 2.6195 2.6153 2.6141 2.6135 2.6133  2.6131 

5 

10 2.6163 2.6140 2.6138 2.6129 2.6130  2.6130 

 #：表示以面內模態為主。 
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表 3.4  懸臂平行四邊形厚板無因次化頻率(Ω )之收斂性分析 

(β=75°，h/b=0.5，a/b=1， 5=m ， 5=bt EE ， 5=bt ρρ ) 

(I,J) in Equations (3.32a)-( 3.32e) 

Mode No. 

No. of 
Corner 

Functions 

( CN ) 
(6,6) (7,7) (8,8) (9,9) (10,10) (11,11)

0 0.1651 0.1617 0.1597 0.1584 0.1575  0.1569 
1 0.1611 0.1604 0.1585 0.1574 0.1562  0.1560 
5 0.1544 0.1543 0.1542 0.1542 0.1542  0.1542 

1# 

10 0.1543 0.1542 0.1541 0.1541 0.1541  0.1541 
0 0.3227 0.3117 0.3049 0.3002 0.2970  0.2946 
1 0.3057 0.3049 0.2987 0.2950 0.2923  0.2912 
5 0.2874 0.2872 0.2860 0.2858 0.2857  0.2857 

2 

10 0.2870 0.2869 0.2857 0.2857 0.2856  0.2856 
0 0.3947 0.3894 0.3863 0.3844 0.3831  0.3822 
1 0.3875 0.3853 0.3828 0.3812 0.3800  0.3809 
5 0.3804 0.3796 0.3791 0.3790 0.3789  0.3787 

3 

10 0.3793 0.3790 0.3788 0.3787 0.3786  0.3786 
0 0.4549 0.4432 0.4375 0.4338 0.4312  0.4293 
1 0.4416 0.4404 0.4349 0.4316 0.4288  0.4281 
5 0.4216 0.4216 0.4215 0.4215 0.4214  0.4214 

4# 

10 0.4216 0.4214 0.4213 0.4212 0.4212  0.4212 
0 0.7652 0.7441 0.7347 0.7294 0.7260  0.7237 
1 0.7328 0.7321 0.7253 0.7207 0.7205  0.7198 
5 0.7201 0.7189 0.7164 0.7146 0.7147  0.7148 

5 

10 0.7188 0.7182 0.7145 0.7147 0.7142  0.7141 

#：表示以面內模態為主。 
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表 3.5  具邊緣裂縫矩形厚板無因次化頻率( Ω )之收斂性分析 

(h/BL =0.1，AL/BL=2，DL/AL=0.5，Cy/BL=0.5， 

10=m ， 5=bt EE ， 10=bt ρρ ) 

(I,J) in Equations (3.39a)-( 3.39e) 
Mode No. 

1N , 2N  in 
Eq. 

(3.43a)-( 3.43e) 
(6,6) (7,7) (8,8) (9,9) (10,10) 

0 64.17 64.16 64.16 64.16  64.16  
1 50.73 50.51 50.45 50.26  50.04  
5 50.10 50.07 50.05 50.01  49.99  

1  

7 50.05 50.02 49.99 49.98  49.98  
0 101.4 101.4 101.4 101.4  101.4  
1 90.48 90.42 90.40 90.33  90.21  
5 90.17 90.17 90.16 90.14  90.10  

2  

7 90.15 90.15 90.14 90.12  90.10  
0 161.5 161.5 161.5 161.5  161.5  
1 143.8 143.8 143.8 143.7  143.7  
5 140.9 140.8 140.8 140.8  140.8  

3  

7 140.8 140.8 140.8 140.8  140.8  
0 207.9 207.9 207.9 207.9  207.9  
1 180.9 180.9 180.8 180.8  180.8  
5 154.1 154.0 153.9 153.9  153.9  

4  

7 154.0 153.9 153.9 153.9  153.8  
0 241.8 241.8 241.8 241.8  241.8  
1 215.3 215.3 215.3 215.3  215.2  
5 211.4 211.3 211.3 211.2  211.1  

5 

7 211.2 211.2 211.2 211.2  211.1  
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表 3.6  懸臂平行四邊形厚板無因次化頻率(Ω ) 

(h/b=0.5，a/b=1，c/b=1， 10/ =bt ρρ ) 

Mode Number m  bt EE /  β(degree) 
1 2 3 4 5 

0 2.025 2.850 # 3.758 6.492 # 7.776 
30 1.641 2.176 # 3.072 4.751 # 5.863 
45 1.188 1.424 # 2.340 3.081 # 3.895 
60 0.617 # 0.658 1.376 1.486 # 1.864 

2 

75 0.103 # 0.199 0.271 0.297 # 0.477 
0 2.381 3.515 # 4.273 8.207 # 9.215 
30 1.928 2.673 # 3.524 5.909 # 6.970 
45 1.396 1.743 # 2.713 3.787 # 4.654 
60 0.755 # 0.773 1.631 1.789 # 2.217 

5 

5 

75 0.125 # 0.234 0.336 0.341 # 0.603 

0 1.405 2.111 # 2.567 5.014 # 5.529 
30 1.144 1.605 # 2.117 3.568 # 4.255 
45 0.831 1.044 # 1.632 2.277 # 2.852 
60 0.453 # 0.461 0.992 1.077 # 1.363 

2 

75 0.075 # 0.140 0.204 0.208 # 0.364 
0 2.030 3.143 # 3.722 7.534 # 7.977 
30 1.656 2.389 # 3.070 5.320 # 6.211 
45 1.206 1.555 # 2.371 3.393 # 4.175 
60 0.669 # 0.674 1.448 1.604 # 1.997 

0.5 

5 

75 0.112 # 0.200 0.305 0.305 # 0.544 

0 1.307 1.946* 2.343 4.669*  4.961 
30 1.061 1.476* 1.930 3.289*  3.836 
45 0.771 0.961* 1.484 2.097*  2.550 
60 0.416* 0.427 0.882 0.991*  1.218 

2 

75 0.069* 0.129 0.178 0.188*  0.329 
0 2.066 3.077* 3.704 7.382*  7.845 
30 1.678 2.334* 3.052 5.201*  6.064 
45 1.219 1.520* 2.347 3.316*  4.032 
60 0.658* 0.675 1.394 1.567*  1.927 

0 

5 

75 0.109* 0.204 0.281 0.298*  0.519 

* ：表示面內模態。 #：表示以面內模態為主。 
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表 3.7  懸臂梯形厚板無因次化頻率(Ω ) 

(h/b=0.5，a/b=1，c/b=0.5， 10/ =bt ρρ ) 

Mode Number m  bt EE /  β(degree) 
1 2 3 4 5 

0 2.319 3.240 # 5.307 7.055 # 8.336 
30 1.700 2.034 # 3.896 4.968 # 5.839 
45 1.173 1.190 # 2.670 3.215 # 3.856 
60 0.463 # 0.630 1.285 1.455 # 1.897 

2 

75 0.073 # 0.184 0.242 0.256 # 0.460 
0 2.726 3.989 # 6.045 8.863 # 9.708 
30 1.997 2.488 # 4.483 6.151 # 6.898 
45 1.388 1.443 # 3.083 3.951 # 4.631 
60 0.563 # 0.741 1.476 1.800 # 2.356 

5 

5 

75 0.088 # 0.216 0.282 0.315 # 0.584 

0 1.616 2.397 # 3.662 5.450 # 5.821 
30 1.185 1.493 # 2.718 3.717 # 4.214 
45 0.825 0.865 # 1.881 2.380 # 2.842 
60 0.338 # 0.441 0.914 1.085 # 1.449 

2 

75 0.053 # 0.128 0.174 0.190 # 0.354 
0 2.337 3.566 # 5.321 8.211 # 8.393 
30 1.716 2.220 # 3.953 5.541 # 6.153 
45 1.195 1.286 # 2.740 3.544 # 4.161 
60 0.501 # 0.639 1.338 1.616 # 2.143 

0.5 

5 

75 0.079 # 0.187 0.256 0.283 # 0.523 

0 1.499 2.204* 3.298 5.096*  5.206 
30 1.099 1.372* 2.437 3.426*  3.810 
45 0.765 0.794* 1.668 2.191*  2.572 
60 0.310* 0.408 0.794 0.999*  1.330 

2 

75 0.048* 0.119 0.150 0.174*  0.308 
0 2.370 3.485* 5.214 8.057*  8.232 
30 1.738 2.169* 3.853 5.417*  6.024 
45 1.209 1.256* 2.638 3.464* 4.067 
60 0.490* 0.645 1.256 1.579*  2.102 

0 

5 

75 0.077* 0.188 0.237 0.276*  0.487 

* ：表示面內模態。 #：表示以面內模態為主。 
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表 3.8  懸臂三角形厚板無因次化頻率(Ω ) 

(h/b=0.2，a/b=1，c/b=0， 10/ =bt ρρ ) 

Mode Number m  bt EE /  β(degree)
1 2 3 4 5 

0 4.593 11.64 # 14.95 18.74  24.97 # 
30 3.154 6.186 # 10.34 13.87  14.95 # 
45 2.127 3.250 # 7.264 8.257 # 9.647 
60 1.098 1.144 # 3.070 # 3.978  4.553 

2 

75 0.162 # 0.309 0.455 # 0.830  0.876 # 

0 5.279 13.26 # 16.85 21.11  28.16 # 
30 3.622 6.984 # 11.77 15.77  16.70 # 
45 2.440 3.660 # 8.303 9.360 # 10.73 
60 1.260 1.286 # 3.488 # 4.510  5.004 

10 

5 

75 0.182 # 0.356 0.514 # 0.901  0.995 # 

0 4.038 10.24 # 13.26 16.70  22.00 # 
30 2.772 5.446 # 9.161 12.37  13.30 # 
45 1.869 2.862 # 6.433 7.267 # 8.849 
60 0.965 1.008 # 2.700 # 3.525  4.313 

2 

75 0.143 # 0.272 0.401 # 0.768  0.814 # 

0 4.751 12.50 # 15.44 19.50  26.56 # 
30 3.260 6.585 # 10.77 14.74  15.75 # 
45 2.198 3.451 # 7.608 8.823 # 10.24 
60 1.135 1.212 # 3.290 # 4.143  4.977 

5 

5 

75 0.172 # 0.321 0.484 # 0.932  0.940 # 

0 2.574 6.891* 8.422 10.71  14.59* 
30 1.767 3.618* 5.883 8.094  8.622* 
45 1.192 1.895* 4.168 4.858*  5.550 
60 0.616 0.665* 1.812* 2.273  2.689 

2 

75 0.094* 0.174 0.266* 0.500  0.517* 
0 4.069 10.90* 13.32 16.93  23.07* 
30 2.795 5.721* 9.302 12.80  13.63* 
45 1.885 2.996* 6.590 7.681*  8.771 
60 0.974 1.052* 2.864* 3.594  4.251 

0 

5 

75 0.149* 0.276 0.421* 0.790  0.817* 

* ：表示面內模態。#：表示以面內模態為主。 
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表 3.9  具邊緣裂縫矩形厚板無因次化頻率( Ω ) 

(h/BL =0.1，AL/BL=2， Cy/BL=0.5， 10=bt ρρ ) 

 

Mode Number m  bt EE /  DL/AL 
1 2 3 4 5 

0.1 39.96 63.14 100.6 129.5  150.6 
0.5 31.44 56.68 88.60 96.81  132.8 2 
0.7 26.53 55.41 69.62 91.40  127.5 
0.1 63.53 100.4 159.9 205.8  239.4 
0.5 49.98 90.10 140.8 153.9  211.1 5 
0.7 42.17 88.09 110.7 145.3  202.6 
0.1 88.88 140.4 223.7 288.0  335.0 
0.5 69.93 126.1 197.0 215.3  295.4 

10 

20 
0.7 59.00 123.2 154.8 203.3  283.5 
0.1 31.84 50.31 80.13 103.2  120.0 
0.5 25.05 45.17 70.59 77.13  105.8 2 
0.7 21.14 44.15 55.47 72.83  101.6 
0.1 50.69 80.08 127.5 164.2  191.0 
0.5 39.88 71.89 112.4 122.8  168.5 5 
0.7 33.65 70.28 88.29 115.9  161.7 
0.1 72.16 114.0 181.6 233.8  271.9 
0.5 56.77 102.3 160.0 174.8  239.8 

5 

20 
0.7 47.90 100.1 125.7 165.0  230.2 
0.1 28.21 44.57 70.98 91.39  106.3 
0.5 22.19 40.01 62.54 68.33  93.76 2 
0.7 18.73 39.12 49.14 64.52  89.99 
0.1 44.27 69.94 111.4 143.4  166.8 
0.5 34.82 62.79 98.13 107.2  147.1 5 
0.7 29.38 61.38 77.11 101.2  141.2 
0.1 63.56 100.4 159.9 205.9  239.5 
0.5 50.00 90.15 140.9 154.0  211.2 

2 

20 
0.7 42.19 88.13 110.7 145.4  202.7 
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表 4.1  具邊緣裂縫矩形板受面內載重的 INK − 與
IMK −
值 

 (h/BL1 =0.1，AL1/BL1=1，Cy1/BL1=0.5) 

 

bt EE /  m  1/1 ALDL INK −  IMK −  

0.3 0.185 0.000000 
0.5 0.298 0.000000 0 
0.7 0.645 0.000000 
0.3 0.187 0.000122 
0.5 0.299 0.000180 5 
0.7 0.634 0.000439 
0.3 0.186 0.000082 
0.5 0.297 0.000121 10 
0.7 0.628 0.000294 
0.3 0.185 0.000049 
0.5 0.295 0.000071 

2 

20 
0.7 0.623 0.000172 
0.3 0.185 0.000000 
0.5 0.298 0.000000 0 
0.7 0.645 0.000000 
0.3 0.209 0.000385 
0.5 0.325 0.000561 5 
0.7 0.720 0.001413 
0.3 0.200 0.000291 
0.5 0.313 0.000419 10 
0.7 0.679 0.001046 
0.3 0.191 0.000184 
0.5 0.303 0.000263 

5 

20 
0.7 0.647 0.000652 
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表 4.2  具邊緣裂縫矩形板受面外載重的 INK − 與 IMK − 值 

(h/BL2 =0.1，AL2/BL2=1，Cy2/BL2=0.5) 

bt EE /  m  2/2 ALDL INK −  IMK −  

0.5 0.000 0.883  
0 

0.7 0.000 1.419  

0.5 1.396 1.072  
5 

0.7 1.795 1.642  

0.5 1.080 1.054  
10 

0.7 1.363 1.617  

0.5 0.734 1.014  

2 

20 
0.7 0.913 1.568  

0.5 0.000 0.883  
0 

0.7 0.000 1.419  

0.5 4.050 1.736  
5 

0.7 5.152 2.439  

0.5 3.285 1.591  
10 

0.7 4.126 2.259  

0.5 2.373 1.397  

5 

20 
0.7 2.948 2.019  
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表 4.2  (續上頁) 

bt EE /  m  2/2 ALDL INK −  IMK −  

0.5 0.000 0.883  
0 

0.7 0.000 1.419  

0.5 7.126 2.797  
5 

0.7 8.923 3.694  

0.5 5.912 2.482  
10 

0.7 7.352 3.321  

0.5 4.336 2.007  

10 

20 
0.7 5.364 2.747  

0.5 0.000 0.883  
0 

0.7 0.000 1.419  

0.5 11.71 4.578  
5 

0.7 14.38 5.767  

0.5 10.16 4.179  
10 

0.7 12.44 5.315  

0.5 7.408 3.184  

20 

20 
0.7 9.083 4.146  
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圖 1.1 懸臂斜形板幾何圖形及座標系標 
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圖 1.2 具邊緣裂縫之矩形板幾何圖形 
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圖 2.1  座標系統與扇形板之正位移分量 
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圖 2.4  S(I)- S(II)特徵值取實部之最小值隨扇形角之變化 
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圖 2.7  S(II)-F 特徵值取實部之最小值誤差隨扇形角之變化 
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圖 3.1  卡氏座標與極座標之轉換關係 
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圖 4.1  受面內載重之邊緣裂縫矩形板 
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圖 4.2  受面外載重之邊緣裂縫矩形板 
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圖 4.3a  裂縫破壞型式—張開型 

 

 

圖 4.3b  裂縫破壞型式—滑開型 

 

 

圖 4.3c  裂縫破壞型式—撕開型 
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圖 4.4  節點分佈示意圖 
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圖 4.5  DL1/AL1=0.4 近似均質板受面內載重的 INK − 之收斂性分析 
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圖 4.6  DL1/AL1=0.1 近似均質板受面內載重的 INK − 之收斂性分析 
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圖 4.7  具邊緣裂縫矩形板受面內載重的 INK − 之收斂性分析 
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圖 4.8  具邊緣裂縫矩形板受面內載重的 IMK − 之收斂性分析 
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圖 4.9  DL2/AL2=0.5 近似均質板受面外載重的 IMK − 之收斂性分析 
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圖 4.10  具邊緣裂縫矩形板受面外載重的 INK − 之收斂性分析 
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圖 4.11  具邊緣裂縫矩形板受面外載重的 IMK − 之收斂性分析 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


