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一、 前言 

根據聯合國 2006 年人類發展報告中指出，未來 2025 年全球 79億人口將有

30億人口生活在水資源匱乏地區。雖然台灣的水文條件年平均降雨量約 2,510公

釐，約為世界平均值之 2.6倍，但由於台灣地區人口稠密及面積狹小，使得每人

每日平均的雨量分配只為世界平均值之七分之一，以致於有缺水疑慮，而且雨量

在時間及空間上之分佈極不均勻，台灣地區五月至十月之雨量即佔全年之 78%，

枯水期長達六個月，再加上河川坡陡流急，因此逕流量被攔蓄利用的僅佔年總逕

流量之 18%，其餘均奔流入海，因此造成很大的缺水風險。尤其近年來全球暖化

造成氣候變異性提高，以及台灣地區工業及電子高科技產業發達，用水結構與需

水量隨著產業結構之變遷有所變化，為了因應這些改變，台灣地區的水資源更加

需要妥善的規劃管理。在水資源中，地下水為一非常重要之天然資源，其含量佔

地球表面淡水總量(不包含兩極)的 90 %以上，它由於儲存於地下，少受污染水質

潔淨，可提供人類的飲用水，植物的生長，工業的需求，當地表水不足時，地下

水就成為彌補地表水資源不足之補充水源，並且可視之為一地下水庫，成為重要

水資源的來源之一。 

水利署指出台灣目前(2005)的地下水年總抽用量約 56億立方公尺，約佔總

用水量的三分之ㄧ。雖然地下水之含量極為豐富，然而由於地下水之循環速度極

為緩慢，且補注不易，當超抽地下水，得不到充分補注時，常常導致儲存量減少，

並帶來各種危害，造成地層下陷、海水入侵、土地鹽化，且往往這種傷害是無法

回復的，直到目前為止台灣發生地層下陷之地區面積已超過一千平方公里，約佔

台灣平地面積十分之一以上，嚴重地層下陷區主要集中在雲林縣、彰化縣、嘉義

縣、台南縣以及屏東縣等縣市。此外，隨著工業之發展，地下水之污染事件時有

所聞，如地下油品儲存槽年久失修破裂、垃圾掩埋場滲漏等，台灣首批公告土壤

及地下水污染整治場址共有三地，分別是台南縣的「中石化安順廠」、高雄的「中

油高雄煉油廠 P37油槽區」及桃園縣的「RCA廠」(環保署 2004 年)。這些廠址

面臨地下水污染，需要污染整治，其所需花費之金錢將非常龐大，且非一朝一夕

可完成整治之目的，所以政府對於地下水污染事件相當重視，於 2001 年三讀通
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過「土壤及地下水污染整治法」，經由政府向石化及農藥等相關產業課稅籌措經

費，作為未來污染場址的整治基金。 

為避免上述之地下水資源相關問題，使得地下水資源能永續利用，良好的規

劃管理乃是不可或缺。就技術層面而言，模式分析乃是規劃管理過程中，一個釐

清問題提供決策輔助的重要的步驟，而地下水資源相關規劃與管理問題所應用的

模式，大致可分為單純的模擬模式與最佳化管理模式兩大類，模擬模式是對問題

所涵蓋之系統行為作一描述，仍要經過管理者多次試誤才能得到較佳的管理方案;

而最佳化管理模式則整合優選法和模擬模式，可在設定範圍內，進行搜尋而得到

最佳解。從管理者的角度來看，最佳化管理模式提供比較多的資訊，但是其計算

量隨著問題的增大而遽增，限制了實際案例的應用，因此若能降低最佳化管理模

式的計算量，增加其使用價值，對於地下水管理將有莫大的幫助。 
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1.1 研究目的 

    為了發展兼具計算效率與精度要求之地下水管理模式，本研究整合類神經網

路( Artificial Neural Network, ANN )與最佳化理論(Optimization Theory)，發展新

的演算架構應用於地下水管理，以微分動態規劃(Constrained Differential Dynamic 

Programming, CDDP)為最佳化理論，嵌入類神經網路作為地下水流與汙染傳輸之

模擬預測，而不是如傳統規劃模式般直接嵌入數值模式於其中。此新發展的演算

架構兼顧到準確性與大量降低計算量，因此可應用於實際地下水管理案例的規

劃。 

1.2 文獻回顧 

1.2.1最佳化地下水管理模式 

以最佳化理論為基礎之地下水管理模式之研究有: Gorelick and Voss (1984)

結合非線性規劃(Nonlinear Programming, NLP)與模擬模式，解決地下水污染整治

之規劃問題；Jones et al., (1987)應用限制型微分動態規劃(CDDP)於非拘限含水層

之水量管理；Chang and Shoemaker (1992)應用限制型微分動態規劃求解受污染之

地下水層之最佳動態整治策略；MicKinney and Lin (1995)應用混合整數非線性規

劃(Mixed-integer Nonlinear Programming, MINLP)於地下水污染整治問題上；

Huang and Mayer (1997)採用遺傳演算法(Genetic Algorithm, GA)來搜尋地下水污

染整治中的最佳抽水率及設井位置；Zheng and Wang (1996)利用兩種啟發式演算

法，包含禁忌搜尋法(Tabu search, TS)及模擬退火演算法(Simulated Annealing, SA)

來求解地下水質參數檢定之問題；Randall et al.(1997)以混合整數線性規劃

(Mixed-integer Linear Programming, MILP)建立多標的之地表地下聯合營運模

式，與地下水相關之操作則是在目標函數求抽水量最小及在限制式加入最大補注

量; Hsiao and Chang (2002), Chang and Hsiao (2002)針對離散型變數、非線性及動

態等問題，提出結合限制型微分動態規劃(CDDP)與遺傳演算法(GA)之演算架

構，發揮兩演算法的優點，可同時考量包含固定成本及動態操作成本之最佳總成

本。Yang et al.(2007)亦以微分動態規劃與遺傳演算法建立多目標地表地下聯合營
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運之優選模式，處理整體水資源系統規模(固定成本)與營運目標(如缺水及其影響)

間之競爭關係。 

上述的地下水管理模式大多直接結合模擬模式與最佳化模式，稱為模擬-最

佳化(Simulation-Optimization)模式，其架構的外層是一最佳化模式，內層為地下

水模擬模式。Gorelick (1983)曾探討地下水模擬模式如何與最佳化模式整合，而

區分為嵌入法(Embedding Method)與反應矩陣法(Response Matrix Method)。嵌入

法乃直接將以有限差分或有限元素法所得之數值模式嵌入最佳化模式之中，當成

最佳化模式之限制條件，其變數包含有每一個節點之水位或抽水井之抽水量。嵌

入法對於小區域之問題可獲得精度較高之解答。然而當面對大區域之問題時，將

每個數值格網點上每一時刻之狀態變數納入限制條件，則會有變數過多而難以求

解之困難。 

另一種整合的方式為反應矩陣法，反應矩陣法假設某一抽水井之抽水量與

水位之洩降具有線性關係，若已知任一口抽水井抽取一單位地下水所造成之水位

洩降量，則可應用疊加原理獲得抽水後地下水位之變化情況。反應矩陣法中之變

數較嵌入法少，因此可節省記憶體需求及計算時間，故可應用於大區域之地下水

最佳化模式中。Basagaoglu and Marino (1999)處理地表地下聯合營運時，建立河

川與含水層之交換量，抽水量與地下水位之反應矩陣，作為地表與地下系統之聯

結，然而整個問題所有方程式均為線性之假設，當遭遇非線性系統(如非拘限含

水層)時，則無法直接應用，在抽取非拘限含水層之地下水的情況下，反應矩陣

法將無法確切的反應其特性。 

為了兼顧計算效率與克服非線性之限制，本研究將利用類神經網路嵌入最

佳化模式中，以反應地下水流與污染傳輸之物理機制。類神經網路除了可以描述

非線性系統，較嵌入法節省計算時間，比起傳統數值模式，類神經網路建模時不

需要輸入系統內部的參數如水文參數等，直接以觀測資料來建模，使得建模很有

效率，故近年來類神經網路常併入最佳化模式中。 

1.2.2應用類神經網路於地下水管理 

近年來，人工智慧如類神經網路與模糊理論等已被成功的應用於水資源管理

上(黃義銘(1996)；羅建洲(2002)；Chang and Chang(2001)；張雅婷(2006))，其中

類神經網路可同時處理大量資料，且具有優越的非線性映射能力可處理如預測、
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分類等問題。類神經網路類似人類神經結構的一個平行計算模式，是「一種基於

腦與神經系統研究，所啟發的資訊處理技術」，它可以利用系統的輸入與輸出所

組成的資料，建立系統模型。 

經過數十年的發展，類神經網路已經普遍應用在各個領域，亦有多位學者應

用類神經網路於地下水管理，如 Rogers and Dowla(1994)結合類神經網路(ANN)

與遺傳演算法(GA)於地下水污染整治規劃，其整治方式為抽水處理，此研究以遺

傳演算法優選抽水井位置，以類神經網路學習設井位置與整治成果之間的關係，

再藉由類神經網路檢驗此設計井網是否可滿足整治標準。該研究的目標函數為總

抽水量最小，但是各井各時刻的抽水量為固定值且須事先給定，其研究之優選結

果與傳統的模擬-最佳化模式之結果一致，驗證類神經網路應用於地下水污染整

治之可行性。同樣的，Aly and Peralta(1999)結合類神經網路(ANN)與遺傳演算法

(GA)於地下水污染整治規劃，利用遺傳演算法優選非時變(每個時刻抽水量相同)

的抽水量，但由於抽水量與污染濃度關係複雜且非線性，難以簡單線性函數描

述，該研究以類神經網路學習抽水量與污染濃度之關係，判斷整治後的濃度是否

達到整治標準，研究結果發現類神經網路的預測結果準確度高，但是類神經網路

只能預測最終時刻的濃度，無法預測所有時刻的濃度，因此整治系統的操作策略

無法隨時做調整，容易造成總成本的高估。 

   Rao et.al(2003)結合類神經網路(ANN)及模擬退火演算法(SA)，發展新的演算

架構: 類神經網路-模擬退火演算法(ANN-SA)於印度(India)東岸臨海含水層管

理，以類神經網路取代海水入侵模擬模式(SHARP)模擬抽水量與地下水、海水水

位變化之間對應的關係，以適切管理地下水含水層，避免海水入侵之問題產生，

研究結果顯示內嵌類神經網路的架構，當研究區域範圍擴大時，類神經網路學習

資料的維度仍然固定，使得此管理模式的計算量不會劇烈增加。Rao et.al (2005)

利用相同的架構(ANN-SA)於海岸三角洲，管理臨海含水層以避免地下水鹽化，

其研究中亦以類神經網路取代地下水流-海水入侵模擬模式(SEAWAT)，該類神經

的輸入值為各時刻抽水量，輸出值為管理時期末之氯鹽濃度(chloride 

concentrations)，但是礙於計算量的因素，此研究利用模擬退火演算法僅優選四

個時刻的抽水量。 

    嚴格而言，以上這些關於類神經網路的研究並未優選動態的抽水量，因此本
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研究將利用微分動態規劃的特性以解決動態地下水管理及污染整治之問題，期望

能反映真實的操作系統。另一方面，本研究應用類神經網路於動態預測，動態預

測則是類神經網路根據各時刻狀態及決策變數，預測下一時刻之狀態，所預測的

狀態將作為後續時刻動態預測的輸入之用，僅在第一個時刻將初始狀態輸入，後

續各時刻則由前一個時刻預測後自動代入( Diaz et al. (2001); Coppola et al. 

(2003))。Coppola et al. (2003)曾採用坦帕灣當地地下水含水層實際水文資料來訓

練類神經網路，並以訓練好之類神經網路來進行水位動態預測，發現可以運用於

短期之地下水位預測，但就長期規劃而言地下水位的預測仍需要其他數值模式加

以協助；黃浚瑋(2005)以地下水數值模式(MODFLOW)產生資料訓練類神經網

路，傅怡釧(2006)以地下水數值模式MODFLOW與湖泊模組(LAK2)模擬產生湖水

與地下水交互作用之相關資料，並以其訓練並驗證類神經網路，發現類神經網路

具有高計算效率與描述非線性反應的能力。 

為了在兼顧地下水系統模擬的精確度與計算效率雙重考量下，本研究亦以地

下水數值模式產生資料訓練類神經網路，在給定抽水量下，驗證以類神經網路進

行長期預測地下水位變化之可行性。然而，上述類神經網路只能動態預測地下水

流，本研究希望將類神經網路之動態預測擴展到地下水流與汙染傳輸方面。 

 

1.2.3應用微分動態規劃於地下水管理 

前述結合類神經網路與遺傳演算法或是退火演算法等之地下水管理模式

(Rogers and Dowla(1994); Aly and Peralta(1999); Rao et.al(2003; 2005))，大都侷限

於穩態之情形，雖然這些演算法可考慮時變之系統，然由於它必須對問題之解題

範圍離散化，若應用於時變之系統時，將會產生需要求解之變數過多之情形，將

產生維度困擾，因此本研究應用微分動態規劃於地下水管理。 

主要由於水資源系統為時變特性，因此任何模擬或最佳化模式必須是動態

的，才可得到令人滿意的結果，對於地下水水量管理問題而言，因地下水位會隨

時間季節而變動，且若地下水之水量配合地表水源聯合供應需求(Basagaoglu and 

Marino, 1999)，則地下水抽取量應配合地表水源之時變性以改變抽水策略。而對

於污染整治問題，因其本身即為非穩態之系統，採用動態系統更能符合自然之現
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象，以水資源規劃的觀點，進ㄧ步強調動態控制的重要性。 

通常模擬法無法對系統控制提供最佳的解答，規劃者常須借助優選分析的方

法，如傳統梯度型之演算方法線性規劃、非線性規劃、微分動態規劃，或是啟發

式搜尋法等，以獲得系統之最佳化，然而在這些方法之中，微分動態規劃

(Differential Dynamic Programming, DDP)可求解跨時刻之最佳操作策略，且可避

免維度困擾及減低計算量(Jones et al., 1987)，在地下水污染整治方面，微分動態

規劃所求得之時變抽水量明顯優於非時變抽水量之優選結果 (Chang and 

Shoemaker,1992; Culver and Shoemaker, 1992)。基本上微分動態規劃屬於動態規

劃(DP)之分支，由於一般動態規劃解題時，需要將變數加以離散化，因此若面對

大型問題時，會遭遇維度困擾之問題(curse of dimensionality)，而微分動態規劃因

不需要對變數離散化，而採用微分方式獲得搜尋方向，故可避免維度困擾。另一

方面微分動態規劃類似於非線性規劃之處，為其問題之目標函數與限制條件可為

非線性，其與非線性規劃最大之不同，為其問題之目標函數與限制條件需為可分

離，並採用遞迴函數關係獲得整體之最佳解。由於微分動態規劃可針對目標函數

與限制條件在時間上加以分離，故非常適合應用於非穩態之系統。 

微分動態規劃已成功的應用於地下水之水量管理與污染整治上。Jones et 

al.(1987)應用限制型微分動態規劃於非拘限含水層之水量管理上，他們首先對非

拘限含水層之非線性控制方程式，採用差分的方式獲得數值解，然後將此數值解

針對初始軌跡作泰勒一階展開成線性方程式，並以此一階泰勒展開之線性方程式

作為限制型微分動態規劃之系統轉換函數。對於不等號限制條件之處理則採用二

次規劃(Quadratic Programming)的方式處理，由優選結果證明，微分動態規劃可

應用於時變之抽水量問題，而不致產生維度困擾。Chang and Shoemaker (1992)

應用連續近似線性二次解法(Successive Approximation Linear Quadratic Regulator, 

SALQR)求解拘限含水層之污染整治問題，基本上 SALQR亦為 DDP的一種變

形，SALQR對於各微分項之求得，是採用解析解的方式而並非為數值解，因此

計算時比採用數值解獲得微分項之演算法來得有效率，然而對於地下水控制方程

式之二次微分項則加以忽略，至於限制條件則全部以處罰函數來處理。Culver and 

Shoemaker (1993)考量 SALQR忽略二次微分項可能會降低演算法之收斂效率，

因此乃採用近似的方式，來獲得 SALQR演算法中所忽略之二次微分項，其演算
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法稱為半牛頓微分動態規劃(Differential Dynamic Programming with Quasi 

Newton, QNDDP)，由其研究之結果顯示，QNDDP之收斂效率比 SALQR快接近

兩倍。由於 SALQR演算法中，系統轉換函數之一階微分會有部分微分值為 0之

情形，因此Mansfield et al. (1998)使用稀疏矩陣之特性於 SALQR演算法中，以

減低整個演算法之計算量。此外，Minsker et al.(1998)應用 QNDDP於生物復育

(bioremediation)技術上，發現考量動態抽水策略比沒有考量動態策略之整治成本

來得小，充分證明動態抽水策略對於污染整治上確實有很大的助益。以上地下水

管理範疇的研究，由於系統本身具有時變特性，因此利用微分動態規劃求解時變

的最佳化問題，相當合適。 

但應用微分動態規劃於實際案例，若直接嵌入模擬模式，當計算網格數目增

多，往往會遭遇到計算上的複雜度增大，將造成相當大的困擾，多篇研究提出改

善之方法，如 Culver and Shoemaker (1992)利用減少規劃時期數目來減少計算

量，拉長優選模式每一規劃時間間距，以減少規劃時刻數，使得優選模式的轉換

函數由數個模擬模式的轉換函數組合而成。Mansfield et al. (1998)利用稀疏矩陣

相關技巧降低微分項係數矩陣運算之計算量。Yong and Minsker (2001)利用多尺

度格網的方式(multiscale method)，首先優選粗格網的最佳操作策略，以粗格網的

最佳操作策略作為細格網的初始軌跡來加快初始軌跡搜尋的速度，進而加快模式

整體的計算效率。除了上述技巧可以地下水管理模式的計算量，平行運算亦可有

效得節省計算量，羅(2001)採用 50顆 CPU 參與地下水管理模式之平行計算，則

平行化之非拘限含水層水量管理模式之計算時間約為未平行化之循序模式之

1/22。 

根據探討 CDDP 計算效率的相關研究，Chang and Shoemaker (1992) ; 

Mansfield et al. (1998) 發現 CDDP計算量與狀態變數數目的三次方成正比的關

係，若能適度的減少狀態變數數目，對整個演算法之計算效率將會有很大的幫

助，有鑑於此，本研究以此觀點發展新演算架構，利用 ANN取代模擬模式以減

少狀態變數數目來提升計算效率。 

1.3 模式主體架構 

由以上文獻回顧可知，類神經網路及微分動態規劃雖已各自廣泛的應用在地
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下水或水資源整體最佳規劃問題上，但傳統上應用微分動態規劃於大尺度實際案

例，由於微分動態規劃直接嵌入模擬模式，當計算網格數目增多，往往遭遇到變

數過多且維度過大等問題，大幅增加計算上的複雜度及計算量。且由於地下水系

統有時變特性，因此應用最佳化模式地下水管理問題時，最好能優選出動態的策

略，才可符合真實系統之要求，但過去結合類神經網路之最佳化模式從未優選過

動態的抽水量。 

有鑑於此，本研究結合類神經網路及微分動態規劃兩者，發展新的演算架

構，稱為 ANN-CDDP，優選動態的策略，以微分動態規劃為整體優選模式之主

架構，不是嵌入傳統數值模擬模式，而是嵌入類神經網路作為動態預測，以節省

計算時間。於本研究中將探討類神經網路於動態預測之適用性，並應用此架構於

地下水水量管理與水質管理上，以證明此演算架構之可行性，其中包含四大部

份，以下簡述各個部分的目的及方法，明確之數學定義及理論請詳述於第二章、

第三章及第四章前段。本研究主要的工作項目包含: 

(1)類神經網路之長期動態預測: 以類神經網路來描述地下水水流及污染傳

輸隨時間之變化情形，作為微分動態規劃之系統轉換函數。 

(2)系統轉換函數微分項之推導: 以類神經網路作為系統轉換函數，透過連鎖

律方能得到類神經網路輸出變數對輸入變數之敏感度，即為系統轉換函數之微分

項。 

(3)地下水水量管理模式之建立: 以操作成本最小為目標函數，滿足用水需

求，井抽水率上下限及水位下限等限制，求得最佳抽水策略。 

(4)地下水污染整治規劃模式之建立: 本研究整治規劃的目標函數為整治成

本最小化，並在達到整治標準、井抽水率上下限及處理能力上限等限制條件下，

求得最佳抽水整治策略。 

前面第一章以闡述本研究之目的，以及相關的文獻回顧，為了期望讀者能對

本論文整體架構有一初步之了解，以下將先對後續章節作一簡介。 

第二章介紹地下水流及污染傳輸方程式，及地下水管理模式之數學定義，廣

義的將地下水管理模式分為地下水水量管理模式與污染整治規劃模式。 

第三章為演算法整合與說明，述說新演算法(ANN-CDDP)的整體架構與演算
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流程，包含類神經網路於地下水流及水質之長期動態預測，系統轉換函數微分項

之推導之演算流程等重要部份。 

第四章介紹如何建構地下水流及水質類神經網路模式，與其動態預測之驗

證，以及系統轉換函數微分項之驗證。 

第五章為地下水管理模式之規劃應用，藉由案例模擬，比較案例結果，量化

新演算法之於傳統演算法的相對誤差與計算效率。 

第六章為結論與建議，除了對本研究之成果作綜合性說明外，亦對未來可加

以改善的方向提出建議。 

 

數學符號 

本研究有關之重要數學符號定義如下，其他未說明之數學符號將於各章節中

加以說明。 

][  = 二維矩陣。 

ji ,][  = 二維矩陣中之 i,j元素。用於有限元素法中之相關矩陣。 

}{  = 一維向量。 

T  = 系統轉換函數。 

N  = 優選模式中總規劃時間。 

I  地下水管理區域中，抽水井位置之集合 

Φ  地下水管理區域中，觀測井位置集合。 

n  = 狀態變數之個數。 

m  = 控制變數之個數。 

th  = 地下水計算水頭高。 

tc  = 污染質濃度。 

1a  = 抽水井單位操作成本。 

2a  = 單位污水處理成本。 

tx  = 狀態變數，水量模式中代表水頭( th )，水質模式中包含水頭與污

染值濃度( tc )。 
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tu  = 控制變數，水井之抽水量。 

b  = 於地下水流或污染傳輸模式中為飽和含水層厚度，於限制型微分

動態控制理論中為等號右邊之限制條件向量。 

y  = 於限制型微分動態控制理論中為處罰函數。 

CBA ,, = 目標函數對狀態變數與控制變數之二次微分所形成之二維矩陣。 

ED,  = 目標函數對狀態變數與控制變數之一次微分所形成之一維向量。 
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二、模式定義 

本研究所考慮之地下水管理模式主要分成兩大部分，即地下水水量管理模式

與地下水污染整治規劃模式。地下水水量管理模式的每一口井應如何抽水，皆是

決策者所關心之問題，一般於地下水之水量管理模式中，其目標函數可區分為求

取地下含水層之最大抽水量，或設井成本與操作支出最小，本研究以限制型微分

動態規劃求取最佳之操作策略(時變的抽水量)，使得操作成本最小; 至於地下水

污染整治規劃模式則是希望於多少時間內，將受污染之地下含水層，控制其污染

值在一定的濃度範圍內，並將操作支出列入目標函數中考量，使得整治的操作成

本最小。 

而地下水管理模式限制條件中描述地下水流與污染的反應方程式(Response 

Equation, Response Function )，或稱轉換函數(Transform Function )，乃為必備之

條件，此轉換函數亦決定該規劃模式所考量的物理條件及限制。 

2.1 地下水流與污染傳輸控制方程式 

2.1.1拘限含水層 

介紹地下水水量管理與污染整治模式之前，本節首先介紹地下水流與污

染傳輸控制方程式，以了解地下水流與污染值之傳輸特性。 

二維拘限含水層之地下水流與污染傳輸控制方程式可表示如下： 

∑
∈ ∂

∂
=±+∇⋅∇

Ii
siiia t

h
bSyxufhbK ),(δ  (2.1) 

)(),()(

)()()(

' cbR
t

yxccu

ccfcvbcDb

Ii
iii

fa

θδ

θθ

∂
∂

=−

−−−⋅∇−∇⋅⋅∇

∑
∈

 (2.2) 

其中h為地下水水頭；c為污染質濃度；b為飽和含水層厚度；K為水力傳導

係數(hydraulic conductivity )；θ 為孔隙率(porosity)； af 為由鄰近含水層進入

含水層之水流通量； fc 為進入含水層之水流通量所含之污染值濃度；D為動

力擴散係數 (hydrodynamic dispersion tensor)； R 為遲滯係數 (retardation 
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coefficient)可表示成 θ
Db Kρ+1 ； bρ 為土壤密度(soil bulk density)； DK 為

solution partition coefficient； I 為含水層中可設井之位置集合； sS 表示比貯水

率(Specific storage)； ju 表示於 ),( jj yx 之抽水量； ),( jj yxδ 為於 ),( jj yx 之 dirac 

delta function。求解方程式所需之初始條件與邊界條件說明於範例演算中。本

研究採用 ISOQUAD (Pinder, 1978)為地下水流與污染傳輸之模擬模式，產生

資料作為類神經網路訓練之用，ISOQUAD 主要是採用 Galerkin 有限元素法

處理偏微分方程式中之空間微分項，而以隱式有限差分法處理時間之微分

項。經由空間項之 Galerkin 有限元素法與時間項之隱式有限差分法之處理，

方程式(1)、(2)可分別表示成： 

( ) }]{[}{}{][}{/][][ thht1t uLFh
t

BhtBA +−
∆

=∆+ +  (2.3) 

( ) })]{([}{}{][}{/][)],([ '
1ttcct1tt1t ccuLFc

t
MctMuhN +++ −+−
∆

=∆+  (2.4) 

於式(2.3)、(2.4)中之各係數說明如下： [ ]A 為模擬區域之全域傳導係數矩陣

(conductance matrix)，於有限元素法中每一個元素(element)之傳導係數矩陣可

表示成： 

[ ]
e

ji
yy

ji
xx

e
ij dxdy

yy
T

xx
TA ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

= ∫∫
ωωωω

 

][B ：為全域儲水係數矩陣(capacitance matrix)，每一個元素可表示成： 

[ ] ( ) e
ji

e
ij dydxSB ∫∫ ωω=  

[ ]),( tt uhN 為全域對流-擴散矩陣(advection-dispersion matrix)，每一個元素

可表示成： 

[ ]

e

jia
j

iy1t
j

ix1t

ji
1tyy

ji
1txy

ji
1txx

e
ij

dxdywwf
y

w
wvb

x
w

wvb

yy
vD

yx
vD2

xx
vDN

⎟⎟
⎠

⎞
⎟⎟
⎠

⎞
+

∂
∂

+
∂
∂

+⎜⎜
⎝

⎛
⎜⎜
⎝

⎛
∂
ω∂

∂
ω∂

+
∂
ω∂

∂
ω∂

+
∂
ω∂

∂
ω∂

=

++

+++∫∫

,,

)()()(

 

[ ]M 為全域吸附矩陣(sorption matrix)，每一個元素可表示成： 



 14

[ ] ( ) e
jiDb

e
ij dxdywwbKbM ∫∫ ρ+θ= )(  

[ ]hF ， [ ]cF ：邊界條件所形成之向量，每一個元素可表示成下式： 

e
nd

1j
jy

j
yyx

j
xxii

e
ih ldhn

y
Tn

x
TdxdyfaF ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
ω∂

−
∂
ω∂

ω−ω−= ∫ ∑∫∫ Γ
=

→∧→∧

][  

e
ifai

e
ic dxdywcfdlwncDbF ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −⋅∇⋅−= ∫∫∫Γ

r)(][ θ  

[ ]hL ，[ ])( tc uL 為抽水井位置係數矩陣， iω 為結點 i的基底函數， jω 為為結點 j

的基底函數， xnv 為 x方向的法向量， ynv 為 y方向的法向量， af 為邊界上水流

通量(flux)的進出量(L/T)。於拘限含水層中，式(2.3)為一線性方程式，式(2.4)

為非線性方程式。 

2.1.2非拘限含水層 

在杜普假設下(Dupit assumption)，非拘限含水層之控制分程式與拘限含

水層相似，所不同者，只需將式(2.1)中之飽和含水層厚度b改成含水層之水

頭h既可。由於 ISOQUAD 主要是用來模擬拘限含水層之水流情況及污染傳

輸行為，蕭金財(2000)以 ISOQUAD 為基礎，發展一非拘限含水層之模擬模

式，本研究沿用此模式產生訓練資料。由於非拘限含水層不似拘限含水層有

一固定之含水層厚度b，其飽和含水層厚度h隨流況變動，因此本研究利用此

一特性，於每一個模擬時間間距內，對於有限元素法中之每一個元素

( klle ,...,1, = )，假設有一組平均之含水層厚度( o
kllb ,...,1, = )，並採用 Picard迭代法，修

正此組平均含水層厚度，直到模式收斂為止( k為有限元素法中對空間離散化

後之總元素數)，此一非拘限含水層之模擬模式說明如下。 

1. 假設含水層厚度( 1
,...,1,

−
=

r
kllb )作為 ISOQUAD 中之含水層厚度，並計算地下水

流之水頭( 1th + )及污染質濃度( 1tc + )， r為迭代數指標。 

2. 根據計算所得之地下水水頭( 1th + )，重新評估有限元素法中之每一個元素之

厚度如下 klh
n

b
en

j

j
te

r
l ,...,1,1

1
1 == ∑

=
+ ，其中 en 為於元素 e中之總節點數。 
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3. 計算前後兩次迭代之平均含水層厚度誤差如下： 

[ ])(),...,(),(max 1
2

1
21

1
1

r
k

r
k

rrrr bbabsbbabsbbabserr −−−= −−− . 

4. 檢查是否收斂( ε≤err )，如果滿足收斂標準則停止。否則將前一次迭代之

含水層厚度置換( r
kllb ,...,1, = = 1

,...,1,
−
=

r
kllb )，並且回到步驟一，進行下一次迭代，

直到模式收斂為止。 

如同拘限含水層，非拘限含水層之水流與污染傳輸方程式可表示如下： 

( ) }]{[}{}{][}{/][])([ , ththt1t1t uLFh
t

BhtBhA +−
∆

=∆+ ++  (2.5) 

( )

})]{([}{}{
])([

}{/])([)],([

'
, 1ttctct

1t

1t1tt1t

ccuLFc
t

hM
cthMuhN

+
+

+++

−+−
∆

=∆+
 (2.6) 

比較拘限含水層與非拘限含水層之水流與污染傳輸方程式(式(2.3)、(2.5)

與式(2.4)、(2.6))，於非拘限含水層中之係數 ][A 與 ][M 為水頭 1th + 之函數，因

此非拘限含水層之模擬比拘限含水層複雜。假設 hn 與 cn 分別代表地下水模擬

區域有限元素法中非定水頭節點，則水頭 th 與濃度 tc 即為長度為 hn 與 cn 之向

量，並且可將水頭與濃度兩者表示成 1)(: ×+∈= cn nnTT
t

T
tt Rchx ，其中 tx 可為

最佳控制演算法中之狀態變數。若使用 tx 表示狀態變數，則含水層之水流與

污染傳輸方程式(式(2.3)、(2.4)或式(2.5)、(2.6))可採用單一之方程式表示為

),,(}{ tuxTx tt1t =+ ，其中 ),,( tuxT tt 即為最佳控制演算法中系統轉換函數，所

謂嵌入法即是將此式直接應用演算法中，因此若狀態變數之維度過於龐大則

相對的 ][A 、 ][B 、 ][N 、 ][M 矩陣亦會以 2n ( ch nnn += )增加，則會使得最佳

控制演算法所須之記憶體大幅增加，此為嵌入法之缺點。然而因為嵌入法直

接應用地下水之模擬模式於最佳演算法中，並不需要對地下水系統再作進一

步簡化，故其最佳化之結果較為精確。 
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2.2 地下水水量管理模式 

對於複雜系統的規劃或操作管理，常會將問題以最佳化模式的形態表示

之，ㄧ般而言，最佳化模式可以表示如下: 

)(xfMin                                              (2.7) 

jbxgtosubject jj ∀≤ ;)(  

           UL axa ≤≤  

其中 x為決策變數組成之向量， )(•f 為目標函數， )(•g 為狀態函數； 

b為狀態變數的之限制值， La , Ua 為決策變數的上下邊界所組成之向量。 

地下水水量管理模式是以操作成本現值最小為目標函數，並滿足用水需

求，抽水率上下限，及水位下限等限制條件下，求得最佳抽水策略。限制條

件考量水位下限之目的，是希望抽水所引致之水位下降不致危害環境生態。

本優選模式可表示如下： 

}
)1(

1)]()()[({)(min
1

1*1

,...,1,,

∑∑
=

+
∈=∈

+
−=

N

t
t

i
t

ii
t

IiNtIiu
r

IhILIuaIJ
i
t

 (2.8) 

限制條件： 

),,(1 tuhTh ttt =+ , N21t ,...,,=  (2.9) 

min1 hh j
t ≥+ , N21t ,...,,= , φ∈j  (2.10) 

t
Ii

i
t du ≥∑

∈

, Nt ,...,2,1=  (2.11) 

maxtmin uuu ≤≤ , N21t ,...,,=  (2.12) 

其中： 

Φ：觀測井位置集合 

I ：設計井網之集合 

i
tu ： t  時刻在 i  點的抽水量(決策變數) 
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1a ：井的單位抽水成本可表示成 taa ∆××= 11 'γ  

1'a ：單位功率成本 

γ：重力項 

t∆ ：優選時間間距(抽水時間) 

iL*：在 i  點之地表高程 

1+th ： 1t +  時刻的地下水水位 

1* +− t
i hL ：抽水揚程 

r : 利率值 

minh ：水位下限 

td ： t  時刻的用水需求 

minu ：每一口井的抽水下限 

maxu ：每一口井的抽水上限 

式(2.9)為系統轉換函數，若考慮拘限含水層則為式(2.3)，非拘限含水層

則為式(2.5)，由於本模式只考慮水量管理，因此系統轉換函數不需要包含污

染傳輸方程式。式(2.10)為水位下限，式(2.11)為每一個時刻之需水限制，式

(2.12)為水井抽水能力限制條件。 
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2.3 地下水污染整治規劃模式 

本研究所採用之污染整治方式為抽水處理(pump-and-treat)之技術，即由

受污染之含水層中，抽出含有污染值之地下水，然後送至污水處理廠處理。

抽水處理對於大區域之污染整治問題是一種實用之方法，本文亦探討此一整

治方法，使其達到最佳化之目的。Hoffman(1993)定義地下水抽水處理整治技

術的流程，包含三大步驟，先瞭解污染場址的地質、水文、化學等特性，再

來建立一套系統化的管理方式，最後制定整治目標進行整治。由於污染物會

隨時間傳輸擴散，為了降低規劃之不確定性，所規劃的污染整治模式應可以

優選動態的抽水量，使得所規劃的整治系統能動態調整以因應時變的狀態，

整治時期採用可適性抽水策略(adaptive pumping)比固定抽水策略(fixed well 

configuration)更有效率。本研究所討論之污染整治模式可表示如下，其目標

函數為最小之整治成本， 

[ ]∑ ∑
∈ =

+

=∈ ⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+−=
Ii

N

t

i
t

i
t

ii
t

NtIiu

IuaIhILIuaIJ
i
t

1
21*1

,...,1,,

)()]()([)()(min  (2.13) 

限制條件： 

),,(}{ 1 tuxTx ttt =+ , N21t ,...,,=  (2.14) 

maxcc j
N ≤ ,  φ∈j  (2.15) 

maxTuu
Ii

i
t ≤∑

∈

, N21t ,...,,=  (2.16) 

maxtmin uuu ≤≤ , N21t ,...,,=  (2.17) 

其中： 

Φ：觀測井位置集合 

I ：設計井網之集合 

tx ：狀態變數，包含有水位 th 與污染質濃度 tc ，即 TT
t

T
tt chx );(= 。 

i
tu ： t  時刻在 i  點的抽水量(決策變數) 
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1a ：單位抽水成本 

2a ：單位污水之處理成本。 

iL*：在 i  點之地表高程 

1+th ： 1t +  時刻的地下水水位 

1* +− t
i hL ：抽水揚程 

       maxc ：為整治期末達到法令規定之地下水污染管制標準。 

maxTu ：污水處理廠之污水處理能力限制。 

minu ：每一口井的抽水下限 

maxu ：每一口井的抽水上限 

式(2.13)之目標函數中，第一項代表井抽水之操作成本，第二項代表污水

處理成本。式(2.14)為系統轉換函數，若考慮拘限含水層則為式(2.3)、(2.4)，

非拘限含水層則為式(2.5)、(2.6)；式(2.15)為整治期末達到法令規定之地下水

污染管制標準；式(2.16)為每一個時刻之總抽水量限制，可視為污水處理廠之

污水處理能力限制；式(2.17)為水井抽水能力限制條件。 
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三、 演算法整合與說明 

3.1 整體演算流程概述 

    針對地下水管理包括地下水水量管理(式(2.8)至式(2.12))與污染整治規劃

模式(式(2.13)至式(2.17))之優選問題，這些問題為一非線性及動態的問題型

態，以及為了顧及精度與計算效率，本研究整合類神經網路與限制型微分動態規

劃兩種方法來解上述之地下水管理的優選問題。 

    本研究中整合限制型微分動態規劃與類神經網路成為新型態的演算法

(ANN-CDDP)，架構如圖 3.1 所示，主要架構外層為限制型微分動態規劃，內層

嵌入類神經網路來反應非線性的含水層地下水位和污染的變化情形。新型態的演

算架構(ANN-CDDP)與傳統演算法(ISOQUAD-CDDP, Chang and Shoemaker, 

1992 ; Culver and Shoemaker, 1992, 1993)不同在於新的演算架構是以類神經網路

作為微分動態規劃之系統轉換函數，以及利用連鎖律直接得到類神經網路的輸出

變數對輸入變數之敏感度，作為系統轉換函數之微分項。將於 3.2 節詳細介紹類

神經網路於地下水流及水質之長期動態預測，於 3.3 節詳細介紹系統轉換函數微

分之推導。 

 

圖 3.1 模式演算架構示意圖 

微分動態規劃(CDDP) 

類神經網路(ANN) 

(地下水系統) 

 



 21

    本研究模式建置主要分為描述地下水系統之類神經網路之建立，以及整合類

神經網路與限制型微分動態規劃於地下水管理之應用，在此針對此模式建置流程

進一步說明如下，如圖 3.2 所示: 

(一) 建立地下水流與污染傳輸之案例庫： 

        為使得類神經網路能正確的運作，則必須透過訓練 ( training ) 的方式，

讓類神經網路反覆的學習，直到對於每個輸入都能正確對應到所需要的輸

出，因此在類神經網路學習前，必須建立出一個訓練樣本 ( training pattern ) 

作為類神經網路學習過程的參考。訓練樣本的建立則來自於系統輸入與輸

出，如果現地觀測資料充足，可以觀測資料直接作為類神經網路之輸入輸出

資料，本研究針對研究案例建置ㄧ數值模式，產生一定數量之模擬結果資

料，作為產生類神經網路之案例庫。 

(二) 建立類神經網路與驗證： 

    以前ㄧ步驟所產生之數據來訓練類神經網路，並驗證其可準確預測系統

的變化，使其成為地下水量及水質管理模式之系統轉換函數。 

(三) 整合ANN與 CDDP，建立地下水管理規劃模式： 

本研究中整合限制型微分動態規劃與類神經網路，主要架構為限制型微

分動態規劃，內層嵌入類神經網路，應用已訓練好的類神經網路來作為地下

水及污染傳輸反應方程式，可即時的反應非線性的地下水位和污染濃度的變

化情形，作為整體地下水量管理之用，或是作為求解地下水污染整治規劃問

題之用。 

 



 22

(1)建立地下水流與污染傳輸之案例庫

(2)建立類神經網路

驗證類神經網路是否可準確預測系統變化

否

(3)整合ANN與CDDP，建立地下水管理規劃
模式

是

 
 

圖 3.2 模式建置流程圖 
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3.2 類神經網路於地下水流及水質之長期動態預測 

系統轉換函數是描述從當下時刻系統轉換到下一個時刻系統的數學模型，對

於地下水量管理模式的系統轉換函數為地下水流控制方程式，而對於地下水污染

整治規劃模式，則是地下水流與污染傳輸控制方程式。系統轉換函數可採以下之

通式表示： 

),,(}{ 1 tuxTx ttt =+  (2.14) 

式(2.14)中 1+tx 為 t+1 時刻的狀態變數， tx 為 t 時刻的狀態變數和 tu 為 t 時刻的

決策變數，其中狀態變數 tx ，對水量管理問題則為水頭( th )，若為污染整治問題

則同時包含有水頭( th )與污染質濃度( tc )，系統轉換函數式(3.1)若以 ISOQUAD作

為地下水流與污染傳輸之模擬模式(Chang and Shoemaker,1992; Culver and 

Shoemaker, 1992; Chang and Hsiao(2002))，則對應式(2.3)與(2.4)。 

本研究以類神經網路來描述地下水水流及污染傳輸隨時間之變化情形(映射

關係)，作為 CDDP之系統轉換函數。ㄧ般定義，類神經網路是一種建立映射關

係的方法，假設映射關係中輸入向量(X)維度 N，輸出輸入向量(Y)維度M，從 1×NR

到 1×MR 的映射可以下式表示之: 

   )(: 11 XFYRRF MN =→ ××                                    (3.1) 

本研究為了使類神經網路作為 CDDP之系統轉換函數，因此本研究類神經

網路的輸入向量包含 t 時刻的狀態變數( tx )和決策變數( tu )，輸出向量包含 t+1 時

刻的狀態變數( 1+tx )，訓練階段之網路架構如圖 3.3 所示。並以類神經網路模式進

行長期動態預測，如圖 3.4 所示，類神經網路根據各時刻狀態及決策變數，預測

下一時刻之狀態變數，所預測的狀態將作為後續時刻預測的輸入之用，僅在第一

個時刻將初始狀態輸入，後續各時刻則由前一個時刻預測後自動代入。 
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X(t)

U(t)

X(t+1)

.

.
.
.

 
圖 3.3 ANN網路架構圖(訓練階段) 

 

 
圖 3.4 ANN模式架構圖(預測階段) 

    本研究類神經模式架構，後續會再詳細說明(詳見 4.2.1 節)，模式依照不同性

質的預測狀態變數(輸出向量)，可分成地下水流之類神經網路與污染傳輸類神經

網路，簡而言之，關於地下水流之類神經網路，其輸入向量為 t 時刻的水位和 t

時刻的抽水量，輸出向量為 t+1 時刻的水位。式(3.2)可表示 t+1 時刻的水位與 t

時刻的水位及抽水量之函數關係， 

),,(11 tuhfh ttt =+                                                (3.2) 

地下水污染傳輸類神經網路之函數關係，可描述為式(3.3)，其中 t+1 時刻的濃度

為 t 時刻的濃度、水位和抽水量之函數，其輸入向量包含 t 時刻的濃度、水位和

抽水量，輸出向量包含 t+1 時刻的濃度， 

),,,(21 tuchfc tttt =+                                             (3.3) 
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因此應用此類神經網路長期動態預測地下水位與汙染濃度，只須要給定初始

狀態之水位( 1h )與濃度( 1c )，以及各時刻各井之抽水量( tu )，然後藉由類神經網路

模式自動計算下一時刻的水位( 1+th )與濃度( 1+tc )。 
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3.3 系統轉換函數微分之推導 

    由於微分動態規劃於每個時刻皆將原目標函數對初始軌跡作泰勒展開至二

階，在泰勒展開的過程中需要目標函數及系統轉換函數之微分值。系統轉換函數

之微分值是由系統轉換函數分別對狀態變數( tx )與控制變數( tu )微分得到，其中

狀態變數( tx )包含水頭( th )和濃度( tc )。系統轉換函數對狀態變數( tx )與控制變數

( tu )微分可表示成：  
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    本研究採用倒傳遞類神經網路為系統轉換函數，類神經網路由人工神經元所

組成，神經元之輸出與輸入之間的關係式是ㄧ數學函數，若假設其組成為可微分

函數，本研究透過連鎖律的觀念，方能得到類神經網路輸出變數對輸入變數之敏

感度(微分值)。以下作一清楚的說明及推導神經網路輸出值，以及輸出值對各輸

入變數之一階偏微分解析式。從單一隱藏層之神經網路開始推導，其神經網路之

輸出值(Ok)可表示如下： 

)( kok netfO = ， ∑
=

=−=
n

j
kjkjk okbwHnet

1

.....3,2,1  

)( jhj netfH = ， ∑
=

=−=
m

i
jijij njbwxnet

1

.....3,2,1  

其中， kO 、 jH 分別為輸出層、隱藏層之輸出單元， ix 則為輸入層之輸

入單元。此外，W為權重值，b為閥值， )(xfo 、 )(xf h 分別為輸出層與隱藏層之

轉換函數。輸出變數( kO )對輸入變數( ix )之一階偏微分解析式如下： 

ijjhjkko

n

ki

k wnetdfwnetdf
x
O

⋅⋅⋅=
∂
∂ ∑

=

)()(
1

............................................ (3.6) 
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其中：
x
xf

xdf o
o ∂

∂
=

)(
)( 、

x
xf

xdf h
h ∂

∂
=

)(
)(  

 

若將含多層隱藏層的類神經網路寫成一般化之型式，其之輸出值(Ok)可表示如下： 

)( kok netfO = ， ∑ −=
jn

kkjnjnk bwOnet ,  

)( jjn netfO = ， ∑
−

−− −=
1

,11
jn

jnjnjnjnjn bwOnet  

⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯. 

)( 11 jj netfO = ， ∑ −=
i

jjiij bwOnet 11,1  

其中 iO 則為輸入層之輸入單元、 jnO .. 1jO 為隱藏層之輸出單元，以及 kO 為輸

出層之輸出單元，此外，W為權重值，b為閥值。 

輸出變數( kO )對輸入變數( iO )之一階偏微分解析式如下： 

∑∑∑ ∑
− −

−−−− ⋅⋅⋅⋅⋅=
∂
∂

jn jn jn j
jjijnjnjnjnjnjnkkjn

i

k netdfwnetdfwnetdfwnetdfw
O
O

1 2 1
11,11,2,1, )()...()()(..

.................................................................................................................................. (3.7) 

其中：
x
xfxdf

∂
∂

=
)()(  
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3.4 ANN-CDDP 之演算流程 

    ANN-CDDP之整體演算步驟: 首先給定初始軌跡，接著於後掃過程中每一

時刻皆對原目標函數針對初始軌跡做泰勒二階展開，以系統轉換函數(類神經網

路)之微分項合成出泰勒展開的各項係數，得到最佳控制法則以得到目標函數之

遞廻方程式；於前掃過程，本研究直接以不等號限制之二次規劃求解每個時刻最

佳控制值，再由系統轉換函數(類神經網路)計算出每個時刻狀態變數，並以此計

算所得的最佳控制值及狀態變數取代初始軌跡，進行下一次迭代求解過程。完成

一次前掃與後掃的過程稱為一次迭代，經由不斷的迭代來求得原問題之最佳解，

直到達收斂標準為止。 
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圖 3.5  ANN-CDDP之演算流程 

     有關本研究之演算流程，可表示如下：  

(1)寫出此操作成本( J )之問題型態如下： 

∑
=

=
=

N

t
tttNtu

uxLJ
t 1,...,1,

),(min  (3.8) 

受限於： 

),,(1 tuxTx ttt =+  (3.9) 

t1ttt buxg ,),( ≤
 (3.10) 

t2tt buB ,≤
v

 (3.11) 

1x  已知 (3.12) 

其中式(3.8) tL 為時刻之操作成本， tx 為狀態變數， tu 為決策變數。式(3.9)

為內嵌之類神經網路模式。 

(2).設定限制型微分動態規劃之迭代數指標， 0r = 。 

(3).設定處罰函數指標， 0l = 及給定處罰函數之初始權重
l
iw 。 

(4).給定限制型微分動態規劃之初始軌跡 N1 uu ,..., ， N1 xx ,..., 。  

(5).將式(3.10)採用處罰函數之方式與原目標函數整合，而形成一包含有處罰

函數之目標函數，並根據初始軌跡計算此目標函數之初始目標函數值。 

∑ ∑
= =

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+=

N

t

r

j

l
ittttjttt

r
t

wuxfyuxLJ
1 1

,1,, )),,((),(  (3.13) 

Do 101l ,=    !! 處罰函數權重係數修正迴路 

(6).後掃過程 

(i). 1rr += ， 0P 1N =+ ， 0Q 1N =+ 。 

(ii). 計算最佳控制法則，以形成目標函數之遞迴方程式。 
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Do t  = N , 1− , 1   !! 後掃過程 

a. 計算 tA~ ， tB~ ， tC~ ， tD~ ， tE~ ，其中藉由連鎖律得知類神經網路之輸出

變數對輸入變數之微分値 ⎟⎟
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b. 假設 0xt =δ ，並利用不等號二次規劃解下列問題之等號限制條件： 

}~~{min t
T
ttt

T
tu

uDuCu
t

δ+δδ
 (3.19) 

t2tt buB ,δ≤δ
v

 (3.20) 

利用所得到之等號限制條件 t2tt buB ,
ˆˆ δ=δ

v

 計算 
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T
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T
tt DC2BEQ β+βα+α+= ~~~~
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若無等號限制條件則： 

t
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1
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N
T
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T
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T
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T
tt DC2BEQ β+βα+α+= ~~~~

 (3.27) 

End do   !! 後掃過程 

(7). 前掃過程 

(i). 計算最佳控制值與狀態變數，並以式(3.32)內嵌之類神經網路模式重

新計算所得最佳控制值與狀態變數取代初始軌跡，以便進行下一次

迭代過程，其過程如下： 

設定  0=Γ , 0=η   

Do 101l n ,=    !!   線性搜尋 

I⋅η+Γ=Γ , η  為線性搜尋參數， I  為單位矩陣  

Do t  =1 , N   !! 前掃過程 

採用不等號二次規劃求解下列問題： 

})~~()~({min t
T
t

T
tttt

T
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uDBxuCu
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δδδδ ++Γ+
 (3.29) 

受限於： 
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121N buB ,δ≤δ
v

 (3.30) 

t
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t uuu δ+=+1  (3.31) 

),( 1r
t

1r
t

1r
1t uxTx +++

+ =  (3.32) 

End do   !! 前掃過程 

(ii). 計算目標函數值。 
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(iii).若目標函數增加( rr JJ >+1 )，則進行線性搜尋： 

nl2)( +η=η ： 

I⋅η+Γ=Γ  

End do    !! 線性搜尋 

(iV). 檢查是否達收斂標準，收斂標準如下： 
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(V).若 iw 無法獲得答案，增加 iw 之值： 

( )ll
i www 00

1 +=+

 

End do    !! 處罰函數權重係數修正迴路 
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3.5 ANN-CDDP計算效率改善的原因 

    計算量是應用CDDP於地下水管理的所面臨問題之一，因此有許多研究提出

提升CDDP計算效率的方法(Culver and Shoemaker (1992); Yong and Minsker(2001); 

Mansfield and Shoemaker (1998))，但是這些研究所節省的計算量有限，為了突破

CDDP的窘境，本研究發展一方法以求能大幅減少計算量。從過去的研究發現

CDDP的計算量與狀態變數數目的三次方成正比 (Chang and Shoemaker (1992) ; 

Mansfield et al. (1998) )，因此若能減少狀態變數數目，對整個演算法之效率將會

有很大的幫助。 

由於CDDP計算每一時刻目標函數泰勒展開之係數( tA~ ， tB~ ， tC~ ， tD~ ， tE~ )

需耗費大部份時間，因此CDDP之計算量與狀態變數數目的關係，可以用泰勒展

開係數求解過程計算量與狀態變數數目的關係來表示，表3.1為泰勒展開係數計

算量及狀態變數數目的關係，n為CDDP模式的狀態變數數目，m為CDDP的控制

變數數目，ISOQUAD-CDDP的狀態變數數目為ISOQUAD格網節點數，但是

ANN-CDDP的狀態變數數目為ANN輸入層的節點數(輸入資料維度)，舉例說明，

當模擬範圍在格網節點數目=364之下，則ISOQUAD-CDDP的狀態變數數目=364:

若ANN僅以六口觀測井作為模擬代表，則ANN-CDDP的狀態變數數目簡化成 6，

故ISOQUAD-CDDP的狀態變數數目遠大於ANN-CDDP的狀態變數數目。又由於

CDDP的計算量與狀態變數數目的三次方成正比，ISOQUAD-CDDP的計算量隨著

格網範圍(狀態變數數目)增大而遽增，但是ANN-CDDP的計算量不隨著模擬範圍

而改變，相對而言小得多。 

根據這項特性ANN-CDDP能以少數且關鍵的狀態變數來代表整個系統，有效

地降低狀態變數數目，對整個演算法之效率會有很大之幫助，因此本研究主要發

展CDDP結合ANN以減少狀態變數的數目，使得計算量更能有效率。 
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表3.1： CDDP計算量估計(Chang (1992) ; Mansfield et al. (1998)) 

CDDP 項目 

維度 計算量 

tA~  n2n2R ×  16 3n  

tB~  mnR ×2  8 mn 2  

tC~  mmR ×  4 mn 2 +2 2nm  

tD~  1mR ×  4nm  

tE~  1n2R ×  4 2n  
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四、 地下水流及污染傳輸類神經模式建構 

4.1類神經網路模式建構流程 

本研究所發展的地下水管理模式(ANN-CDDP)，內層模擬模式不採用地下水

水流及污染傳輸數值模式，而以類神經網路(ANN)取代之，以提高地下水管理模

式之計算效率，類神經網路模式之建立流程如圖 4.1 所示，首先產生訓練資料即

以 ISOQUAD 作為地下水流與污染傳輸之模擬模式產生一定數量的模擬資料，從

模擬案例中擷取訓練類神經網路所需之輸入輸出資料，再將資料正規化來訓練類

神經網路，直到驗證類神經網路模式之準確性後，則完成類神經網路之建立。

ANN模式之建立步驟闡述如下: 

步驟一、訓練資料產生 

本研究應用地下水流及污染傳輸數值模式(ISOQUAD)，模擬一均質、等向的

二維含水層之水位及濃度變化，作為類神經網路學習資料的來源。 

為了資料產生的普及性，每一口井之抽水量以隨機函數決定，抽水量上下限

的範圍設定可因案例而有所不同，本研究以地下水污染整治問題為例，每一口井

的抽水量上下限設定從 0到 0.1cms 之間，隨機決定，經由 ISOQUAD 模擬，產生

3000 筆地下水水位及濃度等資料。 

步驟二、資料擷取、整理與正規化 

選擇輸入及輸出的變數對於類神經網路的學習相當重要，在水流類神經模式

方面，各時刻井的抽水量影響到下一時刻的地下水位，故選擇的輸入變數為 t 時

刻的水位及抽水量，輸出變數為 t+1 時刻的水位；以地下水流及污染傳輸而言，

汙染質受到水流傳輸及濃度擴散等等機制影響，模式的輸入變數為 t 時刻的水

位、濃度及抽水量，輸出變數為 t+1 時刻的水位及濃度。訓練前將輸入與輸出變

數映射至-1 到 1 之間，稱為資料之正規化。 

步驟三、類神經網路模式之學習與驗證 

(1) 本研究類神經網路為一動態系統，類神經網路的輸入為 t 時刻的狀態變數

( )(tx )以及 t 時刻的控制變數( )(tu )，輸出為 t+1 時刻的狀態變數( )1( +tx )。其
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中控制變數即各井抽水量，狀態變數即水位或濃度，以地下水流模式而言，

狀態變數為地下水水位；以污染傳輸模式而言，狀態變數包含了地下水水位

及汙染濃度。 

(2) 類神經網路的類型很多，如倒傳遞類神經網路(BPN)、回饋式類神經網路

(RNN)、幅狀基底函數類神經網路(RBF)、自組特徵映射類神經網路(SOM)等，

本研究採用ㄧ般最普遍的倒傳遞類神經網路，學習法則是採用

Levenberg-Marquardt(LM)演算法，說明如附錄 A。 

(3) 本研究運用MATLAB 之 Neural Network 函式庫建立類神經網路，類神經網路

的架構可由試誤決定，本研究的地下水流類神經網路模式有三層網路結構，

包含一層輸入層、一層隱藏層、一層輸出層，其中隱藏層含有 10 個節點，輸

入層至隱藏層與隱藏層之間的轉換函數採用雙彎曲線函數，隱藏層至輸出層

則採用線性轉換函數。若系統更為複雜，如地下水流及污染傳輸(水量與水質)

類神經網路模式，隱藏層層數和神經元個數經由試誤決定(請參考 4.2.1 節最

後段)，各個網路結構皆為四層，包含一層輸入層、兩層隱藏層、一層輸出層，

其中隱藏層含有 10 個節點，輸入層至隱藏層與隱藏層之間的轉換函數採用雙

彎曲線函數，隱藏層至輸出層則採用線性轉換函數。 

(4) 本研究類神經網路訓練精度以地下水流模式的均方誤差不得大於 10-5，污染

傳輸模式的均方誤差不得大於 10-4，並且為了避免訓練時間過長，設定最大

疊代次數為 200 次。 

(5) 完成訓練後，本研究於驗證階段，若地下水流模式均方誤差大於 10-2，或污

染傳輸模式均方誤差大於 0.5，則類神經網路需重新訓練。 

(6) 當類神經網路建立完成後，透過長期動態預測的方式進行檢驗，驗證類神經

網路是否具備強健性與適用性。所謂的長期動態預測，其流程如圖 4.2 所示，

類神經網路根據 t時刻狀態及決策，預測 t+1 時刻之狀態，所預測的狀態將

作為後續時刻的輸入之用，所以只要給定最初時刻的狀態以及各時刻的決

策，類神經網路就可以動態預測出各時刻的狀態。 
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圖 4.1 ANN模式之建立 
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Start
t=1

X1(t) X2(t) X3(t) X4(t) X5(t)

訓練好的類神經網路
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結束
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t 時刻決策(各井抽水量)
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t+1時刻的狀態變數

 
圖 4.2 地下水類神經模式長期動態預測流程圖 
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4.2類神經網路模式建立與驗證 

根據前述之類神經網路建置流程來建立類神經模式，建置類神經網路的基本

架構，包含了層數、每層神經元個數、隱藏層層數等，以及採用的學習演算法等，

已有諸多的文獻可參考，但是對於如何應用類神經網路於地下水流及水質之動態

預測，尚未有相關研究提出，因此本研究設計一些主題進行探討，包含地下水流

及水質模式架構、觀測井位置及數量、抽水量型態分佈之影響等主題。 

本研究依據建立類神經網路流程來，以地下水流和汙染傳輸模式為例進行動

態預測。將以一污染整治案例展示及驗證動態預測之準確性，由於污染整治問題

同時需求解水流與污染傳輸方程式，利用污染整治案例可同時驗證水量與水質類

神經網路之動態預測，其中污染整治問題中只要水流部分即可驗證水量模式之動

態預測。地下水流區域示意圖如圖 4.3 所示，模擬範圍係 600(m)×1200(m)大小的

矩形，切割分成 7×13 個節點，其中水力傳導係數為 s/m1031.4 4−×  (m/sec)，有

效孔隙率為 0.2，儲水係數為 0.001，含水層的厚度為 10(m)。邊界設定為上下兩

邊為無流量邊界條件，左右兩邊的邊界條件為定水頭邊界條件，分別為 22(m)及

10(m)，所以邊界條件供應的水流方向為由左向右流。初始條件則以尚未設置抽

水井時，相同邊界條件之穩態水位作為系統之初始水位。模擬之總規劃時期為 5

年，並將此 5年時間分割成 20 個規劃時刻，而每一個時刻為三個月。 
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圖 4.3 簡化之地下水流區域示意圖 

4.2.1類神經網路模式架構 

由於地下水水流及污染傳輸模式包含兩條控制方程式且有水位及濃度兩種

狀態變數，為一非線性系統，不易訓練與預測，於是本研究分別以下兩種架構訓

練類神經網路來預測地下水流及污染傳輸，分別為(1)單個類神經網路模式，(2)

類神經網路群模式，如下描述: 

(1)單個類神經網路模式: 圖 4.4(a)為單個類神經網路模式之網路架構，此類神經

網路映射出單一組地下水水流及污染傳輸的輸入輸出關係，如 Eq(4.1)。 

{ } ( )ttttt uhcfhc ,,1,1 =++   (4.1) 

其中 Eq(4.1)的輸入向量包括 th , tc 及 tu，共(2n+m)維度，輸出向量包括 1t+h 及 1+tc ，

為(2n)維度，其中 n是狀態變數(觀測井)的數目，m 是控制變數(抽水井)的數目。

模式的長期預測流程如圖 4.4(b)，給定初始水位和濃度與當時刻的抽水量，經由

此類神經網路模式，得到下一時刻的水位和濃度，作為預測後續時刻的輸入之用。 
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(a)網路架構圖 
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(b) 長期動態預測流程圖 

圖 4.4 地下水單個類神經網路模式 

 

(2)類神經網路群模式: 圖 4.5(a)為類神經網路群網路架構，其架構仿照地下水流

與污染傳輸控制方程式 Eq(2.1)與 Eq(2.2)，包含地下水流類神經網路及水質類神

經網路兩個子模式。網路群模式藉由兩個類神經網路映射兩組輸入輸出關係式，

其中水量類神經網路描述地下水流的輸入輸出關係，關係式寫成 Eq(3.2)，Eq(3.2)

的輸入向量有 tt uh , ，維度為(n+m)，輸出向量( 1t+h )，維度為 n，而水質類神經網



 

 

 

43

路描述地下水污染傳輸的輸入輸出關係，其輸入輸出關係式為 Eq(3.3)，Eq(3.3)

的輸入向量為 ttt uhc ,, ，共有(2n+m)維度，輸出向量( 1+tc )，維度為 n。如圖 4.5(b)

地下水流與水質類神經網路群模式長期預測之流程，輸入當時刻的抽水量、地下

水水位，經由水量類神經網路模式得到下一時刻的水位; 同時，輸入當時刻的抽

水量、地下水水位，以及污染濃度，經由地下水質類神經網路模式得到下一時刻

的濃度。 

{ } ( )ttt uhgh ,11 =+   (3.2) 

 { } ( )tttt uhcc ,,g21 =+   (3.3) 

 
(a)網路架構圖 
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(b)長期動態預測流程圖 

圖 4.5地下水類神經網路群模式 

本研究採用均方誤差(式(4.2))與均方根誤差(式(4.3))為評估指標，測試兩種模

式架構對於地下水位及污染濃度預測的影響。 

均方誤差(MSE)= 2

1i

)(1 ∑
=

−
m

ii PT
m

   (4.2) 
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均方根誤差( RMSE)= 2

1

)(1 ∑
=

−
m

i
ii PT

m
   (4.3) 

其中 iT 為第 i 個類神經網路模擬值， iP為第 i 個類神經網路預測值。 

 

測試案例一佈井之位置，如圖 4.6所示，該模擬問題具對稱性，為了減少計

算量，採用對稱設井，包含一口抽水井和四口觀測井，其中在圖形中方塊狀為觀

測井，而三角型代表抽水井。根據此問題，單個類神經網路模式有 9 個輸入(包

含當時的水位、濃度、抽水量)和 8個輸岀(包含下一時刻水位、濃度)，而網路群

模式藉由兩個類神經網路映射兩組輸入輸出關係式，其中水量類神經網路有 5個

輸入(包含當下時刻水位、抽水量)和 4個輸岀 (下一時刻水位)，水質類神經網路

有 9個輸入(包含當下時刻濃度、抽水量)和 4個輸岀(下一時刻濃度)。 

此案例中抽水井之時變抽水率，如圖 4.7所示，藉由相同佈井位置下，比較

兩種不同架構之類神經預測誤差(以傳統模擬模式(ISOQUAD)為基準)，表 4.1與

表 4.2 中分別為兩架構之水位及濃度預測值與觀測值(ISOQUAD 模擬值)之均方

根誤差，研究結果發現不管類神經網路架構是單個類神經網路或是多個類神經網

路(類神經網路群)，均可準確預測，而且類神經網路預測的水位及濃度與傳統模

擬模式之模擬值幾乎相同。如圖 4.8 所示，以類神經網路群架構的 ANN 模擬出

20 個規劃時刻之水位以及濃度變化的趨勢，直線表示 ISOQUAD 模擬值(觀測

值)，點表示 ANN模擬值。圖 4.9為以類神經網路群架構的水位以及濃度預測值

與實際值之比較，水位預測與實際值的座標範圍分別為 0~25m，濃度的座標範圍

為 0~60ppm，都顯示 ANN可以準確地動態預測。 

雖然單一網路與網路群等兩種模式架構皆可準確的預測水位以及污染濃度

的變化，唯類神經網路群之預測均方根誤差較小，在預測精度上較佳，尤其水位

的預測上精度提高一個小數點位，採用類神經網路群之模式架構，多個類神經網

路一起訓練，使得每個獨立網路的輸入輸出變數維度較小，訓練較準確及有效

率。除了預測準確的優點之外，亦可平行訓練水量類神經模式與水質類神經模

式，只要當其中一個 ANN模式誤差太大時，可以單獨抽換掉此模式，因此訓練
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上較為彈性及方便。 

總之，採用網路群架構之類神經模式，具有預測的均方根誤差比較小，以及

平行訓練等優點，其求解變數的順序也與傳統模擬模式一致，因此本研究後續將

採用類神經網路群之架構來訓練類神經網路。 

 觀 測 井 抽 水 井  

圖 4.6 測試案例 1配置圖 
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圖 4.7 測試案例之時變抽水量 

表 4.1 測試案例 1 之水位均方根誤差 

水位均方根誤差 

 



 

 

 

47

 井位 1 井位 2 井位 3 井位 4 

測試案例 1-1 

(單個類神經) 
0.0063 0.0018 0.0072 0.0075 

測試案例 1-2 

(類神經網路群) 
0.0003    0.0004    0.0009 0.0008 

 

表 4.2 測試案例 1 之濃度均方根誤差 

濃度均方根誤差 

 井位 1 井位 2 井位 3 井位 4 

測試案例 1-1 

(單個類神經) 
0.1817 0.1178 0.1540 0.2734 

測試案例 1-2 

(類神經網路群) 
0.0882    0.0779    0.1354 0.2368 
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(a) 各個時刻水位(線表示 ISOQUAD模擬值，點表示 ANN模擬值) 
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(b) 各個時刻濃度(線表示 ISOQUAD模擬值，點表示 ANN模擬值) 

圖 4.8 測試案例 1水位、濃度趨勢比較圖(類神經網路群) 
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(a)測試案例 1水位預測與實際值比較 
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(b)測試案例 1濃度預測與實際值比較 

圖 4.9 測試案例 1水位、濃度預測與實際值比較(類神經網路群) 
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隱藏層層數和神經元個數之決定 

本研究決定網路群之架構後，網路中隱藏層層數和神經元個數之決定對類神

經的預測也有相當大的影響，本研究類神經的隱藏層層數和神經元個數是以試誤

法來決定，網路權重的數目之決定將影響網路描述系統的能力，當神經元個數過

少，使得類神經沒有足夠的權重來描述訓練資料，無法建構適當函數來描述系

統，反之，當神經元個數過多時，過多權重造成自由度太高，對於訓練案例會有

過度描述的現象。 

本研究以前述之測試案例 1.2 (採用類神經網路群的模式架構)作測試，經過

測試後，發現水量類神經模式之隱藏層層數和神經元個數對預測結果之影響不

大，但水質類神經模式的隱藏層層數和神經元個數，對預測結果影響較大。案例

中有四口觀測井及一口抽水井，水量類神經模式的輸入層神經元(包含 t 時刻的觀

測井水位、與抽水井抽水量)，其個數為 5，輸出層神經元(t+1 時刻的觀測井水位)

個數為 4; 水質類神經模式的輸入層神經元(包含 t 時刻的觀測井水位、濃度、與

抽水井抽水量)，其個數為 9，輸出層神經元(t+1 時刻的觀測井濃度)個數為 4。 

表 4.3列出水質類神經模式不同的隱藏層層數和神經元個數與驗證誤差的關

係，包括隱藏層層數為 1或是 2，與隱藏層神經元個數為 5或 10 或 20 等六種排

列組合訓練後之驗證結果。根據表 4.3 比較其訓練時濃度均方誤差(MSE)以及驗

證時濃度均方根誤差(RMSE)，與計算時間(以 AMD Athlon(tm)XP2000+1.54GHz 為

計算平台)，經過比較後發現水質模式的隱藏層層數採用 2，以及隱藏層神經元個

數採用 10，其訓練精度達標準與兼具計算效率，驗證階段之 RMSE 平均值又最

小，因此本研究後續案例的隱藏層層數和神經元個數，都採用此網路結構，包含

一層輸入層、兩層隱藏層、一層輸出層，其中隱藏層含有 10 個節點。 
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表 4.3  隱藏層層數神經元個數之敏感度分析 

編號 1 2 3 4 5 6 

隱藏層層數 1 1 1 2 2 2 

神經元個數 5 10 20 5-5 10-10 20-20 

訓練階段之

MSE 

5.12e-5 1.83 e-6 1.14 e-5 2.76e-5 3.16e-6 1.46e-6 

訓練時間(Sec) 372 1420 2820 531 3210 9590 

井 1 驗證階段

之 RMSE 
0.086 0.063 0.086 0.066 0.071 0.040 

井 2 驗證階段

之 RMSE 
0.066 0.040 0.041 0.044 0.064 0.026 

井 3 驗證階段

之 RMSE 
0.233 0.372 0.210 0.443 0.152 0.232 

井 4 驗證階段

之 RMSE 
0.935 0.453 0.232 0.527 0.136 0.184 

RMSE 平均值 0.330 0.232 0.142 0.270 0.106 0.120 
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4.2.2 觀測井位置及數量對類神經網路預測之影響 

本節的案例設計來探討包括觀測井的數量及位置對於地下水類神經模式之

影響，各個模擬案例的觀測井網數量及位置，如表 4.4 之介紹，共有八口候選觀

測井以及一口抽水井，且假設抽水井的抽水率與測試案例一相同，地下水井網配

置如圖 4.10 所示，其中方塊狀為觀測井，三角型為抽水井。 

觀測井數及位置對預測結果之影響，如表 4.5 所示，發現各個案例各觀測井

的水位及濃度均方根誤差，除了測試案例 2-2 外，其餘案例的濃度均方根誤差皆

達到預測誤差範圍之內。並從測試案例 2-5 之 ISOQUAD模式與類神經預測水位

與濃度圖，如圖 4.11 所示，可發現 ISOQUAD 模式與類神經預測水位與濃度兩者

趨勢相當一致。在不同的觀測井數量及位置下，本案例除了單口觀測井(測試案

例 2-2)以外，其他井網的類神經網路動態預測誤差都在容許範圍，證明類神經網

路預測具有強健性。 

 

1 2 6

3 4 7

8

5

觀 測 井 抽 水 井  

   圖 4.10 測試案例 2配置圖 

 

 

 



 

 

 

53

 

表 4.4 測試案例 2說明 

案例 觀測井數量 觀測井位置 

測試案例 2-1 2 

測試案例 2-2 
1 

6 

測試案例 2-3 2, 4 

測試案例 2-4 4, 6 

測試案例 2-5 

2 

2, 6 

測試案例 2-6 3 2, 4, 6 

測試案例 2-7 5 2, 3, 4, 6, 7 

測試案例 2-8 8 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8

 

表 4.5測試案例 2之水位與濃度均方根誤差 
(a)水位均方根誤差 

      觀測井位 1 2 3 4 5 6 7 8 

測試案例 2-1 

(一口觀測井) 
 0.0018       

測試案例 2-2 

(一口觀測井) 
     0.0003   

測試案例 2-3 

(二口觀測井) 
 0.0004  0.0007     

測試案例 2-4 

(二口觀測井) 
   0.0002  0.0003   

測試案例 2-5 

(二口觀測井) 
 0.0001    0.0003   

測試案例 2-6 

(三口觀測井) 
 0.0001  0.0001  0.0003   

測試案例 2-7 

(五口觀測井) 
 0.0001 0.0004 0.0001  0.0003 0.0006  

測試案例 2-8 

(八口觀測井) 
0.0002 0.0003 0.0001 0.0005 0.0002 0.0007 0.0014 0.0003 
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(b)濃度均方根誤差 

      觀測井位 1 2 3 4 5 6 7 8 

測試案例 2-1 

(一口觀測井) 
 0.0527       

測試案例 2-2 

(一口觀測井) 
     2.2589   

測試案例 2-3 

(二口觀測井) 
 0.1717  0.2815     

測試案例 2-4 

(二口觀測井) 
   0.4873  0.2546   

測試案例 2-5 

(二口觀測井) 
 0.0342    0.4760   

測試案例 2-6 

(三口觀測井) 
 0.1271  0.3675  0.3587   

測試案例 2-7 

(五口觀測井) 
 0.0959 0.1211 0.3919  0.2648 0.4692  

測試案例 2-8 

(八口觀測井) 
0.1572 0.1179 0.1413 0.4796 0.2008 0.4979 0.3906 0.2917 
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(a) 測試案例 2-5 水位趨勢比較 
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(b) 測試案例2-5濃度趨勢比較 

圖 4.11 測試案例 2-5水位與濃度趨勢圖 
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相關分析 

    本研究接下來以統計觀點透過相關分析來瞭解類神經網路中輸入輸出變數

間是否為線性關係。兩個變數之間”直線關係”的強弱程度與方向，通常以相關

係數(correlation coefficient)為相關分析的判斷指標，相關係數的值恆介於-1 與+1

之間。相關係數+1 表示兩變數為完全正向線性相關，表示所有的點落於斜率為

正的直線上；-1 表示兩變數為完全負向線性相關，表示所有的點落於斜率為負

的直線上；若相關係數的值非常接近零，則表示兩變數無線性關係。 

    本研究藉由相關分析衡量輸入輸出變數間的關係，表 4.6 中案例 2.1 和 2.2

當下時刻抽水量與下一時刻濃度( 1, +tt cu )的相關係數接近零，表示當時的抽水量

與下一時刻濃度之間的關係不是一線性關係，表示地下水水流與汙染傳輸不是一

線性問題，單純以傳統響應矩陣法或是迴歸等線性方式，受限於本身線性特性，

不適合求解此類問題，因此本研究利用類神經網路來模擬此類問題。 

    經由相關性分析可知(如表 4.6 所示)，不論案例 2.1 或是 2.2 下一時刻預測

水位( 1+th )與當下時刻的抽水量( tu )呈現線性關係，但是下一時刻預測濃度( 1+tc )

與當下抽水量( tu )並無線性關係，且由表 4.5 可發現類神經預測下一時刻水位均

方根誤差小於濃度預測均方根誤差，因此可以發現類神經預測變數與輸入變數呈

線性關係之預測誤差小於與其呈非線性關係之預測誤差。 

    比較測試案例 2.1 和 2.2不同觀測井位置的濃度預測誤差，發現觀測井位在

下游(案例 2- 2)的類神經預測濃度誤差明顯比觀測井位在上游(案例 2-1)來得大，

再觀察表 4.6 水質類神經模式的下一時刻濃度( 1+tc )與其他輸入變數間的相關係

數，發現案例 2-2 下一時刻濃度與該時刻狀態的相關係數( 1, +tt cc )及( 1, +tt ch )皆

比案例 2-1 小，因此案例 2-2 下一時刻濃度相較於案例 2-1更具有非線性特性，

所以類神經預測變數與輸入變數呈線性關係(案例 2-1)之預測誤差小於與其呈非

線性關係之預測誤差(案例 2- 2)。 

    本研究經由預測結果與相關性分析，發現雖然類神經網路為一非線性預測之

工具，但是類神經網路預測變數與輸入變數呈線性關係之預測誤差小於與其呈非

線性關係之預測誤差。 
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表 4.6  測試案例 2-1 及 2-2 之相關性分析 

計算之變數 計算之案例 相關係數値 

測試案例 2-1 -1 
1: +tt hu  

測試案例 2-2 -1 

測試案例 2-1 0.0691 
1: +tt hh  

測試案例 2-2 0.0698 

測試案例 2-1 -0.0821 
1: +tt cu  

測試案例 2-2 -0.0945 

測試案例 2-1 0.9830 
1: +tt cc  

測試案例 2-2 0.8624 

測試案例 2-1 0.3438 
1: +tt ch  

測試案例 2-2 0.1085 
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敏感度分析 

本節接著探討一個有趣的問題，測試案例 2-1 和 2-2 都只有一口觀測井，為

什麼觀測井位在下游(案例 2- 2)的類神經預測濃度誤差明顯比觀測井位在上游(案

例 2- 1)來得大。這是相當複雜的問題，相同觀測井數但位置不同的兩案例存在許

多原因，使得預測差距頗大，如網路架構、參數設定、或是資料型態等。經過本

研究一一查驗，包括調整網路架構及參數設定等，發現網路架構及參數設定對於

預測誤差並沒有大幅的改善，所以排除這些因素的可能。 

後來，分析案例 2-1 和 2- 2 中的物理現象才發現此誤差是受到資料型態的

影響。分析觀測井附近濃度改變對下一時刻濃度之敏感度，敏感度之推導見附錄

C 式(C.6)，此敏感度矩陣之Norm値如表 4.7 所示，可發現案例 2- 2 觀測井附近

濃度改變(以下游井位 6為觀測井)對於此觀測井下時刻濃度的敏感度

(Norm
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∂

∂ +

ti,

1t6,

C
C )相較於案例 2.1 的(Norm

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∂
∂ +

ti,

1t2,

C
C )(以上游井位 2為觀測井)兩者最

大相差到 7倍，因此說明井位 6的下一時刻濃度容易受附近濃度場變化的影響，

換句話說，當時刻濃度的空間資訊對於下一時刻濃度的影響相當深遠。 

雖然案例 2-1 和 2-2 都只有單口觀測井網，其輸入資料維度比較少，使得類

神經網路學習時，缺少空間上連結的資訊，無法反映觀測井附近濃度改變對於該

觀測井濃度之影響，但由於案例 2-1 井位 2 之下一時刻濃度不易受到附近濃度改

變之影響，此觀測井足以描述系統，ANN模式可準確預測出下一時刻濃度; 但是

案例 2-2 的井位 6下一時刻濃度卻容易受到附近濃度改變之影響，若僅以此觀測

井的資訊作為ANN的輸入輸出，則缺少系統其他空間上的資訊，造成濃度預測

上有較大的誤差。簡而言之，觀測井提供輸入輸出的資訊對於未來預測相當重

要，倘若觀測井附近濃度改變對下一時刻濃度的影響不顯著，雖然觀測井數少，

既有的濃度資訊就足以提供類神經來預測未來的濃度趨勢。倘若觀測井附近濃度

改變對下一時刻濃度的影響顯著，當觀測井太少時，無法反映附近濃度改變對於

該觀測井濃度之影響。 
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藉由敏感度分析證明此現象也是受到資料型態之緣故而造成。資料擷取

時，過度簡化資料維度而造成類神經網路輸入輸出關係不明確，產生預測誤差，

因此後續設計案例應避免觀測井數太少，而造成預測困難等問題。然而，當訓練

類神經網路遇到此問題時，只要增加有效的資料維度，例如多增加一口觀測井(案

例 2-3和 2-4)的輸入輸出資料，就可以避免這樣的問題產生。 

表 4.7  測試案例 2-1 及 2-2 之敏感度分析 

Time step 

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∂

∂ +

ti,

1t2,

C
C

Norm

(案例 2- 1) 

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∂

∂ +

ti,

1t6,

C
C

Norm

(案例 2- 2) 

)2(欄

)3(欄
 

1 0.003 0.021 6.847 
2 0.003 0.024 7.277 
3 0.004 0.024 6.629 
4 0.004 0.021 5.246 
5 0.004 0.016 3.799 
6 0.005 0.012 2.566 
7 0.005 0.013 2.612 
8 0.005 0.018 3.314 
9 0.006 0.024 4.023 
10 0.007 0.030 4.502 
11 0.008 0.036 4.642 
12 0.009 0.039 4.372 
13 0.010 0.039 3.783 
14 0.012 0.039 3.176 
15 0.015 0.038 2.588 
16 0.019 0.038 2.049 
17 0.024 0.039 1.602 
18 0.031 0.040 1.273 
19 0.038 0.041 1.075 
20 0.041 0.041 1.009 
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4.2.3 抽水型態對類神經網路預測之影響 

    本節以不同的抽水量型態為輸入，測試 ANN 是否能準確預測下一時刻的水

位與汙染濃度。本案例的抽水井以及三口觀測井的設井位置參考前述之測試案例

2.6，採用隨機函數產生抽水量及所對應的狀態做為訓練 ANN 的資料，經過訓練

後，採用未經訓練三種不同抽水量型態為輸入，例如間歇性抽水(測試案例 3-1)，

凸函數(測試案例 3-2)和凹函數(測試案例 3-3)等型態，如圖 4.12 所示，驗證預測

的結果是否準確。 

結果如表 4.8 所示，發現各案例的均方根誤差皆在可接受的範圍，圖 4.13 (a)

與圖 4.13(b)為觀測井 2 的水位以及濃度趨勢圖，其中以虛線來表示驗證目標值

(ISOQUAD模擬值)，以點表示之ANN預測值，雖然以不同的抽水量型態為輸入，

皆可準確預測下一時刻的水位及濃度，水位受到抽水型態的影響很大，當間歇性

抽水，類神經網路亦可以準確模擬出水位上下震盪的情形；濃度下降斜率也受到

抽水型態不同而略有影響，例如測試案例 3-1 於第二時刻停抽，因此當時濃度下

降斜率比其他方案來得平緩，由此證明類神經網路確實能模擬這些物理的現象。 

 故可得ㄧ結論，不論地下水水流及水質類神經網路模式之抽水型態為間歇性

抽水，凸函數或是凹函數等型態，只要提供充足的資訊給類神經網路，類神經網

路均能準確預測各時刻的水位與濃度。 
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圖 4.12  案例 3各個時刻抽水量 
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(a)測試案例 3井 2水位趨勢比較圖 
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(b)測試案例 3井 2濃度趨勢比較圖 

圖 4.13測試案例 3井 2水位與濃度趨勢比較圖 
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表 4.8 測試案例 3 之水位與濃度均方根誤差 

(a)水位均方根誤差 

 井位 2 井位 4 井位 6 

測試案例 3-1 

(間歇性抽水) 

0.0002 0.0003 0.0002 

測試案例 3-2 

(凸函數) 

0.0001 0.0001 0.0002 

測試案例 3-3 

(凹函數) 

0.0001 0.0001 0.0002 

 

(b)濃度均方根誤差 

 井位 2 井位 4 井位 6 

測試案例 3-1 

(間歇性抽水) 

0.1642 0.4188 0.4279 

測試案例 3-2 

(凸函數) 

0.0870 0.0799 0.2503 

測試案例 3-3 

(凹函數) 

0.0539 0.0944 0.2906 
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4.3類神經網路微分式之驗證 

微分動態規劃以動態規劃的概念為主體，於每個時刻皆對原目標函數及系統

轉換函數需作泰勒展開，因此重要程序之一就是對系統轉換函數微分，本研究採

用類神經網路為系統轉換函數，類神經網路也是一可微分之函數，有鑑於此本研

究透過連鎖律直接得到系統轉換函數之微分項(類神經網路之輸出變數對輸入變

數之敏感度)。 

為了驗證可利用連鎖律得到該系統轉換函數之微分項，及展示上的方便，本

節以常見的三角函數作為實例驗證，以 100),sin( ≤≤= xxy 為訓練範本。首先建

立及訓練一個單一隱藏層之單輸入單輸出(SISO)類神經網路，隱藏層節點數為 10

個，輸出層與隱藏層之轉換函數均為雙彎曲函數 xe
xf

−+
=

1
1)( 。 

訓練此類神經網路，使得類神經網路逼近實際數學函式，粉色區段表示實際

數學函式，藍色線表示類神經網路模擬值，如圖 4.14 所示。 

    系統轉換函數微分(敏感度)之推導如 3.3 節，經由推導運算後，得到輸出變

數對輸入變數之敏感度，如圖 4.15 所示，與該函數之一階微分( )cos(xy =′ )作比

較，粉色區段表示實際數學函式微分值，藍色線表示類神經網路的微分值，可發

現僅在輸入變數之上限附近之微分值稍微有些誤差，其餘部份如輸入變數之範圍

中間部份能抓住實際函數微分值變化趨勢。 
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圖 4.14 ! xy − 圖 
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圖 4.15 xdxdy −/ 圖 

  接下來討論由多個輸入變數所組成的類神經網路之偏微分值。為了方便展

示，以 ( ) ( )21 cc xosxosy +=  50, ≤≤ x 為訓練範本，建立一個單一隱藏層之類神經

網路，有兩個輸入變數，分別為 1x , 2x ，輸出變數為 y，隱藏層節點數為 10 個，

輸出層與隱藏層之轉換函數為雙彎曲函數
xe

xf
−+

=
1

1)(
。 

  類神經網路訓練後，預測結果為了方便圖示及說明，我們固定 02 =x ，而
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1xy − 關係如圖 4.16 所示，粉色區段表示實際數學函式，藍色線表示類神經網路

模擬值，類神經網路逼近實際數學函式，接著應用連鎖律求解 1/ xy ∂∂ ， 11/ xxy −∂∂

如圖 4.17 所示，粉色區段表示實際數學函式微分值，藍色線表示類神經網路的

微分值，可發現與真實函數之偏微分相似 ( ) ( ) 50,sinin' 21 ≤≤+= xxxsy ，若從微分

求解極值之定理來驗證，當導函數為零時，函數有相對極值產生，如圖 1/ xy ∂∂ 為

零處，所對應 1xy − 圖的斜率恰好為零，因此確定可以找到類神經網路架構後，

利用連鎖律可求出輸出變數對輸入變數之偏微分。 

  當類神經網路已學習系統的特性後，系統轉換函數可寫成類神經網路輸入與

輸出模式，若經由連鎖律對類神經網路模式作微分，經由前述簡單的測試，不論

網路架構為單個或是多個輸入變數，都確立透過連鎖律可以得到類神經網路輸出

變數對輸入變數之敏感度。 

  本研究應用類神經網路於地下水水流與汙染傳輸，系統轉換函數就是類神經

網路其中輸入變數為當時的抽水量，水位和濃度，輸出變數為下一時刻的水位和

濃度，透過連鎖律可以得到類神經網路輸出變數對輸入變數之敏感度，此敏感度

就是系統轉換函數的微分項。由於系統轉換函數的微分項為微分動態規劃組成之

要素，本研究採用類神經網路為系統轉換函數，後續將應用此方式求得系統轉換

函數的微分項。 
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圖 4.16 1xy − 圖 
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圖 4.17 11/ xxy −∂∂ 圖 
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五、 管理模式之規劃應用 

     前述章節已介紹過新演算法(ANN-CDDP)的數學定義與建置流程，以下就

ANN-CDDP 之應用實例進行探討。於 5.1 節探討地下水水量管理規劃模式，於

5.2 節 探 討 地 下 水 污 染 整 治 規 劃 模 式 。 藉 由 比 較 ANN-CDDP 與

ISOQUAD-CDDP(傳統演算法)的優選結果說明以ANN-CDDP作為地下水管理模

式的可行性，並比較計算量展示 ANN-CDDP的計算效率。 

5.1. 地下水水量管理規劃模式 

本研究採用ANN-CDDP來求解式(2.8)~式(2.12)之地下水水量管理模式，以

CDDP 為優選模式，求解最小操作成本現值，並且優選各時刻各井的抽水量，使

得每個時刻各井的總抽水量能滿足各時刻的需求，以類神經網路(ANN)為轉換函

數，用來模擬地下水水位因抽水所造成的變化。 

地下水水量管理模式根據第三章 ANN-CDDP之建立流程來建置。首先以

ISOQUAD所產生之數據來訓練地下水流類神經網路，其輸入變數為當下時刻的

水位與抽水量，輸出變數為下一時刻水位，網路架構包含輸入層、一層隱藏層、

輸出層，其中隱藏層含有 10個節點，輸入層至隱藏層之間的轉換函數採用雙彎

曲線函數，隱藏層至輸出層則採用線性轉換函數 (參見第四章)。類神經網路訓

練之後，驗證其是否可準確的連續預測地下水流的變化，如果類神經網路連續預

測之誤差小於容許值，則可將其嵌入 CDDP 中。 

5.1.1~5.1.4 節以簡例比較 ANN-CDDP與 ISOQUAD-CDDP 兩種方法求解最

小操作成本的差距，說明以 ANN-CDDP作為地下水水量管理模式的可行性，5.1.4

節比較兩方法在不同問題大小的計算量差異，說明 ANN-CDDP的計算效率。 

5.1.1 需水型態之影響分析 

首先比較新演算法(ANN-CDDP)與傳統演算法(ISOQUAD-CDDP)優選結果的

差異，以及驗證模式對水位預測的準確性，以一案例作為展示，案例如下: 假設

已知抽水井位置與數量情況下，模擬之總規劃時期為 5年，並將此 5年時間分割

成 20 個規劃時刻，而每一個時刻為三個月，所考量之地下水流區域為一個二維

均質與等向、非拘限含水層，且不考慮天然補注量，研究區域為 mm 50003000 × ，
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並分割成 77 個節點與 60 個元素，如圖 5.1 所示，南邊及北邊為不透水邊界，東

邊及西邊分別為定水頭邊界( mhh ba 80== )，全區初始水頭( 0h )為 m80 ，而地表

到含水層底部的高度( L )為 m100 ，含水層各項模擬參數，如表 5.1 所示。 

表 5.1  模擬含水層之參數 

參數 值 

水平水力傳導係數(Hydraulic conductivity)

垂直水力傳導係數(longitudinal dispersivity)

貯水係數(Storage coefficient) 

孔隙率(Porosity) 

土壤密度(Media bulk density) 

初始水頭(Initial hydraulic head) 

地表到含水層底部的高度( L ) 

sm /0.001  

sm /0.001  

0.1 

0.2 

3cmg122 /.  

m80  

m100  
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352821

2720 34
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圖 5.1  案例 1簡化之地下水流區域示意圖 

本案例之井網配置圖如圖 5.2 所示，圖中三角型代表抽水井，方塊狀為觀測

井，共有五口抽水井和八口觀測井，各抽水井最大抽水量限制為 0.5 cms (500 

L/s)，在 5年內總需水量相同(110 3610 m× )之下，考量需水量遞增及利率影響下(年

利息 8%)，探討不同需水量曲線下的操作成本現値之變化情形，其中單位操作成

本為每消耗 1 度電假設需要 1.35 元。需水量曲線型態分別為凸函數曲線 convex

（案例 1-1）、線性函數 linear（案例 1-2）及凹函數曲線 concave（案例 1-3），參

考 Basagaoglu and Yazicigil (1994) 三種需水量歷線，如圖 5.3 所示。 
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圖 5.2案例 1 & 2井網配置圖 
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圖 5.3 需水歷線圖 

    首先比較ANN-CDDP與傳統演算法(ISOQUAD-CDDP)兩者求得之目標函數

值的差異。其 ANN-CDDP與 ISOQUAD-CDDP 兩者求得之目標函數(操作成本)

的誤差，由表 5.2知，案例 1-1~1-3 以 ANN-CDDP求得之操作成本，其最大相對

誤差為 0.77%(以 ISOQUAD-CDDP為基準)，証明可將其方法可成功應用於水量

管理模式，僅造成不到 1%的誤差。ANN-CDDP所求得之操作成本相較於

ISOQUAD-CDDP誤差尚在容許範圍內，證明ANN-CDDP 的方法在精度許可之

下，亦可以找到一近似全域最佳解的鄰近最佳解，證明此演算法具有實際應用的

發展性。 

分析表 5.2 需水量曲線型態與成本變化情形，雖然總需水量相同條件下，操

作成本卻不同，案例 1-3 的操作成本現值最高，案例 1-2 次之，案例 1-1 之操作

成本現值最低，表示操作成本現值與需水量變化趨勢有關。主要是當需水量呈現

凸函數曲線時(前期需水量較少，後期需水量逐漸升高)，ANN-CDDP 模式優選各

時刻的抽水量亦呈現凸函數曲線，如圖 5.5 所示，由於現值換算的影響，使得案

例 1-1 的操作成本的現值最小，同理可知案例 1-3 當需水量呈現凹函數曲線(前期

需水量較其他曲線高，後期需水量逐緩)，其操作成本的現值最高。 

    ANN-CDDP 所求得之觀測井之水位歷線如圖 5.4 所示，不同的需水量曲線型
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態，使得觀測井水位下降的趨勢不盡相同，如果案例中的需求曲線為凸函數，後

期需求遽增，其觀測井水位歷線後期下降趨勢遽烈；如果需求曲線為凹函數，後

期需求漸緩，其觀測井水位歷線後期下降趨勢漸緩，由此可看出觀測井水位趨勢

與需求曲線有正向的關係，水位歷線與需求曲線趨勢相同。亦可發現觀測井與抽

水井的距離遠近與水位下降變化量有很大的關聯，位於抽水井附近的觀測井(Obs 

1, Obs 2, Obs 3, Obs 5, Obs 7)水位下降都很嚴重， 距離抽水井最遠的觀測井(Obs 8)

的水位下降趨勢最緩和，其他的觀測井(Obs 4, Obs 6)水位洩降次之，以上結果亦

說明ANN確實可以成功反應抽水與地下水位關係。 

    ANN-CDDP 所求得之各井各個時刻的抽水量結果，如圖 5.5 所示，模式優選

各井的抽水量不盡相同，西側兩口抽水井W1(Obs.1)和 W2(Obs.2)較大，東側三口

抽水井W3(Obs.3)，W4(Obs.5)和 W5 (Obs.7)略小，但是其觀測水位(Obs 1, Obs 2, Obs 

3, Obs 5, Obs 7)幾乎相同。主要由於操作成本為抽水量與抽水揚程的乘積，且抽

水量與水位洩降呈正比，使得操作成本與抽水量的平方呈正比，或是與水位洩降

的平方呈正比，所以水位略微變化，卻會大幅增加成本，而為了使得操作成本最

小化，模式優選最佳抽水量使得各個觀測井水位洩降盡量相同。 

    表 5.2  案例 1 操作成本現值之比較 

 需水型態 ANN-CDDP ISOQUAD-CDDP 相對誤差(%) 

案例 1-1 
凸函數

Convex 
$3,776,940 $3,751,050 0.69 

案例 1-2 
線性函數

Linear 
$4,035,510 $4,006,170 0.73 

案例 1-3 
凹函數

Concave 
$4,295,670 $4,262,670 0.77 
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(a)凸函數需水型態下觀測井水位歷線 
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(b)線性函數需水型態下觀測井水位歷線 



 73

77

77.5

78

78.5

79

79.5

80

1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21

he
ad
(m
)

Obs1

Obs2

Obs3

Obs4

Obs5

Obs6

Obs7

Obs8

 

(c)凹函數需水型態下觀測井水位歷線 

圖 5.4案例 1 ANN-CDDP所求得之觀測井水位歷線 
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(a)凸函數需水型態下各時刻的抽水量圖 
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(b)線性函數需水型態下各時刻的抽水量圖 
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(c)凹函數需水型態下各時刻的抽水量圖 

圖 5.5 案例 1 ANN-CDDP所求得之各時刻的抽水量 
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5.1.2 總需求量之影響分析 

在相同模擬條件與時距下，假設需求型態為凸函數，總需求量為 110、135

及 160 ( 3610 m× )三種，井網配置圖同於案例 1 如圖 5.2 所示，有五口抽水井和八

口觀測井，各抽水井最大抽水量限制為 0.5cms，前ㄧ節訓練得到的類神經網路內

嵌於微分動態規劃(ANN-CDDP)在不同的總需求量下優選各時刻的抽水量，進一

步探討操作成本與總需求量之間的關係。 

從表 5.3 可發現當總需水量越大，其操作成本現值也會越大，操作成本現值

隨著總需求量增加而增加，故操作成本現值與總需水量的關係為正比的。如前節

所述以傳統模擬模式(ISOQUAD-CDDP)為基準作案例驗證，將 ANN-CDDP 優選

出最佳抽水量代入 ISOQUAD算出操作成本，以同ㄧ檢驗基礎之下，觀察兩方法

求得之操作成本的誤差，亦由表 5.3 可知，ANN-CDDP 與 ISOQUAD-CDDP 兩方

法求得的操作成本相對誤差在 1.02%以下。 

從 ANN-CDDP 所求得之抽水量與觀測井水位歷線圖，如圖 5.6 與 5.7 所示，

由此案例亦可知 ANN模式可精準地預測水位，當總需水量越大，水位下降趨勢

也越大，於規劃期末，案例 2-1 的總需求量為 110 3610 m× ，最低地下水位發生在

抽水井附近，地下水位下降到 77.5 公尺，案例 2-2 的總需求量為 135 3610 m× ，

最低地下水位為 77 公尺，而案例 2-3 的總需求量為 160 3610 m× ，最低地下水位

為 76.5 公尺，因此規劃管理者須留意水位的變化，評估是否要減少總需求量以

減少抽水所造成之衝擊。本研究的案例藉由簡單的物理現象(抽水與地下水位關

係)，證明本演算法確實可以成功反應系統的操作行為，可以作為未來地下水水

量管理之應用。 

表 5.3  案例 2 操作成本現值之比較 

 總需求量 ANN-CDDP ISOQUAD-CDDP 相對誤差(%) 

案例 2-1 110( 3610 m× ) $4,035,510 $4,006,170 0.73 

案例 2-2 135( 3610 m× ) $4,992,300 $4,948,860 0.88 

案例 2-3 160( 3610 m× ) $5,978,340 $5,918,100 1.02 
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(a) 觀測井水位歷線圖(總需求量 110 3610 m× ) 
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(b)觀測井水位歷線圖(總需求量 135 3610 m× ) 
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(c)觀測井水位歷線圖(總需求量 160 3610 m× ) 
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圖 5.6 案例 2 ANN-CDDP所求得之觀測井水位歷線圖 
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(a)各時刻的抽水量圖(總需求量 110 3610 m× ) 
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(b)各時刻的抽水量圖(總需求量 135 3610 m× ) 
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(c)各時刻的抽水量圖(總需求量 160 3610 m× ) 
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圖 5.7 案例 2 ANN-CDDP所求得之各時刻的抽水量圖 
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5.1.3 背景流場之影響分析 

前述案例均不考量背景流場之影響，本節考量有背景流場的情況，即使不抽

水，地下水仍會由左到右自由流動，於是案例 3假設模式邊界條件設定上、下兩

邊為無流量邊界條件，左、右兩邊為定水頭邊界，左邊界水頭 mha 80= ，右邊界

水頭 mhb 75= ，設計流場的水力坡降為 1/1000 以形成背景流場，其餘的地下水

參數皆與案例 1 之設定相同。 

總規劃時期為 5年，總需水量 110 3610 m× ，需水量曲線假設為線性(linear)。

觀測井與抽水井之配置，如圖 5.8所示，有五口抽水井與五口觀測井，各抽水井

最大抽水量限制為 0.5 cms，首先檢驗新演算法(ANN-CDDP)與傳統演算法

(ISOQUAD-CDDP)兩者目標函數(操作成本)，如表 5.4所示，發現兩方法相對誤

差尚在誤差容許範圍內，僅為 0.12%，表現相當不錯。 

ANN-CDDP 所求得之各個抽水井抽水量的隨時間之變化，如圖 5.9(a)所示，

抽水井 1 與 2 供水遠大於其他抽水井的抽水量，基於目標函數為抽水成本最小

化的關係，因此在越高水位的井抽水，才使得成本越小，結果顯示除了高水位的

抽水井 1 與 2 會全額供水，其餘抽水井的抽水量較小。也可從抽水井的水位變

化，如圖 5.9(b)所示，發現上游(抽水井 3)的水位恆高於下游(抽水井 4或 5)的水

位，只要抽水井 3的水位接近甚至低於下游(抽水井 4或 5)的水位時，為了降低

操作成本，模式自動減少下一時刻井 3的抽水量，以抬高該井的水位。經過本案

例證實，即使模擬案例有無複雜的背景流場，ANN 皆可模擬出抽水與水位變化

的關係，也證實新演算法(ANN-CDDP)的確實可以反應物理特性，具有強健性。 
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圖 5.8  案例 3井網配置圖 
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表 5.4  案例 3 操作成本現值之比較 

 總需求 ANN-CDDP ISOQUAD-CDDP 相對誤差(%) 

案例 3 110( 3610 m× ) $4,433,730 $4,428,540 0.12 
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(a) ANN-CDDP 所求得之各時刻的抽水量 
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(b)觀測井水位歷線圖 

圖 5.9 案例 3 ANN-CDDP所求得之各時刻的抽水量及水位圖 
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5.1.4 計算效率之比較 

前兩節驗證新演算法於水量管理模式的準確性，接下來則是證明新演算法於

水量管理模式之計算效率， 說明新演算法應用在大尺度案例可以破除計算量的

限制。 

本節著重在計算效率改善之探討，為了方便比較模式計算效率的改善，假設

案例同樣具有五口抽水井與五口觀測井，但三案例模擬區域的元素與節點數目並

不相同，如表 5.5 所示，圖 5.10 為案例 4 之井位配置圖，其中案例 4-1 模擬區域

範圍為 mm 1200600 × (藍)，分割成 91 個節點與 72 個元素；案例 4-2 模擬區域為

mm 16001000 × (紅)，分割成 187 個節點與 160 個元素；案例 4-3 模擬區域為

mm 20001400 × (綠)，分割成 315 個節點與 280 個元素，皆以 mh 800 = 為全區初始

水頭，南邊及北邊邊界條件為不透水邊界，東邊及西邊分別為定水頭邊界，含水

層及各項模擬參數與案例 1 相同，如表 5.1 所示。假設五年內規劃總需水量 125 

3610 m× ，且需求曲線的型態為線性，各抽水井最大抽水量限制為 0.5cms，模式

總規劃時期為 60 個時期，每個規劃時期的期距縮短為一個月(30.4 天)。 

在 ANN-CDDP 演算架構中內嵌入各自獨立訓練的類神經網路，且已訓練好

的類神經網路分別來描述地下水流之物理現象，然後進行優選。在同一基準下比

較兩方法(ISOQUAD-CDDP 和 ANN-CDDP)的優選後的目標函數(操作成本現值)，

從表 5.6(a)發現以 ISOQUAD-CDDP 為基準，ANN-CDDP 所得到的操作成本相對

誤差在 0.72%以下，其相對誤差並不大。比較兩方法所耗費的計算時間(以 AMD 

Athlon(tm)XP2000+1.54GHz 為計算平台)，如表 5.6(b)所示，隨著計算格網(節點)

數目的增加，ISOQUAD-CDDP 計算時間也大幅增加，計算量為狀態變數的 3.18

次方呈正比( )( 18.3nO )，與先前的推論相符，然而，但是隨著計算格網數目的增加，

ANN-CDDP 計算量未有顯著的增加，如圖 5.11 為兩方法的每次迭代計算時間之

比較，以案例 4-3 為例，新演算法(ANN-CDDP)每次迭代的計算時間約為傳統演

算法的 1/ 73.6 倍，換句話說，ANN-CDDP 計算速度相當於傳統演算法的 73.6 倍，

可證明利用ANN-CDDP 之方法可有效的減少狀態變數的數目，使得計算量大幅

度降低，足以提升管理模式之實用價值。 

本案例主要展示模擬格網數目對於兩方法所造成的計算量影響，由結果附帶

發現邊界距離對於地下水供應系統的操作成本略有影響。就本案例而言，之所以
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造成案例 4-3 之操作成本略大於案例 4-2 (1%)，案例 4-2略大於案例 4-1(0.6%)的

現象，主要由於案例的井群固定，當邊界距離抽水井遠，水位受到邊界條件影響

減小，操作成本只受到抽水之影響，當邊界距離抽水井拉近，抽水井附近的水位

受到邊界影響而抬高，造成操作成本略微減少。 

表 5.5  案例 4 之節點與元素 

 節點 元素 

案例 4-1 91 72 

案例 4-2 187 160 

案例 4-3 315 280 
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圖 5.10 案例 4井網配置圖 
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表 5.6  案例 4 操作成本與計算時間之比較 

(a)兩方法之操作成本比較 

 ANN-CDDP ISOQUAD-CDDP 相對誤差(%) 

案例 4-1 $4,677,300 $4,645,890 0.68 

案例 4-2 $4,704,540 $4,680,660 0.51 

案例 4-3 $4,752,000 $4,718,040 0.72 

 

 

(b)兩方法之計算時間比較(單位: Sec) 

 

 

ANN-CDDP ISOQUAD-CDDP 相對計算時間

欄(3)/欄(4) 

計算時間 

(迭代次數) 
11.36 (3) 11.48 (2)  

案例 4-1 
每次迭代 

平均計算時間
3.79 5.74 1/1.52 

計算時間 

(迭代次數) 
26.23 (6) 58.65 (2)  

案例 4-2 
每次迭代 

平均計算時間
4.37 29.33 1/6.71 

計算時間 

(迭代次數) 
34.38 (8) 632.52(2)  

案例 4-3 
每次迭代 

平均計算時間
4.30 316.26 1/73.59 
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圖 5.11 每次迭代計算時間之比較 
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5.2 地下水污染整治規劃模式 

在同一含水層中，地下水水質的模擬比水量的模擬更複雜，所以對於內嵌模

擬模式的管理模式而言，水質管理模式的計算量會比水量管理模式更為龐大，為

了增加管理的效率，更需要應用能降低計算量的水質管理模式。因此計算量的改

善對於水質管理模式更是重要，本研究以ANN-CDDP 作為地下水污染整治規劃

模式，本節將證明此一新架構應用於地下水污染整治規劃之可行性，並比較

ANN-CDDP 與傳統演算法(ISOQUAD-CDDP)之計算量的差異。 

5.2.1節以簡例比較ANN-CDDP與 ISOQUAD-CDDP 兩種方法求解最小操作

成本的差距，說明以 ANN-CDDP作為地下水污染整治規劃模式的可行性，5.2.2

節則是比較兩方法處理不同問題大小的計算量差異，5.2.3 節考量大尺度案例，

以說明 ANN-CDDP的計算效率。 

5.2.1 簡例驗證 

本研究採用 ANN-CDDP 來求解式(2.13)~式(2.17)之地下水污染整治規劃模

式，以 CDDP 為優選模式優選各井各時刻的抽水量，使得所有觀測井之污染濃度

能滿足期末之整治標準，其中 CDDP 之系統轉換函數為類神經網路，用來模擬地

下水水位因抽水所造成的變化。以 ANN-CDDP 來作為地下水污染整治規劃模

式，首先建置類神經網路用來作為系統轉換函數，以 ISOQUAD所產生之數據來

訓練地下水流與水質類神經網路，網路架構於第四章已做過說明，採用類神經網

路群之架構，類神經網路群的輸入變數為當下時刻的水位、濃度與抽水量，輸出

變數為下一時刻水位及濃度，地下水流與水質類神經網路分別包含輸入層、兩層

隱藏層、輸出層，其中隱藏層含有 10 個節點，輸入層至隱藏層之間的轉換函數

採用雙彎曲線函數，隱藏層至輸出層則採用線性轉換函數。類神經網路訓練之

後，驗證其是否可連續預測地下水流及濃度的變化，如果類神經網路連續預測之

誤差小於容許值，則將應用已訓練好的類神經網路嵌入 CDDP，以求解最小操作

成本。 

以一模擬情境作為驗證案例: 地下水流區域大小為 200,1600× m2，為一個二

維均質等向、拘限含水層，總共被切成 91 個有限元素法節點，邊界條件方面，

在左、右兩邊為定水頭邊界，上、下兩邊為無流量邊界條件，如圖 5.13 所示，

而初始條件為以上述之邊界條件下之穩定流況。於整治前，其最大污染值之濃度
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為 150 ppm，發生於節點 11 附近。本模擬模式每一個時刻之時間間距( t∆ )為三個

月(91.25 天)，未經整治情況下(零方案)，污染物於五年後之擴散情形，由圖 5.14

中可看出整個地下水區域仍充滿污染物，其最大污染濃度為 19 ppm，發生於節

點 67、74 附近。其中含水層之相關參數，如表 5.7 所示。本演算範例為修改 Chang 

and Shoemaker (1992)之地下水污染整治範例，並曾應用於地下水污染整治模式之

研究（Chang and Hsiao, 2002; Hsiao and Chang, 2001）。 

表 5.7  模擬含水層之參數 

參數 值 

水力傳導係數(Hydraulic conductivity) 

縱向擴散係數(longitudinal dispersivity) 

橫向擴散係數(Transverse dispersivity) 

擴散係數(Diffusion coefficient)  

貯水係數(Storage coefficient) 

孔隙率(Porosity) 

Sorption partitioning coefficient  

土壤密度(Media bulk density) 

含水層厚度(Aquifer thickness, b) 

地表高程(Ground elevation, *L ) 

s/m1031.4 4−×  

70 m 

3 m 

sm101 27 /−×  

0.001 

0.2 

gmc2450 3 /.  

3cmg122 /.  

m10  

m120  
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圖 5.13  案例 5簡化之地下水流區域示意圖 
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圖 5.14 未經整治情況下，五年後污染物之擴散情形圖 
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為了測試本研究的水質管理模式(ANN-CDDP)的可行性，設計兩案例，其中案例

5-1 設計一口抽水井與六口觀測井(圖 5.15a)，以及案例 5-2 設計兩口抽水井與六

口觀測井(圖 5.15b)，本研究經由多次試誤得到觀測井網的位置，其觀測井網佈置

的原則是位於抽水井的周圍且數目不可以過少。各抽水井最大抽水量限制為 0.1 

cms，污水處理廠之污水處理能力限制為 0.15 cms。整治的總規劃時期為 5年，

並將此 5年時間分割成 20 個規劃時刻，每個時刻的時間間距( t∆ )為三個月，整

治後，濃度限制 0.5 ppm。測試案例的操作成本相關係數參考蕭[2001]之定義，

如單位抽水操作成本( 1a )為每消耗 1度電 1.35 元，單位處理成本( 2a )為

120000( t /3 ∆sm )。 

    案例 5-1 與案例 5-2 的水質管理模式(ANN-CDDP)優選出最佳抽水量，如圖

5.16 與 5.19 所示，ANN-CDDP模式嵌入兩個類神經網路於 CDDP 中，包括水量

類神經網路與水質類神經網路，水位與汙染濃度連續預測的結果如圖 5.17 和

5.18(案例 5-1)，與圖 5.20 和 5.21(案例 5-2)所示，--代表 ANN-CDDP 之類神經網路

的預測值，*代表以 ANN-CDDP 優選的抽水量代回 ISOQUAD 得到的模擬值，發

現ANN-CDDP 模式之類神經預測值與 ISOQUAD 模式模擬結果相當一致，亦可証

明確實可以使得汙染濃度達到整治標準。 

    比較兩方法(ANN-CDDP與 ISOQUAD –CDDP)優選操作成本的差異，其操作

成本相對誤差，如表 5.8 所示，若以 ISOQUAD-CDDP為準，發現 ANN-CDDP

的操作成本有 2%左右的相對誤差。此成本上的相對誤差證明了利用ANN-CDDP

方法不一定找到原問題之全域最佳解，但是所找到仍是一近似全域最佳解的鄰近

最佳解，因此在精度許可之下，找到的鄰近最佳解仍然對工程規劃有很大的幫

助，下節將展示ANN-CDDP 能在容許誤差內，有效的節省計算量。 

         

1 2 4 6

3 5

 
(a)案例 5-1 配置圖 

1 2 4 6

3 5

 

(b)案例 5-2 配置圖 
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圖 5.15 案例 5井網配置圖 

 

表 5.8 案例 5 操作成本之比較 

 抽水井數 ANN-CDDP ISOQUAD-CDDP 相對誤差(%)

案例 5-1 1 $2,089,560 $2,045,220 2.16 

案例 5-2 2 $2,065,350 $2,055,990 0.45 
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圖 5.16  案例 5-1ANN-CDDP所求得之各時刻的抽水量 
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圖 5.17 案例 5-1ANN-CDDP所求得之各時刻的水位變化情況 
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圖 5.18 案例 5-1 ANN-CDDP所求得之各時刻的濃度變化情況 
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圖 5.19案例 5-2 ANN-CDDP所求得之各時刻的抽水量 
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圖 5.20案例 5-2 ANN-CDDP所求得之各時刻的水位變化情況
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圖 5.21案例 5-2 ANN-CDDP所求得之各時刻的濃度變化情況 
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5.2.2 計算效率之比較 

為了展示本研究ANN-CDDP模式能有效的減少計算量，設計模擬條件相同，

但節點與元素數目不同的三個案例，如表5.9所示，地下水流區域大小如圖5.22所

示，案例6-1的模擬區域大小為 m200,1m600 × (藍)，共有91個節點與72個元素，案

例6-2的模擬區域為 mm 16001000 × (紅)，共有187個節點與160個元素，案例6-3的

模擬區域為 mm 20001400 × (綠)，共有315個節點與280個元素，邊界條件方面皆相

同，在左、右兩邊為定水頭邊界，上、下兩邊為無流量邊界條件，而初始條件為

以上述之邊界條件下之穩定流況，並以 mh 200 = 為全區初始水頭。於整治前，發

生於上游附近之污染團最大污染值之濃度為150 ppm，整治的總規劃時期為5年，

每個時刻的時間間距( t∆ )為三個月，共有20個規劃時刻，整治後，濃度限制 0.5 

ppm。井網佈置為一口抽水井與四口觀測井，各抽水井最大抽水量限制為0.1 

cms，污水處理廠之污水處理能力限制為0.15 cms，其中含水層之相關參數，如前

述之表5.7所示。 

表 5.9  案例 6 之節點與元素 

 節點 元素 

案例 6-1 91 72 

案例 6-2 187 160 

案例 6-3 315 280 
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1 2 3 4

 

圖 5.22 案例 6井網配置圖 

以 ISOQUAD-CDDP 為驗證基準，比較 ISOQUAD-CDDP 與 ANN-CDDP 操作

成本之差異，如表 5.10(a)，顯示 ANN-CDDP 造成 1.1~5.4%的誤差，其計算量容

易受到不同初始軌跡之影響，造成線性搜尋次數不同，變異較大，因此本研究取

多次計算的平均時間作為平均計算時間，表 5.10(b)顯示兩個方法平均計算時間和

平均迭代次數，從 ISOQUAD-CDDP 的計算時間與格網數目的關係來看，當格網

數目增加，ISOQUAD-CDDP 的計算時間也大幅增加，其計算量為狀態變數的三

次方呈正比，與前人的研究相符(Chang and Shoemaker,1992 ; Mansfield et al., 

1998)。 

案例 6-1 和 6-2 的模擬範圍較小，ANN-CDDP 對於計算時間的改善並不明顯，

但是以案例 6.3 為例，其結果顯示ANN-CDDP 總計算時間只為 ISOQUAD-CDDP

的 1/12.7 倍，ANN-CDDP 每次迭代的計算時間只為 ISOQUAD-CDDP 的 1/17.9 倍。

相較於過去研究(Yong and Minsker(2001), Mansfield and Shoemaker (1998))，如

Yong and Minsker(2001)利用多尺度格網的方式漸進式求出最佳解，以狀態變數數

目 n=429為例，其計算時間為原來的 1/1.9 (0.53)倍;  Mansfield and Shoemaker 

(1998)利用稀疏矩陣減少 CDDP 的計算量，以 n=500 為例，計算時間僅為原來的

1/ 3.2 倍，總結來看ANN-CDDPD 可適度減少狀態變數的維度，計算效率的改善

最為顯著。對於大尺度案例的計算量卻有顯著的改善。改善原因主要由於
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ANN-CDDP 的狀態變數個數固定不變，計算量不隨格網(節點)數目增加而增加，

每次迭代平均計算時間在 10 sec 左右，而每次迭代平均計算時間之所以有些微差

距是因為每次迭代內的線性搜尋平均次數有所差異(案例 6-1: 17.48 次，案例 6-2: 

16.59 次，案例 6-3: 13.37 次)，若將每次迭代時間除以線性搜尋平均次數，得到每

次搜尋的時間都為 0.64 秒，驗證了不論案例模擬格網數目的多寡，只要類神經

網路有相同的輸入輸出維度，ANN-CDDP 每次搜尋的時間也會相同。 

    由兩方法每次迭代平均計算時間比較(圖 5.23)，亦可說明ANN-CDDP 的狀態

變數數目不隨著格網範圍而改變，但是傳統方法(ISOQUAD-CDDP)隨著格網數目

增加，計算量卻大幅增加，因此利用ANN-CDDP 可在兼顧計算精度下，提升計

算效率。 

    表 5.10  案例 6 操作成本與計算時間之比較 

(a)操作成本之比較 

 ANN-CDDP ISOQUAD-CDDP 相對誤差(%) 

案例6-1 $3,133,620 $3,097,920 1.14 

案例6-2 $3,213,360 $3,092,970 3.75 

案例6-3 $3,276,630 $3,097,800 5.45 

 

(b)計算時間之比較(單位: Sec) 

 

 

ANN-CDDP ISOQUAD-CDDP 相對計算時間 

欄(3)/欄(4) 

平均計算時間

(平均迭代次數)
84.37 (7) 33.22 (14) 

案例 6-1 
每次迭代 

平均計算時間 
11.32 2.37 1/0.2 

平均計算時間 

(平均迭代次數)
160.92 (15) 148.70 (13)  

案例 6-2 
每次迭代 

平均計算時間 
10.62 11.90 1/1.1 
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平均計算時間

(平均迭代次數)
130.57 (15) 1659.16(11)  

案例 6-3 
每次迭代 

平均計算時間 
8.43 150.83 1/17.9 
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圖 5.23 模式每次迭代平均計算時間比較 
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5.2.3 大尺度案例之考量 

傳統演算法(ISOQUAD-CDDP)是將一個地下水數值模式完整嵌入，其計算量

容易隨問題的增大而遽增，本節將展示新演算架構(ANN-CDDP)應用於污染整治

之實際案例，但是基於污染整治的實際案例資料取得不易，本節仍以數值模擬模

式產生的資料作為展示案例。考量更大尺度的模擬案例(案例 7)，其地下水流區

域大小為 m250,1m650 × ，包含 364(14*26)個節點與 325(13*25)個元素，本案例的

網格節點為案例 5 的四倍，邊界條件方面，在左、右兩邊為定水頭邊界，左邊

界水頭為 mh 42= ，右邊界水頭為 mh 30= ，上、下兩邊為無流量邊界條件，而

初始條件為以上述之邊界條件下之穩定流況。於整治前，污染源如圖 5.24 所示，

其最大污染值之濃度為 120 ppm。本模式每一個規劃時期之間距( t∆ )為 10.2 天，

共 20 個規劃時刻，整治後，濃度限制 0.5 ppm，其中含水層之相關參數，如前節

之表 5.7 所示。設計 4口抽水井與 10 口觀測井，對稱設井簡化為 2口抽水井與 5

口觀測井，如圖 5.24 所示，各井的抽水量最大限制為 0.06 cms，污水處理廠之污

水處理能力限制為 0.3 cms。 

案例 7 利用 ANN-CDDP 優選各時刻抽水量，優選過後，此案例之各時刻的

抽水量、水位及濃度變化情況(由於案例設計是上下對稱，只以上排的觀測井為

展示)，如圖 5.25~5.27 所示，可證明不論污染團分佈為何，ANN都可以準確預測

各時刻濃度與水位，亦可從濃度變化情況(圖 5.27)可看出達到污染整治的標準。 

從表 5.11(a)可知，ANN-CDDP 目標函數值以 ISOQUAD-CDDP 為基準，

ANN-CDDP 的相對誤差尚在容許範圍之內(在 5%以下)，ANN-CDDP 所求得是一

近似全域最佳解，此可視為了節省計算量所付出的代價，衡量傳統與新演算法的

總計算時間，以案例 7 (n=364)為例，兩者差異頗大，表 5.11(b)顯示傳統模式總計

算時間約為 3小時，而新演算法只要 2分鐘多，新演算法總時間約為傳統模式的

1/76.8 倍; 若是估算每次迭代的計算時間，則新演算法每次迭代的計算時間約為

傳統模式的 1/26.5 倍，從相對誤差與計算量的比較來看，說明了應用新方法除了

可兼顧精度要求，又可以節省可觀的計算量。回顧前人提出的方法之改善效率，

如採用稀疏矩陣的計算時間為原來的 1/ 3.2 倍(Mansfield and Shoemaker (1998)，以

n=500 為例); 採用多尺度格網的計算時間為原來的 1/1.9 倍(Yong and 

Minsker(2001)，以 n=429 為例)，上述兩方法對於計算效率的改善相當有限，相較
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於此，本研究ANN-CDDP 的計算效率遠遠高出兩方法許多，藉此可証明本研究

確實對於計算效率的提升有很大的幫助。 

表 5.12 比較兩方法於兩個不同狀態變數數目(n=91與 n=364)之案例，同一模

擬範圍下，設定格網邊長比 1:2，使得格網數目 4:1 (狀態變數變數 n=364與

n=91)。從表 5.12發現狀態變數數目增加了 4倍，比較計算量的差異，

ISOQUAD-CDDP的每次疊代計算時間增加 140.6倍，計算量增加倍率極高，約

為狀態變數數目的 3.5次方( )( 5.3nO )，但本研究 ANN-CDDP計算時間不隨狀態

變數數目增加而有顯著的增加，再次証明本研究確實對於計算效率的提升有很大

的幫助。 

1 3 4 52

 

圖 5.24 案例 7初始污染團位置及井網配置圖 

 

表 5.11  案例 7 操作成本與計算時間比較 

  (a)操作成本比較 

 ANN-CDDP ISOQUAD-CDDP 相對誤差(%) 

操作成本 $13,887,180 $13,249,080 4.81% 
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 (b)計算時間比較(單位: Sec) 

 
ANN-CDDP ISOQUAD-CDDP

相對計算時間

欄(2)/欄(3) 

平均計算時間

(平均迭代次數) 
133.38(14) 10236.30 (40)  

每次迭代 

平均計算時間 
     9.65    255.90 1/26.52 

 

表 5.12  每次迭代平均計算時間之比較(狀態變數數目 n=91 與 n=364) 

 N=91 n=364 相對計算時間 

  欄(3)/欄(2) 

ISOQUAD-CDDP 1.82(Sec) 255.90(Sec)   140.60 

ANN-CDDP 9.53(Sec) 9.65(Sec)     1.01 
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圖 5.25 案例 7ANN-CDDP所求得之各時刻的抽水量 
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圖 5.26 案例 7 ANN-CDDP所求得之各時刻的水位變化情況 

0

20

40

60

80

100

120

140

1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21

co
nc
en
tr
at
io
n(
pp
m
)

Obs1

Obs2

Obs3

Obs4

Obs5

 
圖 5.27 案例 7 ANN-CDDP所求得之各時刻的濃度變化情況 
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六、 結論與建議 

第一章到第五章中，已分別針對地下水管理模式過去相關研究成果、本研究

所發展的演算架構與流程、以及模式的驗證、與案例模擬等做詳細之敘述，本章

將針對本研究成果作一總結，並提出建議以作為後續相關研究之參考。 

6.1 結論 

近年來由於類神經網路、啟發式演算法等之發展，使得可用之工具大為提

昇，尤其是類神經網路已廣泛的應用在水資源之管理規劃上，然而大部份文獻僅

採用類神經網路於廻歸或預測，鮮少整合類神經網路與優選模式來求解地下水管

理問題。少數整合類神經網路與優選模式(啟發式演算法)於地下水管理模式者，

只能優選非時變抽水量，有鑑於此，本研究提出一個新的演算法 ANN-CDDP，

此乃為整合類神經網路與動態控制理論來求解地下水管理與污染整治問題，即整

合限制型微分動態規劃(CDDP)與類神經網路(ANN)，模式外層為 CDDP，內層嵌

入 ANN，此一演算法的決策變數為時變之抽水量，優選出動態且跨時刻之最佳

解，可解決動態水量及水質管理之問題。 

本研究成功應用類神經網路於地下水水量與水質的長期動態預測上，作為限

制型微分動態規劃之系統轉換函數。在給定初始水位及汙染濃度，以及各時刻的

抽水量之下，經由類神經網路得到各時刻的水位及汙染濃度。以類神經網路群之

架構來學習地下水流及污染傳輸之機制，即使改變地下水含水層、抽水型態及井

網的配置，類神經網路仍然可以有效的預測水位與汙染濃度，充分顯示類神經網

路長期動態預測之強健性。 

再者，過去研究中鮮少看到具梯度型態的最佳化方法與類神經網路之整合，

本研究之所以能成功的完成整合，主要因為類神經網路作為微分動態規劃之系統

轉換函數，為一可微分函數，透過連鎖律求解其輸出變數對輸入變數之敏感度，

該敏感度即為系統轉換函數之微分項。 

本研究的價值在於降低模式整體之計算量: 過去 CDDP 計算量為狀態變數

數目的三次方，缺乏實用的價值，而本研究利用 ANN-CDDP之方法可大幅度節

省計算量，若以地下水水量管理模式 315個節點為例，其計算時間為傳統演算法
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的 1/74倍，若以水質管理模式 364個節點為例，其計算時間為傳統演算法的 1/26

倍。 

然而，礙於過去 CDDP演算架構，CDDP受限於內層模擬模式，無法擴充應

用到其他領域，一旦內層模式只能模擬地下水流，整個演算法也只能侷限於求解

地下水量管理的相關問題。利用本研究之演算架構將可突破這種內層模式的限

制，只須要有可靠的案例資料重新訓練內層類神經網路，外層管理模式幾乎不需

要額外修改，即可應用在不同的領域上。 

 6.1.1、地下水流及水質類神經網路模式 

針對同時存在多個狀態變數的複雜系統，如地下水水流及污染傳輸模式，

其類神經網路訓練採平行式(類神經網路群)架構，一完整模式分成多個類神經網

路獨立訓練，使得模式具有元件化可拆解組裝的彈性，當某一個類神經網路預測

有誤，只要針對此有誤的網路重新訓練，不需要將所有的網路都重建，因此建模

較為彈性。 

    本研究發現類神經網路具有強健性，不同觀測井數及抽水量型態等對於類神

經網路預測的影響並不大，類神經網路仍然可以準確預測，惟獨過少的觀測井數

提供不足的資訊，易造成預測上的困難，尤其是單一口下游的觀測井，其觀測井

附近濃度改變對觀測井濃度有較大的影響，使得類神經網路缺少空間上的資訊，

而造成預測上有較大的誤差。為了分析不同的抽水量型態對類神經網路的敏感

性，先採用隨機函數產生抽水量及所對應的狀態等作為訓練的資料，訓練後，採

用各種不同的抽水量型態為輸入進行驗證，驗證的結果皆準確。 

6.1.2、地下水水量管理模式 

在地下水水量管理之演算範例中，根據本研究之優選結果顯示，操作成本

隨著總需求量增加而增加，因此總需求量的決定對於地下水水量管理確實非常重

要。本模式亦反應出需水曲線趨勢與成本現值有關，在總需水量皆相同條件下，

需求曲線的型態不同也會影響操作成本，由於成本換算為現值的影響，而造成操

作成本的差異，需水量成凸函數曲線型態遞增時，其所得之操作成本會最小，需

水量成凹函數曲線型態遞減時，其所得之操作成本會最高，過去以 ANN為模擬
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模式且僅考量穩態抽水量的最佳化模式是無法看到這種跨時刻需水量的影響，因

此地下水水量規劃前，決策者初步估計未來需求型態之後，將可藉此管理模式先

行規劃以減少成本的支出。 

6.1.3、地下水污染整治規劃模式 

對於一個最佳化管理規劃模式而言，污染整治之機制與水量管理有所不

同。於水量管理模式中，最主要需要滿足之條件，為每一個時刻之需水量，因此

對於模式而言，已經有一基本之抽水量，且每一時刻之最佳總抽水量一定等於每

一個時刻之需水量。然而於污染整治模式中，其水井之抽水量將隨污染值之傳輸

與擴散而不同，同一水井之抽水量，隨時間之變化頗大，此點與水量管理模式有

很大之不同。 

根據本研究之優選結果顯示，所優選之時變抽水量皆能根據井網配置與污

染團動態而調整，以確保達到整治標準。此結果顯示優選模式未來面對不同的井

網設計與污染團分佈等狀況，只須以輸入輸出資料重新訓練類神經網路，管理模

式不需要大幅修改，仍然適用，充分顯示模式整體的強健性。 
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6.2 建議 

1 本研究目前採用類神經網路當作最佳化優選模式之系統轉換函數，本研究的

訓練資料來自於地下水數值模式，但是未來應用到地下水水量管理等實際問

題前，需要一筆可觀的工作時間進行模式之率定與驗證，因此未來可直接以

現地的資料作為訓練類神經網路的資料，將可節省下建模的時間及增進效

率。 

2 本研究的水資源管理問題，其水資源系統僅限於地下水系統，並沒有考量地

表水系統，未來可將擴大考量為地表水與地下水系統。如能將地下水資源與

地表水資源整合進行聯合營運，將可在水資源運用上獲得更大的效應。 

3 另外，本研究的地下水污染整治規劃方面，系統僅考量到拘限含水層，然而，

地下水污染多發生於非拘限含水層，因此未來計畫將模式擴充為非拘限含水

層之污染整治規劃模式。 

4 本架構結合最佳動態控制理論與類神經網路為一嶄新的概念，選用輸入輸出

資料建立類神經網路模式，接著找出系統最佳化之策略，此演算架構比以往

規劃模式彈性，且兼具計算精度與效率，建議未來可以擴充應用到其他的領

域上。 

5 目前演算架構內層模擬模式為類神經網路，類神經網路的訓練前考慮結合主

成份分析或是集群分析等技術來降低訓練階段的計算量與增加其精度。未來

亦可將以倒傳遞類神經網路為主之模式置換為其他學習演算法，如即時回饋

學習演算法，或是其他人工智慧的方法，如支援向量機(SVM)等。



 105

附錄 A 類神經網路 

A.1 生物神經元模型 

生物神經網路是由巨量的神經細胞(neuron，又稱神經元)所組成，形成一個

高度連結網狀的神經網路，資訊的處理工作即透過上述之連結來進行。以人腦而

言，人腦大約由 10
11個神經元所組成，而每一個神經元約有 103根連結與其他神

經元相連，所以人腦中約有 10
14根連結，因此人腦可以儲存大量而複雜的知識。

神經元構造，其主要構造如下： 

1.神經核(soma):神經細胞的核心，為一呈核狀的處理機構。 

2.神經軸(axon):神經細胞呈軸索狀的輸送機構。 

3.神經樹(dendrites):神經細胞呈樹枝狀的輸出入機構。 

4.神經節(synapse):神經細胞神經樹上呈點狀的連結機構。 

當神經細胞透過神經節與神經樹從其它神經元輸入脈波訊號後，經神經核

處理，產生一個新的脈波訊號，這個訊號再經過神經軸傳送到神經樹，再透過神

經節與神經樹成為其它神經元的輸入脈波訊號，如果脈波訊號是經過興奮神經節

(excitatory synapse)，則會增加脈波訊號的速率(pulse rate)，如果脈波訊號是經過抑

制神經節(inhibitory synapse)，則會減少脈波訊號的速率。因此，脈波訊號的速率

是同時取決於輸入脈波訊號的速率，以及神經節的強度。而神經節的強度可視為

神經網路儲存資訊之所在，神經網路的學習即在調整神經節的強度(葉怡成，

1994)。 
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A.2 人工神經元模型 

類神經網路理論起源於 1950年代，當時科學家仿造人類大腦的組織及運作

方式，開始提出稱之為「感知機」（perceptron）的神經元模型，這是最簡單也是

最早的類神經模型，感知機通常被拿來做分類器（classifier）使用。但是在 1980

年之前，由於專家系統(expert system)則是當時最流行的人工智慧基礎，加上類神

經網路的理論仍不成熟，因此類神經網路並沒有受到很大的重視，一直到 1980

年代之後，由於霍普菲爾（Hopfield）神經網路(1982年)被提出，而此時專家系統

開始遇到了瓶頸，類神經網路理論才逐漸受到重視。直到今日為止，類神經網路

仍然有新的架構及理論不斷的被提出，配合電腦運算速度的增加，使得類神經網

路的功能更為強大，運用層面也更為廣泛。 

     在各個領域中，若要精確的分析輸入與輸出之間的關係，則必須將系統藉

由數學的方式做成模型。實際的系統往往是複雜且非線性的，以數學的方式如簡

化系統及線性化，容易造成誤差。 類神經網路的一個優點在於並不需要瞭解系統

的數學模型為何，而直接以神經網路取代系統的模型，而得到輸入與輸出之間的

關係。 

1943年由美國心理學家McCulloch 和數學家 Pitts 共同提出的形式神經元模

型，同常稱之為MP模型。(謝明富，1999)類神經模型具有將輸入變數與輸出變

數間，複雜的內在對映關係充份呈現的功能，其為解決非線性動態問題的最佳工

具之一。此模型由許多人工神經元所組成，神經元又稱為節點(node)或臨界值元

件(threshold element)，其輸入端輸入各自之訊息，藉由各自權重加權總和後傳入

節點，透過閥值的過濾，繼而經由轉換函數轉換後輸出，其數學表示式如下： 

( )jj netfY = ， nibXWnet
i

jiijj ,...,2,1=−= ∑ ....................... (A.1) 

其中： 

Yj:為模仿生物神經元模型的輸出訊號。 

f:為模仿生物神經元模型的轉換函數(transfer function)，將輸入值之加權乘積

和轉換成處理單元輸出值。 

Wij:為模仿生物神經元模型的神經節強度，又稱連結加權值。 

Xi:為模仿生物神經元模型的輸入訊號。 

bj:為模仿生物神經元模型的閥值(bias)。 
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netj:為輸入值之加權乘積和。 

n：為輸入訊號個數 

 

類神經網路常用之轉換函數有下列四種： 

 

1. 位階臨界轉換函數(Step Threshold Transfer Function)：臨界函數的輸出只隨輸入

值的正副號所改變。 

2. 線性轉換函數(Linear Transfer Function)：函數輸入值與輸出值呈線性關係。 

3. 非線性轉換函數(Nonlinear Transfer Function)：函數輸出的最大值與最小值限制

在一個特定的範圍內。 

4. 臨界 S型轉換函數(Sigmoid Threshold Transfer Function)：是最常被應用之函

數，因為此種函數型態具有可微分且連續等性質，此特質使網路可以應用到

非線性的學習領域中。常用函數有雙彎曲函數(Log sigmoid transfer 

function)  (式 A.2)與雙曲線正切函數(Hyperbolic tangent sigmoid transfer function) 

(式 A.3)兩種。 

 

xe
xf

−+
=

1
1)( ........................................................................................（A.2） 

xx

xx

ee
eexf −

−

+
−

== tanhx)( .........................................................................（A.3） 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 108

A.3 類神經網路基本理論 

類神經網路的架構乃仿照人類腦部神經網路的模型而發展出來的，一個類

神經網路是由許多個人工神經元連結組成，並可以組成各種網路模式。(葉怡成，

1994) 

類神經網路的總體運作模式有兩種：(1)學習過程(Learning)－網路依學習演

算法，從範例中學習，以調整網路權重值的過程，與(2)回想過程(Recalling)－網

路依學習演算法，以輸入資料決定網路輸出資料的過程。 

 

此外，學習過程的學習演算法又可分為兩類： 

(1)監督式學習 

從問題領域中取得訓練範例(有輸入變數值，也有輸出變數)，並從中學習輸

入變數與輸出變數的內在對映規則，以應用於新的案例(只有輸入變數值，而需

推論輸出變數值的應用)。例如感知機網路、倒傳遞網路、機率神經網路、學習

向量量化網路與反傳遞網路等五種類神經網路皆屬監督式學習。 

 

(2)無監督式學習 

從問題領域中取得訓練範例(只有輸入變數值)，並從中學習範例的內在集群

規則，以應用於新的案例(有輸入變數值，而需推論它與那些訓練範例屬同一集

群的應用)，例如自組特徵映射網路、自適應共振理論網路等兩種類神經網路皆

屬無監督式學習。 
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A.4 倒傳遞類神經網路（BPN） 

 

在監督式學習模式中，由 Rumelhart 等學者於 1986年所發展的誤差向後推導

或稱倒傳遞學習演算法（簡稱 BP）是被廣泛使用的一種學習演算法，因為其具

有學習及回想的功能，故可進行定率預測。一般倒傳遞網路可分為三部份，輸入

層用以接受外在環境的訊息，其神經元數目則依問題而定；輸出層用以輸出訊息

給外在環境，其神經元數目同樣依問題而定；隱藏層將輸入與輸出層各處理單元

間的相互關係充份地表現出來，其神經元數目並無標準可決定。倒傳遞網路模式

學習訓練方式由所探討問題中取得相當數量之訓練樣本，並從樣本中應用向前餽

入與誤差向後推導兩步驟推求輸入變數與輸出變數的內在對映規則，再應用回想

功能，進行新案例之輸出變數值推估。下列為倒傳遞網路（BPN）之學習與回想

過程建立步驟： 

 

一、 倒傳遞網路學習過程的建立: 

(1) 令輸入層、隱藏層與輸出層節點分別以 i、j、k 為下標符號，建立一輸入層、

隱藏層與輸出層節點數分別為m、n、o 個，以均勻分佈隨機亂數設定加權值

矩陣Wij、Wjk與閥值 bj、bk的初始值。 

 

(2) 輸入一個訓練案例的輸入向量 [ ] mixX i ,....2,1==
r

與目標輸出向量

[ ] okTT k ,....2,1==
r

。 

 

(3)計算推估輸出向量O
r
。 

(a)輸入層向量 

[ ] mixX i ,....2,1==
r

 

 

(b)計算隱藏層輸出向量H
v
 

)( jhj netfH = ， ∑
=

=−=
m

i
jijij njbwxnet

1

.....3,2,1 .................... (A.4) 

其中 ( )xfh 為隱藏層轉換函數，可依問題型態挑選適當轉換函數。 
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(c)計算輸出層輸出向量O
r
 

)( kok netfO = ， ∑
=

=−=
n

j
kjkjk okbwHnet

1
.....3,2,1 .................. (A.5) 

其中 ( )xfo 為輸出層轉換函數，可依問題型態挑選適當轉換函數。 

 

 (4)計算加權值矩陣修正量 w∆ ，及閥值修正量 b∆ 。 

因為監督式學習的目的在降低網路輸出單元目標輸出值與推論輸出值之差

距，所以一般以能量函數（又稱誤差函數或是性能函數）表示學習的品質： 

 

∑
=

−=
o

k
kk TOE

1

2)(
2
1

.............................................................................. (A.6) 

 

因此網路的學習過程即為使能量函數最小化的過程，通常以最陡坡降法來

使能量函數最小化，即每輸入一個訓練案例，網路即小幅調整加權值的大小，調

整的幅度和誤差函數對該加權值的敏感程度成正比，即與誤差函數對加權值的偏

微分值大小成正比： 

 

w
Ew
∂
∂

−=∆ η ............................................................................................ (A.7) 

式中： 

w∆ :加權值調整的幅度。 

η :學習速率(learning rate)，控制每次以最陡坡降法最小化誤差函數的步

幅，其範圍為0 1≤ ≤η ，可視所需狀況自行設定範圍容許內之值。 

 

經由一連串的代入及演算可推得以下各值： 

    (a)輸出層 

jkokkjk HnetdfOTw ⋅⋅−=∆ )()(η ...................................................... (A.8) 

)()( kokkk netdfOTb ⋅−−=∆ η ............................................................... (A.9) 
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其中 )(xdfo 為輸出層轉換函數之一階導函數，舉例說明：若以雙彎曲函

數 xo e
xf

−+
=

1
1)( 為輸出層之轉換函數，其一階導函數則為

2)1(
)( x

x

o e
exdf

−

−

+
= 。若以雙曲線正切函數 tanhx)( =xf 為輸出層之轉換

函數，其一階導函數則為 2)(cosh
1)(

x
xdfo = 。 

 

(b)隱藏層 

ijhjkkokkij xnetdfwnetdfOTw ⋅⋅⋅⋅−=∆ )()()(η .............................. (A.10) 

)()()( jhjkkokkj netdfwnetdfOTb ⋅⋅⋅−−=∆ η .................................. (A.11) 

其中 )(xdf h 為隱藏層轉換函數之一階導函數。 

 

(5)更新加權值矩陣與閥值 

www oldnew ∆+= .................................................................................... (A.12) 

bbb oldnew ∆+= ...................................................................................... (A.13) 

 (6)重覆步驟 2至步驟 6，直至收斂，即誤差不再有明顯變化且符合所要求的精

度。 

 

二、 倒傳遞網路回想過程的建立: 

(1)讀入加權值矩陣與閥值矩陣。 

 

(2)輸入一個欲作檢定或驗證的案例之輸入向量 [ ] mixX i ,....2,1==
r

。 

 

(3)計算推估輸出向量O
r
。 

(a)輸入層向量 

[ ] mixX i ,....2,1==
r

 

 

(b)計算隱藏層輸出向量H
v
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)( jhj netfH = ， ∑
=

=−=
m

i
jijij njbwxnet

1

.....3,2,1 .................... (A.14) 

其中 ( )xfh 為隱藏層轉換函數，可依問題型態挑選適當轉換函數。 

 

(c)計算輸出層輸出向量O
r
 

)( kok netfO = ， ∑
=

=−=
n

j
kjkjk okbwHnet

1
.....3,2,1 .................. (A.15) 

其中 ( )xfo 為輸出層轉換函數，可依問題型態挑選適當轉換函數。 
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A.5 訓練倒傳遞類神經網路之演算法 

在訓練最佳化技巧上可分兩大類，第一大類為一階梯度法，包含(1)最陡坡

降法(Steepest Descent Techniques)(2)共軛梯度法; 第二大類為二階梯度法，包含(1)

牛頓法(Newton's Method) (2)高斯牛頓法(3)擬牛頓法。 

本研究採用的最佳化技巧為 LM法(Levenberg-Marquardt Method)，包含了牛

頓法和最陡坡降法，LM演算法不必直接計算牛頓法中的Hessian 矩陣，當誤差函

數具有平方和的形式時，Hessian 矩陣(H)可以逼近成下式: 

      JJH T= ········································································································ (A.16) 

並用下式計算網路的誤差梯度 f  

      eJf T= ········································································································· (A.17) 

其中 J為 Jacobian 矩陣，它包含網路誤差對於權重值的一階微分； e是網

路誤差向量，定義如下: 

     
∑

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

∧

i
ii YYe

2
2

··················································································· (A.18) 

依據 LM演算法，第 k+1 次疊代的權重向量( 1+kW )為: 

   eJIHWW T
kk

11
1 ][ −−
+ +−= µ ········································································· (A.19) 

(A.19)中的 Hessian 矩陣近似後，重寫為:    

   [ ] eJIJJWW TT
kk

1
1

−

+ +−= µ ··········································································· (A.20) 

其中 kW 代表在第 k次疊代的權重向量(包含所有權重與偏權值)，I 為單位矩

陣， J為 Jacobian 矩陣， e是網路誤差向量，µ為常數，µ之選定亦非常重要，

關係到收斂次數之多寡。基本上，µ為一正之參數。當µ為零時，式(A.20)則為

牛頓法之型式；當µ趨近於無限大時，式(A.20)則為最陡坡降法之型式。 
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A.6 正規化與反正規化 

由於神經元所用的轉換函數之值域固定, 其值域為[0,1]，但真實的輸出變數

的尺度可能遠大或遠小於此值域，因此在將數據載入網路進行學習前，輸出變數

必須先行正規化，以不超過轉換函數之值域。一般而言, 可先統計輸出變數的值

域 [Ymin, Ymax]，依下式作正規化(圖 1): 

minminmax
minmax

min )( DDD
YY

YY
y +−

−
−

=
 ···································································· (A.21) 

maxmin ,YY =正規化前輸出變數的最小值與最大值 

maxmin , DD =正規化後輸出變數的最小值與最大值 

Y=正規化前輸出變數的值 

y=正規化後輸出變數的值 

在網路學習完畢後，必須將網路計算所得的輸出變數預測值作反正規化，

公式為上式之反運算: 

minminmax
minmax

min )( YYY
DD

Dy
Y +−

−
−

=
 ····································································· (A.22) 

  

Ymax  

 1.0 

 0.8 

 0.6 

 0.4 

 0.2 

Ymin 0.0 

  

原始尺度 

輸出變數 

尺度化後 

輸出變數 

圖 1 輸出變數的正規化 
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附錄 B 微分動態規劃理論 

 對於地下水管理問題的決策分析方法中，連續近似的微分動態規劃(DDP)

是較有效率的方法之一，其最大的優點是可以克服維度的困擾，減少記憶體容量

和計算所需時間，以及不需要將決策變數(decision variable)和狀態變數(state 

variable)離散化。 

大部份的地下水管理問題都是可表示成時間間斷的控制問題，因此可對時

間區分成幾個階段(stage)，如果時間是由 1到 t 時刻，則可分為 t 個階段，每一個

階段皆有該階段的狀態變數和必須要作決策的決策變數。則此地下水管理最佳化

控制問題在求決策變數之最佳值，且必須要能滿足各限制式，而微分動態規劃即

為解最佳控制問題的方法之一。 

    微分動態規劃之解題技巧是以動態規劃為原則，依據動態規劃的最佳性原

則，若已知目前的狀態，則剩餘階段的最佳策略與先前階段所採用的策略獨立而

無關，最佳的當下決策只與現在的狀態有關，因此將原問題分解為一個個具遞迴

關係的次問題，而再以非線性規劃的方法求出每一個次問題的最佳解，如此循環

反覆即可求得原問題的最佳解。其問題型態可表示如下： 

∑
=

=

N

t
tttNtu

uxL
t 1,...,1,

),(min  (B.1) 

受限於： 

),,(1 tuxTx ttt =+  (B.2) 

其中(B.2)式為系統轉換函數，可代表不同型態之問題。解題之過程，包含有後掃

過程於前掃過程，後掃過程主要求得最佳控制法則，而前掃過程則應用後掃過程

之最佳控制法則求得最佳控制值。(B.1)~(B.2)所形成之問題型態為無限制式分動

態規劃，而一般自然界之問題皆包含有限制條件，因此，Murry and Yakowitz, 

[1979]，提出限制型微分動態規劃，於前、後掃過程皆採用二次規劃之方式來處

理有限制條件之情形。以下將分別敘述無限制條件微分動態規劃與有限制條件微

分動態規劃之解題過程。 

B.1 無限制式微分動態規劃(DDP) 
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    考慮式(B.1)及(B.2)所形成之無限制條件微分動態規劃問題： 

1.後掃過程： 

  a.最後一個時刻(N)：對於最後一個時刻之最佳化問題可表示如下： 

),(min
, NNNu

uxL
N

 (B.3) 

     受限於： 

),,(1 NuxTx NNN =+  (B.4) 

    由於無限制式微分動態規劃並不考慮終端限制條件，因此對於最後時刻之狀

態變數會落於何值，並不加以限制。因此可直接對式(B.3)求其最佳化之結果。欲

求解式(B.3)，首先將式(B.3)針對初始軌跡(nominal policy) NN ux ˆ,ˆ 作泰勒展開至二

階，然後對展開之近似方程式求最佳化，泰勒展開後之型態可表示如下： 

        
N

T
NN

T
NNN

T
N

NN
T
NNN

T
NN

xEuDuCu

xBuxAxL

δδδδ

δδδδ

++

++=~
                        

(B.5) 

    其中： 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂∂

∂
=

NN ux
N

N xx
L

A ˆ,ˆ

2

2
1

 (B.6) 

NN ux
N

N xu
L

B ˆ,ˆ
1

2

∂∂
∂

= −  (B.7) 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂∂

∂
= −

NN ux
N

N uu
L

C ˆ,ˆ
1

2

2
1

                                 (B.8) 

NN ux
N

N u
LD ˆ,ˆ

1

∂
∂

= −                                       (B.9) 

NN ux
N

N x
LE ˆ,ˆ

1
1 ∂

∂
= −

−                                      (B.10) 

      NNN xxx ˆ−=δ    NNN uuu ˆ−=δ                      (B.11) 

   此近似方程式之最佳解可表示如下： 
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 02 =++ NNNNN DuCxB δδ  

NNNNNNNN xDxBCu δβαδδ +=+−= − )(
2
1 1*                (B.12) 

 N
1

NN DC
2
1 −−=α  

 N
1

NN BC
2
1 −−=β  

   將式(B.12)代回式(B.5)，則第 N階段之遞迴方程式為： 

NN
T
NNNNNN RxQxPxxf +δ+δδ=)(*                       (B.13) 

   其中： 

NN
T
NNN BCBAP 1

4
1 −−=                                  (B.14) 

T
NNN

T
NN EBCDQ +−= −1

2
1

                               (B.15) 

NN
T
NN DCDR 1

4
1 −−=                                     (B.16) 

   於無限制條件微分動態規劃之演算過程中， Nα , Nβ , NP , NQ 必須儲 

   存起來，已備後續時刻演算使用。 

 

   b.第 N-1 時刻：此個時刻之最佳化問題可表示如下： 

)}(),({min *
NN1N1N1Nu

xfuxL
1N

+−−−
−

                         (B.17) 

    受限於： 

)1,,( 11 −= −− NuxTx NNN                                 (B.18) 

    其中 )(*
NN xf 為前一時刻目標函數之近似最佳解。求解此時刻之 

    問題，首先將式(B.18)代入式(B.17)中，形成： 

))},((),({min 11
*

111 −−−−− + NNNNNNu
uxTfuxL

t

                 (B.19) 
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    故此時刻之問題型態，由式(B.17)、(B.18)變成式(B.19)。求解式(B.19)仍將其

針對初始軌跡作泰勒二次近似，其型態如下： 

         
1111111

1111111
~~~

~~~

−−−−−−−

−−−−−−−

++

++=

N
T
NN

T
NNN

T
N

NN
T
NNN

T
NN

xEuDuCu

xBuxAxL

δδδδ

δδδδ
          (B.20) 

    其中： 

( ) ( )
1N1N ux

n

1i
xxiNiN

N
N

T

N
xx1N TQ

x
TP

x
T2L

2
1A

−−
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+= ∑
=

−

ˆ,ˆ

,
~

  (B.21) 

( ) ( )
1N1N ux

n

1i
xuiNiN

N
N

T

N
xu1N TQ

u
TP

x
T2LB

−−

∑
=

− +⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+=
ˆ,ˆ

,
~

     (B.22) 

( ) ( )
1N1N ux

n

1i
uuiNiN

N
N

T

N
uu1N TQ

u
TP

u
T2L

2
1C

−−
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+= ∑
=

−

ˆ,ˆ

,
~

  (B.23) 

1N1N ux

N
Nu1N u

TQLD
−−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+∇=−

ˆ,ˆ

~
                          (B.24) 

1N1N ux

N
Nx1N x

TQLE
−−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+∇=−

ˆ,ˆ

~
                           (B.25) 

    利用一階微分法，式(B.20)之最佳解為： 

1N1N1N1N1N1N
1

1N1N xDxBC
2
1u −−−−−−

−
−− δβ+α=+δ−=δ )~~(~*        (B.26) 

 1N
1

1N1N DC
2
1

−
−
−− −=α ~~

 

 1N
1

1NN BC
2
1

−
−
−−=β ~~

 

    同第 N時刻，將式(B.26)代回式(B.20)得第 N-1 時刻之遞迴方程 

    式如下： 

1111111
*

1 )( −−−−−−−− ++= NN
T
NNNNNN RxQxPxxf δδδ              (B.27) 
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    其中 

1N
1

1N
T

1N1N1N BCB
4
1AP −

−
−−−− −= ~~~~

                            (B.28) 

T
1N1N

1
1N

T
1N1N EBCD

2
1Q −−

−
−−− +−= ~~~~

                          (B.29) 

1N
1

1N
T

1N1N DCD
4
1R −

−
−−− −= ~~~~

                               (B.30) 

        1N −α , 1N −β , 1NP − , 1NQ − 亦須儲存起來，已備後續時刻使用。 

  c.任意時刻 t：任意時刻之最佳化問題皆類似第N-1 時刻，可表 

    示如下： 

)}(),({min *
1t1ttttu

xfuxL
t

+++                               (B.31) 

    受限於： 

),,( tuxTx tt1t =+                                       (B.32) 

任意時刻 t之解題過程亦類似第N-1 時刻，所不同者為，遞迴方  

程式 )(*
1t1t xf ++ 所包含之時刻愈來愈多，直到第 1個時刻為止。故 

 

    任意時刻之最佳控制法則與遞迴方程式可表示如下： 

tttttt
1

tt xDxBC
2
1u δβ+α=+δ−=δ − )~~(~*                     (B.33) 

1t1t
T

1t1t1t1t1t1t RxQxPxxf ++++++++ +δ+δδ=)(*                   (B.34) 

    為保證微分動態規劃於每一次之疊代過程(疊代之定義說明於後)，目標函數

皆有下降，在後掃之每一個時刻，皆須保證 tC~ 為對稱正定矩陣，若 tC~ 不為對稱

正定矩陣，可強迫令 tC~ 為對稱正定，即加入一正定矩陣 tΓ 。 )~~( ttt CC Γ+= 或

)~~(~( T
tt2

1
t CCC += 。 

2.前掃過程： 

    由於後掃過程儲存所有時刻之最佳控制法則 tα , tβ ，且此最佳控 
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    制法則可表示成： 

tttt xu δβ+α=δ *                                       (B.35) 

    因此若 txδ 已知，則 *
tuδ 可以透過式(B.35)求得。由於 ttt xxx ˆ−=δ 。 對於第

1 個時刻而言， 1x 為初始條件，即 0x1 =δ ，因此 11u α=δ * ，當 *
1uδ 求得後，可由

111 uuu ˆ* −=δ 之關係，求得 1u ，然後利用系統轉換函數之關係， ),( 112 uxTx = 可

求得 2x 。當 2x 獲得後，則可如同第 1 時刻之方式求得一連串之狀態變數

),...,( N2 xx 與控制變數 ),...,( 1N1 uu − ，當求得狀態變數與控制變數後，即完成一次

的疊代過程。 

    由於微分動態規劃於每一個時刻皆將原目標函數或系統轉換函數針對初始

軌跡作泰勒二階展開，因此其所得之最佳解只為近似函數之最佳解，並非原函數

之最佳解。所以必須利用疊代的方式來獲得原問題之最佳解，而完成一次前、後

掃過程即為一次疊代，此時可計算目標函數值是否有改善，並判斷是否已達到收

斂標準，若目標函數於疊代過程反而增高，則必須進行線性搜尋。線性搜尋的方

式為不改變目標函數之下降方向，僅減少搜尋之步伐。其方式如下： 

tttt xu δβ+εα=δ *                                      (B.36) 

其中 1<ε 。一般而言，線性搜尋於一次疊代過程之次數，以不超過 30 次為限，

然針對不同之問題可斟酌增減。 
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B.2 限制型微分動態規劃(CDDP) 

    限制型微分動態規劃與無限制條件微分動態規劃最大之不同為，除考慮式

(B.1)、(B.2)之問題型態外，又多加了一種型態之限制條件，即不等號限制條件。 

          ttttt buBxA ≤+
vv

                                (B.37) 

在整個限制型微分動態規劃之演算過程中，本研究對於此三種型態之限制

條件採用不同之處理方式，其理由如下。(B.37)包含有狀態變數，而狀態變數之

求得，必須透過系統轉換函數，因此欲決定狀態變數之值比較不容易，對於此種

型態之限制條件本研究採用處罰函數(penalty function)或二次規劃來處理。茲簡述

其處理方式如下： 

1. 採用處罰函數處理限制條件： 

若最佳化之系統有包含狀態變數之不等號限制條件時，可直接利用處罰函數

之方式將限制型微分動態規劃之問題，模式化成無限制條件型態之微分動態規

劃，其過程說明如下：其中式(B.37)為包含有狀態變數與控制變數之不等號限制

條件，其可為線性或是非線性。首先定義處罰函數之數學型態(Lin,1990)： 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>ξ+ξ+ξ

≤ξξ
=

1ifaaa

1if
y

i7i6
2
i5

ii
i    (B.38) 

其中 

ii
212

i
2

i
2
ii fwfw +ε+=ξ /)(  

tititi bgf ,,, −=  

於處罰函數中 iw 為第 i條限制條件之權重係數(weighting coefficient)， iε 為 iξ

雙曲線函數之形狀參數(shape parameter)， 5a , 6a , 7a  為處罰函數係數，需滿足

1aaa 765 =++ 之要求。當處罰函數獲得後，可將處罰函數併入於目標函數式(B.3)

可改寫成： 
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2. 採用二次規劃處理限制條件： 

  所謂二次規劃的方式，乃是於限制型微分動態規劃之每一個時刻皆採用二次規

劃的方式來處理限制條件。而二次規劃所考慮之問題型態可表示如下： 

xHx
2
1xg TT

Rx n
+

∈
min                                    (B.40) 

    受限於： 

11 bxA =
r

                                            (B.41) 

22 bxA ≥
r

                                             (B.42) 

二次規劃之求解過程，乃是利用疊代的方式，於每一次之疊代過程皆採用等號限

制集合(Active set method)的方式來求解，並且不斷的修正等號限制式，直到獲得

最佳值。等號限制條件之二次規劃問題說明如下： 

xHx
2
1xg TT

Rx n
+

∈
min   

    受限於： 

bxA =
r

  

    此問題之最佳解非常簡單，可利用拉格朗方法(Lagrange method)，將等號限

制式乘上拉格朗乘子(Lagrange multipiers)，然後與目標函數相加而型成： 

)(),(min
,

bxAxHx
2
1xgx TTT

x
−λ++=λη

λ

r
  

    利用一階微分法分別對 x ,λ微分得： 

0AgxHx T
x =λ++=λη∇

r
),(   

0bxAx T =−=λη∇λ

r
),(   
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    故最佳解為[Luenberger,1984] 

⎩
⎨
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)(])([

*
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    令 
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RAIHS
HAAHAR

T1

11T1

v

vvv

                               (B.43) 

    故 

{ bRgSx *** +−=                                       (B.44) 

    對二次規劃有了解後，考慮如下之限制型微分動態規劃問題： 

∑
=

=

N

t
tttNtu

uxL
t 1,...,1,

),(min                                     (B.45) 

    受限於： 

),,(1 tuxTx ttt =+                                        (B.46) 

ttttt buBxA ,1≤+
vv

                                       (B.47)               

           t2tt buB ,≤
v

                                            (B.48) 

a.後掃過程： 

  (1).最後一個時刻(N)： 

     原問題之目標函數 

{ }),(min NNNNu
uxLL

N

=&&                                   (B.49) 

     受限於： 

),,( NuxTx NN1N =+                                     (B.50) 

         ttttt buBxA ,1≤+
vv

                                  (B.51) 
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         t2tt buB ,≤
v

                                     (B.52) 

求解式(B.49)~(B.52)之問題，首先亦需將式(B.49)針對初始試驗軌跡作泰勒二次展

開，其型態如同式(B.5)~(B.10)，並採用相同之符號表示，則展開後之目標函數亦

可表示如下： 

N
T
NN

T
NNN

T
N

NN
T
NNN

T
NN

xEuDuCu

xBuxAxL

δδδδ

δδδδ

++

++=~
                    (B.53) 

    其中各係數亦類似式(B.6)~(B.10)： 

NuNx
xx

LA N
N

ˆ,ˆ

2

2
1

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂∂

∂
=                                    (B.54) 

NN ux
N

N xu
LB ˆ,ˆ

1
2

∂∂
∂

= −                                      (B.55) 

NN ux

N
N uu

LC
ˆ,ˆ

1
2

2
1

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂∂

∂
= −                                    (B.56) 

NN ux
N

N u
LD ˆ,ˆ

1

∂
∂

= −                                       (B.57) 

NN ux
N

N x
LE ˆ,ˆ

1
1 ∂

∂
= −

−                                      (B.58) 

         NNN xxx ˆ−=δ    NNN uuu ˆ−=δ                     (B.59) 

    雖然式(B.51)與式(B.5)相似，然求解式(B.51)必須考慮不等號限制條件式(B.50)

之影響，重寫此近似方程式之最佳化問題如下： 

}{min N
T
NN

T
NNN

T
NNN

T
NNN

T
Nu

xEuDuCuxBuxAx
N

δ+δ+δδ+δδ+δδ  (B.60) 

    受限於： 

N2NN buB ,δ≤δ
v

                                       (B.61) 

   式(B.60)、(B.61)所形成之最佳化問題，包含了狀態變數與決策變數，其問題

型態與二次規劃不相吻合，因此需要近一步處理才可使用二次規劃求解。本研究
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對於此一情況，作了一個假設，即假設 0xN =δ ，則式(B.58)變成 

}{min N
T
NNN

T
Nu

uDuCu
N

δ+δδ                              (B.62) 

   由式(B.60)、(B.61)即可採用二次規劃求解此系統中之等號限制條件如下： 

NNN buB ,2δδ =
v

                                     (B.63) 

    由於此階段之二次規劃所獲得之 *
Nuδ 無法直接應用於後續之運算，欲形成

目標函數之遞迴方程式，必須將 *
Nuδ 拆成 =*

Nuδ NNN xδβα + 之型態，因此重新

推導式(B.60)受限於式(B.63)之最佳化問題如下： 

})()({min N
T
NNNNN

T
N2

1
u

uDxBuC2u
N

δ+δ+δδ                 (B.60) 

     受限於： 

NNN buB ,2δδ =
v

                                       (B.63) 

     式(B.60)、(B.63)之問題型態即為標準之等號限制條件二次規劃問題，故最

佳控制變數值可表示如下： 
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                            (B.64) 

     故 

NNNNNNN2
T

NNNN xxBSbRDSu δβ+α=δ−+δ+−=δ )()( *
,

*,**      (B.65) 

     式(B.63)之獲得是基於 0xN =δ 之假設情況下，式(B.62)、(B.63)發生等號限

制條件之二次規劃結果，此一 0xN =δ 之假設是否可行將說明於後之前掃過程。

如同無限制條件微分動態規劃，將式(B.65)代回式(B.60)可得此階段之最佳遞迴方

程式如下： 

N
T
NNNNNN xQxPxxf δ+δδ=δ )(*                           (B.66) 

     其中： 
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N
T
NNN

T
NNN BCAP β+ββ−=                              (B.67) 

N
T
NNN

T
NN

T
N

T
NN DC2BEQ β+βα+α+=                    (B.68) 

  (2).第 N-1 時刻：此個時刻之最佳化問題可表示如下： 

)}(),({min *
NN1N1N1Nu

xfuxL
1N

+−−−
−

                         (B.69) 

     受限於： 

)1,,( 11 −= −− NuxTx NNN                                 (B.70) 

1,11111 −−−−− ≤+ NNNNN buBxA
vv

                               (B.71) 

         1N21N1N buB −−− ≤ ,

v
                                 (B.72) 

     其中 )(*
NN xf 為前一時刻目標函數之近似最佳解。求解此時刻之問題，首先

亦將式(B.70)代入式(B.69)中，則目標函數形成： 

})),((),({min 11
*

111 −−−−− + NNNNNNu
uxTfuxL

t

                   (B.73) 

     故此時刻之問題型態變成式(B.69)受限於式(B.70)，仍針對初始軌跡作泰勒

二次近似，其型態完全類似式(B.22)，表示如下： 
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     其中之 1NA −
~
， 1NB −

~
， 1NC −

~
， 1ND −

~
， 1NE −

~
亦類似式(B.23)~(B.27)，其型態可

表示如下： 
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     故此階段所考慮之近似問題型態如下： 

}~~

~~~{min

1N
T

1N1N
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    (B.73) 

     受限於： 

1N21N1N buB −−− δ≤δ ,

v
                                 (B.74) 

     觀察式(B.73)、(B.74)完全相似於式(B.58)、(B.59)，故式(B.75)、(B.76)之解法

完全與第N階段相同，故此階段之故最佳控制變數值可表示為： 
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     故 

1N1N1N

1N1N1N1N2
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1N1N1N1N

x
xBSbRDSu

−−−

−−−−−−=−

δβ+α=

δ−+δ+−=δ )~()~( *
,

*,**

       (B.78) 

     此階段之最佳遞迴方程式如下： 

1N
T

1N1N1N1N1N1N xQxPxxf −−−−−−− δ+δδ=δ )(*                  (B.79) 

     其中： 
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1N
T
NN1N

T
N1N1N BCAP −−−− β+ββ−= ~~~

                        (B.80) 

N
T
NN1N

T
N1N

T
N

T
1N1N DC2BEQ β+βα+α+= −−−−

~~~~
              (B.81) 

(3).任意時刻 t：任意時刻之最佳化問題皆類似第N-1 時刻，可表示如下： 

)}(),({min *
1t1ttttu

xfuxL
t

+++                               (B.82) 

   受限於： 

),,( tuxTx tt1t =+                                       (B.83) 

ttttt buBxA ,1≤+
vv

                                       (B.84) 

t2tt buB ,≤
v

                                           (B.85) 

   任意時刻 t之解題過程亦類似第N-1 時刻，所不同者為，遞迴方程式 )(*
1t1t xf ++

所包含之時刻愈來愈多，直到第 1個時刻為止。故任意時刻之最佳控制法則與遞

迴方程式可表示如下： 

tttt xu δβ+α=δ *                                       (B.86) 

1t
T

1t1t1t1t1t1t xQxPxxf +++++++ δ+δδ=)(*                       (B.87) 

   於後掃過程中必須紀錄每一時刻之目標函數泰勒展開時之各係數 tA~ ， tB~ ，

tC~ ， tD~ ， tE~ 已備前掃使用。 

b.前掃過程： 

   於限制型微分動態規劃之前掃過程，並不同於無限制式之微分動態規劃之前

掃過程。無限制式微分動態規劃之前掃過程，乃直接採用後掃過程所得之 tα , tβ 來

計算最佳控制變數值，而限制型微分動態規劃之前掃過程，本研究亦採用不等號

限制條件之二次規劃來求得最佳控制變數值。回顧限制型微分動態規劃之後掃過

程，本研究假設任一時刻之 0xt =δ ，並在此條件下，使用不等號限制條件之二

次規劃來求得等號限制條件之型態，然後在應用此等號限制條件來求得最佳控制

法則，以便能計算每一時刻之遞迴方程式。然而於前掃過程中，由於第 1個時刻

之狀態變數為初始條件，因此第 1個時刻之 0x1 =δ ，且其隨後之任意階段 t， txδ
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已不在是未知數，因此前掃過程並無假設 0xt =δ 之困擾。然而後掃過程之假設，

是否會影響問題之解答，回答此問題需從微分動態規劃之演算過程來看，微分動

態規劃是採用疊代的方式，不斷的修正初始試驗軌跡，而 tuδ ， txδ 之表示方式

為： 

ttt uuu ˆ−=δ  

ttt xxx ˆ−=δ     

   當隨這疊代過程之進行，其計算所得之 tx ， tu 會愈來愈接近 tx̂ ， tû ，因此若

微分動態規劃收斂時，任一時刻之 0ut =δ ， 0xt =δ 。故當模式接近收斂點時，

此一假設為正確可行的。以下將說明前掃之計算過程： 

(1).前掃第 1個時刻所考慮之問題如下： 

})~~()~({min 1
T
1

T
1111

T
12

1
u

uDBxuC2u
1

δ+δ+δδ
                   

(B.88) 

   受限於： 

121N buB ,δ≤δ
v

                                        (B.89) 

   式(B.88)、(B.89)為標準之不等號限制之二次規劃問題，故可直接應用不等號

限制之二次規劃求解最佳控制值 1uδ 。當第 1個時刻之最佳控制值 1u 求得後，可

將其代入系統之轉換函數中，計算下一個時刻之狀態變數值( 2x )，並計算( 2xδ )： 

),( 112 uxTx =    222 xxx ˆ−=δ  

(2).任一時刻 t所考慮之問題如下： 

   當 2xδ 計算獲得後，則第二個時刻之最佳化問題變成與第 1個時刻相同，且任

意時刻 t之問題亦具有相同之型態： 

})~~(~{min t
T
t

T
tttt

T
tu

uDBxuCu
N

δδδδ ++                       (B.90) 

    受限於： 

t2tt buB ,δ≤δ
v

                                         (B.91) 

    經式(B.90)、(B.91)可計算出所有時刻之 tuδ 與 txδ ，如此完成一次之疊代過
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程。 

(3).線性收尋： 

    無限制式微分動態規劃之線性收尋方式，是採用式(B.38)的方式來避免目標

函數於疊代過程中反而有增大情形。然而於限制型微分動態規劃中，根據Murry 

and Yakowitz, [1979]之論述，式(B.38)並不能適用於有限制條件之情形，因此他們

建議採用處罰項之方式來達到線性收尋之目的，其方式為當目標函數於疊代過程

中有增大之情形時，則於前掃過程中之目標函數中加入一正定、對稱之矩陣Γ，

以達到線性收尋之目的，其型態可表示如下： 

})~~()~({min t
T
t

T
tttt

T
tu

uDBxuCu
N

δδδδ ++Γ+  (B.92) 

    由於採用式(B.92)之線性收尋方式，必須重新計算前掃過程之每一個時刻，

因此會大幅增加計算量，因此根據最佳化理論，可採用以下之方式來達到線性收

尋之目的： 

kt1kt uu ,, δε=δ +  (B.93) 

其中指標 k為線性收尋之疊代數。由本研究實際之應用情形，採用式(B.93)或式

(B.92)之方式皆可獲得滿足限制條件之最佳控制值 tu 。 

B.3 計算效率的提升 

最後介紹過去研究中(Culver and Shoemaker (1992); Mansfield et al. (1998); 

Yong and Minsker (2001))提升微分動態規劃計算效率的方法。 

改善方法一、降低規劃時期數目 

Culver and Shoemaker (1992)利用減少規劃時期數目來減少計算量，拉長優選

模式每一規劃時間間距，以減少規劃時刻數，使得優選模式的轉換函數由數個模

擬模式的轉換函數組合。同時，推導出優選模式與模擬模式系統轉換函數之間的

轉換關係，假設優選模式中有 k個規劃時期，每一個規劃時期可分為 d個模擬時

刻，定義 k個規劃時期的狀態變數 tk xX = 和控制變數 tk uU = , 1)1( +−= dkt ，優

選模式系統轉換函數為: )),(,(1 kyUXYX kkk =+ , where Kk ,...,2,1= , Ω∈y                   

其中優選模式之系統轉換函數，可描述為一遞迴關係: 



 

 

131

)1),()...),1),(),t),(,(((....()),(,( 11 −++= −++ dtyutyuyuxTTTTkyUXY dttttkk    (B.94) 

    因此第 k個規劃時期的系統轉換函數對狀態變數之微分，可由模擬模式每個

時刻之系統轉換函數之微分項相乘合成， 
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第 k個規劃時期的系統轉換函數對控制變數之微分，亦可由模擬模式每個時刻之

系統轉換函數之微分項相加合成 
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其中  k :規劃時期， Kk ,..2,1= ,K :總規劃時期 

  t :模擬時刻， Nt ,..2,1= , N :總時刻數 

改善方法二、稀疏矩陣 

Mansfield et al. (1998)曾對 ISOQUAD-CDDP 中各微分項之計算量加以比較，

本文節錄相關如下： 

表 1：ISOQUAD-CDDP 微分項之方程式與計算量比較 

項目 方程式 計算量 維度 
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表 1中之n為狀態變數之個數，m為控制變數之個數。由第三欄之計算

量分析可知，形成目標函數之係數矩陣中，只有 tA~ 為 )( 3nO ，且 3n >> 2mn ，

2mn >> 3m ，故計算 tA~ 佔整個演算非常大之份量，因此若能減少 tA~ 之計算量，

則對整個演算法之效率會有很大之幫助。重寫 tA~ 之型態如下： 
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其中 xxL 包含有目標函數與處罰函數對狀態變數之二次微分，其計算量相對於

式中之其他項顯得非常之小，因此就減少計算量之觀點來看可將之忽略，因

此本文將有關系統轉換函數微分項之部分加以探討。並令 
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由前述系統轉換函數微分之說明可知，不管是拘限含水層或非拘限含水層，

其水頭對濃度之微分皆為 0，即： 

][0
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h

t

1t =
∂
∂ +   

因此整個系統轉換函數對狀態變數之微分可表示成稀疏矩陣： 
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有關以上各微分項之推導過程，可參閱Chang[1990]及薛[2000]，本文不作詳細之

推導。由Mansfield and Shoemaker(1998)之演算經驗，採用稀疏矩陣之特性於限制

型微分動態規劃中，以N=500為例，計算時間只為未採用稀疏矩陣的1/3.2倍。 

 

改善方法三、多尺度(multiscale)格網 

微分動態規劃的初始軌跡影響收斂的速度，Yong and Minsker (2001)利用多尺

度格網的漸進搜尋最佳解，以上一層級尺度格網的最佳操作策略作為下一層級的

初始軌跡，以加快初始軌跡搜尋的速度及整體收斂的速度，進而提升計算效率。 

多尺度格網的概念即是優選模式格網由粗到細，使得解的精細度逐漸增加，

初始層級0(Level 0)利用CDDP得到每個時刻的最佳操作策略及最佳成本以及節點

上的狀態變數，再由初始層級的最佳操作策略作為第二層級的初始軌跡，以及初

始層級粗格網的狀態變數經由二元線性內插後作為細格網初始值，然後重新計算

每個時刻的最佳操作策略及最佳成本，簡而言之，上一層級優選得到的最佳操作

策略作為下一層級的初始軌跡，以及上一層級的狀態變數經由二元線性內插後作

為下一層級初始值，其流程如圖 1所示。其研究中內插方法為二元線性內插法

(bilinear interpolater)，如圖 2中原本只有(2×2)個狀態變數，透過內插後，產生出

(3×3)個狀態變數。其中+為格網之已知值，經由規劃模式計算出，而×為格網之

未知值。於內插的第一階段，如圖(a)所示：上、下兩列的未知值(× )由第一欄(+)

與第三欄的已知值(+)由二元線性內插得之，內插的第二階段，如圖(b)所示：中

間列的未知值(× )由上列已知值(+)與下列已知值(+)內插得之。 

雖然上述的研究演算演算格網隨著層級的增加由粗到細，不斷地加密格網，

使得解的精細度逐漸增加，但是在相同的層級下，其規劃模式的狀態變數的個數

固定不變，所以節省計算量是有限的。 
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圖 1 多尺度格網優選模式之流程圖 

       

     (a)                                (b) 

圖 2  二元線性內插方法說明圖
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附錄 C 資料分析 

C1 敏感度分析 

   本研究測試案例 2.1 及案例 2.2 等訓練資料，分別進行敏感度分析與相關性

分析，其中敏感度分析的部份，本研究採用解析法求得當下時刻狀態變數(水位、

濃度)或是抽水量的改變對下一時刻狀態變數之敏感度矩陣。 

    於第二章已說明，本研究利用 ISOQUAD 作為地下水流與污染傳輸之模擬模式

來產生 ANN 模式的訓練資料，ISOQUAD 經由空間項之 Galerkin 有限元素法與時

間項之隱式有限差分法來處理，拘限含水層之地下水水流及污染傳輸方程式可分

別表示成:  

( ) }]{[}{}{][}{/][][ thht1t uLFh
t

BhtBA +−
∆

=∆+ +  (C.1) 

( ) })]{([}{}{][}{/][)],([ '
1ttcct1tt1t ccuLFc

t
MctMuhN +++ −+−
∆

=∆+  (C.2) 

相關符號及矩陣定義請參閱第二章。 

式(C.1)、(C.2)分別對 ttt uch ,, 微分可得： 
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    其他詳細推導請參見 Chang and shoemaker(1992)，非拘限含水層之系統轉

換函數以及其微分項之推導請見蕭(2001)。其中式(C.6)為測試案例中敏感度分

析之依據，以此求得下一時刻濃度對當下時刻濃度之敏感度。 

  

C2 相關係分析 

面對真實資料屬性結構上的錯綜複雜，有必要分析資料中的兩個或兩個以上

的變數，以決定是否可以從其他的變數衡量預測另一主要變數的情形。相關分析

是利用來衡量兩個隨機變數之間”直線關係”的方向與強弱程度，以相關分析來

決定二變數之間關係的強度。 

相關係數(correlation coefficient)用來描述相關分析的結果，相關係數

的值恆介於-1 與+1 之間。+1 表示 X 與Y為完全正向線性相關；則表示所有的點

落於斜率為正的直線上。-1 表示 X 與Y為完全負向線性相關；所有的點落於斜

率為負的直線上。若相關係數的值非常接近零，則表示 X 與Y無線性關係。 

     對樣本資料而言，皮爾森積矩相關係數(Pearson Product Moment correlation 

coefficient)的定義如下： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

     (C.9)式顯示樣本資料的皮爾森積矩相關係數(一般簡稱為樣本相關係數})

為樣本共變異數除以 X 的標準差與Y 的標準差之乘積。樣本共變異數(sample 

covariance)，定義式如下:先計算 ix 對其樣本平均數 x之離差與所對應的 iy 對其

YX

XY
XY ss

s
=γ                         （C.9） 

其中 

XYγ =樣本相關係數 

XYs =樣本共變異數 

Xs = X 的樣本標準差 

Ys =Y的樣本標準差 
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樣本平均數 y之離差的乘積，然後對這些乘積加總，最後再除以 1−n 。 

 

 

 

計算樣本的相關係數時，(C.9)式與(C.11)式在代數上是相等的，我們較常

用(C.11)式。因為在該式中，不需要計算各個 xxi − 與 yyi − 之離差，使得計算上

四捨五入所產生的誤差較少。 
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