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第一章 前言 

藉由現地量測資料識別結構物動態特性於工程應用是十分重要地。識別所得之模態

參數將不只被用於驗證或修正於設計階段所建立之有限元素模型，也可用於各種載重

（如強震）或材料的退化等對結構造成之損害評估。另外，識別之動態特性亦是目前流

行之主被動控制設計之必須資料。 

台灣處於地震發生頻繁之地震帶上，於建築法規中常以韌性設計來抵抗地震力，以

避免地震造成結構物之破壞倒塌。於 921 大地震中，許多新舊結構物倒塌。加速隔減震

裝置廣泛地用於補強或修復舊有結構物，以及新結構物之設計。許多半主動控制元件（如

半主動控制磁流變消能器、電流變阻尼器、蓄壓式油壓半主動減震器、半主動摩擦阻尼

器等）亦相繼被研發與應用。若將此類半主動控制元件裝置於結構物上，則該結構系統

之勁度或阻尼於地震中將隨時間而改變。此即為系統識別領域中所稱之時變系統。在此

類工程應用問題中，以傳統線性模型將難以完整描述結構於反應過程中所表現之非線性

行為與隨時間改變之動態特性。若能透過系統識別技巧識別該結構系統隨時間改變之動

態特性或建立起完整之非線性模型，將有助於檢驗半主動控制元件等非線性元件應用於

結構物之設計，及評估結構系統健康情況。另外，若結構系統於地震中展現材料非線性

行為；其亦可被視為一時變系統。若能透過系統識別估算該系統隨時間改變之動態特

性，則有助於吾人了解該結構系統產生非線性行為對整體動態行為之影響。因此，可知

發展一準確且有效率之時變系統識別技巧於土木工程應用之重要性。 

以下將分別對線性系統以及時變系統所使用之分析方法做簡單之回顧，並且對研究

中所使用之理論背景與應用領域做個介紹。 

1.1 文獻回顧 

1.1.1 線性系統 

傳統之識別方法可概分為頻率域與時間域分析法。頻率域分析法，將量測反應歷時

透過 FFT 轉換至頻率域，估算頻率響應函數。雖然於頻率域可很容易看出反應之頻率特

性，但由於 FFT 之特性及量測歷時不夠長，常造成洩漏（leakage）及解析度不夠之問題，
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造成於具有強烈模態干擾系統的識別困難；另外，量測資料常為非穩態（non-stationary），

不符頻率域分析中常用之穩態假設。於時間域分析法中，時間序列法如 ARX 或 ARMAX

模式(Safak, 1991；Loh, 1996；Satio, 1996)和次空間法(VanDerVeen, 1993 and Huang, 2001)

亦常被應用於結構物之地震反應，估算其動態特性。Ibrahim (1977)時間域識別法，複數

指 數 法 (complex exponential approach)(Brown, 1979) 和 多 重 參 照 法 (polyreference 

method)(Vold, 1982)則經常被使用於時間域分析自由振動反應。但當量測自由度較少時

或反應具有較大雜訊時（常見於實際工程之現地量測），此些時間域分析方法常會因須

提高識別模式階數，而導致求解過程中之數值困難，並會產生許多虛擬模態，增加精準

得到系統真正動態特性之困難度。而為減少雜訊之干擾，亦常會轉換至頻率域濾波，再

轉回時間域分析；如此，顯然浪費了計算時間。故尋找一時頻域分析工具乃大勢所趨。 

近十年來，一個新的而且功能強大的數學工具被發展出來了，這個數學工具稱為小

波轉換。小波轉換之發展史可以參考一些介紹性之文章(Frandrin, 1990 and Strang, 1993)

和參考書(Combes, 1990 ; Barbara, 1998)。不同於僅能描述一組訊號在頻率域各種分量之

Fourier 轉換，小波轉換分解一組訊號，其頻率分量隨時間改變。小波轉換優於 Fourier

轉換之處已被闡述於各文獻中(例如 Frandrin, 1990; Strang, 1993; Combes, 1990 and 

Barbara, 1998)。小波轉換已被成功地應用於數學、物理和工程領域中，特別是訊號處理

以及求解非線性問題；諸如此類的應用可參考文獻回顧之相關文章(Jawerth, 1994; Unser, 

1996; Kobayashi, 2001)。 

 小波轉換也吸引了系統識別這個領域中研究學者的注意。已有些學者利用此數學工

具估算線性系統之動態特性。Schoenwald (1993)應用連續小波轉換於單自由度二階常微

分運動方程式，識別此運動方程式之各個參數。Ruzzene 等人(1997)利用連續小波轉換

和 Hilbert 轉換技巧，從結構系統之自由振動反應中估算自然振動頻率和阻尼比，但未

觸於振態之識別。Robertson 等人(1998a, 1998b)利用離散小波發展一套方法從結構之動

力反應中淬取反應衝擊函數 (impulse function)，並且使用特徵系統識別演算法

（eigensystem realization algorithm）識別結構動態特性。Gouttebroze 和 Lardies (2001)在

時頻域下發展一套小波識別方法，從自由振動反應下估算結構物之自然振動頻率和阻尼

比；但這套方法不能直接估算模態振形。Lardies 和 Gouttebroze (2002)應用他們發展出

來的小波識別技巧，處理電視塔之微動量測數據；但須先用傳統的隨機遞減技巧 
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(random decrement method)，從微動反應中淬取自由振動訊號。Alvin 等人(2003)回顧檢

討了使用小波轉換技巧淬取衝擊反應函數之方法，也回顧了識別比例阻尼和非比例阻尼

參數之各種方法。Huang 等人(2005)則利用離散小波轉換，將離散化之運動方程式轉換

至小波空間，識別結構系統之自然振動頻率、阻尼比以及模態。 

1.1.2 時變線性系統 

 一般而言，識別時變系統之方法分成兩類：（I）非參數法；（II）參數法。非參數法

將反應訊號視為一非穩態(nonstationary)訊號，利用時間－頻率表示法來識別頻率隨時間

改變之特性，例如利用短時富利葉轉換法 (STFT) (Cohen, 1989)、Wigner-Ville distribution 

(WVD) (Cohen, 1989；Martin and Flandrin, 1985)、Choi-Williams distribution (CWD) (Choi 

and Williams, 1989)、adaptive optimal kernel distribution (AOKD) (Jones and Baraniuk, 

1995)、Huang-Hilbert transformation (Huang et al., 1998; Yang et al., 2003)以及小波轉換 

(Qian, 2002; Kijewski and Kareem, 2003)等，一般而言，此類方法大部分只能適用於結構

系統無外力之反應訊號（例如自由振動反應）分析，識別結構系統隨時間改變之頻率或

阻尼。，但於識別模態有其困難性。另外，此類方法如同非時變系統於頻率域分析技巧，

其識別頻率解析度不是很高，對互相干擾嚴重之模態不易識別。 

 時變參數法提供了簡潔且高解析度之方法，並被廣泛地被應用至工程問題。識別時

變系統有兩種方法較普遍被採用，分別是迴歸識別技巧以及基底函數展開技巧。 

（A） 迴歸識別技巧 

假設一個非穩態過程，為局部穩態或者於一個有限之時間區間中變化相當緩慢；如

此，則有很多種迴歸估算之技巧可以應用。這些方法包括有 RLS （Recursive 

Least-Squares method） （Ljung, 1987; Johansson, 1993; Parkum et al., 1992）、RPLR 

（Recursive PseudoLinear Regression method） （Ljung, 1987）和 RIV （Recursive 

Instrumental Variable method） （Ljung, 1987）等。這些方法可以處理平緩變化之非穩態

訊號；但是，對於處理突然改變之系統，這些方法將不再有效。為了改善這樣的缺點，

變數型遺忘因子（variable forgetting factors）（Fortescue et al., 1981; Toplis and Pasupathy, 

1988; Leung and So, 2005）、重新設置協方差矩陣（covariance matrix re-setting）（Jiang and 
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Cook, 1992; Park and Jun, 1992）、窗函數移動技巧（sliding window technique）（Choi and 

Bien, 1989; Belge and Miller, 2000）與卡式濾波器（Kalman filter）（Loh et al.,2000）等參

數估算技巧被提出並與遞迴最小平方差法結合。然而，遺忘因子之選擇對分析結果有決

定性之影響，對此參數之決定目前尚無完整之參考依據。雖然以狀態空間模型結合

Kalman filtering algorithm （Ljung, 1987; Kalouptsidis and Theodoridis, 1993）可以追蹤突

然變化之過程。但是，這個方法常常高估參數值，而且參數估算值之變異性相當大。 

（B） 基底函數展開技巧 

基底函數展開技巧是一種具有發展潛力及目前備受關切之方法。其基本觀念為：對

每一個時變系統參數，利用基底函數展開；再以最小平方差法，計算每一基底函數之係

數。以此估算各基底函數對應之係數將不隨時間改變。利用基底函數最主要之目地，乃

是考慮減少所須之資料量以獲得必須之時變係數。因此，識別快速變化之非穩態過程，

以基底函數處理會比以迴歸識別技巧處理更為恰當。但是，必須注意的是，基底函數展

開之方式對於波型變化過於劇烈（須大量之基底函數）且歷時過於短暫之資料（建立之

方程式少），仍然無法萃取其動力行為。有幾種基底函數常被使用，包括傅利葉序列

(Marmarelis, 1987)、Legendre Polynomials (Zou et al., 2002)、Walsh function (Zou et al., 

2002)、以及小波 (Tsatsanis and Giannakis, 1993)。此類方法之優劣與選擇基底函數之次

空間延伸（使用之基底個數）有很大的相關。Zou(2003)透過數值模擬發線 Legendre 

Polynomials 可準確模擬平滑變化之時變曲線，Walsh function 則對片段穩態 (piece-wise 

stationary)之時變係數有較好之模擬結果。一般而言，基底函數展開法須引入較多之基底

函數，而過多之基底函數易造成數值困難，特別是多項式基底。 

透過量測資料架構準確之 TVARX 模型，仍然不足以應用於結構損壞之評估。此外，

TVARX 模型之時變係數本身並無物理意義。結構損壞評估目前常利用結構模態參數之

改變作為參考指標。因此，本研究中將發展透過 TVARX 之模型係數以估算系統瞬時模

態之方法。 

為了透過 TVARX 模式直接估算系統之瞬時模態特性，須完成兩樣工作。第一，透

過結構系統之反應，發展出有效率建構 TVARX 模型之方法。研究中將以無網格有限元
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素法建構形狀函數之移動最小平方差法(Liu, 2003)以架構 TVARX 模型中之時變係數。

第二，則是驗證透過位移速度與加速度等反應架構 TVARX 模式與運動方程式之對等關

係，並證明以位移反應架構之 TVARX 模式方能準確估算系統之瞬時模態參數。若以速

度或加速度反應架構 TVARX 模式將無法估算準確之瞬時模態參數。 

以移動最小平方差法架構 TVARX 模式，須選擇一系列之基底函數對時變係數進行

展開。跟據函數近似裡論可知，任一函數均可透過具完備特性（complete set）之基底函

數展開 Watson（1980）。多項式函數為一眾所周知於有限區間內具完備特性之函數。因

此，研究中將選用多項式函數對時變係數展開。然而，多項式函數本身為一平滑變化之

函數，若時變系統中包含不連續之變化特性（如跳躍變化），將難以準確模擬其時變曲

線。因此研究中將引入小波函數為基底並比較不同基底函數之適用性。而以下為應用小

波函數為基底架構 TVARX 模型之簡單回顧。 

將 TVARX 模型中之時變係數進行離散小波轉換或小波包分解，亦可視為該函數對

小波函數及尺度函數或小波包所構成之基底展開。Tsatsanis 和 Giannakis (1993)利用小波

函數為基底展開時變 AR 模式之時變參數，並以最小平方差法估算小波函數之係數。該

方法被應用於處理人造及真實語言訊號。須注意的是，理論上，小波函數並無法構成一

完備之基底。Ghanem and Romeo (2001)在假設時變線性系統之運動方程結構已知下，將

輸入及輸出以離散小波展開，識別其時變勁度及阻尼函數； Zheng et al. (2001a)利用正

交離散小波之多辨率特性及最小平方差法，發展其所謂之多辨率最小平方差法規

(multiresolution least square)估算時變 AR 模式之時變係數。然後，該方法亦被應用於估

算時變 ARX 或 ARMAX 模式之係數(Zheng et al., 2001b)；Qian (2002)以及 Kijewski et al. 

(2003)利用小波時間－頻率表示法識別訊號頻率隨時間改變之特性。Dorfan and Feuer 

(2004)使用離散小波轉換淬取週期性時變線性系統之反應衝擊函數。 

1.2 研究目的及方法 

本研究旨在發展利用時間序列模型識別線性系統與時變系統動態特性之方法。應用

於國家地震工程研究中心所執行之振動台試驗與橋樑衝擊實驗等實測反應資料。 

於線性系統之研究旨在擴展並改善 Huang 等人（2003）所提出之識別方法，利用連
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續小波轉換替代離散小波轉換，利用連續小波轉換作用於時間序列模型，可將量測之訊

號轉換至小波域中，並於小波域中架構 ARX 模型。並直接以小波域中求得之模型參數

進行識別；如此，可根據不同母小波函數之頻率特性及其尺度因子對應之頻帶區間，藉

由尺度因子之選擇對量測反應有系統地進行濾波。並且可利用小波轉換之平移不變性減

少進行連續小波轉換之計算程序，以提高識別之效率。 

時變系統中之時變係數，乃利用移動最小平方差法結合各種基底函數以架構時變係

數之形狀函數，各基底對應之係數將隨時間改變；而前人所用傳統基底函數展開法所得

之係數則是不隨時間改變。因此，相信本研究所研發之時變系統識別程序當比前人所提

者更能準確抓住時變系統之時變特性。研究中將分別利用多項式函數、離散小波轉換之

小波函數及尺度函數以及小波包為基底函數，將時變系數展開；並結合各種架構時變模

型之技巧建構 TVARX 模型，從中發展另一套識別時變系統動態特性之演算流程。以移

動最小平方差法結合各種基底函數架構 TVARX 模型，當引入少量基底函數個數時亦能

獲得準確之結果。以此建構時變模型並識別將可有效提高識別效率。 

1.3 論文架構 

本論文共有五章，其內容如下： 

第一章 前言。主要內容為研究動機與背景；前人研究方法與成果之相關文獻介紹；

並闡數本論文之研究方法與架構。 

第二章 利用連續小波轉換於線性系統識別。其主要內容為連續小波轉換之簡介；於

小波域中建構 ARX 之方法；以六層樓剪力構架之模擬反應驗證此識別方法；

再分別將此識別方法應用於三層樓鋼構之振動台試驗與橋樑現地衝擊試驗等

量測數據。 

第三章 以多項式基底架構 TVARX 模式暨識別瞬時模態參數。其內容包括架構

TVARX 之方法；TVARX 與運動方程式對等關係之推導；探討不同物理反應

量架構 TVARX 對模態識別之影響；以單自由度時變系統之模擬反應驗證所

提方法之適用性；最後將此識別方法應用於 RC 構架之振動台試驗數據分析。 

第四章 以小波基底架構 TVARX 模式暨識別瞬時模態參數。其內容主要有離散小波



 7

轉換與小波包分解之簡介；以小波基底架構 TVARX 模型之方法；以單自由

度時變系統之模擬反應驗證所提方法之適用性；最後亦將此識別方法應用於

RC 構架之振動台試驗數據分析。 

第五章 結論與建議。主要總結此研究工作中線性系統與時變系統之分析結果 
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第二章 利用連續小波轉換於線性系統識別 

2.1 前言 

 本章主要是發展線性系統之模態識別方法。此方法主要是透過連續小波轉換，將量

測之訊號轉換至小波域中，在小波域中架構所量測系統之 ARX 模型，並利用反算求得

之 ARX 模型參數進一步識別系統模態。2.2 節介紹連續小波轉換之數學基礎。2.3 節則

介紹識別流程， 將 ARX 模型轉換至小波域，並於小波域中架構 ARX 模型，然後利用

ARX 模型參數估算動態參數。2.4 節利用數值模擬之地震反應，驗證所提方法之可行性；

並進一步探討各種參數(尺度因子，不同小波函數與噪訊)對識別結果之影響。2.5 節與

2.6 節應用所提識別方法於三層樓鋼構振動台試驗反應及一拱橋之現地衝擊試驗反應，

並與有限元素模型分析所得之模態參數比較。2.7 節則對此章之研究內容做個小總結。 

2.2 連續小波轉換之簡介 

小波轉換在近 20 年，被廣泛地應用於各領域（如信號處理、醫學工程、非線性問

題‧‧‧等）；儼然取代了傳統之 Fourier 轉換。小波轉換可視為短時傅利葉轉換之擴展

及改良。一屬於 ( )RL2 空間之函數 ( )tf ，均可做小波轉換，其定義為（參考 Chui, 1992） 

( ) ( ) ( )∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

Ψ=Ψ=
−

Rbaf dt
a

bttfafbaW 2
1

,,, ， （2.1） 

逆轉換為 

( ) ( )∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

Ψ= dadb
a

btbaW
aC

tf f ,11
2

ψ

， （2.2） 

其中 

( )
∫
Ψ

=
R

dC ω
ω

ω
ψ

2ˆ
， （2.3） 

( )tΨ 稱為母小波函數（mother wavelet）； ( ) ( ) ( ) aabttba )(, −Ψ=Ψ 為母小波函數 ( )tΨ 經

伸縮和平移所得之基底函數； a 與b 分別為尺度因子與平移因子； ( )ωΨ̂ 與 ( )tΨ 分別為
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( )tΨ 之富利葉轉換及共軛函數。 

 有別於富利葉轉換中之基底函數固定為 tie ω ，小波轉換之母小波函數則有多種選

擇。但選擇之母小波必須滿足： 

 【1】 ( )tΨ 與它的各階導數均屬於 ( )RL∞ 。 

 【2】 ( )tΨ 及它的各階導數在 ∞→t 處速降，即為有限之支撐長度。 

 依式（2.1）之定義，若將 ( )tΨ 視為一中心為 ∗t ，半徑為Δ之窗函數，則 ( )ba,Ψ 之中

心在 ∗+ atb 且半徑為 Δa 。因此，式（2.1）表示之小波轉換，只取時間窗 

[ ]Δ++Δ−+ ∗∗ aatbaatb , ， （2.4） 

內 ( )tf 之局部訊息。此窗對於較小之 a 值變窄，而對於較大之 a 值變寬。式（2.4）之窗

中心及半徑定義分別為：  

( )∫
∞

∞−

∗ = dttft
f

t 2

2

1
， （2.5） 

( ) ( ){ }2
1

21
∫
∞

∞−

∗−=Δ dttftt
f

， （2.6） 

其中 ( )∫
∞

∞−
= dttff 22

。 

由於 

( ) ( ) ( )ω
π

ω
π

ω ae
aa ib

ba Ψ=Ψ

−

ˆ
2

ˆ
2
1 2

1

, ， （2.7） 

若對式(2.1)進行傅利葉轉換。可得 

( ) ( )ωωω faaaW f
ˆˆ),(ˆ Ψ= ， （2.8） 
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其中 ),(ˆ ωaWf 代表 ( )baWf , 之傅利葉轉換，根據上式可定義 f 之頻率窗（Chui, 1992） 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ Δ
+

Δ
−

∗∗

aaaa

ˆ
,

ˆ ωω
， （2.9） 

其中 ∗ω 與 Δ̂為在頻率域計算 Ψ̂之中心與半徑。其表示式分別為 

( )∫
∞

∞−

∗ = ωωωω df
f

2

2
ˆ

ˆ
1

 （2.10） 

( ) ( ) 2
1

2ˆ
ˆ
1ˆ

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −=Δ ∫

∞

∞−

∗ ωωωω df
f

 （2.11） 

式（2.9）表示之窗具有中心頻率 a∗ω 且帶寬為 aΔ̂2 。因此，利用式（2.1）做小波轉換，

其提供一時間頻率窗： 

[ ]Δ++Δ−+ ∗∗ aatbaatb , × ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ Δ
+

Δ
−

∗∗

aaaa

ˆ
,

ˆ ωω
， （2.12） 

 綜上可見， ( )tba,Ψ 所定義之時頻窗口之矩行形狀，隨伸縮因子 a之改變而改變。當 a

值小時，為一時寬窄而頻寬大之高頻窗，適合描述高頻信號；而當a 值大時，為一時寬

大而頻寬窄之低頻窗，適合描述低頻信號。由於小波函數 ( )tΨ 是一個帶通函數，透過前

述分析，可以得知伸縮因子 a之改變， ( )tba,Ψ 對應著一系列帶寬和中心頻率各亦之帶通

系統。 

 依小波轉換之定義，可證明連續小波轉換具有以下之重要數學性質： 

1. 線性：一個多分量信號之小波轉換等於各分量小波轉換之和。 

2. 平移不變性：若 ( )tf 之小波轉換為 ( )baW f , ，則 ( )τ−tf 之小波轉換為 ( )τ−baW f , 。 

3. 伸縮共變性：若 ( )tf 之小波轉換為 ( )baW f , ，則 ( )ctf 之小波轉換為 ( ) ccbcaW
f

, ，

其中 0>c 。 
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4. 自相似性：對應不同尺度參數 a 和不同平移參數 b 之連續小波轉換之間是自相似。 

2.3 動態特性之識別程序 

2.3.1 建構 ARX 模式 

量測結構物之動態反應，常由於結構系統過於龐大，且量測經費之限制，吾人所能

量測到反應之自由度遠小於該系統者。故在線性系統中，可將量測自由度（或測站）間

之反應表示成（黃，1999） 

( ) ( ) ( )tjttitt
J

j
j

I

i
i Δ−+Δ−= ∑∑

==

fΘyΦy
01

， （2.13） 

其中 ( )ty 為量測動力反應歷時向量（其可為位移、速度、或加速度；以下假設該向量亦

有 n 個分量）； ( )tf 為系統外力向量歷時， iΦ 與 jΘ 為待定係數矩陣， tΔ 為量測反應之取

樣時間間隔。以上之離散化運動方程式與多變數ARX之時間序列模型十分相似，式(2.13)

為不考慮雜訊(或誤差)之 ARX 模式。 

 依 Huang (2001)及林 (2000)之經驗，當量測自由度比系統自由度少很多或有雜訊

時，需用很大之 I 及 J 方能得到較準確之離散化運動方程。但當採用很大之 I 及 J，於

利用最小平方差估算式（2.13）中之 iΦ 與 jΘ 時，常會造成數值困難。另外，採用越大

之 I 及 J 會造成越多之虛假模態，增加判斷真正系統模態之困難度。因此，吾人對式（2.13）

做小波轉換至小波空間，再估算 iΦ 與 jΘ 。如此，可某種程度地抒解該數值困難；且另

一好處是可順便進行濾波，可以較少之 I 及 J 進行估算。 

 式（2.13）依式（2.1）做小波轉換，可將式（2.13）表示成 

( ) ( ) ( )tjbaWtibaWbaW
J

j
j

I

i
i Δ−+Δ−= ∑∑

==

,,,
11

fyy ΘΦ ， （2.14） 

 式(2.14)即為小波域中之 ARX 模式。傳統時域下之 ARX 模式僅可藉由調整模型項

數 ),( JI 以求得最適當之模型；而小波域下之 ARX 模式除了透過模型項數之外，可藉由

選擇適當之小波函數與調整伸縮因子 a 和平移因子b 以獲得適當之模型。 
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在建立式（2.14）時，可利用連續小波轉換之平移不變性；計算 ( )ty 與 ( )tf 之小波轉

換，可同時得 ( )tit Δ−y 與 ( )tjt Δ−f 之小波轉換函數。以下將依小波轉換之特性，式（2.14）

中取不同之 a 值，代表取某一頻率窗內之反應建立 ARX 模式，即同時對反應或輸入力

進行適當濾波。 

 另外，為了簡化表示式； ( )tibaW Δ−,y 與 ( )tjbaW Δ−,f 分別記為 ( )iba
W

−,y 與

( )jba
W

−,f 取特定之 a 與不同之b 。利用式（2.14），吾人可得 

( )[ ] [ ] [ ]
[ ]⎥⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

F
Y

CY 0 ， （2.15） 

其中， [ ] ( )[ ] ( )[ ] ( )[ ][ ]TTITT YYYY L21= ； [ ] ( )[ ] ( )[ ] ( )[ ][ ]TTJTT FFFF L10= ， 

( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ]MiaiaiaY
WWW

i +−+−−= max,1max,max, yyy L ， 

[ ] [ ]JIC ΘΘΘΦΦΦ LL 1021= ， 

( )JI ,maxmax = ， 

( )[ ]iF 之定義類似 ( )[ ]iY 。 

若欲分析較廣頻率區域內之量測反應，可同時取數個 a 值，則 Y 矩陣則可改寫為： 

( )[ ] ( ) ( ) ( )[
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )]Miaiaia

Miaiaia

Miaiaia

MiaiaiaY

NWNWNW

WWW

WWW

WWW
i

+−+−−

+−+−−

+−+−−

+−+−−=

max,1max,max,

max,1max,max,

max,1max,max,

max,1max,max,

333

222

111

yyy

yyy

yyy

yyy

L

LL

L

L

， （2.16） 

而 ( )[ ]iF 之定義亦類似 ( )[ ]iY ；式（2.15）中 [ ]C 之最小二乘方解為 

[ ] ( )[ ] [ ]
[ ]

+

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

F
Y

YC 0 ， （2.17） 

其中“+”代表廣義逆矩陣。 
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 小波轉換有連續小波轉換與離散小波轉換之分別，其主要差別為連續小波轉換之伸

縮因子 a 與平移因子b 具有連續性，而離散小波轉換則針對伸縮因子 a 與平移因子b 進

行離散化。最為常見的為二進制離散方式，其伸縮因子之定義可為 ( )L2,12 ∈= na n ；

其中，n 代表離散小波之分解層數；而平移因子 b 則由分析資料之範圍決定。當分析資

料為一離散信號，則平移因子 b 之變化量將由離散信號之取樣點間隔決定

( )aMmamb ,2,1,0 L== 。其中， M 代表離散訊號之資料長度。 

 對信號進行離散小波轉換時，將可避免掉複雜之伸縮因子之選擇，而同時將完整保

留原始信號之特性；但是，使用上同時亦減少許多彈性。例如，信號經離散小波轉換之

後，原始信號之特性將分散於不同分解層中，而每一分解所對應之主要頻率區間均為固

定，將無法隨意挑選特定頻慮區間之分量進行分析，如此將無法發揮預期之濾波功能。

此外，於每一分解層數中之分量長度為 nM 2 。換言之，不同分解層數之分量，其長度

並不相同。因此，應用於式(2.14)中之 ( )tit Δ−y 與 ( )tjt Δ−f 之小波轉換，將無法透過平移

不變性直接獲得，如此勢必會因為多次之轉換運算而增加分析時間。 

 隨著應用領域之不同，連續小波轉換中之伸縮因子之選擇並無定論。但是，應用於

結構系統之模態識別上仍然有其脈絡可尋。以連續小波轉換進行分析，將可針對吾人感

興趣之頻率區間選擇伸縮因子。若 ( )ωΨ̂ 代表小波函數 ( )abt −Ψ （取 1=a ）傅利葉轉

換之振幅，可根據此函數定義出小波函數於 1=a 時之集中頻帶（ UL fff ≤≤ ）；同理，

對任意 a 值小波函數之傅利葉轉換之振幅為 ( )ωaaΨ̂ ，而其頻率集中區間則為

UL faff ≤≤ 。由此可知，a 值同時也決定了小波函數能量集中之頻率區間，則可由吾人

感興趣之頻帶決定出適當之 a 值。此外，平移因子 b 亦具有連續性，處理離散資料時，

可取 Mbtbb ,2,1,0 L=Δ= 。因此，應用於式(2.14)中之 ( )tit Δ−y 與 ( )tjt Δ−f 之小波轉

換將可利用平移不變性獲得。 

2.3.2 結構系統動態特性估算 

 若預估算結構系統之動態特性（自然振動頻率、模態阻尼比以及振形），依式（2.13）

知其決定於係數矩陣 ( )Iii L2,1=Φ 。依黃（1999）之推導知，若從 iΦ 建構矩陣 
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[ ]

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

−−− 1321 ΦΦΦΦΦ
I0000

00I00
000I0

G

L

L

MMMMMM

L

L

IIII

， （2.18） 

其中，[ ]0 與 [ ]I 分別代表維度為 dd NN × 之零矩陣與單位矩陣， dN 為量測自由度。則 [ ]G

之特徵值及特徵向量相關於該結構系統之動態特性。令 kkk iba +=λ 為 [ ]G 之第 k 特徵

值，則該結構系統之第 k 模態自然振動頻率 kω 及模態阻尼比 kξ 為 

22
kkk βαω += ；

k

k
k β

αξ −= ， （2.19） 

其中 ( )22ln
2
1

kkk ba
t

+
Δ

=α ； ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

Δ
= −

k

k
k a

b
t

1tan1β 。 

令 kg 為 [ ]G 之第 k 振形，將 kg 表示成 

{ }
{ }

{ }
kI

k

⎪
⎪
⎭

⎪
⎪
⎬

⎫

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=

ψ

ψ
ψ

M
2

1

g ， （2.20） 

其中{ }iψ 含 dN 個分量，由於 [ ]G 之特殊結構，可證明 

{ } { } 1−= iki ψλψ ， （2.21） 

即不同之 i，{ }iψ 彼此間互相平行，故任一{ }iψ 均對應於結構系統之第 k 模態之振形。 

2.4 系統識別程序驗證 

為驗證本研究所建構系統識別程序之可行性及電腦程式之正確性；本研究首先分析

一六層樓剪力建築物(如圖 2.1 所示)之數值模擬地震反應，並刻意加入雜訊。本節亦將

探討式(2.13)中之模型階數(I,J)、不同母小波函數 ( )tΨ 、式(2.14)中 a 與 b 之取法以及雜

訊，對識別結構系統動態特性之影響。 
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2.4.1 數值模擬 

假設結構系統 5％之模態阻尼且零初始條件。考慮地表加速度輸入歷時如圖 2.2 所

示，該歷時為 921 地震台中地區某自由場測站所得資料。利用 Laplace 轉換技巧，求取

各自由度之反應（位移、速度和加速度）。該建築物第一、三和五樓層之絕對加速度反

應與頻譜圖如圖 2.3 所示。此六層樓剪力建築之理論動態特性如表 2.1 所示，其最小和

最大之自然振動頻率分別為 0.679 與 7.08Hz。此結構系統之第四、五模態自然振動頻率

相當接近，從圖 2.3 之頻譜圖中是無法分辨出此兩模態。 

對於現地地震或微動量測而言，通常利用速度計或加速度計量測速度或加速度之反

應。通常速度計之價格遠高於加速度計；故從經濟上考量，現地量測大多以量測加速度

為主。以下之分析，取圖 2.3 中 16~8=t 秒之加速度反應進行識別；取樣頻率為 250Hz。 

2.4.2 利用 Haar 小波進行識別 

Haar 小波函數為小波分析中最早被使用，也是最簡單之函數，為一個具有緊支撐之

正交小波函數。該函數於時間域之定義為（如圖 2.4 所示） 

( )
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
≤≤−

≤≤
=Ψ

other
t

t
tH

0
1211
2101
， （2.22） 

其傅利葉轉換為： 

( ) ( )2211ˆ ωω

ω
ω ii

H ee
i

−− −+=Ψ ， （2.23） 

式（2.23）之振幅（ ( )ωHΨ̂ ）（如圖 2.5 所示）為 

( ) ( )
ω

ωω )2cos(12ˆ −
=ΨH ， （2.24） 

為求得振幅最大值所對應之頻率，對式（2.24）取一次及二次微分得： 
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( ) ( )
2

)2cos(22)2sin(ˆ
ω

ωωωω
ω

+−
=ΨHd

d
， （2.25） 

( ) ( )
3

2

2

2

2
)2cos(88)2sin(4)2cos(ˆ

ω
ωωωωωω

ω
−+−

=ΨHd
d

， （2.26） 

當 ( ) 0ˆ =Ψ ω
ω Hd
d

時，最小之三組根分別為 9804569=ω 、 πω 4= 以及 48827=ω 。分

別代入式（2.26）可得： 

0
6481
479

980
4569ˆ

2

2

<−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ΨHd

d
ω

， （2.27a） 

( ) 0
2840
1134ˆ

2

2

>=Ψ π
ω Hd
d

， （2.27b） 

0
4286
101

48
827ˆ

2

2

<−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ΨHd

d
ω

， （2.27c） 

當 9804569=ω 時有極大值，為第一波峰；當 πω 4= 時有極小值，為第一波谷；當

48827=ω 時有極大值，為第二波峰。第二波峰與第一波峰之峰值比約為 0.27。 

於小波分析中，對於不同之分析資料往往會選用不同之 a 值。所以，有必要探討對

於不同 a 值其對應之峰值關係。任意尺度因子 a 值與平移因子 b 值下之 Haar 小波函數

之傅利葉轉換為： 

( )ωωω aaedte
a

bt
a

bt
H

biti
HH Ψ=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

Ψ=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

Ψℑ ∫
∞

∞−

− ˆ ， （2.28） 

而其振幅表示式則為： 

( )
ω

ω )2cos(12 a
a

bt
H

−
=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

Ψℑ ， （2.29） 

在任意 a 值下，其各個峰值所對應之頻率位置可表示為 aiai ωω =, ；其中 iω 代表 1=a 時

第 i 個峰值之位置。代入（2.29）式，各峰值大小為： 
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( ) ( )
i

i

ai

ai

a

a

ω

ω

ω

ω )2cos(12)2cos(12

,

,
−

=
−

， （2.30） 

於任意 a 值下，其頻率域之振幅與原始函數之頻率域振幅函數相差 a 倍。由此可推

算，第二峰值與第一峰值之比值必為常數（約為 0.27）。也就是說，當一反應經某一 a

值 Harr 小波函數轉換至小波域後，該反應頻率大於該 Haar 小波函數傅氏譜之第一波谷

所對應頻率者至少被濾掉 70%以上。此將導致增加吾人識別該等高頻振動頻率之困難。

但相反地，經過如此之小波轉換，將有利於吾人識別該 Haar 小波函數振幅第一峰值附

近之自然振動頻率。依此觀念，吾人取對應各不同 a 值 Haar 小波函數傅氏譜最大峰值

80%以上區間之頻率，視為濾波後之”主要頻率保留區間”。意即，當一反應經某一 a 值

Haar 函數小波轉換後，將有助於識別位於該 Haar 函數主要頻率保留區間內之自然振動

頻率。 

對其不同 a 值，定義該 Haar 小波函數振幅最大峰值 80%以上之頻率區間，為”主要

頻率保留區間”。因此，Haar 小波函數在 1=a 之情況下，其頻率分布集中之上界與下界，

可由以下之關係式求得： 

( ) ( )
1093
7928.0)2cos(12ˆ ×=

−
=Ψ

ω
ωωH ， （2.31） 

此函數無法求得解析解；故以圖解法對此方程式兩邊之函數作圖，以找出兩函數之交

點，此交點即為此方程式之解。所得之結果約為 [ ]2051392,10122745 ，將此結果之單位

以（Hz）表示，則定義出濾波後之”主要頻率保留區間”為 [ ]0807.1,4313.0 。由上述之對

任意 a 值之小波函數經由傅利葉轉換至頻率域之特性可知，而對所有 a 值而言，最大峰

值 80%以上之區間則為 [ ]aa 0807.1,4313.0 。 

因此，若欲以 Haar 小波函數識別本章數值模擬結構模型第一模態，很顯然，吾人

可取 9.0=a 。同理，若欲識別第二模態與第三模態者，吾人則取 22.0=a 者。而要識別

第四模態以上者，可取 08.0=a 。如此即可獲得所有模態之自然振動頻率、阻尼比以及

振形。此種選擇 a 值之前提是事先知道欲識別自然振動頻率之區間，此區間通常可以由

反應之傅氏譜得知。相反地，若此類信息無法事先預知，那任選一 a 值，在該 a 值 Harr
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函數”主要頻率保留區間”內，隨（I,J）階數增加，振動頻率穩定被識別者，則吾人可很

有信心認定該振動頻率即為結構系統之自然振動頻率。 

為比較識別模態及理論模態之吻合程度，可利用 MAC（modal assurance criterion）

值為指標(Allemang 與 Brown, 1983)，其定義為： 

( )
{ } { }

{ } { }{ } { }iT
T

iTiI
T

iI

iT
T

iI
iTiIMAC

ψψψψ

ψψ
ψψ

2

, = ， （2.32） 

其中{ }iIψ 與{ }iTψ 分別為識別與理論之第 i模態。由以上之定義式可看出，當兩模態完全

一致時，MAC=1。但當兩模態差異甚大時，則 MAC 值越接近於零。 

 當識別之振動頻率與阻尼比分別與理論值相差小於 2％和 20％，且 MAC 值 9.0≥

時，可認定此識別結果為“準確”。 

以 Haar 小波函數識別本章數值模擬結構模型，可選取之 9.0=a 、 22.0=a 以及

08.0=a 。其對應之”主要頻率保留區間”分別為 [ ]201.1,479.0 （涵蓋模型之第一振態）、

[ ]912.4,961.1 （涵蓋模型之第二振態與第三振態）以及 [ ]509.13,391.5 （涵蓋模型第四以

上之振態）。針對數值模型所得之相對加速度訊號進行識別，訊號中將不含任何雜訊。

所得結果分別示於表 2.2~表 2.4。表 2.5 為同時考慮以上三組 a 值之識別結果（即於式

（2.13）中同時引入 3 個不同 a 值）。在識別過程取 ARX 模型階數 ( ) ( ) ( )16,16~2,2, =JI

之識別結果，以觀察此識別方法之穩定性。 

由此些結果顯示，對於處理無雜訊之反應，取不同 a 值對識別結果並無明顯之影響。

取不同 a 值，不僅有效識別出”主要頻率保留區間”內之模態，甚至連保留區間以外之模

態皆能準確識別。若同時考慮以上三組 a 值之進行識別，其識別結果亦無明顯差別。且

考慮不同之模型階數（I,J）進行估算所得之自然振動頻率、阻尼比與振態均相當穩定。 

2.4.3 雜訊之影響 

量測資料難免會含有雜訊，尤其是現地量測資料。通常，隨著雜訊之增加，識別之

品質即隨之降低。雜訊之多寡可以噪訊比（noise-signal ratio, NSR）來定量。一般而言，
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NSR 可定義為雜訊均方根與真正訊號（不含雜訊）均方根之比值。為瞭解雜訊對識別品

質之影響，於數值分析所得之相對加速度反應及輸入反應中加入白色雜訊，使得 NSR=10

％或 NSR=20％。然後，分別對此兩組含有雜訊之訊號，依此分析流程進行識別，並與

未含雜訊之分析結果比較。 

圖 2.6 為分別以 a=0.9、a=0.22 以及 a=0.08 於各階數下之識別結果。由該結果可發

現，當訊號受到污染時，嚴重影響識別之品質，須要較高階之 I 及 J（相對於無雜訊者）

方能得到精確之結果。相對於“主要頻率保留區間”外之模態識別，於“主要頻率保留區

間”內之模態均能以相對較低之階數得到準確之答案。以 a=0.9 識別第一模態時，當階數

為 I=J=3 時即可或得準確之結果；以 a=0.22 識別第二模態與第三模態時，當階數為 I=J=5

時即可或得準確之結果；以 a=0.08 識別第四以上之模態時，當階數為 I=J=8 時即可或

得準確之結果。由圖 2.6，可看出隨著階數增加，其識別結果相當穩定。 

圖 2.7 為同時考慮此三組尺度因子之識別結果。相較於無雜訊反應之識別可發現，

其所須之階數須提高為 I=J=23 時方可得到準確之結果，該階數亦遠高於用不同 a 值識

別各相應“主要頻率保留區間”內模態者。由圖 2.7 可看出雖然雜訊會使識別品質受到影

響，但是隨著階數之提升其識別結果亦將趨於穩定。 

若考慮含有 20%噪訊比之輸入資料與輸出反應（其輸入之地震訊號與頻譜圖如圖

2.8 所示；圖 2.9 則分別為第二、四和六樓層加入 20％噪訊比之反應加速度反應與頻譜

圖）。圖 2.10 為分別利用 a=0.9、a=0.22 以及 a=0.08 所識別之結果。該結果顯示要精確

地識別“主要頻率保留區間”內之模態須要更大之 I 與 J（相對於 10％雜訊者）。以 9.0=a

識別模型之第一振態時，其收斂之階數為 I=J=9；以 22.0=a 識別模型之第二振態與第

三振態時，其收斂之階數為 I=J=14；以 08.0=a 識別模型第四以上之振態時，其收斂之

階數亦為 I=J=20。當階數逐漸提升時，尚能穩定識別出準確之答案。 

圖 2.11 為同時以三組 a 值之係數以識別此模型之全部模態之結果，當 I=J=56 方能

得到準確答案。隨著階數之提升其識別結果亦趨於穩定。 

從以上數值模擬分析中，可歸納結論： 
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1. 當雜訊越多時（即 NSR 越大），須以越高階之（I,J），方能得到準確之結果。 

2. 配合選擇適當之 a 值，可用較低階之（I,J）準確得到該 a 值對應“主要頻率保留區

間”內之模態特性。 

3. 若欲同時取用數個 a 值以便同時可識別較多之模態，則須以較高階數（相對於單一

a 值者）方得準確解。 

2.4.4 小波函數之影響 

 小波分析相較於傳統傅利葉轉換更為優越，除了藉由選擇適當之尺度因子以對有興

趣之頻帶進行分析之外，其基底函數之選擇更為多樣化。此節將選用 Haar 以外之小波

函數，以探討不同小波函數對分析結果之影響。縱觀現有小波函數，可發現 Meyer 小波

函數具有頻率轉換函數之數學表示式，且具有很類似帶通濾波器之特性。因此，以下探

討利用 Meyer 函數處理含有雜訊反應。 

Meyer 小波之小波函數 MΨ 如圖 2.12 所示，但無數學表示式。該小波函數定義於頻

率域：  

( )

( )

( )

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡∉

≤≤⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

≤≤⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=Ψ −

−

3
8,

3
20

3
8

3
41

4
3

2
cos2

3
4

3
21

2
3

2
sin2

ˆ 221

221

ππω

πωπω
π

ππ

πωπω
π

ππ

ω ω

ω

ve

ve

i

i

M ， （2.33） 

其中， ( )sv 為構造 Meyer 小波之輔助函數： 

( ) ( ) [ ]1,020708435 324 ∈−+−= ssssssv ， （2.34） 

( )ωMΨ̂ 之各頻率分量如圖 2.13 所示，為有限支撐長度之正交小波。因此，配合此小波

函數之”主要頻率保留區間”，即可決定出適當之 a 值。 

圖 2.13 顯示 Merey 小波函數當 1=a 時之傅氏譜，相較於 Haar 小波函數其頻率之”

主要頻率保留區間”較為單純。由式（2.32）顯示， ( )ωMΨ̂ 在 3832 πωπ ≤≤ 之區間才有

值。若定義頻率分量為最大者之 90%以上之頻率區間為”主要頻率保留區間”，由式（2.32）
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可得此區間為 [ ]9311.0,5348.0 。因此，對尺度因子 a 之 Merey 小波函數的”主要頻率保留

區間”範圍為 [ ]aa 9311.0,5348.0 。此小波函數之頻率域中，除了定義之區間外，其餘部

份均為 0。由此可知，除非選擇 a 值所對應之”主要頻率保留區間”含蓋欲識別之振動頻

率，否則將難以獲取準確之結果。 

若欲以 Meyer 小波函數識別本章數值模擬結構模型第一模態，很顯然，吾人可取

1=a 。同理，若欲識別第二模態與第三模態者，吾人則可取 26.0=a 者。而要識別第四

模態以上者，可取 1.0=a 。如此方可獲得所有模態之自然振動頻率、阻尼比以及振形。 

 由以上之闡述中，已充份掌握 Meyer 小波函數之基本特性及其與 Haar 小波函數之

差異。為瞭解不同小波函數對雜訊處理之能力與識別結果之影響，以下將以 Meyer 小波

函數處理含有 20%雜訊之反應；並與前一節 Haar 小波函數分析之結果相比。 

 以 Meyer 小波函數識別本章數值模擬結構模型，所選取之 a 值分別為 1=a 、 26.0=a

以及 1.0=a 。其對應之”主要頻率保留區間”分別為 [ ]9311.0,5348.0 （含蓋模型之第一振

態）、[ ]5810.3,0568.2 （含蓋模型之第二振態與第三振態）以及 [ ]3106.9,3476.5 （含蓋模

型第四以上之振態）。其識別結果示於圖 2.14。欲得準確之識別結果，以 1=a 識別模型

之第一振態時，須以階數為 10≥= JI ；以 26.0=a 識別模型之第二振態與第三振態時，

則須階數為 6≥= JI ；以 1.0=a 識別模型第四以上之振態時，須 14≥= JI 。與 Harr 小

波函數相較之下，整體上所使用之模型階數 ( )JI , 有些微減少。另外，值得注意的是，

在”主要頻率保留區間”外之模態是無法被識別。 

若嘗試同時以三組 a 值之係數以識別此模型之全部模態（圖 2.15），其所須之模型

階數為 ( ) 35, =JI 。由圖 2.14 顯示之結果可知，發現以 Meyer 小波函數所須之階數亦比

Harr 小波函數小很多。 

2.5 應用於處理振動台試驗反應 

 經探討各種參數對識別結果之影響。本節將所建構之識別程序應用至分析三層樓鋼

構之振動台試驗數據。藉此驗証本分析流程推廣至實測動態反應之可行性，並了解此些

結構系統之自然振動頻率、阻尼比與振態。並與有限元套裝軟體分析依設計圖架構模型
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所得動態特性相比。 

2.5.1 待測結構物 

 國家地震工程研究中心(Nation Center for Research on Earthquake Engineering, 

NCREE)對一長3m、寬 2m 之鋼構架進行一連串之震動台試驗（參看圖 2.16 及 2.17）。

此結構每一樓層樓版部分為許多小樑所組成，並於每個樓版組上配置 14 組重鉛塊。每

組配重鉛塊包含四塊鉛塊與夾具，重 250kg。14 組配重鉛塊組共重 3500kg。圖 2.18 所

示為試驗中所設加速度反應量測點位。圖 2.16 所示為 Benchmark C1 之模型為標準模型，

Benchmark C2 為一勁度不對稱之結構。Benchmark C2 模型乃以標準模型為基礎沿著短

軸方向兩側邊均加裝斜撐以提高勁度；而沿長軸方向則僅於其中一側邊加裝斜撐。為方

便表示，以下定義 X 軸為長軸向；Y 軸為短軸向。 

 因 Benchmark C1 之模型為一對稱系統，其水平反應彼此獨立且不與扭轉運動耦合。

從分析角度而言，Benchmark C1 為一很單純之系統。以下藉由 Benchmark C1 進行之線

性實驗資料進行識別，並與 Benchmark C1 之有限元素模型相互比對以確認此識別程序

之可靠性。 

Benchmark C2 模型為一勁度不對稱之結構，其質量中心與勁度中心並不重疊，於長

軸方向勁度中心明顯偏離質量中心。因此，當輸入 X 軸方向加速度時，X 軸方向之輸出

訊號將包含轉動與平移運動之合成；而加裝於 X 軸向之斜撐以右上左下之形式安裝於側

邊，此架設方式多少會影響 Y 軸向之勁度中心，其扭動與平移方向之運動藕合程度將由

分析結果做進一步之研判。研究中將對此模型之動態反應資料進行識別工作。 

於試驗中，各樓層之絕對位移和絕對加速度反應於均有記錄下來。另外，一些應變

計亦被設置於第一樓層間之柱上。原始資料之取樣率為 200Hz，其與實際應用之典型取

樣率相稱。分析反應相對較大之 5 秒區間，以減少雜訊(含微動)之影響。當輸入訊號為

白噪或 EL centro 地震時，取 10~15 秒區間內之反應進行分析；當輸入訊號為集集地震

時，則取 30~35 秒區間內之反應進行分析（參看林, 2006 及黃, 2005）。 

2.5.2 Benchmark C1 之識別結果 
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Benchmark C1 模型以有限元素分析套裝軟體 SAP2000 建模分析，所得之 X 向與 Y

向之振動頻率與每一樓層之模態反應示於表 2.6。X 向之參考自然振動頻率分別為 1.45、

4.66 以及 7.79Hz；Y 向之參考自然振動頻率分別為 1.05、3.23 以及 5.10Hz。 

為較易準確地識別 Benchmark C1 模型之動態特性，分析以白噪訊號輸入之反應。

因為白噪輸入之頻寬較一般地震輸入者為寬，其輸入歷時及頻譜反應示於圖2.19。圖2.20

為第二樓頂 X 向各量測點之反應及頻譜圖，完整資料收錄於林(2006)與黃(2005)之報告

中。由圖 2.20 所示量測點之頻譜圖可看出實際結構之自然振動頻率與有限元素模型所得

者大致吻合。 

理論上，Benchmark C1 為一對稱系統，因此 X 向與 Y 向之模態識別可獨立進行。

另外，於 X 向兩側或 Y 向兩側所量的之反應理論上應該會有很大的相似性，為避免扭

轉反應之影響，於分析時取各樓層 a 柱與 b 柱(參看圖 2.18)之平均反應。但是，於 X 向

之反應中，第一樓層 a 柱之量測訊號並不合理；因此，該樓層只取 b 柱之量測反應。於

Y 向之反應中，第一樓層 b 柱之量測訊號亦為不正常因此，分析 Y 向時除了第一樓層之

量測反應僅取 a 柱之量測結果。利用 Harr 小波函數進行分析 X 向反應時，取 5.0=a 識

別第一模態； 12.0=a 識別第二模態與第三模態。分析 Y 向反應時，取 5.0=a 識別第一

模態；取 15.0=a 識別第二模態與第三模態。其 X 向與 Y 向之識別結果示於表 2.7，其

中 MAC 值之計算乃以有限元素分析套裝軟體 SAP2000 所得之模態為參考模態。MAC

值顯示有限元素模式與識別所得之模態振形非常一致。除最高模態之頻率，有限元素模

式與識別所得者非常一致。 

2.5.3 Benchmark C2 之識別結果 

識別 BenchmarkC2 模型動態特性時，吾人將考慮白噪訊號、El Centro 以及集集地

震等資料輸入時之反應，以瞭解不同頻寬之輸入對本研究所提識別方法分析能力之影

響。 

一般地震資料之能譜階集中於10Hz以內非對稱結構Benchmark C2由於加裝了許多

斜撐，其勁度大幅提升。以一般之地震記錄輸入而得之反應進行分析恐將忽略部份高頻

之模態。因此，除了以一般地震反應進行分析外，更考慮以白噪為輸入並對其動態反應
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進行識別，並比較此識別程序對於高頻模態之處理效果。 

白噪輸入及頻譜示於圖 2.21 中。圖 2.22 分別為第二樓層各量測點之輸出歷時及頻

譜反應。從頻譜中可發現 3(Hz)、10~13(Hz) 、16~17(Hz)、22(Hz) 、29~31(Hz)以及 37(Hz)

附近等頻率區間有明顯之峰值。因此，可初步判斷結構系統之模態必定落於此些頻率

區間內。而以 EL centro 地震與集集地震輸入時，其歷時圖與頻譜圖分別示於圖 2.23

與圖 2.25 中。圖 2.24 與圖 2.26 分別為此兩組地震作用時第二樓層各量測點之輸出歷時

及頻譜反應。由其頻譜圖可發現，30Hz 以上高模態之振動頻率僅能於第一樓層之頻譜

反應發現峰值。 

 以 Harr 小波函數或以 Meyer 小波函數進行識別所須之 a 值，可由頻率圖之初步分

析結果決定。以 Harr 小波函數進行識別時，取 15.0=a 識別 [ ]2047.7,8780.2 區間內之模

態；取 06.0=a 識別 [ ]0117.18,1950.7 區間內之模態；再取 025.0=a 識別 [ ]2280.43,2680.17

區間內之模態。表 2.8 所示為白噪輸入，以 Harr 小波函數進行識別所得之自然振動頻率、

阻尼比與每個自由度之模態反應。圖 2.27 所示為將以上識別出之模態振形以圖形表示。

若輸入訊號改以 EL centro 與集集等地震資料，則其識別結果如表 2.9 所示。表中之 MAC

值為相對於以白噪輸入所獲得之模態。 

以 Meyer 小波函數進行識別時，取 18.0=a 識別 [ ]1728.5,9711.2 區間內之模態；取

07.0=a 識別 [ ]3014.13,6400.7 區間內之模態；取 04.0=a 識別 [ ]2775.23,3700.13 區間內之

模態；最後以 023.0=a 識別 [ ]4826.40,2522.23 區間內之模態。表 2.10 所示為白噪輸入，

小波函數進行識別所得之自然振動頻率、阻尼比與模態振形。圖 2.28 所示為將以上識別

出之模態振形以圖形表示。若輸入訊號改以 EL centro 與集集等地震資料，則其識別結

果如表 2.11 所示。表中之 MAC 值為相對於以白噪輸入所獲得之模態。 

由圖 2.27 和 2.28 與表 2.8 及 2.10 等模態圖可看出，第一個模態為 X 向為主之振態；

第二個模態為 Y 向為主之振態；而第三個模態應為為轉動為主之振態；而第四個以上之

模態為轉動與平移藕合，難以確認其主要運動方向。 

 分析過程由於 Meyer 小波函數所函蓋之”保留區間”相對於 Harr 小波函數來的較

窄，而且此勁度不對稱之結構其主要振頻分部之範圍較廣；因此，以 Meyer 小波函數進
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行分析時須要用到 4 組 a 值，而以 Harr 小波函數進行分析，僅須 3 組 a 值。而對於做

用於此勁度不對稱系統之各種輸入及其輸出反應進行系統識別，其所識別之自然振動頻

率、阻尼比以及振態相當雷同。藉由此進行一連串之比對，可確認此識別結果之可靠性。 

以 SAP2000 建立 Benchmark C2 之模型，其模型之參考自然振動頻率與對應之振態

示於表 2.12。由量測所得之輸入資料與輸出反應識別此勁度非對稱結構（Benchmark 

C2），所得之識別結果與有限元素分析值並不全然一致。此差異顯示利用設計資料建立

有限元素模型與實際鋼構有所差異。雖然，在對稱結構（Benchmark C1）之結果顯示，

有限元素模型能順利展現實際鋼構之行為；但於非對稱結構系則不然。將來實有必要再

進一步探討 Benchmark C2 有限元素模型之問題。 

2.6 應用於處理橋樑衝擊實驗反應 

於 2.5 節之實驗室鋼構反應訊號分析中，已能充份驗証本分析流程推廣至實測動態

反應之可行性。本節將所建構之識別程序應用至垂直向(Z 向)橋樑衝擊載重試驗。藉此

了解此些橋樑系統之自然振動頻率、阻尼比與振態。 

本節所分析之橋樑為跨越基隆河，聯絡台北萬華與板橋之萬板大橋。萬板大橋為一

多垮連續變斷面預力箱型拱橋(如圖 2.29 所示)，分為五跨，全長 440 公尺，除了 17P 與

22P 為滾輪支承外，其餘皆為固接方式與上部結構銜接。跨長分別為 55 公尺、110 公尺、

110 公尺、110 公尺、及 55 公尺。 

本文分析之資料為由楊等人(2000)所進行之全線衝擊試驗。因受限於集錄系統之頻

道數，在整個測站擺設方面，以每 20 公尺之距離擺設一個速度感應子，每一段量測總

長為 140 公尺為原則，共分四段量測。每相鄰段之間有兩個重複測站，以做為連結各段

模態振形之用（參看圖 2.29）。量測時均將感應子置於橋樑斷面中心。於每一段每個方

向之量測時間皆為 1.5 分鐘，取樣頻率為 100HZ，取樣點共 9000 點。取衝擊後 5 秒長

之速度反應進行分析。 

2.6.1 動態資料初判 

圖 2.30 為萬板大橋在受衝擊後，於四段量測資料中各挑一測點之垂直向（Z 向）所
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繪製之歷時反應圖與頻譜圖，此些測點對應之位置分別為橋面版上 80m、180m、280m 與

380m 之位置。在各量測段之歷時反應中，可觀察到皆有一個特別大之峰值出現，此反應

是因為衝擊力所造成之結構反應。如同一結構承受一個脈衝荷重一樣，當衝擊力作用

時，結構反應瞬間放大；其後，結構反應則以自由振動之方式衰減，因為結構體本身具

有阻尼所造成，約於 30 秒後已衰減至一般之微動反應。量測之垂直向反應中，於到達

最大峰值反應前，有一個較微動反應為大之反應，此乃卡車啟動所造成之擾動。由於分

析過程假定實驗之衝擊力量為一脈衝荷重，而卡車之啟動效應可能會影響分析之結果。

因此分析時此部分之資料將不于考慮。由頻譜圖中表現最高峰振福所對應之頻率可初步

判定為結構之基本自然振動頻率。由各量測點之頻譜反應可約略看出 1~2Hz、2.5Hz、

3.5Hz 左右、4.5Hz 以及 5.5Hz 左右各有明顯之峰值。 

2.6.2 動態特性之識別結果 

利用 Harr 小波函數進行分析；考慮以 4.0=a 與 2.0=a 分別識別 [ ]7017.2,0792.1 與

[ ]4035.5,1585.2 區間內之模態。其結果示於表 2.14 與圖 2.30。分析所得第一模態之自然

振動頻率為 1.49Hz，阻尼比為 3.39%。識別出低於 5Hz 之模態總共有六組，全部模態之

阻尼比介於 1.5%~5%之間。表 2.14 亦列出前人之識別結果（林,2000），兩種方法所得結

果一致，惟林（2000）於 5Hz 內之結果漏掉 3.03Hz 之模態。 

所識別得之模態振形圖示於圖 2.31。此橋樑基本上無明顯之不對稱，故所得之模態

振形應亦接近對稱或反對稱。而由所得之振形可看出，所識別之第二模態、第三模態、

第四模態、第六模態與第七模態之振形為近似對稱；所識別之第一模態與第五模態之振

形為近似反對稱。 

2.6.3 有限元素模擬結果 

 由於萬板大橋為一對稱橋體，因此可預期該橋體於垂直向、橫向及縱向之振動行為

可能互相獨立。前人(黃，2000)利用有限元素分析軟體 SAP2000，分別以 278 個樑元素

模擬整個結構，並且利用等值彈簧勁度模擬橋樁基礎與土壤互制行為，另外，為考慮完

工之真實情形，於橋樑兩端加上臨跨質量的一半，以模擬臨跨效應。所得之垂直向模態

如表 2.14 所示，而振形如圖 2.31 中之虛線條所示。 



 27

 將實驗結果與有限元素分析之結果進行比對其結果亦示於表 2.13，由分析結果可發

現識別所得之第一模態可對應有限元素模型之第八個模態；第二模態可對應有限元素模

型之第十個模態；第三模態與有限元素模擬所得之第十一個模態，雖然於中間跨處有些

微之差異，但整體振形仍大致相仿；第四模態則近似於有限元素模擬所得之第十四個模

態；第五模態相仿於有限元素模擬所得之第十五個模態振形；第六模態與有限元素分析

所得之第二十二個模態振形相似；第七模態則與有限元素分析所得之第十四個模態振形

相似。 

 以有限元素模型所得之數值模態雖能於識別所得之結果中找到對應或相仿之模

態，但其對應頻率並不一致。由此可知，依設計圖所建立之有限元素模型尚無法完全符

合興建完成後之結構行為。施工中混凝土及鋼材之材料性質與設計者之相異性及有限元

素模型中邊界條件之模態是否與實際者符合，均會影響有限元模型及試驗資料識別結果

之一致性。依設計圖所建立之有限元素模型將有必要進一步修正。 

 另外值得注意的是，與識別所得對應之有限元振態，其自然振動頻率大部份較識別

所得者明顯低許多；此代表有限元模式之勁度遠比實際結構小許多。即是設計分析中所

用之勁度過於保守。 

2.7 小結 

本章提出了一套基於連續小波轉換之線性系統識別模式。根據小波函數之頻帶決定

出“頻率保留區間＂，並由此決定出合適之尺度因子，透過連續小波轉換將量測之系統

反應轉換至小波域中，於轉換過程可對量測反應進行濾波。利用連續小波轉換之平移不

變性於小波域中架構 ARX 模型，估算出模型中之待定係數矩陣，接著經由系統識別程

序，可有效率地獲得系統之模態參數(如自然振動頻率、阻尼比、以及振動模態)。研究

中亦藉由數值模擬探討各種參數以及雜訊之影響，並應用於振動台試驗與橋樑現地衝擊

試驗資料，以識別結構之模態特性。值得一提的是，連續小波轉換應用於系統識別之結

果除可做為有限元素分析模型之修正參考外，亦可對訊號進行濾波以降低識別參數所須

之模型階數。 

本文首先針對六層樓剪力建築物之地震反應數值模擬，進行系統識別。並對模型階
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數、雜訊之影響、以及改變基底小波函數之尺度因子等問題進行參數探討。以利使用者

能更容易地掌握此識別方法之準確性。此外，雜訊對於系統識別之結果而言具有相當大

之影響，本研究中對於以連續小波理論出發之濾波原理做一深入探討，並以不同小波函

數之“頻率保留區間＂挑選適當之尺度因子，以提升識別之結果。 

接著，以國家地震工程研究中心之三層樓鋼構，於各種輸入下之振動台實驗記錄，

對標準構架與非對稱鋼構架進行識別工作。特別是非對稱結構之識別，可觀察其平移與

扭轉偶合之模態反應。另外，以 SAP2000 建立此些模型以獲得其理論解，逐步驗證各

個主要之振動模態，驗證本文所提之連續小波轉換應用於系統識別之方式。 

進一步將此識別方式應用於橋樑結構之模態識別，研究中對於萬版大橋之垂直向衝

擊載重實驗所得之數據進行分析，以識別萬版大橋之垂直向動力特性。結果共識別了七

個模態，其所得之頻率與阻尼比絕大部分與前人所得之結果相合，且能識別出前人忽略

之模態；另外與有限元素分析所得之結果相比較，亦能找到對應之模態振形。 
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第三章 以多項式基底架構 TVARX 模式暨識別瞬時模態參數 

3.1 前言 

 本章主要是發展基於多項式基底架構 TVARX（time varying autoregressive with 

exogenous input）模型以識別線性時變系統之瞬時模態特性。此方法主要是透過量測之

輸入與輸出反應架構 TVARX 模型；TVARX 模型之時變係數將以多項式基底展開，並

利用不同技巧求得 TVARX 模型之參數，再進一步估算時變系統識瞬時模態參數。3.2

節主要介紹利用加權基底函數法（Weighted Basis Function approach, WBF）以及移動最

小平方差法（Moving Least Square method, MLS）架構 TVARX 模式，並介紹瞬時模態特

性之識別方法。3.3 節利用中央差分法將時變運動方程式展開，以推導 TVARX 與運動

方程式之對應關係。3.4 節將由前節所得對應關係式驗證瞬時模態之估算方法，並將探

討不同反應資料所架構之 TVARX 模型對識別結果之影響。3.5 節則是將 3.2 節中所提出

之識別流程應用於四組不同時變曲線之時變系統，比較此兩種架構 TVARX 模型方法之

分析結果，並進一步探討多項式基底冪次、選用權重函數之支撐範圍以及移動最小平方

差法之節點數等各項參數對識別結果之影響。3.6 節則是將 TVARX 模型結合移動最小

平方差法之識別流程應用於混凝土門型架構之震動台試驗反應。3.7 節則對此章之研究

內容做個總結。 

3.2 理論背景 

 本節將介紹兩種架構 TVARX 模型之方法，分別為加權基底函數法（WBF）

(Niedwiecki, 2001)以及移動最小平方差法（MLS）(Liu, 2003)。加權基底函數法乃將時

變係數以基底函數展開，再透過加權最小平方差法逐點計算每個時刻之模態特性。此方

法之特性為可以較少之基底數量獲得準確之結果；但逐點計算導致運算過程耗時。移動

最小平方差法則是時變係數以基底函數展開後，先結合權重函數估算各個節點(nodal 

points)之形狀函數，接著再以最小平方差法反算每個形狀函數對應之係數。此方法不僅

能以較少之基底展開，而且計算過程較為省時。 

值得一提的是，以加權基底函數法進行估算，每次反算涵蓋之資料數與權重函數支

撐範圍相關。若是分析資料含有雜訊，將較難在計算過程中降低雜訊之影響。而以移動
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最小平方差法進行估算，於計算時每組形狀函數涵蓋之資料數將與分析資料長度一致，

則可透過再次之最小平方差降低雜訊之影響。 

3.2.1 以 WBF 架構 TVARX 模型 

時變 ARX（TVARX(I,J)）模式定義為 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )tjttittt
J

j
j

I

i
i nafΘyΦy +−+−= ∑∑

== 01
，  (3.1) 

其中， )( it −y 是在 tit Δ− 時刻下量得之反應向量； )( it −f 是在 tit Δ− 量得之外力輸入向

量； )(tiΦ 和 )(tjΘ 為待測之時變係數矩陣； )(tna 為誤差向量，由於量測噪訊或模型誤

差所造成。TVARX 通常被應用於架構時變線性系統或非線性系統之輸入與輸出關係。

當利用 TVARX 模式建構一非線性系統之輸入及輸出時；即是將與位移或速度反應相關

之系統特性(勁度或阻尼，為時間之隱函數)以一等價之時間顯函數替代。 

以加權基底函數技巧建立 TVARX 模式時，將 TVARX 之系數函數以選定基底函數

展開。在傳統之基底函數展開法（即為本節中權重函數為定值之特例）常用之基底函數

之種類包括有 Walsh 函數（Zou, 2003），富利葉級數（Marmarelis, 1987），Legendre 

polynomials（Niedwiecki, 1988），小波函數（Tsatsanis, 1993）等。本章則利用多項式函

數，並配合加權最小平方差法，以求取函數展開之係數。對式(3.1)中之係數函數以多項

式函數展開，即令： 

( ) ∑
=

=
Ni

n

n
nii tt

0ˆ

ˆ
ˆAΦ ， ( ) ∑

=

=
jN

n

n
njj tt

0ˆ

ˆ
ˆBΘ ，  (3.2) 

其中， ni ˆA 和 nj ˆB 為待測之係數矩陣。可利用加權最小平方差法求解 ni ˆA 和 nj ˆB 。定義誤

差估計函數為 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]∑
=

=
M

m
mn

T
mnmnn ttttwt

~

0~
~~~~~ , aaE ，  (3.3) 

其中，M~ 為估算 nt~ 時刻係數時，權重函數支撐長度(support)內之資料點數。此權重函數

亦可視為一窗函數。權重函數須為一正定函數(positive definite function)，本研究中選用

指數型權重函數： 
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( )
( )

⎪⎩

⎪
⎨
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>
≤=

−

10
1,

2

~~
d
dettw

d

mn

α

，  (3.4) 

其中， mmn dttd ~~ −= ； md 代表w支撐長度。此函數圖形如圖 3.1 所示；其中 3.0=α 。 

式(3.2)代入(3.1)則可得： 

( ) ∑ ∑∑ ∑
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ˆ~ ~~~ fByAyan ，  (3.5) 

再代入式(3.3)；當誤差估計值最小時，誤差估計函數對各個係數取導數須為零： 

[ ]0
A
E

=
∂
∂
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； [ ]0
B
E

=
∂
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，  (3.6) 

依上式整理可得： 
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~ˆ~~ ~~~, ，  (3.7a) 
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ˆ, ，  (3.7b) 

式（3.7）可以矩陣形式簡化表示為： 

WFVCWVV T
www

T
w = ，  (3.8) 

其中， 

[ ]TT
J

TTT
I

TT
w BBBAAAC ~~~~~~

1021 LL= ， 

[ ]
iiNiii AAAA L10

~
= , [ ]

jNjjjj BBBB L10
~ = ， 

[ ]Tttt M~10
yyyF L= ， 

( )Mwwwdiag ~10 L=W , ( )mnm ttww ~~~ ,= ， 

( )[ ] ( )[ ] ( )[ ][
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( )[ ] ( )[ ] ( )[ ] ( )[ ][ ]TT
itMN

T
itN

T
itNitN Miiii

tttt −−−− = ~10
~10 yΠyΠyΠyΠ L ， 

( )[ ] ( )[ ] ( )[ ] ( )[ ][ ]TT
jtMN

T
jtN

T
jtNjtN Mjjjj

tttt −−−− = ~10
~10 fΠfΠfΠfΠ L ， 

( ) [ ] [ ] [ ][ ]TN
mmmN

i

i
ttt ~~~ IIIΠ L= ， 

[ ]I 為維度與係數矩陣一致之單位矩陣。 

對(3.8)式求解即可得到每一時刻下時變係數以多項式基底展開所對應之係數。由此

即可得到此 TVARX 模型於某個時刻 ntt ~= 下之時變係數 ( ) ( )Iitni L2,1~ =Φ 。 

由式(3.3)可知『加權最小平方差法』可視為在欲分析之時間點周圍取一窗函數，且

此窗函數在靠近欲分析之時間點時有較大之權值。如此，所架構之矩陣 wC 為隨 t而改變

之係數矩陣；此外，分析過程不須太多之基底函數，即可得相當好之結果。然而，每計

算一個時間點之模態則須重新以加權最小平方差法計算係數矩陣 wC ，此分析過程相當

耗時。當所選用之權重函數為一常數（如， ( ) 1, ~~ =mn ttw ），則每一時刻下，各基底函數所

對應之係數即為常數；則其所得之結果與傳統基底函數展開法一致。 

3.2.2 以 MLS 架構 TVARX 模型 

多自由度時變線性系統之反應，利用時變 ARX（TVARX）模式已示於式(3.1)。以

下將以移動最小平方差法架構 TVARX 模式。TVARX 模型中之係數函數以多項式基底

函數展開。將式(3.2)以矩陣形式表式得 

( ) ii

Ni

n

n
nii tt PAAΦ ~

0ˆ

ˆ
ˆ == ∑

=

，  (3.9a) 

( ) jj

N

n

n
njj

j

tt TBBΘ ~
0ˆ

ˆ
ˆ == ∑

=

，  (3.9b) 

其中： 

[ ] [ ] [ ] [ ][ ]TIIIIP iN
i ttt L2= ，  (3.10a) 

[ ] [ ] [ ] [ ][ ]TIIIIT jN
j ttt L2= ，  (3.10b) 
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[ ]
iiNiii AAAA L10

~
= ，  (3.10c) 

[ ]
jNjjjj BBBB L10

~ = ，  (3.10d) 

ni ˆA 與 nj ˆB 為待定係數矩陣， [ ]I 為維度與係數矩陣一致之單位矩陣。 

 式(3.10)中之待定係數 ni ˆA 與 nj ˆB 可以權重最小平方差法（weighted least square）進行

求解。令 ( )ki tΦ 與 ( )kj tΘ 之真值分別為 ikΦ 與 jkΘ 。待定係數可透過誤差函數最小化求

得。以式(3.9a)為例，將 iA~ 之誤差函數定義為 

( ) ( ) ( )( )∑
=

−−=
il

l
iliilniliin ttt

1

~,~ ΦPAWΦPAE
T

，  (3.11) 

其中： 

( ) ( )[ ]IW lnln ttwtt ,, ~~ = ； il 為描述 ( )tiΦ 上所取之節點總數，其值遠小於反應總取樣點數。 

對函數E 最小化可得 

[ ]0
A
E

=
∂
∂

i
~ ，  (3.12) 

將誤差函數代入上式；整理可得 

( ) ( )tt iiii QΦAA =
~

，  (3.13) 

其中 

( ) ( ) ( ) ( )∑
=

=
il

l
lilnlii ttttt

1
, PWPA T

，  (3.14a) 

( ) [ ]TQQQQ
iliiii t L21= ，  (3.14b) 

( ) ( )lnliil ttt ,WPQ = ，  (3.14c) 

[ ]liiii ΦΦΦΦ L21= ，  (3.14d) 

則式中 iA~ 之解為 
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( ) ( )tt iiii
1~ −= AQΦA ，  (3.15) 

上式所求之 iA~ 為時間 t之函數，將之代入式(3.13) 

( ) ( )tt ipii ,
~ΦΦΦ = ，  (3.16) 

( )tip,
~Φ 為有限元素中所稱之形狀函數（shape function）矩陣 

( ) ( ) ( ) ( )TPAQΦ tttt iiiip
1

,
~ −= ，  (3.17) 

同理， ( )tjΘ 可用相同方式展開 

( ) ( )tt jpjj ,
~ΘΘΘ = ，  (3.18) 

其中： 

[ ]
jljjjj ˆ21 ΘΘΘΘ L= ，  (3.19a) 

( ) ( ) ( ) ( )TTBUΘ tttt jjjjp
1

,
~ −= ，  (3.19b) 

( ) ( ) ( ) ( )ljln

l

l
ljj ttttt

j

TWTB T ,
ˆ

1
∑
=

= ，  (3.19c) 

( ) [ ]TUUUU
jljjjj t ˆ21 L= ，  (3.19d) 

( ) ( )lnljjl ttt ,WTU = ，  (3.19e) 

而 jl̂ 為描述 ( )tjΘ 上所取之節點總數。如果對 TVARX 模型中之各個時變係數取相同之結

點數與相同之多項式基底，則簡化以上表示式。在式（3.16）與式（3.18）中未知數為 iΦ

和 jΘ 。 

 接著以最小平方差法對 iΦ 和 jΘ 求解。其誤差函數之定義為 

( )( ) ( )( )∑
=

=
N

n
nn

T
nn tt

1
aaE ，  (3.20) 

其中， N 為資料點數。由式(3.1)可知誤差可由下式表示  
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其中 

( ) ( ) ( )[ ]ititit
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對未知數取導數可得： 
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將以上之聯立方程組以矩陣形式表式可得 

mmmm CVVFV TT =⇒ ，  (3.24) 

其中 
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( ) ( ) ( )[ ]Tnttt yyyF L21= ， 
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 對 (3.24)式求解即可得到每個節點之真值，由此即可得到此系統於某個時刻 ntt = 下

之時變係數 ( ) ( )Iitni L2,1=Φ 。 

架構 TVARX 之各個時變係數時，可考慮不同之多項式階數 iN 與 jN 以及不同之節

點數 il 與 jl̂ 。於實際應用時若取相同之多項式階數以及相同之節點數，令

pJI NNNNNNN ======= LL 1021  ； nJI lllllll ======= ˆˆˆ
1021 LL 。每個時

變係數可使用相同之形狀函數，將可使運算過程更有效率。 

從量測反應建構適當之 TVARX 模式，通常吾人欲瞭解該時變線性結構系統之動態

特性隨時間變化之行為。此等信息有助於判斷結構系統之損傷情形。在瞬時 t 下， ( )tiΦ

與 ( )tjΘ 均為常數矩陣，故在瞬時 t 下，TVARX 模式，即對等於非時變之 ARX 模式。

依非時變 ARX 模式估算動態特性之方法，令 

( )[ ]

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
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[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
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MMMMMM

L

L

，  (3.25) 

在時變系統 [ ]G 將隨時間而改變。透過 2.3 節中之系統動態特性估算方法，即可獲得系

統之瞬時模態參數。瞬時模態參數之定義將於下節闡述。 

3.3 TVARX 與運動方程式之對等關係 

一結構系統之真實反應大抵滿足該系統之運動方程。若能找到運動方程與 TVARX

模式之對等關係，將有助於從結構動態反應建構適當的 TVARX 模式。本章首先推導單

自由度時變線性系統，再推廣致多自由度系統。 

3.3.1 單自由度系統 

 單自由度時變線性系統之運動方程式為： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )tftxtktxtctxtm =++ &&& ，  (3.26) 
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其中，m，c，k 分別為該系統之質量，阻尼係數及勁度，假設均為時間之函數； ( )tf 為

外力； ( )tx ， ( )tx&  及 ( )tx&& 分別為位移，速度及加速度反應。 

 一時變系統之瞬時模態參數可透過式(3.26)表示，其定義方法類似於線性非時變系

統之模態參數 

)(
)()( 2)(
tm
tktft nn == πω ；

)()(2
)()(

ttm
tct

nω
ξ = ， (3.27) 

其中， )(tnω 與 )(tξ 分別為瞬時自然振動頻率與阻尼比，為時間函數。 

 單自由度系統 TVARX 模式為 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )tajtftitytty n

J

j
j

I

i
i +−+−= ∑∑

== 01
θφ ，  (3.28) 

在以下討論 TVARX 與運動方程式對等關係時，不考慮 TVARX 中之量測誤差項。 

 吾人可利用中央差分法（central difference approach）將式(3.26)離散化得 
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2
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2

，  (3.29) 

其中， tΔ 為時間增量。為對等式(3.29)與式(3.26)將式(3.29)表示成： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )121 121 −+−+−= tfttxttxttx θφφ ，  (3.30) 

其中， ( )itx − 即代表 ( )titx Δ− ； 

 ( ) ( ) ( ) ( )
( )tt

tttmttkt
Δ−

ΔΔ−−Δ−
−=

α
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2

1
2

， 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )tt
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α
φ 22

2 ， 

 ( ) ( )tt
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=
α

θ 1
1 ， 
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 ( ) ( )
( )

( )
( )t

ttc
t

ttmtt
Δ
Δ−

+
Δ

Δ−
=Δ−

22α ， 

 由於現地量測時，通常只量測速度或加速度反應，故若利用速度或加速度直接建立

TVARX 模式。將式(3.26)分別對 t微分一次及二次得： 

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )tftxtktvtktctvtctmtvtm &&&&&&& =+++++ ，  (3.31a) 

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )tftxtktvtktctatktctmtatctmtatm &&&&&&&&&&&&& =++++++++ 222 ，

 (3.31b) 

其中， ( )tv 與 ( )ta 分別代表速度與加速度反應。當欲用速度反應架構 TVARX 時，由式(3.26)

得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]tvtctvtmtf
tk

tx −−= &
1

，  (3.32) 

代入式（3.31a）得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )tftvtktvtctvtm =++ &&& ，  (3.33) 

其中 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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tktftf

&
& −= ，  

式(3.33)可應用中央差分法表示為 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2121 21021 −+−++−+−= tfttfttfttvttvttv θθθφφ ， (3.34) 

其中 
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當欲用加速度反應架構 TVARX 時，由式(3.33)得 
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，  (3.35) 

將式(3.32)與(3.35)代入式(3.34)，整理得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )tftatktatctatm ~~~ =++ &&& ，  (3.36) 

其中 
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同樣地，應用中央差分法至式(3.36)可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2~1~~2~1~
21021 −+−++−+−= tfttfttfttattatta θθθφφ ， (3.37) 
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2α ，  

因此，單自由度之線性時變結構系統，若以位移反應來建構 TVARX 模式；則其理

論階數 ( ) ( )1,2, =JI ，且 ( ) 00 =tθ 。若以速度或加速度反應來建構 TVARX 模式，則其理

論階數 ( ) ( )2,2, =JI 。 

3.3.2 多自由度系統 

 多自由度時變線性系統之運動方程式為： 

fxKxCxM =++ &&& ，  (3.38) 

其中，M、C和K 為結構系統質量、阻尼及勁度矩陣；f 為外力向量；而多自由度 TVARX

模式則可以式(3.1)表示當多自由度系統之所有自由度均被量測時，則推導運動方程式與

TVARX 模式之對等關係與上節所述者類似，只需將m，c及 k 分別以M，C和K 替代；

另外， x， x&和 x&& 分別由x ，x&和x&& 替代。因此，可得： 

( ) ( ) ( ) ( )121 11 −+−+−= tttt fΘxΦxΦx 2 ，  (3.39) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2ˆ1ˆˆ2ˆ1ˆ
2101 −+−++−+−= tttttt fΘfΘfΘvΦvΦv 2 ，  (3.40) 
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， (3.41) 
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矩陣下標 tt Δ− 代表該矩陣於 tt Δ− 時刻之矩陣。 

3.3.3 不完全量測自由度 

    當量測自由度較系統總自由度少時(即為非完全量測(incomplete measurement)時)，

TVARX 模式階數之推導如下： 

    由前面所述，當所有自由度均有量測時(以位移量測為例)，對應之 TVARX 模式可
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表示成 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )121 11 −+−+−= ttttttt fΘxΦxΦx 2 ，  (3.39) 

其中係數矩陣為時間 t之函數。 

    現假設該系統之總自由度為 dN ，量測自由度為 dN ；且假設 dd NpN ×= ，其中 p

為一整數。令量測自由度之反應歷時表示成 ( )tmx ，而未量測者表示成 ( )tux 。則式(3.39)

代表 dN 條線性方程式，其中有 ( ) dNp 13 − 個未知反應量(即 ( )tux 、 ( )1−tux 和 ( )2−tux )。 

    依式(3.39)，吾人亦可得： 

    

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )121

3242322

2131211
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ttttttt

tttttttx

fΘxΦxΦx

fΘxΦxΦx

fΘxΦxΦ

MMMM
， 

  (3.42) 

即式(3.42)中之 t 每以 it − 替代，則吾人得 ( )dd pNN = 條之方程式，但亦同時額外增加

( ) dNp 1− 個未知數。方程式之增加速度較未知數增加之速度快。當 32 −= pm 時，則有

( ) dpNm 1+ 條方程式，亦有 ( ) dpNm 1+ 個未量測值。利用此 ( ) dpNm 1+ 條線性方程，可將

此未量測值由己知量測值來表示。如此可將 TVARX 模式表示成： 

( ) ( ) ( )jtitt
p

j
jm

p

i
im −+−= ∑∑

−

=

−

=

fΘxΦx
22

1

12

1

))
，  (3.43) 

 以 p=2 為例，即量測自由度為總自由度之一半；依式(3.39)可得： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1~2~1~~ 121 −+−+−= ttttttt fΘxΦxΦx ，  (3.44a) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2~13~12~11~ 121 −−+−−+−−=− ttttttt fΘxΦxΦx ，  (3.44b) 

令量測與未知之反應向量可表示成： 
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量測與未知之待測係數矩陣可以下式表示： 
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則式(3.45)可整理為 
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將式(3.48)中量測與未知反應向量分開，並移項整理可得： 
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  (3.49) 

從式(3.49)可得： 
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其中： 
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帶回式(3.44)可整理得 
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jtitt fΘxΦx ，  (3.51) 

若 p 非為一整數時，即若 1+<< npn ，其中n 為一整數，則依上述之說明，

可知 TVARX 之 12 += nI ， nJ 2= 。 

3.4 以不同物理反應量架構 TVARX 對模態識別之影響 

依 3.2 節所述程序所得瞬時擬自然振動頻率及阻尼比之正確性，本節以一單

自由度系統透過嚴謹數學證明之。此證明將是首現於文獻。 

由 3.3 節所得 TVARX 與運動方程式之對等關係，當用位移反應建立 TVARX

模式時，得 

)1()()2()()1()()( 121 −+−+−= tfttxttxttx θφφ ，  (3.30) 

其中 
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如此，代入式(3.25)可得 [ ]G 為 
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⎦
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⎡
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12

10
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G ，  (3.52) 

令其特徵值為 112,1 iba ±=λ 。其中 
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=
2

)(2 2

1 ；
[ ]

tcm
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Δ+
+Δ−Δ

=
2

)(4 2/1222

1 ，  (3.53) 

上式及以下各方程式之推導，為了簡化該表示式，省略 m, c, k 函數中之

)( tt Δ− 。代入式 (2.16)，可得 
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利用 Taylor’s expansion，將上式之 ln 項及 1tan − 項展開可得 
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其中 

k
mT π2= ， 

m
cT

π
ξ

4
= ， 

( )[ ]nTtO Δ 代表含 TtΔ 階數大於（或等於）n 之項 

因為在利用有限差分法離散化運動方程式時，要求 1<<Δ Tt ；因此，上式之 1α 及

1β 可簡化成 

2/12
11 )1(2,2 ξπβπξα −≈−≈

TT
，  (3.56) 

故，依式(2.16)所得瞬時擬自然振動頻率及阻尼比為 

m
k

T
==

πω 2
1 ； ξξ =1 ，  (3.57) 
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因此，依式前節所得之瞬時模態估算結果即為系統在 tt Δ− 時刻之瞬時自然振

動頻率及阻尼比。 

若是利用速度或加速度建立 TVARX 模式，再依上節所述估算瞬時擬自然

振動頻率及阻尼比，則分別得速度反應建模之估算結果 

m
k

v =1ω ；
m
cT

v π
ξ

41 = ，  (3.58) 

其中： 
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( )tk

tktmtctc
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tktctctktk
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& −+= ， 

以及加速度反應建模之估算結果 
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其中 
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&

& −+=
~   ，     

 由以上關係式可明顯看出，由位移、速度與加速度反應估算結構系統之瞬時

模態反應，此三組反應所得之估算結果並不一致。由位移反應所得之瞬時模態與

理論值完全一致；而由速度反應估算之結果將包含 ( )tc& 與 ( )tk& 所構成之誤差項；

由加速度反應估算之結果將包含 ( )tc& 、 ( )tc&& 、 ( )tk& 與 ( )tk&& 所構成之誤差項。 

3.5 數值驗證 

 為驗證此識別方法對時變系統之識別效果，將透過一系列之數值模擬反應對

此識別流程進行驗證，並且進行各種參數之探討以掌握此識別方法之特性。考慮

一單自由度時變運動方程式： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) )(2 2 tatxttxtttx gnn −=++ ωωξ &&&   (3.60) 
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其中探討四種不同型式之瞬時模態參數定義如下： 

Case 1：平緩變化系統： 
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Case 2：週期變化系統： 
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Case 3：跳躍變化系統： 
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Case 4：折線變化系統： 
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  (3.64) 

 相較於平緩變化系統，週期變化系統之瞬時模態參數變化較為劇烈；而跳躍

變化系統則於某一時刻下為不連續之變化，其瞬時模態變化劇烈程度更甚於週期

變化系統；雖然折線變化系統之瞬時模態參數為連續變化，但是其變化曲線為一

次微分不連續。 

以 Runge-Kutta 求出此時變系統受地震輸入( )(tag )之動態反應，取時間增量

( tΔ )為 0.001 秒。輸入之地震反應及其頻譜圖如圖 3.2 所示。以下將利用位移反

應進行識別。而平緩變化、週期變化、跳躍變化以及折線變化系統之時間歷時反
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應及其頻譜分別示於圖 3.3。 

3.5.1 以傳統基底函數展開法架構 TVARX 模型 

 將 TVARX 之時變係數透過多項式基底函數展開，並以最小平方差法估算展

開基底對應之係數。於 TVARX 模式與運動方程之對應關係之推導中得知，

TVARX 之理論階數為 ( ) ( )1,2, =JI ；故對無雜訊干擾系統進行分析時模型階數將

取 ( ) ( )1,2, =JI 。以下將探討多項式階數對各組時變系統識別之影響，而識別結果

與實際時變特性之相對誤差定義如下： 

100%
)(

)()(
×

−

itrue

itrueiid

t
tt

ρ
ρρ

，  (3.65) 

其中 trueρ 與 idρ 分別代表瞬時自然振動頻率或阻尼比之實際值與識別所得之結

果。而相對誤差之平均值與標準差分別記為 μ與σ。圖 3.4 為各組時變系統在考

慮不同多項式階數下識別所得之相對誤差平均值以及標準差。 

 對平緩變化系統而言，多項式階數增加至 6左右即可獲得準確之結果；此後

多項式階數的增加其識別結果並無明顯差異。但是，當多項式階數增加至 20 以

上，識別所得之瞬時模態有較明顯之誤差。對週期變化系統而言，多項式階數須

增加至 20 左右方可獲得較準確之結果；此後隨著多項式階數之增加，所得之結

果其誤差量並無明顯改善之趨勢。對跳躍變化系統而言，多項式階數之改變對於

識別所得之結果並無明顯改善。對折線變化系統而言，多項式階數須增加至 20

左右方可獲得較準確之結果；此後隨著多項式階數之增加，所得之結果其誤差量

並無明顯改善之趨勢。此結果與週期變化系統類似。由各組時變系統之結果顯

示，多項式階次大於 20 之後，所得之識別結果普遍不佳。此現象有可能是由於

所使用基底函數階數過高易於造成病態矩陣。圖 3.5 所示為取多項式階數為 20

所得之識別結果。 

3.5.2 以加權基底函數展開法架構 TVARX 模型 

本小節將以 3.2.1 節所述之方法透過位移反應建構 TVARX 模型，並將探討
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此方法之各項參數（如多項式基底階數 pN 與加權函數之支撐長度 md ）對識別結

果之影響。 

圖 3.6 為各組時變系統在考慮不同多項式階數下識別所得之相對誤差平均

值以及標準差。由圖 3.6 可發現： 

(a)在識別平緩變化時變系統之瞬時模態時，當多項式階數增加至 2=pN

時，即可獲得準確之結果。當 pN 持續增加時，識別結果之誤差量並未明顯改變。

於使用低階之多項式基底時，取較小之 md 值( 2=md )之結果較佳；但當取較高

階之多項式基底時，取不同之 md 值並未明顯影響識別結果。且加權函數之支撐

長度改變時，雖然 2=md 所獲得之結果較佳，但亦與 4=md 及 6=md 之結果相差

不大。 

(b)識別週期變化時變系統之瞬時模態時，當多項式階數增加 2=pN 時，亦

可獲得準確之結果。當 4=md 及 6=md 時，多項式階數增加雖然能稍微改善識別

結果之誤差，但是其改善效果相當有限。隨著加權函數之支撐長度變小，對週期

變化系統是識別結果越佳。 

(c)識別跳躍變化時變系統之瞬時自然振動頻率，在多項式階數 2≥pN 之後

其識別誤差逐漸遞增，特別是權函數之支撐長度越小，誤差遞增量越大；而對瞬

時阻尼比之識別也有隨著多項式階數 2≥pN 其識別結果之誤差逐漸變大之現

象。 

(d)識別折線變化時變系統之瞬時自然振動頻率時，支撐參數 2=md 在多項

式階數 2=pN 時最小識別誤差，支撐參數 4=md 及 6=md 在多項式階數為

3=pN 時最小識別誤差；而對瞬時阻尼比之識別則是於多項式階數 2=pN 時有

最佳之識別結果。且隨著加權函數之支撐長度變小，對折線變化系統是識別結果

越佳。圖 3.7 所示為選擇多項式階數 2=pN 與加權函數之支撐長度 2=md ，所得

之識別結果。 

3.5.3 以移動最小平方差法架構 TVARX 模型 
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本小節將以 3.2.2 節所述之方法透過位移反應建構 TVARX 模型，將 TVARX

之時變係數以移動最小平方差法建構各個節點之形狀函數展開，再求得各形狀函

數所對應之節點值。分析中主要探討此方法之各項參數（如多項式基底階數 pN 、

加權函數之支撐長度 md 與節點數 nl ）對識別結果之影響。 

以多項式基底函數對時變係數展開時，選用固定之多項式階數 2=pN ，圖

3.8 為各組時變系統比較不同支撐參數在考慮不同結點數下識別所得之相對誤

差平均值以及標準差。分析中選用之加權函數支撐長度分別為 2=md 、 4=md 以

及 6=md 。由圖 3.8 可發現： 

(a)識別平緩變化系統之瞬時自然振動頻率時，當 2=md 時，取節點數 35≥nl

將有較好之結果，當 4=md 與 6=md 時，於圖中選用之節點數範圍內其識別之平

均誤差均遠小於 1%；在瞬時阻尼比之識別時，當 2=md 時，取節點數 35≥nl 將

有較好之結果，當 4=md 與 6=md 時，於圖中選用之結點數範圍內其識別之平均

誤差均遠小於 20%。 

(b)識別週期變化系統之瞬時模態時，其識別之平均誤差之趨勢與平緩變化

系統相似，唯有在 4=md 與 6=md 時當節點數 30≤nl 時，其識別之平均誤差略高。 

(c)識別對跳躍變化系統之瞬時模態時，當 2=md 時，節點數 35≥nl 其頻率

誤差之平均介於 1%~2%之間，而阻尼比誤差之平均介於 10%~20%之間；當

4=md 與 6=md 時，其頻率與阻尼比之識別誤差分別無法穩定控制於 2%與 20%

以下。 

(d)識別折線變化系統之瞬時模態時，其識別結果之平均誤差趨勢與平緩變

化及週期變化系統相似。 

當取 2=md 時，圖 3.9 為各組時變系統比較不同多項式階數在考慮不同結點

數下識別所得之相對誤差平均值以及標準差；分析中選用之多項式階數分別為

1=pN 、 2=pN 以及 3=pN 。由圖 3.9 可看出： 
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(a)識別平緩變化系統之瞬時模態時，當 1=pN 以及 2=pN 時，於節點數

35≥nl 有較小之識別誤差；當 3=pN 時，於選用之節點數範圍內其頻率與阻尼

比識別之平均誤差分別遠小於 1%與 20%。 

(b)識別週期變化系統之瞬時模態時，其識別誤差之趨勢與平緩變化系統相

似，唯在 3=pN 且當節點數為 20=nl 時，其頻率識別之平均誤差略高於 1%。 

(c)識別對跳躍變化系統之瞬時模態時，此三組多項式階數於節點 35≥nl

時，其識別頻率之平均誤差介於 1%~2%之間，而識別阻尼比之平均誤差介於

10%~20%之間。 

(d)識別折線變化系統之瞬時模態時，其識別之平均誤差趨勢與平緩變化及

週期變化系統相似。圖 3.10 所示為取 2=pN 以及 40=nl 所得之識別結果。 

以傳統多項式基底函數展開法架構 TVARX 模式並識別系統之瞬時模態特

性，須引入較高階基底函數方可能得到較好之識別結果；但使用高階之多項式基

底時，易造成病態矩陣並導致數值困難。以加權基底函數法建模並進行瞬時模態

之識別，雖然可使用較少之基底函數以獲得不錯之結果，但須於每一時刻計算基

底展開之係數，分析過程相當耗時。以移動最小平方差法建模並識別，不僅可以

少量之基底函數對時變係數展開，且計算形狀函數對應之係數僅須進行一次反

算，其識別效率優於傳統基底函數展開法與加權基底函數法。最後，值得一提的

是，利用多項式基底函數描述不連續函數（如 case 3），其效果如所預期地不理

想。 

3.5.4 雜訊之影響 

 為瞭解雜訊對識別品質之影響，於數值分析所得 case 2 之相對位移反應及輸

入反應中加入白色雜訊，使得 NSR=5％。然後，對此含有雜訊之訊號，進行識

別，並與未含雜訊之分析結果比較。以下將選用固定之多項式 2=pN 與節點數

40=nl ，探討當權重函數之支撐參數分別為 2=md 、 4=md 及 6=md 時，對應不

同 TVARX 模型階數 ( )JI , 之識別結果。 
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在求得模型中之係數後，欲進一步評估此模型是否能準確描述結構系統之輸

入與輸出關係，以下引入 AIC（Akaike’s Information Criterion, Akaike, 1973）及

FPE（Final Predication Error, Akaike, 1970）等兩種評估準則。通常利用前一步

預測值（one-step ahead prediction）與實際量測值之誤差定義損失函數，即 

( )∑
=

=
N

k
ktV

1

2
na  （3.66） 

一般而言，模型結構越複雜，其損失函數之值當然越小。因此，必須導入關於模

型之複雜度（即組成模型之參數），此兩種評估準則分述如下： 

1. AIC 是用以量測最似然推測法所得模型之不吻合度。其定義為： 

( ) ( )parameter2yprobabilit.maxln2 +−=AIC ， 

此時，AIC 值越小代表模型越接近真實系統。於計算 AIC 值時，或然率之

計算是必要的，但是在預測誤差為正規性之情況下，其表示法可改寫為： 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
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⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += V

N
n

AIC u2
1ln ， （3.67） 

2. FPE 之定義式如下： 
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NNn
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FPE

u

u ××
−
+

=
1

/1
1

， （3.68） 

式（3.66）~（3.68）中， un 為待測模型中之參數總數； N 為進行參數估算

所使用之資料長度。 

圖3.11與圖3.12分別為利用不同 md 值結合不同 ( )JI , 所得之 AIC 與FPE 值

變化曲線。考慮不同 md 值，均在 ( ) 18, =JI 時有最小 AIC 值。不同 md 值，均在

( ) 15, =JI 時均有最小 FPE 值。而此三組 md 值所得之 AIC 與 FPE 值變化相當一

致。比較此兩種指標之分析結果可知，以 AIC 值做為指標所決定之模型階數略

高，但基本上兩者所決定之模型階數差異不大。 

接著比較支撐參數隨著 ( )JI , 改變時，識別所得模態之相對誤差。藉由相對
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誤差之變化曲線與 AIC 或FPE 值相互參照，以瞭解藉由 AIC 或FPE 值與識別誤

差之關聯性。圖 3.13 為各組支撐參數於不同 ( )JI , 模態識別誤差之平均值與標準

差。由自然振動頻率識別誤差之平均值與標準差變化曲線可看出，其誤差平均值

約在 ( ) 25~20, =JI 有最小值；標準差約在 ( ) 20, ≥JI 之後趨於穩定。此外，在

( ) 15, ≥JI 之後識別誤差之平均值與標準差均在 %2 以下。 

接著觀察阻尼比識別誤差之平均值與標準差變化曲線，隨著 ( )JI , 增加其阻

尼比識別誤差越小，且約莫在 ( ) 17, ≥JI 之後其阻尼比識別誤差之遞減曲線逐漸

趨於平緩。此外，支撐參數為 4=md 及 6=md 時，於 ( ) 16, ≥JI 之後其識別誤差

之平均值與標準差均在 %20 以下。值得一提的是，以支撐參數 2=md 時有最大

之識別誤差，此結果與 AIC 與FPE 值之變化趨勢相反。但基本上，以 AIC 與FPE

值所決定之最佳模型階數與識別誤差之分析結果相當契合。 

經由以上之分析，選擇以支撐參數 4=md ，模型階數 ( ) 20, =JI 進行識別。

圖 3.14 為 case 2 於輸入與輸出訊號加入雜訊之識別結果。識別結果顯示，在訊

號中引入雜訊仍能準確識別瞬時自然振動頻率之變化情形；雖然對於阻尼比之識

別結果較不理想，但是其誤差尚在可接受範圍。 

3.5.5 不同物理量反應之影響 

在 3.4 節的部分，對於位移、速度與加速度反應對於模態識別之影響做嚴謹

之數學推導。推導結果可知此三種反應所得之識別結果並不一致。由位移反應所

得之瞬時模態與理論值完全一致；而由速度反應估算之瞬時模態將包含 ( )tc& 與

( )tk& 所構成之系統誤差項；由加速度反應估算之瞬時模態將包含由 ( )tc& 、 ( )tc&& 、 ( )tk&

與 ( )tk&& 所構成之系統誤差項。以下將以數值模擬之形式驗證位移、速度與加速度

反應對於模態識別之影響。以下之分析將利用多項式函數為基底對時變係數展

開，再利用移動最小平方差法對於各個時刻下基底函數所對應之係數。以進一步

識別結構系統之時變特性。 

圖 3.15a 為利用速度反應識別模態參數；顯示系統誤差雖然對於自然振動頻

率之影響並不明顯，卻嚴重影響阻尼比之識別結果。接著利用式(3.58)，可藉由 ( )tc&
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與 ( )tk& 進行校正。相較於加速度反應之識別結果，由速度反應進行模態識別所造

成之誤差明顯較小。 

圖 3.15b 為利用加速度反應識別模態參數之結果。對於自然振動頻率之識

別，系統誤差影響並不大；但是對於阻尼比之識別，系統誤差將嚴重影響識別結

果。已知 ( )tc& 、 ( )tc&& 、 ( )tk& 與 ( )tk&& 。同樣地，透過式(3.59)對識別結果進行校正，

獲得之識別結果與理論值相當吻合。 

從以上結果發現，利用加速度反應分析所得之瞬時模態特性之系統誤差較速

度反應所得者大。另外，3.4 節所推導者乃依中央差分法離散微分方程式，但其

結果依然適用於 Runge-Kutta 之數值分析法所得者。 

3.6 應用於振動台試驗數據分析 

本小節將以多項式函數為基底結合移動最小平方差法架構TVARX模型並進

行識別，應用於分析於國家地震工程研究中心所執行的鋼筋混凝土結構振動台試

驗反應，識別此鋼筋混凝土結構之瞬時模態。以下將對實驗之混凝土結構進行介

紹，接著利用實驗過程量測到之位移、加速和基底剪力回歸出每個時刻下之等效

阻尼與勁度，並換算成自然振動頻率與阻尼比並取此些資料做為參考值。最後藉

由量測資料架構 TVARX 模型並進行識別。 

3.6.1  待測結構物介紹 

透過振動台試驗可進一步了解結構系統在動態反應下之各種行為，特別是結

構系統之非線性行為。國家地震工程研究中心進行了一系列以門型鋼筋混凝土結

構之動態試驗，並且研究低延展性鋼筋混凝土柱的動態行為，以了解他們的損壞

機制。由圖 3.16 可以看出待測結構物之質塊分佈情形，為了簡化此結構系統，

視為單自由度系統來估算理論的模態；待測結構物之等效質量為 21 噸，用以模

擬在台灣典型的四層樓鋼筋混凝土建築，第一層柱受到軸向外力的情況。加速度

計和位移計安裝在適當的位置（圖 3.19~3.20）來量測待測結構物的加速度和位

移反應，並將載重元件裝在待測結構物和振動台之間以測量基底剪力。 
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在此考慮待測結構物受到了一連續輸入的基底振動。首先利用微小振幅的白

噪輸入來估算其模態參數。因為是在待測結構物沒有遭受損害前的情況，此試驗

定義為“損害之前”(before damage)。接著待測結構物受到地震的輸入，此地震係

1999 年 9 月 21 日在台灣所發生的集集大地震。在試驗過程中我們發現了強烈的

非線性行為，並且在接近連結橫樑的柱發現到損壞的情況，此試驗定義為“地震

作用期間”(during earthquake)。最後，待測結構物受到一較少雜訊的白噪輸入試

驗，並定義為“損害之後”(after damage)。加速度和位移計資料的取樣頻率皆為 

Hz200 。以上地震輸入與結構反應示於圖 3.17，而混凝土結構反應之頻譜圖示

於圖 3.18。 

3.6.2  等效勁度與阻尼之迴歸 

假設基底剪力與阻尼力及彈性回復力之關係為  

( ) ( ) ( )txctkxtFB &+= ， （3.69） 

其中位移與加速度資料是分別由位移計與加速度計量測得知。速度資料是由量測

加速度，一次積分後得之。 

    式（3.69）之 ( )tx  要選取相對位移資料，因此選取圖 3.19 中位移計編號 

LEBW  減去編號 2LFC  之值。加速度資料選取圖 3.20 中加速度計編號 

1LCGC  和 2LCGC  兩者平均值減去編號 1LBC  和 2LBC  兩者平均值，再一

次積分即得式（3.69）之速度輸入項。式（3.69）中之 ( )tFB 由量測基底剪力之荷

重計 (Load cells, 如圖 3.21 所示)。欲得式（3.69）中第 t時刻之 k 及 c，利用該

時刻前後 50 取樣點反應，經最小平方差法得。然後，依定義可估算該時刻之瞬

時自然振動頻率及阻尼比。其推導過程詳見附錄一。圖 3.22 和圖 3.23 分別為

利用以上之迴歸方式所得到之系統瞬時自然振動頻率及阻尼比。 

3.6.2 識別結果 

將多項式函數為基底結合移動最小平方差法架構 TVARX 模型，所發展之瞬
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時模態識別流程，應用於此實驗之量測資料。分析過程取節點數為 40 並比較不

同權重函數支撐參數之結果。圖 3.24 為不同模型參數 J)(I, 計算所得之AIC值。

以損害前之反應資料建模，當取 7J)(I, = 得最小AIC值。以地震作用期間之反應

資料建模，則於 7J)(I, = 時 AIC 值在時有局部極小值，而整體最小值發生於

17J)(I, = 時。以損害後之反應資料架構時變模型，其AIC值在 7J)(I, = 為最小值，

而於 15J)(I, = 時有另一局部極小值。而各組支撐參數所得之AIC值變化曲線皆非

常相似。 

圖 3.25 為不同模型參數 J)(I, 計算所得之FPE 值。以損害前之反應資料進行

建模，可看出FPE 值在 7J)(I, = 有最小值。以地震作用期間之反應資料架構時變

模型，可看出FPE 值在 6J)(I, = 有最小值，但於 17J)(I, = 時有一局部極小值。以

損害後之反應資料建立模型，其FPE 值在 7J)(I, = 有最小值，且於 15J)(I, = 時有

一局部極小值。比較AIC與FPE 值之估算結果，可發現兩者所得之結果並非完全

不一致。以損害前後之反應建模，透過AIC與FPE 值所決定之最佳模型階數皆為

7J)(I, = ；若以地震作用期間之反應資料建模，AIC與FPE 值所決定之最佳模型

階數分別為 17J)(I, = 與 7J)(I, = 。由前節中雜訊影響之探討已知模型階數 J)(I, 遞

增其識別結果趨於穩定，因此保守起見將參考 AIC 值選擇時變模型階數

17J)(I, = 。 

圖 3.26 為根據AIC值決定之模型參數 J)(I, 所得之識別結果。由識別結果可

看出破壞前後之識別結果在擾動過程其頻率反應變化不大，而兩者之頻率值大約

相差 0.8Hz。而在地震輸入過程，其初始之頻率值約為 2.4Hz 與破壞前之識別結

果相當一致；大概在 3 秒附近頻率反應開始驟降，而在 19 秒左右頻率降至最低

值。此識別結果與圖 3.21 與 3.22 透過基底剪力、位移與速度資料迴歸所得之時

變曲線相當一致。接著以基底剪力與相對位移反應畫出遲滯迴圈圖（圖 3.27）。

由遲滯迴圈圖可看出在 sec 3.05tsec 3.02 << 之斜率小於 sec 3.02t < 由此可判斷

此系統於 sec 3.02t = 開始產生破壞。而在 sec 19.15t = 時有最大之延展變量。此

時，具有較飽滿之遲滯迴圈，亦代表此過程有較大之能量消散。因此，於

sec 19.15t = 則有較大之阻尼比。 
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3.7 小結 

 本文建立了一套時變線性系統之識別方法，以估算時變線性系統之瞬時模態

參數。研究中採用了加權基底函數法與移動最小平方差法架構 TVARX 模型，透

過多項式函數對模型中之時變係數進行展開。再以權重最小平方差法逐步計算每

個時刻下之模態特性；或以移動最小平方差法架構形狀函數，再以最小平方差法

反算各組形狀函數所對應之係數，利用基底函數及其對應之係數建立出結構之系

統矩陣。最後經由系統識別程序，獲得系統之模態參數如自然振動頻率、阻尼比、

以及振動模態。 

 首先，建立由加權基底函數法與移動最小平方差法等各種技巧所架構之

TVARX 模型，並進一步估算結構系統之瞬時模態特性。以此兩種方法可藉由較

少之基底函數描述系統之時變係數。 

接著，於本研究中建立 TVARX 模式與運動方程式之對應關係式。先由單自

由度系統出發推導基於位移、速度與加速度反應之 TVARX 模型與運動方程式之

對應關係式；接著推廣至多自由度系統；最後，考慮不完全量測自由度下 TVARX

模型之建立。並且將 TVARX 以系統參數表示之形態代入 3.2 節中所提之模態參

數估算流程。 

然後，將以單自由度時變線性系統之數值模擬驗證此識別流程之可行性，並

從中進行各項參數探討，以確實掌握此識別方法之特性。由分析結果可知當選用

基底函數為多項式函數時，此函數本身之局部化能力較差。因此直接以傳統基底

函數展開法架構 TVARX 模型則須引入較高之多項式階數，但過高之多項式階數

易容易於估算過程造成病態矩陣；而以加權基底函數法或者移動最小平方差法架

構 TVARX 模型僅須引入較低之多項式階數即可獲得準確之結果。然而以加權基

底函數方法架構 TVARX 模型，必須逐步計算每個時刻之模態特性，而識別過程

較為耗時。此外，更將模擬反應加入噪訊比 5%之雜訊，以結合移動最小平方差

法架構之 TVARX 模型進行識別，並引入AIC與FPE 值以輔助模型階數之決定。

更進一步將此識別方法應用於不同反應物理量(如速度或加速度)，以數值方式驗
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證 3.4 節所得之推導結果。 

最後將此識別流程應用於國家地震工程研究中心所進行的鋼筋混凝土門型

架構之振動台試驗，驗證此識別方法能應用於實測資料上。當應用於實測資料的

識別中，用實驗過程量得之基底剪力、加速度與位移反應迴歸出此實驗模型之參

數變化情形，以此為參考資料。相較於研究中所提方法之識別結果，亦可看出相

似之變化情形，顯示在實測應用上之可行性。 
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第四章 以小波基底架構 TVARX 模式暨識別瞬時模態參

數 

4.1 前言 

本章主要是發展基於小波及小波包函數架構TVARX模型以識別線性時變系

統之瞬時模態特性。所用方法與第三章類似，惟以小波或小波包當基底函數，期

能改善用多項式基底識別不連續函數之缺點。4.2 節介紹離散小波之基本理論。

4.3 節為小波包分解之理論與小波包函數之構造方法。4.4 節介紹建構 TVARX 模

型之方法，研究中架構模型之方法有傳統基底函數展開法以及移動最小平方差

法。4.5 節則是將 4.4 節中所提出之識別流程應用於四組不同時變曲線之時變系

統。並比較此各種架構 TVARX 模型方法之分析結果，此外更進一部探討小波函

數之尺度因子、小波包函數不同分解層之基底、選用權重函數之支撐範圍以及移

動最小平方差法之節點數等各項參數對識別結果之影響。4.6 節將 Haar 小波包基

底結合移動最小平方差法架構 TVARX 模型之識別流程應用於震動台試驗反應。

研究中亦以 AIC 與 FPE 值輔助決定最佳之模型項數，並與前一章之識別結果比

較，以進一步驗證此流程識別結果之準確性。4.7 節則為小結。 

4.2 離散小波轉換之簡介 

於實際運用上，特別是運用計算機處理時，連續小波必須加以離散化。

Meyer(1985)根據當代關於小波理論之文獻整合小波理論之數學基礎。

Daubechies，Grossman 和 Meyer(1986)研究不同尺度因子與平移因子以構成函數

空間 2L 之基底。Meyer(1986)成功構造出具有一定衰減特性之光滑小波函數，此

函數之二進位尺度與平移足以表示 2L 空間中之所有函數。對伸縮因子 a和平移因

子b 進行二進位如下之離散取樣 

⎭
⎬
⎫

∈=
∈=

=
=

Znb
Zma

anbb
aa

m

m

,1
,2

,
,

0

0

00

0

取

取
，  (4.1) 

因此，小波函數 ( ) ( )tba ,Ψ 可離散表示成 
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( ) ( ) ( )ntt m
m

nm −Ψ=Ψ −
−

22 2
, ，  (4.2) 

此亦稱為二進制小波（Dyadic Wavelet）。如此，離散小波轉換定義為： 

( ) ( ) ( ) ( )dtttfnmDW
R nmf ∫ Ψ= ,, ，  (4.3) 

亦可以內積形式表示為： 

( ) ( ) ( ) ZnmttfnmDW nmf ∈Ψ= ,,,, , ， (4.4) 

式中 Znm ∈, 。由式(4.2)可知，離散小波轉換是從集中於某個區間上之基本函數

開始，以固定之間隔向左或向右移動基本波形，並用尺度因子a 擴張或壓縮，如

此構造一函數系小波。 

 離散小波轉換 ( )nmDWf , 實質上仍然是將信號 ( )tf 經過一系列帶通濾波器之

輸出，只是帶通濾波器之中心頻路和帶寬由於 a之離散取樣而成為一系列之離散

值，並且濾波後之輸出也因b 之離散取樣而成為若干離散取樣值。 

 若吾人取具有正交性之小波，即 

⎩
⎨
⎧

≠≠
==

=ΨΨ
knorjmwhen
knandjmwhen

kjnm 0
1

, ,, ，  (4.5) 

則對任一函數 ( ) ( )RLtf 2∈ ，可透過小波轉換表示成： 

( ) ( ) ( )∑∑∑
= ==

Ψ+Φ=
M

m

N

n
nmW

N

n
nMV nmCnMCtf

1 1
,

1
, ,, ， (4.6) 

上式中Φ代表尺度函數。當取用不同之m 時，乃將 ( )RL2 分解成不同之空間 (即

如圖 4.1 所示)。各不同分解空間之關係為(Mallat, 1989a and 1989b)： 

  
( )

MM VWWW
VWW

VWRL

⊕⊕⊕⊕=
⊕⊕=

⊕=

L21

221

11
2

， 
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其中， iW ⊥ iV ，且 11 ++ ⊕= iii WVV 。 nm,Ψ 與 nm,Φ 分別代表 mW 與 mV 之正交基底。

理論上，所選取之M 夠大時， MV 之空間將趨近於零空間。值得一提的是， iV 空

間之信號較 iW 者低頻。 

4.3 小波包分解(wavelet packet decomposition)之簡介 

離散小波分析僅對訊號中之低頻分量做進一步分解，其對高頻之分量則不做

進一部細分。而小波包分解則能有效改善離散小波於高頻部份解析度不佳之問題

(Wickerhauser, 1991)。利用小波包分解量測反應之觀念，基本上與離散小波者類

似，惟分解空間及各空間中之基底函數不同。主要建立於將量測反應之信號空間

（假設為 ( )0
jU ）分解成互為正交之子空間如圖 4.2 所示，其中 

( ) ( ) ( )12
1

2
1

+
++ ⊕= m

j
m

j
m

j UUU ，  (4.7) 

於 ( )m
jU 子空間，其標準正交基為 ( )

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∈− Zlltj
m

j

;22 -2
-
μ ，即 

( ) ( ) ( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∈−== ZllttclosespanU j
m

j

ljm
m

j ;22 -2
-

,, μμ ， (4.8) 

其中 ( ){ }L2,1,0; =mtmμ 稱為小波包函數。 

 小波包函數之建構，可利用濾波之觀念。首先如同小波轉換中決定尺度函數

（scaling function）， ( )tΦ ；利用 

( ) ( )ntht
Zn

n −Φ=Φ ∑
∈

22 。  (4.9) 

決定低通濾波器係數 nh 。然後取高通濾波係數 ( ) n
n

n hg −
−−= 1
11 ，則對應之正交母

小波為： 

( ) ( )∑
∈

−Φ=Ψ
Zn

n ntgt 22 ， (4.10) 

取 ( ) ( )tt Φ=0μ ， ( ) ( )tt Ψ=1μ ，則其他小波包函數可依下式構造： 
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( ) ( )

( ) ( )∑
∑

∈
+

∈

−=

−=

Zn
mnm

Zn
mnm

ntgt

ntht

22

22

12

2

μμ

μμ
，  (4.11) 

此小波包函數滿足以下之正交條件： 

mnwhen

lkwhen
lkwhen

kinljm

kjmljm

≠=

⎩
⎨
⎧

≠
=

=

0,

0
1

,

,,,,

,,,,

μμ

μμ
，  (4.12) 

因此，若欲將量測信號 ( )tx 分解至圖 4.2 所示之第 lN 層，即 ( )m
Nl

U 各子空間： 

( ) ( ) ( )∑∑=
m l

lNml tlNmatx
l ,,,, μ ， (4.13) 

實際應用上，若平移因子 l使得小波包函數之自變數平移至定義域外，則該小波

包函數將可省略。換言之，當考慮分析資料定義之時間域為 [ ]T,0 ，且取小波包

函數 ( )tlNm l ,,μ 之消失矩價數為 N̂ (即其定義之支撐區間為 ( )[ ]lNl ll NN +−1ˆ22,2 )；

當 TllN >2 時，該平移因子 l 對應之小波包函數因其支撐區間在分析所考慮之時

間區間外而省略。因此，當取 TlN >2 成立時，小波包分解將可省略平移因子之

考慮；式(4.13)可改寫為 

( ) ( ) ( )∑=
m

Nml tNmatx
l 0,,0,, μ  (4.14) 

 式(4.11)提供了小波包函數之架構方法，以下將以建構 Haar 小波包函數為

例。Haar 小波函數為小波分析中最早被使用，也是最簡單之函數，為一個具有

緊支撐之正交小波函數。該函數之尺度函數 ( )HΦ 及其本身 ( )HΨ 於時間域定義分

別為（參考圖 4.3 所示） 

( )
⎩
⎨
⎧ ≤≤

=Φ
other

t
tH 0

101
，  (4.14) 

( )
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
≤≤−

≤≤
=Ψ

other
t

t
tH

0
1211
2101
，  (2.19) 
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架構 Haar 小波函數時，式(4.11)中低通濾波器 nh 與高通濾波器 ng 表示為： 

2
1-

2
1

10

10

==

==

gg

hh

 (4.16)  

且 1ˆ =N 。式(4.11)可改寫成： 

( ) ( )

( ) ( )∑

∑

=
+

=

−=

−=

1

0
12

1

0
2

22

22

n
mnm

n
mnm

ntgt

ntht

μμ

μμ
， (4.17) 

式(4.17)可簡化表示成下式： 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )12-2

122

12

2

−=
−+=

+ ttt
ttt

mmm

mmm

μμμ
μμμ

， (4.18) 

而 ( ) ( )tt HΦ=0μ ， ( ) ( )tt HΨ=1μ ，此兩組函數之支撐區間為 [ ]0,1 。將函數 mμ 轉換

至 [ ]210, 與 [ ],121 之支撐區間內再將壓縮後之函數以線性疊加之方式獲得函數

m2μ ；並將兩函數相減以獲得 12 +mμ 。由此可知，構造所得知小波包函數與原函

數有相同之支撐區間。取 7~0=m ，函數 mμ 示於圖 4.4。 

 仔細觀察小波包函數之圖型(圖 4.4)， mμ 之排列順序並非全然與函數本身之

頻率高底相關。以 Haar 小波函數為例，其每組小波包函數與零軸相交之點數示

於表 4.1。表中同時針對每個小波包函數之頻率高低從新排序。因此在識別過程，

若為了提升計算速度必須考慮以較少之基底展開時，可根據每組小波包函數之頻

率特性，挑選適合之小波包函數。 

4.4 建構 TVARX 模型 

本節將介紹架構 TVARX 模式之方法。架構模型之方法包括有傳統基底函數

展開技巧與移動最小平方差法。以傳統基底函數展開技巧建模時，分別考慮小波

函數與小波包函數為基底。以移動最小平方差法建模，則只考慮以小波包函數為
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基底。 

4.4.1 以傳統基底函數展開法建構 TVARX 模型 

時變 ARX（TVARX）模式為 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )tjttittt
J

j
j

I

i
i nafΘyΦy +−+−= ∑∑

== 01

， （3.1） 

將上式中之時變係數 )(tiΦ 與 )(tjΘ 以小波包函數進行展開。透過式(4.14)可得 

( ) ( )

( ) ( )∑

∑
−

=

−

=

=

=

1

0
0,,

1

0
0,,

j

jl

i

il

L

m
Nmmjj

K

m
Nmmii

tt

tt

μ

μ

HΘ

GΦ

， (4.19)  

分析過程若能以少量之基底函數獲得準確之識別結果，將可有效提升識別效

率。式(4.19)中， iK 與 jL 分別代表展開時變係數 ( )tiΦ 與 )(tjΘ 所考慮之小波包

個數，其最大值分別為 ilN2 與 jlN2 ，分別代表分解至第 ilN 層及第 jlN 層之小波包

函數總數。 ilN 及 jlN 分別滿足 TilN >2 與 TjlN >2 之條件，其中T 為分析反應數據

之時間延時。重複 3.2 節中以加權基底函數技巧架構 TVARX 模式之步驟，取權

重函數為 ( ) 1, =mn ttw ，但選用之基底函數為小波包函數，可得： 

FVCVV TT
bbbb = ， (4.20) 

其中， 

[ ]TT
J

TTT
I

TT
b HHHGGGC ~~~~~~

1021 LL= ， 

[ ]110
~

−=
iKiiii GGGG L ， [ ]110

~
−=

jLjjjj HHHH L ， 

[ ]Tttt M~10
yyyF L= ， 

( )[ ] ( )[ ] ( )[ ][
( )[ ] ( )[ ] ( )[ ]]JtLtLtL

ItKtKtKb
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fΠfΠfΠ

yΠyΠyΠV
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12111
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L

L
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( )[ ] ( )[ ] ( )[ ] ( )[ ][ ]TT
itMK

T
itK

T
itKitK Miiii

tttt −−−−−−−− = ~10
~111011 yΠyΠyΠyΠ L ， 

( )[ ] ( )[ ] ( )[ ] ( )[ ][ ]TT
jtML

T
jtL

T
jtLjtL Mjjjj

tttt −−−−−−−− = ~10
~111011 fΠfΠfΠfΠ L ， 

( ) [ ] ( ) [ ] ( ) [ ] ( )[ ]TmNKmNmNmK tttt
iliilili 0,,10,,10,,01 −− = μμμ IIIΠ L ， 

對（4.20）式求解即可得到時變係數以小波包基底展開所對應之係數，由此即可

得到此 TVARX 模型於某個時刻 mtt = 下之時變係數 ( )Iitmi L2,1)( =Φ 。 

以上架構之 TVARX 中各個時變係數，可考慮不同之小波包個數 iK 與 jL 對

應 之 基 底 函 數 。 於 實 際 應 用 時 若 取 相 同 之 小 波 包 個 數 ， 令

lJI MLLLKKK ======= LL 1021 。每個時變係數可使用相同之基底函數，

將可使運算過程更有效率。 

同理，若利用離散小波函數為基底，則： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∑∑∑

∑∑∑

= ∈∈

= ∈∈
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ˆ
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0 ˆ
ˆ,ˆ,

ˆ
ˆ,ˆ,

SSΘ

RRΦ

， (4.21) 

其中， ( )tmiKi ˆ,Φ 為第 iK 層平移 m̂ 之尺度函數； ( )tmik ˆ,Ψ 為第 k 層平移 m̂ 之小波函

數。將式 (4.21)代入式 (3.1)，重覆式 (3.3)~(3.7)之推導過程並考慮權重函數

( ) 1, =mn ttw ，即可得： 

FVCVV TT
bbbb

~~~~ = ， (4.22) 

其中， 
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對（4.22）式求解即可得到時變係數以離散小波基底展開所對應之係數，由此即

可得到此 TVARX 模型於某個時刻 mtt = 下之時變係數 ( )Iitmi L2,1)( =Φ 。 

以離散小波基底展開時，欲完整描述其函數曲線，須同時考慮每一分解層

所對應之基底函數，如此勢必引入大量之基底函數易導致數值困難以及計算耗

時。由離散小波分解之理論可知，每一分解層均包含底頻項與高頻項，而分解至

下一層時僅針對低頻項進行分解。因此，為提升運算速度可考慮省略該分解層以

上各層之高頻項。以上架構之 TVARX 中各個時變係數，可同時考慮不同之離散

小波分解層 iK 與 jL 其對應之尺度因子分別為 iK2 與 jL2 ，於實際應用時若取相同

之離散小波分解層，令 aJI LLLKKK ======= 222222 1021 LL ，每個時變係數

可使用相同之基底函數，將可使運算過程更有效率。 
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4.4.2 以移動最小平方差法建構 TVARX 模型 

3.2 節已述利用移動最小平方差法結合多項式基底建構 TVARX 模型，此節

將用小波包函數為基底，以期改善用多項式基底模擬不平滑函數之缺點。將

TVARX 模型中之係數以一小波包基底函數展開如下： 

( ) ( )
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，  (4.23) 

其中： 

[ ] [ ] [ ][ ]TIIIP 0,,10,,10,,0 iliilil NKNNi −= μμμ L ， 

[ ] [ ] [ ][ ]TIIIT 0,,10,,10,,0 jljjljl NLNNj −= μμμ L ，  

[ ]110
~

−=
iKiiii GGGG L ， [ ]110

~
−=

jLjiij HHHH L ，  

miG 與 mjH 為待定係數矩陣； [ ]I 為維度與係數矩陣一致之單位矩陣。接著重複

（3.11）~（3.17）之推導步驟，即可 

( ) ( )tt iwii ,
~ΦΦΦ = ， ( ) ( )tt jwjj ,

~ΘΘΘ = ， (4.24) 

其中， iΦ 與 jΘ 之定義與 3.2.2 節相同 
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將式(4.24)代入式(3.1)中，重複式(3.20)~(3.23)之推導步驟，即可獲得藉由小波包
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函數為基底結合移動最小平方差法所架構之 TVARX，以矩陣形式表式可得 

mmmm CVVFV TT =⇒ ， (4.25) 

其中 
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將所求得之時變係數 )(tiΦ 代入(3.25)式中求取 [ ]G 之特徵值及向量，再透過

式(2.16)與(2.17)即可求取估算系統之瞬時模態參數。 

以上架構之 TVARX 中各個時變係數，可考慮不同之小波包個數 iK 與 jL 對

應之基底函數。於實際應用時若取相同之小波包個數 lM 與相同之節點數 nl ，將

可提升運算效率。 

4.5 數值驗證 

 為驗證此識別方法對時變系統之識別效果，將以 3.5 節中之數值模擬案例。

驗證此識別流程，並且進行各種參數之探討以掌握此識別方法之特性。 

4.5.1 以小波函數結合傳統基底函數展開法之識別結果 

選用 Haar 與 Symlets 函數系中之 sym4 小波函數為基底結合基底函數展開法
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架構 TVARX 模式。Haar 小波函數與 Symlets 函數系之小波函數為有限支撐長度

之緊支撐小波函數。 

由 Haar 之尺度函數與小波函數之頻譜圖（如圖 4.5 所示）可看出，若僅以

小波函數為基底對時變係數展開，為了涵蓋時變係數之低頻特性，需引入大量之

尺度因子。如此，所使用之基底函數數量暴增，亦使得計算時間增加許多，以致

無效率可言。 

圖 4.6 為各組時變系統以 Haar 小波函數為基底在利用不同尺度因子下識別

所得之相對誤差平均值以及標準差。由於 Haar 小波函數為階梯狀函數，用來模

擬平滑變化函數或線性變化函數很顯然無法獲得較佳之結果。在識別平緩變化、

週期變化以及折線變化系統之瞬時自然振動頻率時，當選用尺度因子 12−=a 時有

較小之識別誤差；在識別平緩變化、週期變化以及折線變化系統之阻尼比時，當

選用尺度因子分別為 2=a 、 32=a 和 22=a 對有較佳之識別結果。在識別跳躍變

化系統之瞬時模態，當選用尺度因子 02=a 即可獲得準確之識別結果。參考以上

之參數探討結果，為兼顧瞬時自然振動頻率與瞬時阻尼比之準確性，將選擇以

02=a 識別平緩變化、週期變化以及折線變化系統；以 32=a 識別跳躍變化系統。

所使用之基底總數分別與分析之時間長度T 及尺度因子 a 相關，可以下式求得 

aTNb ×= 2  

其中， bN 為基底個數。當取 02=a 以及 32=a 所使用之基底各數分別為 60=bN 以

及 8=bN 。所得之識別結果如圖 4.7 所示。 

Symlets 小波函數系是由 Daubechies (1994)提出具有近似對稱性質之小波函

數， Symlets 小波函數系通常表示為 N̂sym  ( )8,,3,2ˆ L=N 之形式。此類之函數

乃由 Daubechies(db)小波函數系改良所得，因此具有與 db 小波函數系相似之特

性，Symlets 小波函數具有以下之特性： 

1. 小波函數與尺度函數之有效支撐長度為 1ˆ2 −N ； 

2. 小波函數之消失矩價數為 N̂ ； 
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3. 函數具有正交性； 

4. 函數為近似對稱。 

研究中將選用 sym4 小波函數為基底，其小波函數與尺度函數如圖 4.8 所示 

圖 4.9 為各組時變系統以 sym4 小波函數為基底在利用不同尺度因子下識別

所得之相對誤差平均值以及標準差。以相對誤差之變化曲線來看，此函數為基底

對平緩變化系統之瞬時模態識別結果較為理想，所識別之自然振動頻率與阻尼比

在尺度因子 12=a 時所得之識別結果有較小之識別誤差；在識別週期變化系統之

瞬時模態時，選擇尺度因子 12=a 時方有最佳之結果；在識別跳躍變化系統之瞬

時模態特性時，當尺度因子為 22=a 時所得之識別結果有較小之識別誤差；在識

別折線變化系統之瞬時模態時，選擇尺度因子 12=a 時有較佳之結果。但是整體

識別結果來看，以 sym4 小波函數不易模擬跳躍變化之曲線，因此所得之結果較

不理想。參考以上之參數探討結果，選擇尺度因子 12=a 以識別平緩變化、週期

變化與折線變化之時變系統，所使用之基底總數為 30 組；另選擇以尺度因子

22=a 識別週期變化之時變系統，所使用之基底總數為 16 組，所得之識別結果

如圖 3.10 所示。 

4.5.2 以小波包結合傳統基底函數展開法之識別結果 

接著探討以小波包函數結合基底函數展開法架構 TVARX 模式之識別結果。

已知分析資料之時間長度為 sec30=T 為滿足 TlN >2 之條件至少須取至第5層之

小波包基底。於此將取 8=lN ，可選用之小波包基底總數最多可達 82 。以下將探

討選用不同基底個數對識別結果之影響。 

選用 Haar 小波包函數為展開基底時，圖 4.11 為各組時變系統以不同小波包

基底個數 lM 識別所得之相對誤差平均值以及標準差。識別平緩變化系統之瞬時

模態，以 52=lM 對應之函數為基底可獲得較佳之識別結果。識別週期變化系統

之瞬時模態，分別以 72=lM 及 32=lM 對應之函數可獲得最佳頻率與阻尼比之識

別結果。識別跳躍變化系統之瞬時模態特性，以 2=lM 對應之函數即可獲得最佳

之識別結果。識別折線變化系統之瞬時模態特性，分別以 62=lM 及 42=lM 之函
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數可獲得最佳頻率與阻尼比之識別結果。參考以上之參數探討結果，為兼顧瞬時

自然振動頻率與瞬時阻尼比之準確性，將選擇以 52=lM 識別平緩變化、週期變

化及折線變化等時變系統，所使用之基底總數為 32 組；取 2=lM 識別跳躍變化

之時變系統，所使用之基底總數為 2 組，其識別結果示於圖 4.12。 

當選用 sym4 小波包函數為展開基底時，圖 4.13 為各組時變系統以不同小波

包基底個數 lM 識別所得之相對誤差平均值以及標準差。識別平緩變化與週期變

化系統之瞬時模態，皆以 52=lM 對應之函數可獲得較佳頻率與阻尼比之識別結

果。識別跳躍變化系統之瞬時模態，以 42=lM 對應之函數可獲得最佳頻率與阻

尼比之識別結果。識別折線變化系統之瞬時模態，取 52=lM 對應之函數可獲得

較佳頻率與阻尼比之識別結果。識別平緩變化、週期變化及折線變化等時變系統

取 52=lM 對應之函數進行分析，所使用之基底總數為 32 組；識別跳躍變化時變

系統則取 42=lM 對應之函數進行分析，所使用之基底總數為 16 組，所得識別結

果示於圖 4.14。 

由以上之分析結果可知，基底函數之選擇對識別結果有決定性之影響。對平

滑變化之時變系統須以較平滑之基底函數方能獲得較佳之結果，而跳躍變化之時

變系統則須選用跳躍變化之基底函數方能獲得較佳之結果。相較選用 Haar 離散

小波為基底，若選用之基底函數為 Haar 小波包可以較少之基底個數獲得較佳之

結果。透過 sym4 小波包與 sym4 離散小波進行建模並識別，欲獲得準確之結果

兩者所須之基底數量相差不大。 

4.5.3 以小波包函數結合 MLS 之識別結果 

接下來以本章發展之小波包函數結合移動最小平方差法架構 TVARX 模型，

透過數值驗證以瞭解此方法之適用性。選用之小波包函數亦為 Haar 和 sym4，探

討之參數包括小波包基底個數 lM 、權重函數之支撐參數 md 與結點數 nl 以瞭解此

些參數對識別結果之影響。 

進行參數探討之前，可從不同基底之形狀函數概略判斷其適用之時變曲線。

圖 4.15 為分別選用 Haar 與 sym4 小波包時，取 6=md 且第 14.2 秒之節點，以移
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動最小平方差法所製造出之形狀函數。當以 Haar 小波包為基底時，所產生之形

狀函數相對於小波包函數之跳躍處亦具有不連續現象，於跳躍點之外其形狀函數

為平滑變化。因此，可預期以 Haar 小波包為基底結合移動最小平方差法架構之

TVARX 模式將會有較廣之適用範圍。反觀以 sym4 小波包函數為基底所製造之

形狀函數，由於基底函數本身為一近似平滑之曲線，因此透過移動最小平方差法

所得之形狀函數將為一平滑曲線。因此，將使 sym4 小波包為基底結合移動最小

平方差法架構之 TVARX 模式之適用範圍受限於連續變化之時變系統。 

在前一章之數值探討中已知，透過移動最小平方差法架構 TVARX 僅須較少

之基底函數對時變係數展開即可獲得準確之結果。於此將分別選用 2=lM 、

22=lM 以及 32=lM 等小波包個數進行探討。選用 Haar 小波包函數為基底，圖

4.16 為考慮權重函數之支撐參數 2=md ，各組分解層函數隨著節點數增加識別結

果之誤差變化曲線。在各組時變系統之瞬時模態特性時，可發現當節點數增加至

40=nl 以上，其識別誤差之變化漸漸趨於穩定。特別是在識別平緩變化、周期變

化與折線變化之時變系統時， 2=lM 與 22=lM 之函數所得之結果穩定性較佳。 

圖 4.17 為選擇 22=lM 對應之函數於考慮不同權重函數之支撐參數 2=md 、

4=md 與 6=md 下，隨著節點數增加識別結果之誤差變化曲線。識別平緩變化系

統之瞬時模態時，在支撐參數 2=md 時，節點數在 50≥nl 識別誤差逐漸趨於穩

定；支撐參數 4=md 與 6=md 時，節點數在 40≥nl 識別誤差逐漸趨於穩定。識別

週期變化系統之瞬時模態時，在支撐參數 2=md 節點數為 30≥nl 識別結果之誤差

趨於穩定支撐參數 4=md 與 6=md 時，節點數在 50≥nl 識別誤差逐漸趨於穩定。

識別跳躍變化與折線變化系統之瞬時模態時，在各組支撐參數下，節點數皆在

30≥nl 識別誤差逐漸趨於穩定。由以上之參數分析結果可看出，相較於以其他支

撐參數之結果，選用支撐參數 2=md 應用於各組時變模型之識別，所得之結果較

不理想。由以上之識別結果可看出，透過 Haar 小波包函數結合移動最小平方差

法架構 TVARX 模型，所得之識別結果不僅可以對跳躍變化之時變系統有很好之

識別結果，對平緩變化、週期變化與折線變化之系統亦能獲的極佳之識別結果。

圖 4.18 為識別平緩變化、週期變化、跳躍變化與折線變化等時變系統時，以支
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撐參數 4=md 分別節點數 50=nl 所得之識別結果。 

當選用之小波包函數為 sym4 時，圖 4.19 為考慮權重函數之支撐參數

2=md ，各組分解層函數隨著節點數增加識別結果之誤差變化曲線。在各組時變

系統之瞬時模態特性時，可發現當節點數增加至 40≥nl ，其識別誤差之變化漸漸

趨於穩定。特別是在識別平緩變化、週期變化與折線變化之時變系統時，各分解

層函數所得之結果穩定性皆不錯。識別跳躍變化系統時，於所選用之分解層函數

皆難以獲得較佳之結果。 

圖 4.20 為選擇 22=lM 對應之函數於考慮不同權重函數之支撐參數 2=md 、

4=md 與 6=md 下，隨著節點數增加識別結果之誤差變化曲線。識別平緩變化系

統之瞬時模態參數時，支撐參數 2=md 當節點數 40≥nl 時其識別結果之誤差趨於

穩定；支撐參數 4=md 與 6=md 於節點數於 7020 ≥≥ nl 之範圍內其頻率及阻尼

比之識別誤差分別控制於 0.2%以下及 1%以下。識別週期變化系統之瞬時模態參

數時，其識別誤差之變化趨勢與平緩變化系統相似，支撐參數 4=md 與 6=md 於

節點數於 7020 ≥≥ nl 之範圍內其頻率及阻尼比之識別誤差分別控制於 1%以下及

3%以下。識別跳躍變化系統之瞬時模態參數時，於支撐參數 2=md 與 4=md 時其

識別誤差明顯偏高；支撐參數 6=md 時，當節點數 40≥nl 其識別誤差漸趨於穩

定。識別折線變化系統之瞬時模態參數時，其識別誤差之變化趨勢與平緩變化及

週期變化系統相似，支撐參數 4=md 與 6=md 於節點數於 7020 ≥≥ nl 之範圍內

其頻率及阻尼比之識別誤差分別控制於 1%以下及 3%以下。參考以上之參數分

析結果，於識別各組時變系統之瞬時模態時，將選用基底函數個數 22=lM 、支

撐參數 6=md 以及節點數取 60=nl ，其識別結果示於圖 4.21。與 Haar 為基底函

數所得之結果相比，以 sym4 小波包為基底其適用範圍僅限於平緩變化、週期變

化以及折線變化等時變系統。 

相較於以Haar小波包為基底，以Haar離散小波結合基底函數法架構TVARX

模式，其識別過程須引入較多之基底函數，且此兩種建模方式之識別結果僅對跳

躍變化系統有較佳之識別結果。以 sym4 離散小波或小波包為基底結合基底函數

法架構 TVARX 模式，兩者所使用之基底個數差不多，且能於識別平緩變化、週
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期變化以及折線變化等時變系統獲得良好之結果，但是於識別跳躍變化系統則難

以描述其時變特性。以 Haar 小波包為基底結合移動最小平方差法架構 TVARX

模式，應用於平緩變化、週期變化、跳躍變化以及折線變化等時變系統均能描述

其時變特性。 

4.5.3 雜訊之影響 

為瞭解雜訊對識別品質之影響，於數值分析所得 case 2 與 case3 之相對位移

反應及輸入反應中加入白色雜訊，使得 NSR=5％。然後，以此含有雜訊之訊號，

應用於 Haar 小波包結合移動最小平方差法架構 TVARX 模型以識別其瞬時模態

特性，並與未含雜訊之分析結果比較。以下將選用固定之小波包基底個數 2=lM

與節點數 50=nl ，探討當權重函數之支撐參數分別為 2=md 、 4=md 及 6=md

時，對應不同 TVARX 模型階數 ( )JI , 之識別結果。 

當對 case 2 之模擬反應進行分析時，圖 4.22 與圖 4.23 分別為各組支撐參數

於不同 ( )JI , 計算所得之 AIC 與FPE 值變化曲線。由 AIC 值之變化可看出各組支

撐參數均在 ( ) 18, =JI 時有最小值。而以FPE 值之變化來看，此三組支撐參數在

( ) 15, =JI 時均有最小值。而此三組支撐參數雖然一致，但是以支撐參數 2=md 時

有最小之 AIC 與FPE 值。比較此兩種指標之分析結果可知，以 AIC 值做為指標

所決定之模型階數略高，但基本上兩者所決定之模型階數差異不大。 

接著比較支撐參數隨著 ( )JI , 改變時，識別所得模態之相對誤差。藉由相對

誤差之變化曲線與 AIC 或FPE 值相互參照，以瞭解藉由 AIC 或FPE 值與識別誤

差之關聯性。圖 4.24 為各組支撐參數於不同 ( )JI , 模態識別誤差之平均值與標準

差。由自然振動頻率識別誤差之平均值與標準差變化曲線可看出，於模型階數借

於 10~30 之間，其瞬時自然振動頻率之識別誤差平均值約在 3%以下；其瞬時阻

尼比之識別誤差於 ( ) 20, ≥JI 之後趨於穩定。此外，在 ( ) 20, ≥JI 之後識別阻尼比

誤差之平均值與標準差均在 %20 以下。 

經由以上之分析，選擇以支撐參數 4=md ，模型階數 ( ) 20, =JI 進行識別。

圖 4.25 為 case 2 於輸入與輸出訊號加入雜訊之識別結果。識別結果顯示，於訊
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號中引入雜訊仍能準確識別瞬時自然振動頻率之變化情形；雖然對於阻尼比之識

別結果較不理想甚至於某些時間點產生不連續之跳躍現象，但是仍能看出其變化

輪廓。 

將此識別方法應用於 case 3 時，圖 4.26 與圖 4.27 分別為各組支撐參數於不

同 ( )JI , 計算所得之 AIC 與FPE 值變化曲線。由 AIC 值之變化可看出，支撐參數

2=md 時在 ( ) 18, =JI 時有最小值；支撐參數 4=md 與 6=md 時在 ( ) 17, =JI 時有

最小值。而以FPE 值之變化來看，此三組支撐參數在 ( ) 14, =JI 時均有最小值。

而此三組支撐參數雖然相似，但是以支撐參數 2=md 時有最小之 AIC 與FPE

值。以 AIC 值做為指標所決定之模型階數略高，相較FPE 所決定者，兩者之模

型階數差異不大。 

接著比較支撐參數隨著 ( )JI , 改變時，識別所得模態之相對誤差。進一步探

討藉由 AIC 或FPE 值與識別誤差之關聯性。圖 4.28 為各組支撐參數於不同 ( )JI ,

模態識別誤差之平均值與標準差。其識別瞬時自然振動頻率之誤差於 ( ) 15, ≥JI

之後趨於穩定。此外，在 ( ) 20, ≥JI 之後識別頻率誤差之平均值與標準差均在 %2

以下；其瞬時阻尼比之識別誤差於 ( ) 25, ≥JI 之後趨於穩定。此外，在 ( ) 30, ≥JI

之後識別阻尼比誤差之平均值與標準差均在 %20 以下。 

經由以上之分析，選擇以支撐參數 4=md ，模型階數 ( ) 30, =JI 進行識別。

圖 4.29 為 case 3 於輸入與輸出訊號加入雜訊之識別結果。識別結果顯示，於訊

號中引入雜訊仍能準確識別瞬時自然振動頻率之變化情形；雖然對於阻尼比之識

別結果較不理想甚至於某些時間點產生不連續之跳躍現象，但是於時變系統之跳

躍變化出仍能準確描述，整體而言亦能看出其變化輪廓。 

4.6 應用於振動台試驗數據分析 

本小節將以 Haar 小波包函數為基底架構結合移動最小平方差法架構

TVARX 模型之瞬時模態識別流程，應用於分析於國家地震工程研究中心所執行

的鋼筋混凝土結構振動台試驗，針對其量測之動態反應進行識別。對實驗之混凝

土結構進行介紹以及利用實驗過程量測到之位移、加速和基底剪力回歸出每個時
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刻下之參考值，已於 3.6 節做了詳細之介紹。 

以 Haar 小波包函數為基底架構結合移動最小平方差法架構 TVARX 模型以

估算瞬時模態特性之識別流程，此分析方法應用於振動台實驗之量測資料。分析

過程取分解層 22=lM 與節點數 40=nl 以及權重函數之支撐長度分別為 2=md 、

4=md 及 6=md 。圖 4.30 為不同模型參數 J)(I, 計算所得之AIC值。以損害前之

反應資料進行分析，三組權重函數之支撐長度其AIC值隨模型參數 J)(I, 之變化曲

線非常相似，其AIC值在 7J)(I, = 時有最小值。以地震作用期間之反應資料進行

分析，各組支撐參數所得之AIC值變化曲線亦非常相似，於 71J)(I, = 時有最小之

AIC值。以損害後之反應資料進行分析，可看出AIC值在 7J)(I, = 有局部極小值，

於 15J)(I, = 有極小值，此三組支撐參數所得之結果相當一致。 

圖 4.31 為各組權重函數之支撐長度於不同模型參數 J)(I, 計算所得之 FPE

值。以損害前之反應資料進行分析，可看出FPE 值在 6J)(I, = 有極小值，三組權

重函數之支撐長度所得之變化曲線亦相似，此結果與AIC值變化曲線中極小值發

生之位置相似。以地震作用期間之反應資料進行分析，其 FPE 值分別在

7~5J)(I, = 與 17J)(I, = 有局部極小值。以損害後之反應資料進行分析，可看出

FPE 值在 7J)(I, = 有最小值，於 15J)(I, = 有極小值，此三組支撐參數所得之結果

相當一致。參照AIC與FPE 之分析結果對此三組反應以下將分別選用 7J)(I, = 、

7J)(I, = 以及 17J)(I, = 之結果進行識別。 

圖 4.32 為參考AIC值與 FPE 值決定之模型參數 J)(I, 所得之識別結果。由識

別結果可看出破壞前後之識別結果在擾動過程其頻率反應變化不大，而兩者之頻

率值大約相差 0.8Hz。而在地震輸入過程，其初始之頻率值約為 2.4Hz 與破壞前

之識別結果相當一致；大概在 3 秒附近頻率反應開始驟降，而在 20 秒左右頻率

降至最低值。此識別結果不僅與圖 3.35 與 3.36 透過基底剪力、位移與速度資料

迴歸所得之時變曲線相當一致，亦與利用 TVARX 模型所得之識別結果(圖 3.26)

相近。 

於第三章完成了以不同物理反應量建構 TVARX 模型，並透過嚴僅之數學推
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導與數值驗證證明以位移反應架構之TVARX模式方能準確識別結構之瞬時模態

特性。但實際量測往往僅能獲得速度或加速度等反應資料。因此，為讓此識別方

法有效應用於實際量測資料，將考慮對加速度反應積分兩次轉換成位移反應。並

比較積分後之位移反應與原始加速度反應之識別結果。圖 4.33 為積分後之位移

反應與原始加速度反應之瞬時模態識別結果。此兩組資料之瞬時頻率識別結果相

當類似，且於第 3 秒附近均能識別頻率驟降之時變現象。且於 20 秒附近均為其

識別瞬時頻率之最小值。但於第三秒後之識別結果，以原始加速度反應所得之識

別其整體頻率較積分後之反應所得略高。於瞬時阻尼比之識別結果，以原始加速

度反應所得之識別結果較積分後之反應所得為高。 

4.7 小結 

 本章建立了另一套時變線性系統之識別方法，以估算時變線性系統之瞬時模

態參數。研究中採用了小波函數為基底配合基底函數展開法與移動最小平方差法

架構 TVARX 模型，透過小波函數對模型中之時變係數進行展開。再以最小平方

差法計算每個時刻下之模態特性；或以移動最小平方差法架構形狀函數，再以最

小平方差法反算各組形狀函數所對應之係數，利用基底函數及其對應之係數建立

出結構之系統矩陣。最後經由系統識別程序，獲得系統之模態參數如自然振動頻

率、阻尼比、以及振動模態。 

 首先，建立由小波函數為基底配合基底函數法與移動最小平方差法等各種技

巧所架構之 TVARX 模型，並以反算所得之模型係數進一步估算結構系統之瞬時

模態特性。其中以移動最小平方差可藉由較少之基底函數描述系統之時變係數。 

然後，將以單自由度時變線性系統之數值模擬驗證此識別流程之可行性，並

從中進行各項參數探討，以確實掌握此識別方法之特性。由分析結果可知當選用

離散小波函數或小波包函數架構 TVARX 模型，其選用之基底函數對識別結果有

決定性之影響。對平緩變化、週期變化與折線變化系統可以 sym4 之小波包(或離

散小波)函數獲得準確之結果，但以 Haar 小波包(或離散小波)函數獲得之結果較

不理想；然而跳躍變化系統可以 Haar 小波包(或離散小波)函數獲得理想之識別
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結果，但以 sym4 之小波包(或離散小波)函數則難以獲得準確之結果。若是以 Haar

小波包函數結合移動最小平方差法架構 TVARX 模型，則對平緩變化、週期變化、

跳躍變化與線性變化等系統均能獲得準確之結果；而以 sym4 小波包函數結合移

動最小平方差法架構 TVARX 模型對跳躍系統所獲得之識別結果較不理想。 

於第三章時曾透過多項式基底結合移動最小平方差法建構 TVARX 模型，並

應用於平緩變化、週期變化、跳躍變化與線性變化等時變系統之瞬時模態識別。

此方法雖然能準確識別平緩變化、週期變化與線性變化等時變系統之瞬時模態，

但對於跳躍變化之時變系統於不連續處無法準確識別。以 Haar 小波包函數結合

移動最小平方差法架構 TVARX 模型，則對平緩變化、週期變化、跳躍變化與線

性變化等系統均能獲得準確之結果。很明顯，該方法之適用範圍較廣。 

最後將 Haar 小波包函數結合移動最小平方差法架構 TVARX 模型所建立之

識別流程，應用於國家地震工程研究中心所進行的鋼筋混凝土門型架構之振動台

試驗，驗證此識別方法能應用於實測資料上。當應用於實測資料的識別中，用實

驗過程量得之基底剪力、加速度與位移反應迴歸出此實驗模型之參數變化情形，

以此為參考資料。相較於研究中所提方法之識別結果，亦可看出相似之變化情

形，顯示在實測應用上之可行性。 
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第五章 結論與建議 

5.1 結論 

5.1.1 線性系統 

本文提出了一套基於連續小波轉換之線性系統識別模式，識別其模態參數。

連續小波轉換應用於離散化運動方程式（為一 ARX 時間序列）之量測自由度。

於轉換過程選擇恰當之尺度因子，以便達到濾波效果，以提升模態參數之識別能

力。並利用連續小波轉換之平移不變性，有效率地由量測反應或輸入估算離散化

運動方程中各函數之小波轉換。最後利用最小平方差法估算離散化運動方程各函

數前之係數矩陣，再透過係數矩陣直接估算系統之動態特性（自然振動頻率、阻

尼比與振態）。 

研究中利用六層樓剪力建築物之數值模擬地震反應，進行系統識別，驗証線

性系統識別方法之可行性。並且探討 ARX 時間序列階數、雜訊、不同小波函數

及其尺度因子對識別結果之影響，以利使用者能更容易地掌握此識別方法之準確

性。本分析中利用了 Harr 小波函數及 Meyer 小波函數。從此兩函數之 Fourier 轉

換知，選擇不同之尺度因子可達到類似帶寬濾波之效果，尤其是 Meyer 小波。

當決定欲識別之頻率區間，可選擇適當之尺度因子，將反應及輸入資料轉換至小

波空間達到濾波之效果，並於小波空間識別 ARX 時間序列之系數矩陣，識別動

態特性。隨著 ARX 模式階數之增加，落於識別頻率區間內之模態特性將穩定出

現。即使在含 20%噪訊比雜訊之反應及輸入數據之情況下，亦能得到準確之識別

結果。 

線性系統之識別方法亦成功應用於分析國家地震工程研究中心之三層樓鋼

構之動態反應與三跨連續萬版大橋（總長 440 公尺）之垂直向衝擊載重實驗數

據。以各種實測資料進行分析，吾人均能輕易識別其模態反應。所得之結果可透

過有限元素模型與前人之分析結果相比較均可獲得一致之結果。 
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5.1.2 線性時變系統 

於時變系統方面，本文則分別考慮以多項式函數以及小波函數為基底對時變

系統中之時變係數以基底函數展開，並以傳統基底函數展開法、加權基底函數技

巧或移動最小平方差法架構 TVARX 模型，再透過最小平方差法估算各組基底函

數或形狀函數所對應之係數。利用時變係數建構出結構之系統矩陣，接著經由系

統識別程序，獲得系統之瞬時模態參數。 

為了透過TVARX模式直接估算系統之瞬時模態特性，於研究中建立TVARX

模式與運動方程式之對應關係式。先由單自由度系統出發推導基於位移、速度與

加速度反應之 TVARX 模型與運動方程式之對應關係式；接著推廣至多自由度系

統；最後，考慮不完全量測自由度下 TVARX 模型之建立。，探討量測反應所架

構之 TVARX 模式估算結構系統之動態特性。並且探討位移、速度與加速度反應

對模態識別之影響，吾人經嚴謹數學證明當以位移反應架構 TVARX 模型時，則

估算所得之瞬時模態參數是正確的；但若改用速度或加速度反應架構 TVARX 模

型時，則所估算之瞬時模態參數是不正確的，將導致系統誤差產生。 

藉由單自由度之時變線性系統之數值模擬反應驗證時變系統之識別方法。考

慮之數值模型具有平緩變化、週期變化、跳躍變化與折線變化等時變特性。並且

探討基底函數種類（如多項式與小波函數）、各種基底函數之參數（如多項式階

數與小波函數之尺度因子）、分析方法之控制參數（如權重函數之支撐參數、移

動最小平方差法之結節數）、TVARX 之模型階數與雜訊等參數對識別結果之影

響。藉此些參數之探討更能掌握此分析方法之特性。 

分析結果可歸納出幾項結論： 

1. 以傳統基底函數展開法架構 TVARX 模型，若能選擇恰當之基底函數，則能

準確識別系統之瞬時模態特性，但此方法須引入較多基底，易造成數值困難。 

2. 以權重基底函數展開法架構 TVARX 模型，雖然能較少之基底函數準確識別

平緩變化、週期變化與折線變化等時系統，但計算過程相當耗時。 

3. 以移動最小平方差法架構 TVARX 模型，若選用多項式函數為基底，不僅能
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較少之基底函數準確識別平緩變化、週期變化與折線變化等時系統，其所需

之計算時間亦較少。但其適用範圍仍僅侷限於平緩變化、週期變化與折線變

化等時系統。 

4. 以移動最小平方差法架構 TVARX 模型，若選用 Haar 小波包為基底，不僅

能準確識別平緩變化、週期變化與折線變化等時系統，對於跳躍變化之時變

系統亦能準確識別。 

5. 以移動最小平方差法架構 TVARX 模型，若選用 Sym4 小波包為基底，由於

其函數不具有不連續之跳躍特性，因此其適用範圍亦侷限於於平緩變化、週

期變化與折線變化等時系統。 

分別選用多項式函數與 Haar 小波包為基底，並透過移動最小平方差建構

TVARX 模式，將此識別流程應用於國家地震工程研究中心所進行的鋼筋混凝土

門型架構之振動台試驗，驗證此識別方法確實能應用於實測資料上。當應用於實

測資料的識別中，用實驗過程量得之基底剪力、加速度與位移反應迴歸出此實驗

模型之參數變化情形，以此為參考資料。相較於研究中所提方法之識別結果，亦

可看出相似之變化情形，顯示在實測應用上之可行性。 

5.2 建議 

 線性系統之識別上，選擇各種小波函數，配合不同之尺度因子可達到類似帶

寬濾波之效果。當決定欲識別之頻率區間，可選擇適當之尺度因子，將反應及輸

入資料轉換至小波空間達到濾波之效果。而不同小波函數所決定之頻率區間與頻

帶分佈並不相同。因此未來研究可考慮選用不同之小波函數如 Shannon（矩型變

化之頻帶）或 Morlet（鐘型變化之頻帶），藉由其頻帶特性進一步探討其識別結

果。 

 時變系統之識別上，以移動最小平方差法建模所使用之權重函數為指數型權

重函數，未來研究可進一步探討不同權重函數對識別結果之影響。研究中所應用

之案例為振動台破壞試驗，往後可嘗試將此識別方法應用於加裝非線性消能元件

之結構反應，以進一步檢驗此些非線性元件應用於結構物之設計。此外，實驗中



 84

受測模型受地震力作用而造成破壞導致勁度降低，於識別過程可看出其瞬時模態

之變化情形。因此，往後之研究可根據瞬時模態參數發展一套結構損壞評估之準

則。雖然理論之推導已推廣至多自由度。但數值驗證之模型與實測反應均為單自

由度系統。未來可以考慮將此些方法推廣至多自由度系統之量測反應。 
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附錄 

  假設基底剪力與阻尼力及彈性回復力之關係為 ( ) ( ) ( )txctkxtFB &+= ，定義誤

差估計函數： 
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    其中 mBF , 為量測所得之基底剪力。對式（3.79）中之未知數 k 與 c取導數並

令其為零可得： 
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將式(A1.2)以矩陣型式表示，可改寫為 
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將式(A1.3)移項整理後可得 
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接著將式(A1.4)中之未知數 k 與 c提出以另一向量表示 
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進一步以矩陣逆運算之方法求得未知數 k 與 c  
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最後根據下列關係式，即可算出結構系統的瞬時自然振動頻率及阻尼比。 
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