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摘要 

本研究主要目的是以共旋轉全拉格朗日推導法(Co-rotational total 

Lagrangian formulation)、von Karman 板正確的變形機制、一致性二階線性

化(Consistent second order linearization)及虛功原理，推導一個具面內旋轉自

由度平面三角殼元素，並將其應用在薄殼結構的幾何非線性及挫屈分析。 

本文中推導的平面三角殼元素有 3 節點、每個節點有 9 個自由度，元素

的節點自由度為節點位移向量的 3 個分量、節點旋轉向量的 3 個分量及節

點平面應變的 3 個分量。本研究將元素的三個節點建立在板的中平面上，

在三個節點的當前位置建立一個元素座標，並用中平面變形後的位移及法

向量描述殼元素的變形。本研究利用極分解定理(Polar decomposition 

theorem)將殼中平面的變形梯度(Deformation gradient)分解成一個旋轉矩陣

(Rotation matrix)和一個伸縮矩陣(Stretch matrix)的乘積，並用一剛接在元素

中平面的座標系統的旋轉表示變形梯度中的剛體旋轉。本研究用三個旋轉

參數來描述該中平面座標系統的旋轉。 

本文採用牛頓-拉福森(Newton-Raphson)法和弧長控制(Arc-length 

control)法的增量疊代法來解結構的非線性平衡方程式。本研究分析文獻上

常見的殼結構基準問題，並與文獻上的線性解、非線性解、挫屈負荷比較。

本研究探討元素切線剛度矩陣中一些高次項對結構之非線性行為及挫屈負

荷的影響。
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ABSTRACT 

 

A facet triangular shell element with drilling degree of freedom is 

developed by using a corotational total Lagrangian formulation for the 

geometrically nonlinear analysis of thin shell structure with large rotation but 

small strain.  

The element developed has three nodes with nine degrees of freedom per 

node.  The element nodes are chosen to be located at the mid-plane of the plate 

element.  The deformations of the shell element are described in a current 

element coordinate system constructed at the current configuration of the shell 

element.  The element nodal forces are derived using the virtual work principle, 

the exact kinematics of the von Karman plate, and the consistent second order 

linearization.  The element tangent stiffness matrix may be obtained by 

differencing the element nodal force with respect to nodal parameters.  The 

deformation of the shell element is determined by the displacements of the 

mid-plane and the rotations of a mid-plane coordinate system associated with 
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each point of the mid-plane relative to the current element coordinate system.  

The origin of the mid-plane coordinates is rigidly tied to mid-plane.  Three 

rotation parameters are defined to describe the rotation of the mid-plane 

coordinate system.  For convenience, two set of nodal parameters are employed 

to determine the displacement fields of the element.  The first set of nodal 

parameters is chosen to be three nodal displacements, three nodal rotation 

parameters, and three strains.  The second set of nodal parameters is chosen to 

be three nodal displacement and six nodal values of the first spatial derivative of 

displacements.  To determine the relationship between these two sets of nodal 

parameters, the deformation gradient at each element node is decomposed into 

the product of a proper orthogonal matrix and a right stretch matrix by using the 

polar decomposition theorem, and the rotation matrix corresponding to the 

rotation of the mid-plane coordinate system relative to the current element 

coordinate system is regarded as the proper orthogonal matrix. Two sets of nodal 

parameters are used for the assembly of the structural equations. 

An incremental-iterative method based on the Newton-Raphson method 

combined with constant arc length of incremental displacement vector is 

employed for the solution of nonlinear equilibrium equations.  The zero value 

of the tangent stiffness determinant of the structure is used as the criterion of the 

buckling state.  Benchmark problems for linear and geometric nonlinear 

analysis of shells given in the literature are studied to demonstrate the accuracy 

and efficiency of the proposed shell element.  The effect of the first order terms 

of the transformation matrix between the variation of the two sets of nodal 

parameters on the equilibrium path and buckling load are also investigated. 
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第一章 緒論 

 

在近代工程設計的發展上，對材料的要求與結構的表現趨向於高強度

與輕量化，舉凡建築結構、航太設備、壓力容器、軍事載體及汽車工業等，

設計者要考量以最小成本來達到所需的機能與強度，並且兼顧外型的美

觀。由於薄殼在承受彎曲應力與拉伸應力的表現上有良好的表現，又能達

到經濟與輕量化的要求，因此薄殼為設計者最常使用的結構之ㄧ，而廣泛

應用在工程及生活上。常見的薄殼結構包括：建築屋頂、飛機蒙皮、液體

儲存槽、人造衛星、火箭、船體結構、水中潛體等。薄殼結構受到外力作

用經常會產生大位移和大旋轉，在大位移和大旋轉的問題中，位移和外力

往往不是線性關係，因此需要使用非線性分析的方法來探討由幾何形狀改

變所造成的非線性行為。 

常見的幾何非線性分析的推導方法有三種：全拉格朗日法(total 

Lagrangian formulation)、更新拉格朗日法(updated Lagrangian formulation)和

共旋轉法(Co-rotational formulation)。全拉格朗日法是用初始狀態為參考位

置來表示總位移和旋轉；更新拉格朗日法是以結構上一個平衡狀態為參考

位置來表示增量位移和旋轉；共旋轉法是利用建立在元素當前變形位置的

元素座標將剛體位移及旋轉從總位移及旋轉中扣除，剩下的位移和旋轉即

為小位移和小旋轉，因此若使用共旋轉法，原本在線性分析的元素也可以
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應用在大位移、小應變的幾何非線性分析，共旋轉法在梁與殼結構的幾何

非線性分析已經被廣泛的使用[1-10]。 

分析殼結構最常用的方法為有限元素法。殼元素大致分為三類：平面

殼元素、曲面殼元素和等參數元素。常見的平面殼元素是由一個平面板元

素和一個平面元素疊加而成，此種元素的推導方式簡單，而且在數值計算

上比曲面殼元素更有效率[11]，已分別應用在殼結構的線性[12-15]和幾何非

線性分析[4-11,16]。平面殼元素最常使用的形狀為三角形或四邊形，對任何

不規則形狀的殼結構，我們都可以輕易地將其切割成有限的三角形組合，

但不一定適合將其切割成四邊形的組合，故三角形元素在文獻上被廣泛的

探討及使用。 

CST(Constant strain triangle)元素和 LST(Linear strain triangle)元素都是

最簡單的平面元素，在薄殼分析上常常使用它們與合適的板元素疊加，因

為這種平面三角殼元素缺少旋轉自由度(Drilling degree of freedom)，所以其

元素剛度的面內旋轉剛度(In-plane rotational stiffness)為零，為了避免系統剛

度矩陣因奇異性(Singularity)造成分析的困難，常見的解決方法有兩種：(1) 

加上一個人工的面內旋轉自由度[17-20]。(2) 採用具有旋轉自由度的平面

元素[8,9,17,21-23]。文獻[23]提到三角平面元素加入旋轉自由度的優點為：

改善三角平面元素的性能並避免使用到三角形邊上的節點，因為邊上的節

點會影響到網格生成，而且在模擬非線性分析與動態分析時較為困難；當



三角平面元素與三角板元素疊加時，能滿足物理上一個節點有 3 個旋轉自

由度的要求；三角形元素與殼元素、板元素或是梁元素同時使用時，能使

接合簡單化。1964 至 1983 年期間，許多人在研究如何在 3 節點的三角形平

面元素上加入節點旋轉自由度，希望能得到一個 3 節點 9 個自由度且具節

點旋轉自由度的三角形平面元素，但是都沒有得出可用的元素。1984 年文

獻[21]Allman 提出第一個成功帶有旋轉自由度、3 個節點 9 個自由度的三角

形平面元素。2002 年文獻[22]提出 DLST 元素是一個具有 12 個自由度，三

角形頂點自由度為 2個位移、1個旋轉並且邊上中點自由度為 1個位移。2003

年文獻[23]提出的 OPT 元素具有 3 個節點，每個節點 2 個位移、1 個旋轉的

自由度。2008 年文獻[17]成功的將一個具有旋轉自由度的 QST 元素[23]應

用在平面應變問題的共旋轉法幾何非線性分析上，該元素具有 3 個節點、

18 個自由度，每個節點有 2 個位移、1 個旋轉及 3 個應變自由度。 

    從 1960 年起有許多的三角形板元素被提出[24-28]，其中具有 3 個節

點，每個節點有 1 個位移、兩個旋轉自由度，總共 9 個自由度之三角形板

元素的研究發展最為迅速。文獻[18]中比較 DKT、HSM、BCIZ、HCT 等 9

個自由度三角形板元素的線性分析和振動分析後，認為 DKT 元素是這些三

角形板元素中最有效率的元素，在靜態和模態分析中均可以收斂到準確的

答案。文獻[23]中指出 DKT 元素內部不能滿足
xy
yx







 

的連續條件且沒有

 
3 

 



定義側向位移場 ，因為計算板元素之質量矩陣及幾何剛度矩陣需要該元素

的側向位移場 ，所以 DKT 元素的質量矩陣和幾何剛度矩陣皆使用其他元

素的側向位移場來推導。1968 年文獻[20]把位移假設為完整五次多項式的

元素稱為 TUBA 6，除了在三頂點有 1 個側向位移 、2 個側向位移一次微

分 、 ，3 個側向位移兩次微分 、 、 之外，還有 3 個邊

上中點側向位移對邊上法線方向微分 ，共計 6 個節點、21 個自由度。

1969 年文獻[29]中也假設側向位移是五次多項式，並且利用邊上的側向位

移對邊上法線方向微分 是三次變化三個限制條件將三個邊上的自由度

、 、 去掉，因此 6 個節點減為 3 個節點、21 個自由度減為 18

個自由度，文獻[9]將此元素稱為 RQT 元素。 

w

6,n

w

w

iw,

wxiw,

4,n

yiw,

5,n

xxiw,

nkw,

xyiw, yyi,

nw,

w w

1981 年文獻[1]中將 CST 平面元素與 DKT 三角板元素疊加成一平面三

角殼元素，並使用更新拉格朗日法將該元素用在具大位移及大旋轉的薄殼

結構分析，但更新拉格朗日法的增量旋轉必須是小角度，因此 1987 年文獻

[4]使用相同的殼元素，搭配共旋轉法解決增量旋轉大小限制的問題。2006

年文獻[6]採用文獻[4]的殼元素和共旋轉法，以數值例題探討殼結構受到各

種位移負荷之非線性分析。 

一個好的殼元素應能分析大位移問題和偵測平衡路徑上的分歧點

(Bifurcation point)及極限點。為了要檢測元素的優劣性，文獻上通常藉由基

準問題(Benchmark problem)來試驗推導出來的元素模型是否精準或收斂方
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法是否有效率。文獻[30]整理出殼在幾何非線性分析中常見的基準問題，文

獻[7-9,16,31-34]模擬殼在挫屈分析中常見的基準問題，但更好的基準問題是

要兼具實驗數據和數值模擬的比較[19]。 

文獻[19]以實驗和數值方法[35]探討一聚酯圓柱薄殼受位移負荷作用後

的非線性行為，模擬一矩形薄板在長邊以夾鉗挾持，夾鉗先將薄板彎成一

圓柱狀，再施加一集中位移負荷於結構中心的情況，採用兩階段的位移負

荷分析。在其實驗中隨著位移負荷的增加，結構連續產生四個特殊的幾何

變形，如圖1.1所示。第一個變形是在薄殼中心附近出現兩個對稱X、Y軸的

d-cone (developable cone) (圖1.1a)。第二個變形中出現兩個新的d-cone，而

四個d-cone圍成一個對薄殼中心轉了一個角度的菱形(圖1.1b)。第三個變形

為四個d-cone的連線形成一個梯型(圖1.1c)。第四個變形為梯形底邊兩個

d-cone移到薄殼自由端的邊界時，產生一個不連續的變化，使薄殼變成波浪

狀的圓柱殼(圖1.1d)。文獻[35]所使用的數值方法為有限元素法，其元素為

三角形殼元素，考慮的薄膜應變為不完整非線性項，並且假設位移場是完

整五次多項式，多項式的21個係數由節點上的函數值、函數的一次微分、

函數二次微分以及函數對邊上中點之法線方向微分計算而得，計算von 

Karman板殼理論推導出來的能量式，利用找出該能量的最小值求得薄殼結

構的變形。雖然在薄殼變成波浪狀前，數值模擬和實驗得出的受力-位移曲

線相當接近，但數值模擬無法得出第二個和第三個變形。文獻[7]採用文獻



[6]的數值方法及元素模擬文獻[19]的實驗，並討論位移負載偏移、結構的不

完美對結構變形的影響，雖然與文獻[19]的挫屈例題之數值做比較，其數值

的結果很相近，但無法觀察到實驗中出現的現象。文獻[8]採用QST平面元

素和DKT板元素疊加成一三角平面殼元素，並探討採用不同位移場推導得

的幾何剛度矩陣對平衡迭代及挫屈負荷的影響，與文獻[19]所偵測的平衡路

徑和挫屈負荷相近，但無法觀察到實驗中d-cone旋轉的現象。文獻[9]採用

QST元素和RQT板元素疊加成一三角平面殼元素，此殼元素與文獻[8]相比

的優點:擁有更高的精確度、元素內部滿足
xy
yx







 

的連續條件及具有定

義的側向位移場可以推導幾何剛度矩陣。數值模擬的結果與大部分具挫屈

分析例題相近，但無法觀察到實驗中d-cone旋轉的現象。 

    本人猜測文獻[7-9]無法模擬出 d-cone 旋轉現象的原因在於其推導出的

切線剛度矩陣並不完整和沒有考慮到無限小旋轉矩陣(Infinitesimal rotation 

matrix)的影響，故本篇研究將引用非線性的殼理論來描述殼的變形過程，

將變形之間的耦合項考慮更加完善，試圖模擬出實驗中[19]d-cone 旋轉的現

象。廣為人知的殼理論推導可分兩種：第一種是將殼結構視為三維物體

[36-39]，並設參考表面，通常取中平面，再對厚度方向積分。第二種是將

殼結構視為 Cosserat surface[40]，在此表面上的任一向量皆可變形，且保有

在剛體運動下，向量長度不變的性質。 
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本研究將三角殼元素的三個節點建立在板的中平面上，在三個節點當

前的位置建立一個元素座標，並在當前的元素座標上用板中平面的位移及

中平面變形後的法向量描述殼元素的變形。本研究利用極分解定理(Polar 

decomposition theorem)[41]將殼中平面的變形梯度(Deformation gradient)分

解成一個旋轉矩陣(Rotation matrix)，和一伸縮矩陣(Stretch matrix)的乘積，

並用一剛接在元素中平面的座標系統的旋轉表示位移梯度中的剛體旋轉。

本研究用三個旋轉參數來描述該中平面座標系統的旋轉。 

本研究採用 von Karman 板理論為基本假設[42,43]，即第一種殼理論推

導，取中平面為參考平面對厚度方向積分的三維物體概念。位移場採用文

獻[23,28]的元素位移場，推導出一個 3 節點、每個節點有 9 個自由度的平

面三角殼元素，元素的節點自由度為節點位移向量的 3 個分量、節點旋轉

向量的 3 個分量及節點平面應變的 3 個分量。廣義來說，應變也為物理上

的自由度，且在文獻[9]的數值比較下，大部分的例題也有很好的結果。據

本人所知，文獻上尚未有其他人用此方式來描述殼的非線性變形，故本研

究將採用此方式推導一平面三角形殼元素，並使用共旋轉法將該元素用在

具大位移及大旋轉的薄殼結構分析中，希望能夠有效地改善殼結構幾何非

線性分析中平衡迭代的收斂速度，並精確偵測平衡路徑上的分歧點及挫屈

模態。 

本文在第二章介紹本研究所使用的平面三角殼元素的變形機制以及推
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導元素節點內力及剛度矩陣。在第三章說明本研究的數值計算方法和分析

時的數值程序。在第四章中以非線性例題測試本研究所使用的平面三角殼

元素的性能，以及說明本文提出決定元素節點變形參數的方法是可行的。 

 



第二章 理論推導 

 

本章將採用共旋轉全拉格蘭日推導法 (Co-rotational total Lagrange 

formulation)、von Karman 板理論[42,43]、虛功原理、一致性二階線性化

(Consistent second order linearization)推導出一個 3 節點、每個節點有 9 個自

由度的平面三角殼元素，元素的節點自由度為節點位移向量的 3 個分量、

節點旋轉向量的 3 個分量及節點平面應變的 3 個分量。在本章將說明座標

系統、殼元素變形之基本假設、變形描述、應變、元素節點內力及剛度矩

陣的推導。 

 
2.1 基本假設 

本文中對非線性平面三角殼元素的推導，做以下假設： 

(1) 板為均勻厚度的薄板。 

(2) 在元素變形前，垂直於元素中平面的線段，在元素變形後，依然保持直

線、垂直於變形後之中平面且沒有伸長或縮短。 

(3) 元素的變形位移及旋轉為小位移及小旋轉。 

(4) 元素的應變為小應變且僅考慮面內的應變。 

 

假設(2)為 von Karman 板的變形假設。因採用共旋轉推導法，只要元素夠小，

假設(3)一定可以滿足。 
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2.2 座標系統 

為了描述系統的運動及元素的變形，本文定義了四組座標系統： 

(a) 固定總體座標系統(Global coordinate system)：  3,2,1iX G
i  

結構體所有節點的座標、位移、旋轉、系統的邊界條件與其他座標系統

的基底，以及結構的平衡方程式，均在此座標系統中定義。 

(b) 元素座標系統(Element coordinate system)：  3,2,1ixE
i  

此座標系統是建立在每一個元素變形後的最新位置上，先將座標原點定

在元素節點 1， Ex1 軸為元素節點 1 與元素節點 2 在元素平面上的連線，

Ex2 軸是在元素平面上垂直於 Ex1 軸，且朝著元素節點 3 的方向， Ex3 軸則

是由 Ex1 軸與 Ex2 軸外積而得，再將座標原點移至元素三個節點決定之三

角形的形心並旋轉角使得當前變形位置的元素與初始未變形時的元

素在形心處無旋轉作用，詳細說明在附錄 A。元素的位移、元素變形、

元素節點內力與元素剛度矩陣是在此座標系統中定義，然後經由座標轉

換，將其轉換至總體座標系統及基礎座標系統。 

(c) 元素中平面座標系統：  3,2,1ixS
i  

此座標系統的原點是剛接在元素的中平面上，與中平面一起平移及旋

轉，在變形前，其座標軸的方向與元素座標的座標軸的方向一致，在變

形後，其 Sx3 軸的方向與變形後之中平面法線方向一致。本文中將該座

標系統對元素座標系統的旋轉視為中平面運動之變形梯度(Deformation 
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gradient)中剛體旋轉的部份。 

(d) 節點基礎座標系統(Base coordinate system)：  3,2,1, jixB
ij  

此座標系統的原點是剛接在結構離散後的每一個節點，並與對應的節點

一起移動及旋轉， j 為節點在元素中的編號。本文中節點 j 在其初始位

置之 B
jx3 軸的方向為曲面在該節點的法線方向， B

jx1 軸、 B
jx2 軸的方向為

曲面在該節點互相垂直的切線方向，節點的應變自由度是在此座標系統

中定義。本文中 B
ijx0 表示元素節點 j 在初始未變形時的節點基礎座標，

B
ij

I x 表示元素節點 j 在第 I 個增量迭代收斂後的節點基礎座標， B
ijx 表示

元素節點 j 在當前變形位置的節點基礎座標。 

 
2.3 旋轉向量 

本文中使用旋轉向量來表示一個有限旋轉，如圖 2.1 所示，一向量b受

到一旋轉向量 a  的作用而轉到一個新位置b，向量 與b 之間的關係可

表示成[45]： 

b 

)(sin))(cos-(1 cos baababb      (2.1) 

其中符號．與分別代表向量的內積與外積，表繞單位向量為 之轉軸的

旋轉角。 

a

當旋轉向量 }{ 321  ， i )3,2,1( i 為在某一直角座標的分量，

有一微小變量  時， 會繞該座標的座標軸做微小的旋轉b i )3,2,1( i 。當

很小時 }321{   與 }32{ 1   之關係可表示成[46]： 
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T  (2.3) 

 
2.4 殼的變形描述 

本文在當前的元素座標上描述殼元素的變形，由 2.1 節的基本假設(2)

可知 von Karman 板的變形可由其中平面的位移來描述。 

如圖 2.2 中，Q點為殼中的任意點，P點為Q點在同一斷面之中平面上

的對應點。在元素座標上Q點的變形前後位置可以表示如下： 

}{0 zyxr  (2.4) 

nrr zrrr p  }{ 321  (2.5) 

   ),(),(),(321 yxwyxvyyxuxxxxp r  (2.6) 

其中 x、 、 為變形前Q點在元素座標 上的座標，y z )3,2,1( ixE
i x、 同時

也是

y

P點變形前的 、 軸的座標。r、 分別是變形後Q點、Ex1
Ex2 pr P點在元

素座標 上的位置向量， 、 以及 為E
ix 1x 2x 3x P點在元素座標 的座標值，E

ix

)y,(xu 、 ), y(xv 以及 ), y(xw 為P點在 、 及 軸方向的位移，n是變形

後中平面在

E
1x Ex2

Ex3

P點的向外單位法線向量，可表示為： 
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n  (2.10) 

本文中將 x、y、z視為拉格蘭日座標(Lagrange coordinates)。由(2.6)式可得： 
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由(2.4)式，殼中任意點的變形梯度(deformation gradient)F [41]可表示如下： 
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),,(FF  (2.12) 

由(2.11)式和極分解定理(Polar decomposition theorem) [41]可得： 

RUF   (2.13) 























zzyzx

yzyyx

xzxyx





1

1

1

U  (2.14) 

其中R為一為旋轉矩陣(Rotation matrix)， 為一伸縮矩陣(Stretch matrix)，U

i 、 ij ),,,,,( zyxjzyxi  為在任意點(x, y, z)的工程應變。由基本假設(3)

可知 0 zyzxyzxzz  。旋轉矩陣R可將在該點的微小體積做一剛
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體旋轉，該旋轉可使在矩陣 FFC t 之主軸方向的向量轉到矩陣

之主軸方向[41]。 111 )(   FFB t

ie S
ie

S
ix  3,2,1i

ie

333 eθ

令 及 分別為元素座標軸 與剛接在 P 點之中平面座標軸

的單位向量。由座標系統的定義可知，在變形前 軸與 軸的

方向是一致的，即 與 的方向是一致的，而且變形後 與(2.7)式的 方

向一樣。在本文中假設變形後的單位向量 是由以下兩個旋轉向量連續作

用於單位向量 來決定： 

E
ix

ix S
ix

ie

,1

S
ie

)3

S
3e n

S
ie

,2(i



nnn eθ

  (2.15) 

  (2.16) 

}0,,{
2

2
2

1

2
2

2
2

1

1



 

 
ne  (2.17) 

其中 3 為中平面繞 旋轉的角度，3e n 為 和n的夾角， 為垂直於 與n之

單位向量。 

3e ne 3e

將旋轉向量 作用在 上，將其轉至一中繼位置3θ ie ie，再將 作用在nθ ie

上，將其轉到 。若 、θ 以及 已知，則中平面座標 就唯一決定；反

之，若 與 已知，則旋轉向量 與 亦唯一決定。 

S
ie ie 3 nθ

3θ

S
ie

ie S
ie nθ

S
ie 與 之關係可表示如下： ie

iSEi
S
i eRenRRe  ][ 21  (2.18) 

23131 sincos rrR   , 2312 cos rR 3sin r    (2.19)   

}sin)cos1()cos1(cos{ 221
2

11 nnnn nnnn  r  
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}sin)cos1(cos)cos1({ 1
2

2212 nnnn nnnn  r  

2
2

2
1

2
2

2
1

1
sin






n   

其中 為一旋轉矩陣。因 為SER SER )3,2,1( ii 的函數，所以本文中稱 i 為旋

轉參數。將 保留到SER i )3( ,2,1i 的二次項之近似式可表示如下： 































2
2

2
1321312

1
2
3

2
1213

2213
2
3

2
2

2

1

2

1
1

2

1

2

1
1

2

1
2

1

2

1

2

1
1







SER  (2.20) 

當旋轉參數 )3,2,1( ii 分別有一微小變化 i 時，中平面座標的單位向

量 會旋轉到一個新的位置，此一新的位置可由 繞元素座標軸

軸分別作微小旋轉

S
ie

( i

S
ie

)3,2,1xE
i i )3,2,1( i 而得。 

 321  θ 與 }{ 321   之關係可表示成： 

  θ  (2.21) 























1

1

1

12

1
2
221

221
2

1







aa

  (2.22) 

2
2

2
1

2
2

2
111







a   

將  保留到 i )3,2,1( i 的一次項之近似式可表示如下： 
























1
2

1

2

1
10

01

12

1

2






  (2.23) 
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由(2.21)式可知當 i )3,2,1( i 不為零時， i 並非繞 軸的微小旋

轉。因(2.18)式之 隨 P 點一起剛體運動，所以(2.20)式之旋轉矩

陣 與(2.13)式中 P 點的旋轉矩陣

)3,2,1( ixE
i

S
ie )3,2,1( i

SER R應為同一旋轉矩陣。在本文以後的內

容中，除另有說明外，(2.13)式之R都是指在中平面上的旋轉矩陣 )0,,( yxR 。 

將(2.5)式代入(2.12)式，可得變形梯度 ，再將F 0z 代入 ，可得在中平面

之變形梯度

F

)0,,( yxF 。將 )0,,( yxF 之變形參數保留到二次項，可得： 






















nyx

yx

yx

ww

vv

uu

yx





cos

1

1

)0,,(

,,

1,,

2,,

F  (2.24) 

將(2.24)式、(2.20)式和(2.14)式代入(2.13)式，並將變形參數保留到二次項可

得： 

3
2
3

2
2, 2

1

2

1  xyxxu   (2.25) 

213, 2

1
)1(   yxyyu  (2.26) 

yxxxv   213, 2

1
)1(  (2.27) 

2
3

2
13, 2

1

2

1   yxyyv  (2.28) 

132, )()1(  yxxxw   (2.29) 

123, )1()(  yxyyw   (2.30) 

(2.25)式－(2.30)式為中平面之位移梯度(Displacement gradient)與旋轉參數

i )3,2,1( i 、中平面之工程應變 x 、 y 、 yxxyxy  22  間二次的非線性

耦合關係。本文中將位移梯度 、 、,u  ,w ),( y,v x 及旋轉參數 i  
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)3,2,1( i 、中平面之工程應變 x 、 y 、 xy 視為兩組獨立的變形參數。本研

究用 i ) ， x3,2,1(i  、 y 、 xy 在元素節點的值及(2.25)式－(2.30)式決定

、 ), y,u ,v 、 ,w ( x 在元素節點的值， 用u 、v ), y再 , , 、 ,w ( x 在元

素節點的值及元素節點的節點位移決定元素的位移場。 

將 (2.25) 式至 (2.28) 式的變形參數保留到一次項可得 xxu , 、

、 和3 v,,   xyyu yxx  3 yyv  ，該結果與線性分析的定義一致。 ,





x

y

,

將(2.25)式－(2.28)式代入(2.29)式和(2.30)式，並將變形參數保留到二次

項可得： 











) 
w
















2

1 1(





y

u

u,

1



x

y

v

v

,

, )

x,( w
,  (2.31) 

(2.31)式與(2.11)式之二次近似式的結果是一致的。 

將(2.31)式代入(2.5)式，並保留變形參數 、 、w,u ,v , ( ), yx 到二次

項，可得變形後Q點在元素座標 上的位置向量之二次近似式為： E
ix


























(






2

1
x

y v








1

1(

1

z








),

),

),

y

yx

yx












(

(

(

xw

vy

ux

r

xy w,

2

,

y

yy

xx




2



,

,,

2

1
)

)

x

y

x

uv

u



 (2.32) 

 (2.33) 

yx w,   

為了要推導出假設的節點參數之關係，故將(2.25)式至(2.30)式兩邊做變分可

得： 
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xyxyxxu  33322, )(   (2.34) 

122133, 2

1

2

1
)1(   yyxyyu  (2.35) 

yxxxxv   122133, 2

1

2

1
)1(  (2.36) 

xyyxyyv  31133, )(   (2.37) 

yxyxxxxw  1311322, )()1(   (2.38) 

yyxyxyyw  1123223, )1()(   (2.39) 

 

2.5 元素節點參數及節點力向量 

 本文推導的平面三角殼元素有 3 個位於中平面的節點，每個節點有 9 個

自由度，為了簡潔，本文用 j、  j表示 、 中的每個元素都帶有下標

。為了在推導上的需要，本文採用四類的元素節點參數向量，並分別表示

如下： 

j

}{ 321 xxxx qqqq   (2.40) 

}{ 321  qqqq   (2.41) 

}{ 321   qqqq   (2.42) 

}{ 321  qqqq   (2.43) 

其中 

jxj }{ wvuuq   (2.44) 

jj }{ εθuq   (2.45) 
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jj }{ εuq     (2.46) 

jj }{ εuq   (2.47) 

j )3,2,1( j 表示元素局部節點 j ， jj wvu }{u

j}

， 、 以及 為元素

節點位移向量 在 、 及 軸方向的位移分量， ，

， ，

ju jv

j u

jw

x uju

j

Ex1

jw

Ex2

xw{ ,

E
3

y,

x

w

jyu }{ ,,

y}x vv{ ,,jv  jj
u

u )(,  


 、 j
v

)
jv, (



 以 及

jj
w

w, )(
 


 ( yx, )， j}j θ3θθ1{ 2θ ， ij 為作用在節點 j 的旋轉參數

i )3,2,1( i ((2.8)、(2.9)、(2.15)式)， jxy}yx{j ε ， xj 、 yj 、 xyj 為

中平面之工程應變((2.14)式)的節點值， j}3j { 1 2   ， ij 為作

用在節點 j 的無限小旋轉參數， j}32j { 1  ， ij 為作用在節點 j 的旋

轉向量((2.2)式) j 在 、 及 軸方向的分量。本文中將作用在節點Ex1
Ex2

E
3x j 的

旋轉向量 在當前的變形位置重新設定為零，本文在平衡迭代的過程中，

用節點旋轉向量 的增量或擾動量作用在對應的節點基礎座標系統，決定

該座標系統變形後的方位。 

j

j

本研究用在元素節點 j )3,2,1( j 的節點基礎座標系統當前的方位及當

前的元素座標決定 ，然後用 決定 ，再用 決定元素中平面之位移

場

q q xq xq

),( yxu 、 ),( yxv 以及 ), y(xw 。 

由(2.34)式－(2.39)式可得擾動節點參數向量 xjq 與 jq 有如下的關係： 

jjxxj   qTq   (2.48) 

 19



j
xyy

xyx

xy

x

y

xy

jx





























































2123

1213

331

312

312

332

2

1
0)()1(000

2

1
0)1()(000

2

1
10)(0000

2

1
0)1(

2

1

2

1
000

2

1
0)1(

2

1

2

1
000

2

1
01)(0000

000000100

000000010

000000001













T

 (2.49) 

由(2.21)式可得擾動節點參數向量 jq 與 jq 有如下的關係： 

jjj   qTq   (2.50) 

j

j











































100000000

010000000

001000000

0001
2

1

2

1
000

00010000

00001000

000000100

000000010

000000001

12

1

2






T  (2.51) 

由(2.2)式可得擾動節點參數向量 jq 與 jq 有如下的關係： 

jjj   qTq   (2.52) 
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12

13

23







T  (2.53) 

由(2.48)式－(2.53)式可得 xq 、 q 、 q 、 q 間的轉換關係如下 

 qTq xx   (2.54) 

  qTq   (2.55) 

  qTq   (2.56) 


















3

2

1









x

x

x

x

T00

0T0

00T

T  (2.57) 



















3

2

1









T00

0T0

00T

T  (2.58) 



















3

2

1









T00

0T0

00T

T  (2.59) 

對應於擾動節點參數向量 xjq 、 jq 、 jq 、 jq 的廣義節點力向量分別為： 

jwvuxj }{  mmmff  (2.60) 

jj }{  mmff   (2.61) 
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jj }{  mmff   (2.62) 

jj }{  mmff   (2.63) 

其中 

jj fff }{ 321f  (2.64) 

juyuxju mm }{m ， ，jvyvxjv mm }{m jwywxjw mm }{m  

jj mmm }{ 321  m  

jj mmm }{ 321  m  

jj mmm }{ 321  m  

jyxj mmm }{  m  

對應於 ju 、 jv 以及 jw 的廣義節點力為在 E
ix )3,2,1( i 軸方向的力 ；對

應於

ijf

ju  , 、 jv , 、 jw , ( yx, , 3,2,1j )的廣義節點力分別為廣義力矩

、 、 ；對應於jum  jvm  jwm ij ( 3,2,1i , 3,2,1j )的廣義節點力為廣義力

矩m ；對應於ij ij ( , 3,2,1i 3,2,1j )的廣義節點力為傳統力矩 ；對應

於

ijm

xj 、 yj 、 xyj 的廣義節點力分別為廣義力矩 、 、 ；對應於xjm yjm jm

ij ( i , 3,2,1 3,2,1j )的廣義節點力為廣義力矩 。因為ijm ij 在變形後不為

零，所以其變分 ij 並不是繞 軸的無限小旋轉(見(2.21)式)，所以廣義力

矩 並非繞 軸的傳統力矩。如前所述，本文中將作用在節點

E
ix

ijm E
ix j 的旋轉

向量((2.2)式) 在當前的變形位置重新設定為零，所以其變分j ij 與繞 軸

的無限小旋轉

E
ix

ij 的值相同，所以廣義力矩 與繞 軸的傳統力矩的值相ijm
E
ix
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同。不同元素在共同節點的廣義節點力 需先轉換到共同座標系統才能組

合成在該節點的系統節點內力。 

jf

對應於(2.40)式－(2.43)式之元素節點參數向量的元素節點內力向量可表示

成： 

}{ 321 xxxx ffff     (2.65) 

}{ 321  ffff      (2.66) 

}{ 321  ffff      (2.67) 

}{ 321  ffff        (2.68) 

其中 、 、 、 定義於(2.60)－(2.63)式 xjf jf jf jf

由(2.54)式－(2.56)式與反梯度法則(contragradient law)[47]，可得 、 、 、

間的轉換關係如下： 

xf f f

f

x
t
x fTf    (2.69) 

 fTf t      (2.70) 

 fTf t         (2.71) 

  

2.6 元素的應變及其變分 

2.6.1 應變 

本文中應變的度量是採用 Green strain，本文中以 )3,2,1,( jiij 表示在當前

元素座標 的 Green strain。由基本假設(2)，本文只考慮E
ix 11 、 12 與 22 ，並
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表示如下[48]： 

)1(
2

1
1

t
111  gg  (2.72) 

)(
2

1
2

t
112 gg   

)1(
2

1
2

t
222  gg  

x



r

g1 , 
y



r

g2 , 
z



r

g3  (2.73) 

其中r定義於(2.32)式。 

將(2.32)式代入(2.73)式，並保留變形參數及其微分到二次項，可得 的 分

量 如下： 

ig E
jx

)3,2,1,( jigij

])1([1 ,,,,,,,11 xxxxxxxyxyxxx vvuuzug    (2.74) 

])1([ ,,,,,,,12 xyyyxyxxyxxyx uuvvzvg     

)( ,,,13 xyyxxxx zwg    

 

])1([ ,,,,,,,21 yxxxxyyyxyxyy vvuuzug    (2.75) 

])1([1 ,,,,,,,22 yyyyyyyxyxyyy uuvvzvg     

)( ,,,23 yyyyxxy zwg    

 

xxyx vug  ,,31 )1(   (2.76) 

yyxy uvg  ,,32 )1(    

22
33 2

1

2

1
1 yxg    
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將(2.74)式至(2.76)式代入(2.72)式，並保留參數及其微分到二次項，可得應

變為： 

2
11

1
1111    (2.77) 

xyx zu ,,
1
11     

2
,

22
,

2
,,

2
,

2
,

2
,

2
11 2

1

2

1

2

1

2

1

2

1
xyxxxxyxxxxxx zzuzzvwvu    

 

2
12

1
1212    (2.78) 

yyxxxy zzvu ,,,,
1
12 2

1

2

1

2

1

2

1     

yxxxyyxyxyxxyyyxyxyx zzvzuzwwvvuu ,,
2

,,
2

,,,,,,,,
2
12 2

1

2

1

2

1

2

1

2

1    

 

2
22

1
2222    (2.79) 

yxy zv ,,
1
22     

2
,

22
,

2
,,

2
,

2
,

2
,

2
22 2

1

2

1

2

1

2

1

2

1
yyyxyyyyyxyyy zzuzvzwvu    

其中 表示)2,1,,( kjik
ij ij 中之 次項 k

為了方便以後推導，本文中令 1212 2  ，並將(2.77)式至(2.79)式的應變表

示為向量式： 

222121
babbaa zzz εεεεεε   (2.80) 


















12

22

11





ε  (2.81) 
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,
1ε  (2.82) 
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ε  (2.83) 
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,
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ε  (2.84) 
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xxyxxx
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ε  (2.85) 
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2
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2
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1







ε  (2.86) 

2.6.2 應變的變分 

本研究採用虛功原理推導元素節點內力，所以需要應變的變分。將(2.77)

式至(2.79)式變分可得： 

2
11

1
1111    (2.87) 

)(,,
1
11 zu xyx     

)()(

)()()()(

)()()(

,
2

,,
2

,

,,,,

,,,,,,
2
11

xyxyxxxx

xxyxxxxxxyxx

xxxxxx

zz

zuzvzvzu

wwvvuu













 

 26



2
12

1
1212    (2.88) 
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(
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2
22

1
2222    (2.89) 

)(,,
1
22 zv yxy     

)()(
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其中 表示)2,1,,( kjik
ij ij 中之k 次項的變分 

為了方便以後推導，本文將(2.87)式－(2.89)式的應變表示為向量式： 

222121
babbaa zzz εεεεεε    (2.90) 




















xy
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x
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vu
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ε  (2.91) 
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ε

 (2.92) 
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ε  (2.93) 
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ε  (2.94) 
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xyyyyyxyxxyxyxxx

yyyyyxyx

xyxyxxxx

b





ε  (2.95) 

若元素位移場表示成節點參數 的函數，則可得xq ε 和 xq 之關係式為： 

xbxabxbxaxa

babbaa

zzz

zzz

qBqBqBqBqB

εεεεεε




222121

222121




 (2.96) 

其中 為j
iB xq 對應於 j

iε )2,1,,,(  jabbai 之應變-位移關係矩陣。 

 

2.7 元素節點內力之推導 

在平面應力狀態，等向性線彈性材料的應力與應變關係為： 

εDσ   (2.97) 

}{ 122211 σ  (2.98) 

}{ 122211 ε   






















2

1
00

01

01

1 2 





E

D  

其中 E 是楊氏模數(Young’s module)， 是蒲松比(Poisson ratio)。  
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本文利用虛功原理及一致性二階線性化，保留節點內力到二次項推導對

應於擾動元素節點參數向量 xq 之廣義元素節點內力向量 。 xf

由虛功原理、(2.80)式、(2.96)式和(2.97)式及一致性二階線性化可得：  

dVzdVzz

dV

dVzdVz

dVdV

V b
t

abab
t

bV b
t

b

V a
t

a

V a
t

bb
t

aa
t

aV a
t

a

V
t

V
t

x
t
x

















122212112

12

1222122111

int

)(

)(

W

εDεεDεεDε

εDε

εDεεDεεDεεDε

εDεσεfq
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其中h為元素厚度。 

由(2.100)式可將(2.99)式表示成： 

]

)(

)([W

12
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2111

12

212111
int

dA

dA

dA

dA

dA

A ab
t

b
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t
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t

b
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t

a
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t

aA aa
t

a
t
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t
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 (2.101) 

由(2.101)式，元素的節點內力向量 可表示為： xf

 29



dAdAdAdA

dAdAdA

A bb
t

aA aa
t

aA abb
t

bA ab
t

b

A bb
t

abA aa
t

abb
t

bA aa
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εDBεDBεDBεDBf
 (2.102) 

(2.102)式中加底線的項為線性項，本文中 僅考慮其線性項。 xf

 

2.8 元素剛度矩陣 

對應於元素節點參數向量 的元素切線剛度矩陣q k ，可由(2.68)式的元

素節點內力 對節點參數 微分求得。利用(2.71)式和(2.43)式可求得切線

剛度矩陣

f q

k 如下： 
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其中 
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kk
q

f





x
x

x  (2.106) 

(2.103)式之k 的詳細推導見附錄 B。 
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2.9 殼元素的位移場 

本文之三角形殼元素的位移場((2.32)式)是由(2.40)式之節點參數向量

決定，所以可以採用文獻上節點參數與 一致之平面元素與板元素的位

移場當本文之三角形殼元素的位移場。本文之殼元素在中平面 、 軸方

向的位移分量 、

xq xq

Ex1
Ex2

u v ((2.32)式)採用三節點之 QST 平面元素[23]的位移場，

(2.32)式中的 yz 及 xz 採用三節點之 DKT 板元素[28]中， 、 軸方向

的位移場。因 DKT 板元素沒有定義(2.32)式中在中平面 軸方向的位移場

Ex1
Ex2

Ex3

), y(xw

xw,

，所以本文將暫用文獻[8]中採用的線性位移場，計算(2.92)式中的

、 及其變分。 y,w

QST 元素的位移場 ),( uu  、 ),( vv  分別為板之中平面在 、 軸

的位移分量，

Ex1
Ex2

、為面積座標(area coordinates)，面積座標的介紹詳見附錄

C。此元素有 3 個節點，每個節點有 6 個自由度，分別為u 、v在節點 j 的

節點值 、ju j (v )3,2,1j ，以及
 



u

u, 、
 



v

v,  (  , )在節點 j 的節

點值u 、u 、 、 。 j, j, jv , jv ,

QST 元素位移場可表示為[23]： 

uNt
uu   (2.107) 

vNt
vv   (2.108) 

}{ 321  uuuu   (2.109) 

}{ 321  vvvv   (2.110) 
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},,{ jjjj uuu  u  (2.111) 

},,{ jjjj vvv  v  (2.112) 

}{ 987654321 NNNNNNNNNvu  NN  (2.113) 

其中 為對應於u 的形狀函數， 為對應於uN vN v的形狀函數， 、 為元素

節點參數向量， 、 為在元素節點

u v

ju jv j )3,2,( 1j 的元素節點參數向量， 

為面積座標的三次函數，其表示式詳見附錄 D。 iN )9,,2( i ,1

因u、v都是、的顯函數，所以 、 與 、 及 、 與 、

的關係可表示成(詳見附錄 C)： 

xu, yu, ,u ,u xv, yv, ,v

,v
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x
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A  (2.114) 
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A  (2.116) 

jiij xxx   (2.117) 

jiij yyy   (2.118) 

其中 為面積座標mA 、與 Lagrange 座標 x 、 間的 Jacobin matrix， 、

分別是元素節點

y jx

jy j 在元素座標系統的 Lagrange 座標 x 、 的座標值。 y

令 

}{ 321 mmmm uuuu   (2.119) 

}{ 321 mmmm vvvv   (2.120) 
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},,{ yjxjjmj uuuu  (2.121) 

},,{ xjxjjmj vvvv  (2.122) 

其中 、 為 QST 元素的第二組節點參數向量， 、 、 、 分

別為 、 、 、 在元素節點

mu

xu,

mv

yu,

xju, yju, xjv, yjv,

xv, yv, j 之值(與(2.44)式中的 ，

為相同的節點參數)。由(2.114)式與(2.115)式，可求得(2.109)

式中 與(2.119)式中 的關係： 

jyu },xu{ ,j u

jj v yv },xv{ ,

u mu

mmuTu    (2.123) 
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yx
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m


 A0

0
T  (2.125) 

DKT 板元素有 3 個節點，每個節點有 3 個自由度，分別為板之中平面

在 軸方向之位移分量Ex3 ),( yxw 的節點值 jw )3,2,1( j 以及 ),( yxw 分別對

Lagrange 座標 x和 的微分的節點值 和 。 y xjw, yjw,

DKT 元素沒有定義位移場 ),( yxw ，其 、 軸方向的位移場分別表示為Ex1
Ex2

yz 及 xz  [28]： 

b
t
xy uH ),(       (2.126) 

b
t
yx uH ),(      (2.127) 

}{ 3,3,32,2,21,1,1 yxyxyxb wwwwwwwwwu   (2.128) 
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其中 為對應於T
xH y 的形狀函數， 為對應於T

yH x 的形狀函數， 為節點參

數向量，形狀函數 、 的表示式詳見附錄 E。 

bu

T
xH T

yH

(2.126)、(2.127)式之 y 、 x 在元素節點 j )3,2,1( j 之值分別為 、xjw, yjw, 但

(2.126)、(2.127)式之 y 、 x 並不是 、xw, yw, 。所以採用 DKT 元素時，本

文(2.33)式的關係僅適用在元素節點 j )3,2,1( j 。 

 

2.10 座標系統轉換 

為了建立結構的平衡方程式，必須將定義在當前元素座標的元素節點參

數向量 ((2.43)式)中的q jj wvu }{u 和 jj }{ 321  )3,2,1( j 轉

換成固定總體座標的分量， jxy}yxj { ε 轉換成對應於節點基礎座標

的分量，才能將各元素節點內力組合成結構系統節點內力以及將元素剛度

矩陣疊加成結構系統剛度矩陣。 

令 、 分別表示初始元素座標

及當前元素座標與總體座標的轉換矩陣， 、

][ 0
2

0
2

0
1

0 EEE
GE eeeA  ][ 321

EEE
GE eeeA 

0E
ie E

ie ( )3,2,1i

3,2

為初始元素座標

軸及當前元素座標 軸方向的單位向量，則 與 關係可

表示成： 

E
ix0  1ixE

i , GEA 0
GEA

00
GEGEGE ARA   (2.129) 

其中 代表將初始元素座標轉到當前元素座標的旋轉矩陣。 0
GER

在當前元素座標的節點位移 和節點旋轉向量ju j 與在固定總體座標的

節點位移和節點旋轉向量之關係可表示成： 
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jGE
G
j uAu   (2.130) 

jGE
G
j  A  (2.131) 

其中 ， ， 、 、 分別為在

節點 j， 、 、 軸的位移分量， 、 、 分別為在節點 j， 、

、 軸的旋轉向量分量。 

j
GGGG

j wvu }{u

GX1
GX2

GX3

GX3

j
GGGG

j }{ 321 

G
j1

G
j2

G
ju

G
j

G
jv G

jw

3
GX1

GX2

令 、0
GBjA 000

GE
t

GBjBEj AAA  )3,2,1( j 分別表示節點 j 之初始節點基礎座

標與總體座標及初始元素座標的轉換矩陣， 可表示成： 0
BEjA

j

BB

BB

BEj cs

sc















 


100

0

0
0A                   (2.132) 

其中 、 。 ),cos( 1
0

1
0 EB

jBj xxc  ),sin( 1
0

1
0 EB

jBj xxs 

初始節點基礎座標隨元素座標一起剛體旋轉後，與當前元素座標的轉換

矩陣仍為(2.132)式，所以在當前元素座標的節點應變 xj 、 yj 、 xyj 與對應

的節點基礎座標的節點應變之關係可表示成[51]： 

B
jEBjj εRε   (2.133) 

 xyjyjxjj ε  (2.134) 


j

B
xy

B
y

B
x

B
j ε   (2.135) 

j
BBBBBB

BBBB

BBBB

EBj

scscsc

sccs

scsc






















22

22

22

22

R  (2.136) 

其中 、 已在(2.132)式為定義。 Bjc Bjs
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為了方便說明，令元素節點參數向量 jEj qq  ， ，其中 與

分別定義於(2.47)式與(2.43)式。 

qq E jq q

由(2.130)式、(2.131)式和(2.133)式可得： 

BEBE qTq   (2.137) 
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00T

T  (2.138) 

 321 BBBB qqqq   (2.139) 
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R00
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T  (2.140) 

j
BGG

Bj }{ εuq   (2.141) 

令 ，jEj ff  ff E ，其中 與 分別定義於(2.63)式與(2.68)式。 jf f

由反梯度法則及(2.137)式可得： 

E
t
EBB fTf   (2.142) 

}{ 321 BBBB ffff   (2.143) 

j
BGG

Bj }{  mmff   (2.144) 

其中 

j
GGGG

j fff }{ 321f  (2.145) 

j
GGGG mmm }{ 321  m  

j
BB

y
B
x

B mmm }{  m  
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G
ijf ( , 3,2,1i 3,2,1j )分別為對應於 的節點力， 、 、 分別為

對應於 、 、 的廣義節點力矩， 為對應於 的廣義節點傳

統力矩。本文中將作用在節點

G
ju B

xjm
B
yjm

G
ij

B
jm

B
xj B

yj  B
xyj

G
ijm

j 的旋轉向量 ((2.131)式)在當前的變形位置

重新設定為零，所以其變分 與繞 軸的無限小旋轉 的值相同，所

以廣義力矩m 與繞 軸的傳統力矩的值相同。 

G
j

G
ij G

iX G
ij

G
ij X G

i

對應於節點參數向量 的剛度矩陣 ，可由(2.143)式的節點內力 對

節點參數 微分求得。利用(2.137)式和(2.142)式可求得剛度矩陣 如下： 

Bq Bk Bf

Bq Bk

EBE
t
EB

B

E

E

Et
EB

B

E
t
EB

B

B
B d

d

d

d

d

d

d

d
TkT

q

q

q

f
T

q

fT

q

f
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)(
 (2.146) 

其中 是對應於 的元素剛度矩陣。 Ek Eq

 

2.11 系統平衡方程式與收斂準則 

結構系統受外力負荷時，其平衡方程式可表示為： 

    0,  PQFQΨ   (2.147) 

其中Ψ為系統不平衡力向量，系統節點內力 可由(2.143)式的元素節點內力

疊加得出，Q為系統位移向量，

F

Bf 為負荷參數，P為參考外力負荷向量。

若外力為與變形位置相關(configuration dependent)的外力，則 在每一個變

形位置都須更新。本文以不平衡力 的 weighted Euclidean norm 做為平衡迭

代時的誤差度量，且收斂準則表示為： 

P

Ψ
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tole
N

e 
P

Ψ


 (2.148) 

其中N 代表離散系統的自由度總數， 為一給定的容許誤差值。 tole

 

2.12 元素節點變形參數的決定方法 

 本文中採用增量迭代法解非線性平衡方程式，假設第 I 個位置已知，此

處的第 I 個位置，是指第 I 個增量迭代收斂後的平衡位置。 為元素節點jx

j )3(  ,2,1j 在當前元素座標上的位置向量， j
I 、 、 、 以及X B

ij
I x jU B

jεΔ j

分別為元素節點 j 在固定總體座標中第 I 個位置的位置向量、元素節點 j 在

第 I 個位置的節點基礎座標、元素節點 j 的增量位移向量、元素節點 j 的增

量應變向量以及元素節點 j 的增量旋轉。本文中假設元素節點 j 受 jU 、

以及 作用後的變形過程如下： B
j εΔ j

 

1. 節點 j 受 jU 的作用由第 I 個位置 j
I X 平移到節點當前變形位置 jX ，在

移動過程中，節點 j 無剛體旋轉，即元素各邊在節點的切線方向維持不

變，剛接在其上的節點基礎座標的方位亦不變。 

2. 節點 j 及剛接在其上的節點基礎座標軸 B
ij

I x 受到 j 作用，旋轉到當前

變形位置的 B
ijx 。 

3. 節點 j 在當前變形位置的節點基礎座標上之應變分量增加一增量 B
jεΔ 。 
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 由上述的變形過程可知節點 j當前變形位置的固定總體座標 可以由

 加上 得到，由 可以利用元素座標定義求出當前變形位置的元素

座標 。元素座標決定方式如附錄 A 所示，則元素節點變形參數可決定如

下： 

jX

j
I X jU jX

E
ix

(1) 節點位移 ju  

節點位移 ju 可由元素節點 j 在當前變形位置的元素座標上的位置向量

jx 與元素節點 j 在初始未變形時的元素座標上位置向量的 jx0 的差得

出： 

jj xx 0  (2.149) 

jj w  (2.150) 

ju

ju



ju  v

 jj x3  (2.151) jx1


jx x2

jx3
0  (2.152) jx2j1j

0 x x0 0

(2)  節點應變 j  

利用第

ε

I 個位置在節點基礎座標上的節點應變向量 B
j

I ε 加上增量應變向 

量 B
jεΔ 可以求出當前變形位置的節點基礎座標上的節點應變向量： 

B
jε  (2.153) 

B
jε  (2.154) 

B
xyjΔ  (2.155) 

其中 B
jε 為當前變形位置的基礎節點座標上的節點應變向量。 

B
j

B
j

Δ

IB
j ε

IB
j ε

B
j ε

ε

ε

Δ

Δ

Δ

B
xj B

yjΔ
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(3) 節點旋轉參數 ij  

如圖 2.3 所示，將旋轉向量 njθ 作用在 B
ijx 軸上，使其旋轉到 B

ijx 軸的新

位置， njθ 可表示為： 

B
j

E
j3e

 (2.156) 

其中 E
3e 及 B

j3e 分別為當前變形位置的元素座標之 Ex3 軸的單位向量，及當

前變形位置的節點基礎座標之 B
jx3 軸的單位向量。此時， B

jx 
3 軸與 Ex3 軸

重合，且 B
jx

BE
B

jnj
33

3
3 )

ee

e
eeθ


 E

3 1(sin


1 軸和 B

jx 
2 軸與 Ex3 軸垂直，與 Ex1 軸、 Ex2 軸共平面，但不重合。 

同理，在初始未變形時將旋轉向量 njθ0 作用在 B
ijx0 軸上，使其旋轉到

B
ijx 0 軸的新位置， njθ0 可表示為： 

B
j

E

E

3
0

3
0

e

e



 B

j
3

0

)
e

j
0

3e
 (2.157) 

其中 E
3

0e 、 B
j3

0e 分別為初始未變形時元素座標之 Ex3
0 軸的單位向量，以

及初始未變形時基礎節點座標之 B
jx3

0 軸的單位向量。若結構初始未變形

時為曲面，則 Ex3
0 軸和 B

jx3
0 軸不平行，所以 0θ nj

0 ；若結構初始未變形

時為平面，則 Ex3
0 軸和 B

jx3
0 軸平行，所以 0θ nj 。 

令 E
njθ0 及 E

njθ 為將 njθ0 與 njθ 分別以初始未變形時的元素座標及當前變形

位置的元素座標為基底，節點旋轉參數 ij

B
3

0 eE
3

0enj
0θ 1sin (

0

 ( 2,1i , 3,2,1j )可表示為： 

E
nj

E
nj θ0j

j

2

1

0






 θ








 (2.158) 
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如圖 2.4 所示， 2,3) ,1 為將 B
jx(33 jE

je 
1

0 軸旋轉到 B
jx 

1 軸的旋轉向量， j3

可表示為：  

E
B

j
3

1 e
j

B
j

BB
jB

j
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0
1

0

11
01

3 )(sin
ee

ee
ee




 

 
  (2.159) 

其中 B
j


1
0e 、 B

j


1e 分別為初始未變形時之 B
jx 

1
0 軸的單位向量，以及當前變形

位置之 B
jx 

1 軸的單位向量。 
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第三章  數值計算方法與程序 

 

 本文解(2.147)式的非線性平衡方程式所使用平衡迭代的數值計算方法

是採用文獻[52]中所提出基於牛頓-拉福森(Newton-Raphson)法和弧長控制

(arc length control)法的增量迭代法。本文中為了求得分歧點，以系統切線剛

度矩陣之行列式值為零來判斷。本文採用二分法決定增量位移向量的長

度，以求得系統切線剛度矩陣之行列式值為零的平衡位置。為了求得次要

平衡路徑，本文在平衡路徑的挫屈負荷分歧點加入一個與挫屈模態向量方

向一致的擾動位移。為了本文的完整性，以下將簡單介紹文獻[52]中提出的

增量迭代數值計算方法與程序。 

 

3.1 增量迭代法 

 若第 I 個增量的平衡位置為已知，令其位移向量為 、負荷參數為IQ I ，

則第 1I 個增量的初始增量位移向量 Q ，可以利用尤拉預測值(Euler 

predictor)求得[52]： 

TrQ   (3.1) 

  PKr
1

 I
TT  (3.2) 

其中  為初始增量負荷參數， 為第I
TK I 個平衡位置的系統切線剛度矩陣。

(3.1)式中的  可利用下式求出[52]： 

  2/1
T

t
Tl rr   (3.3) 
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其中正負符號決定方法為，當第 1I 與 I 個增量收斂時，其系統切線剛度矩

陣之行列式值同號，則  的正負符號和第 I 個增量時相同；若異號則符號

相反。 l 表示第 1I 個增量的增量弧長，其值可以如下決定[52]： 

  21
IDI JJll   (3.4) 

其中 為給定的期望迭代次數， 為第DJ IJ I 個增量迭代至平衡所使用的迭代

次數， 為第Il I 個增量的增量弧長。本文第一個增量的增量弧長 是由下

式決定： 

1l

crI

R
l

max

0max
1Δ

R
  (3.5) 

上式中 為給定的參考自由度之最大位移量，maxR 0R 為參考外力負荷向量

作用下的系統線性解之 Euclidean norm， 為給定之最大增量次數，P maxI cr

為 在參考自由度的分量之絕對值。 0R

 在平衡迭代時若第 I 個位置的增量位移向量 Q 及增量位移負荷參數

 已知時，由 ，QQ Δ1 I QI   II 1 ，及 2.12 節的方法，則可以

求得系統中各元素在當前的元素座標、節點位移、節點變形角。再利用 2.7

節和 2.8 節的方法求得當前元素座標上的節點內力及剛度矩陣，再由 2.10

節中提到的座標轉換轉到固定總體座標與節點基礎座標的節點內力及剛度

矩陣。當系統內力及外力求得後，系統不平衡力向量可以由(2.147)式求得： 

    PQFQΨΨ 11111 ,   IIIII   (3.6) 

將(2.147)式在 1 I ， 1 IQQ 時用泰勒展開式展開為： 
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 0, 11
2

1 







  III 


 QO
Ψ

Q
Q

Ψ
ΨΨ 



 (3.7) 

其中 為二次以上的高次項， 11
2 ,  II QO Q 為增量位移修正量，為負

荷參數修正量。根據(2.147)式，(3.7)式中的 QΨ  與 Ψ 可表示為： 

TK
Q

F

Q

Ψ









 (3.8) 

P
Ψ






 (3.9) 

依牛頓法，忽略(3.7)式中二次以上的高次項，並將(3.8)式與(3.9)式代入，可

以得出： 

01  PrKΨ TI  (3.10) 

其中 Qr   為增量位移修正量，整理(3.10)式，可得到位移修正量： 

  TIT rrPΨKr   


01
1  (3.11) 

其中 為標準牛頓法的位移修正量， 在(3.2)式中已定義。 1
1

0 
 IT ΨKr Tr

 

3.2 弧長控制法 

 (3.11)式中的負荷參數修正量可利用文獻[52]中所提出的定弧長控制

法決定，其方法在每一個增量中固定其增量位移向量的 Euclidean norm 為一

定值 lΔ ，由新的增量位移向量  rQ Δ 可以得到： 

   rQrQ  ΔΔΔ 2 tl  (3.12) 

將(3.11)式代入(3.12)式可以得到： 
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   T
t

Tl rrQrrQ   00
2 ΔΔΔ   (3.13) 

(3.13)式經過整理後可以得到的二次方程式： 

032
2

1  aaa   (3.14) 

其中 

T
t
Ta rr1  (3.15) 

  T
ta rrQ 02 Δ2   (3.16) 

    2
003 ΔΔΔ la t  rQrQ  (3.17) 

將(3.11)式求得之增量位移修正量r 以及(3.14)式求得之負荷參數修正量

加入上次迭代之 與QΔ  中，可以得到新的增量位移向量與增量負荷參

數，再進行下一次迭代，迭代過程將一直重複至(3.6)式中的系統不平衡力

向量滿足(2.148)式的收斂準則為止。 

 

3.3 二分法 

    利用 3.1 節的增量迭代法可以求得結構之主要平衡路徑。在每個增量的

迭代收斂時，可以得到該增量在其平衡位置的負荷參數及結構剛度矩陣的

行列式值 )(D 。令 I 及 )( ID  分別表示第 I 個增量在其平衡位置的 及

)(D 值。 1I 及 )(D 1I 分別表示第 1I 個增量在其平衡位置的及 )(D

值。 表示第 I+1 個增量的增量位移向量之弧長。若1Il )( ID  大於零且

)1( ID  小於零則可利用以下二分法求得挫屈負荷參數 cr ： 
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(1) 令 0 Ll ， 1 IR ll ， IL   ， 1 IR  。其中下標 L 及 R 表示左界

及右界。 

(2) 取
21

RL
I

ll
l


  ，重做第 1I 個增量迭代，並求得新的 1I 及

)( 1ID  。 

(3) 若 )( 1ID  大於零，則令 1 IL  ， 1 I 。若 )( 1IL ll D  小於零，則令

1 IR  ， 1 。  IR ll

(4) 若下列二式挫屈誤差準則同時滿足，則 1I 即為系統挫屈負荷，否則回

到步驟(2)，重新展開下一次二分法迭代。 

    D
I e

D

D


)0(

)( 1
 

    


e
I

LR 


1

 

   其中 及 為給定的容許誤差值，本文例題之計算給定 及 De e
810De

 。 510e

 

3.4 數值程序 

本文使用的增量迭代法之數值程序可以分為三個主要部分： 

1. 輸入並計算開始分析所需的資料 

 (a)輸入結構資料、邊界條件與負荷參數。 

 (b)選擇一個參考自由度，並給定期望此自由度應達到的位移。 
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 (c)給定最大增量次數、最大迭代次數、期望迭代次數與容許誤差值。 

 (d)形成系統剛度矩陣並求得(3.5)式中的 。 0R

 (e)利用(3.1)式、(3.3)式與(3.5)式計算初始增量位移向量、初始增量負荷

參數與第一次增量弧長。 

2. 使用迭代法求增量的收歛解 

 (a)由 2.12 節的方法，利用已知的增量位移求得當前元素的變形向量 ，

並計算(2.68)式中元素節點內力，接著由 2.10 節座標轉換將 利用(2.142)

式轉換至 ，然後將元素節點內力 組合成結構系統節點內力F。 

q

Ef

Bf Bf

 (b)計算(2.147)式的不平衡力Ψ。 

 (c)檢查(2.148)式的收斂準則，若滿足則進入第 3 部分；否則檢查迭代數，

如果小於給定之最大迭代次數，則進行步驟(d)；否則減少增量弧長並以

(3.1)式與(3.3)式計算新的增量位移向量與增量負荷參數，回到步驟(a)重

新計算。 

 (d)利用(3.11)式與(3.14)式計算增量位移修正量與增量負荷參數修正量，

回到步驟(a)重新計算。 

3. 計算下一次增量所需的資料 

 (a)檢查參考自由度的位移及進行的增量次數是否已達給定值，若已達到

給定值則停止分析工作；否則進行步驟(b)。 

 (b)計算(3.11)式中的切線剛度矩陣 。本文中 的計算方法是利用初TK TK
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始未變形的元素剛度矩陣k，再加上元素幾何剛度矩陣 ，本文中忽略

元素其他的幾何變形與內部應力對元素剛度矩陣造成的影響，再利用

2.10 節座標轉換將 利用(2.146)式轉換至 ，然後將元素剛度矩陣

疊加成結構系統剛度矩陣 。 

k

Ek Bk Bk

TK

 (c)利用(3.1)式、(3.3)式與(3.4)式計算下一次增量的增量位移向量、增量

負荷參數與增量弧長。 

 (d)回到第 2 部分進行迭代工作。 
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第四章 數值分析與結果 

 

為了解本文中所推導之三角殼元素在幾何非線性分析的收斂性和準確

性及本文中所採用之數值程序的可行性，本章中將以第二章中推導的三角

殼元素以及在第三章中提到的數值方法與程序，用不同的網格分析文獻上

具大位移、大旋轉的例題，並與文獻上的結果比較。 

本章將採用文獻[53]的方法，利用 Projector matrix 除去擾動節點位移及

旋轉中的剛體位移及旋轉，修改本文第二章中推導的元素節點內力及剛度

矩陣，使平衡迭代的收斂速度更加快速，該方法的詳細說明在附錄 F。因文

獻[53]的共旋轉推導法考慮了元素節點內力在擾動剛體旋轉時的改變，所以

其元素切線剛度矩陣 中含幾何剛度矩陣(詳見附

錄 F (F.10)式)，但其 僅考慮線性部分，故非完整之幾何剛度矩陣。本章

用(2.103)式中之切線剛度，但以附錄 F 之 取代本文(2.103)式中之 。為

了解不同元素幾何剛度對平衡迭代及挫屈負荷的影響，本文亦將在附錄 F 

(F.10)式的 中考慮文獻[8]所推導的元素幾何剛度 。本章中將元素切線

剛度分為三種：(1)僅考慮線性 ，不另外加幾何剛度，稱為第零型元素幾

何剛度(Type(0))，(2)假設 、

ttt
p GFPGFPkPk 21  

k

pk

k

u

k

k k

v、w 為線性位移場，但不考慮 DKT 元素位

移場u、v推導的元素幾何剛度[8]，稱為第一型元素幾何剛度(Type(1))，(3)

使用 QST 元素本身的位移場 、 ，並且考慮 DKT 元素 qN xuu , Nv  qxv ,
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位移場u、v，假設 w 為線性位移場，推導的元素幾何剛度[8]稱為第二型元

素幾何剛度(Type(2))。為探討(2.57)式的 中一次項的影響，本章考慮以下

兩種情況：Case(a)為 只取到零次項，Case(b)為 取到一次項。本章中

所有的例題皆考慮(2.58)式的 和 Projector matrix 的作用。 

xT

0

xT xT

X

T

 

4.1 半圓環受到單點集中力作用 

圖 4.1(a)為半圓環示意圖及其所受到之集中力負荷圖，半圓環兩端為固

接，在圓環上端受到一個單點的集中力 2F。由於結構為左右對稱，因此本

文僅考慮一半結構來進行分析。本例題假設在固定端( )的邊界條件設

定為

02 G

      xyzxWVU xy    ，結構對稱處( )之邊界條

件為U

01
GX

0zy  。本例題使用網格為 20×1 和 40×2，平衡迭代的容許誤

差值取10 。圖 4.1(b)、4.1(c)為網格 18×1 示意圖和網格 18×2 示意圖。圖

4.2 是本文的結果與文獻[54]的結果，其中文獻[54]的結果是使用了 320 個四

角平面元素得到的結果。本例題使用 Type(0)之元素幾何剛度，網格 20×1

之 Case(a)的分析過程中使用了 7 個增量，每個增量的平均迭代次數約為 6，

網格 20×1 之 Case(b)的分析過程中使用了 7 個增量，每個增量的平均迭代

次數約為 7，網格 40×2 之 Case(a)的分析過程中使用了 9 個增量，每個增量

的平均迭代次數約為 5，網格 40×2 之 Case(b)的分析過程中使用了 9 個增

量，每個增量的平均迭代次數約為 5，由圖 4.2 可以看出本例題在網格 20×1

4
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和網格 40×25 之 Case(a)和 Case(b)的負荷－位移曲線都與文獻[54]的結果非

常相近。 

 

4.2 直角構架受到端點剪力作用 

圖 4.3(a)為直角構架示意圖及其所受到之剪力負荷圖，結構左下端為固

定端，右上端受一均勻分佈的剪力作用。本例題假設固定端( 0 )的邊界

條件為

1 GX

0  xyyWVU 。本例題考慮兩種不同的網格，分別為

圖 4.3(b)的網格 M21 與網格 M22。網格 M21 使用了 38 個三角殼元素，網

格 M22 使用了 152 個三角殼元素。本例題之平衡迭代的容許誤差值取 410 。 

本例題使用 Type(0)之元素幾何剛度，在網格 M21 之 Case(a)的分析過程中

使用了 6 個增量，每個增量的平均迭代次數約為 5，在 Case(b)的分析過程

中使用了 6 個增量，每個增量的平均迭代次數約為 5。在網格 M22 之 Case(a)

的分析過程中使用了 8 個增量，每個增量的平均迭代次數約為 4，在 Case(b)

的分析過程中使用了 8 個增量，每個增量的平均迭代次數約為 4。圖 4.4 是

本例題在不同網格下的結果與文獻[54]的結果，文獻[54]的結果是使用 304

個四角平面元素得到的結果，本例題網格 M11 的 是取自由端之兩節點水

平位移的平均值。由圖 4.4 可以看出本例題不同網格的結果與文獻[54]的結

果相當吻合。 

AU

 

4.3 圓柱殼片段受到單點集中力作用 
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    圖 4.5(a)為圓柱殼片段示意圖及圖 4.5(b)其所受到之集中力負荷圖，結

構線段 AD 及 BC 為鉸接，其他兩邊為自由邊，在 E 點受到一個向下的集中

力 F 。 本 例 題 假 設 鉸 接 端 線 段 AD 及 BC 的 邊 界 條 件 為

 WVU 0 zx  。本例題使用網格為 10×10，如圖 4.5(c)所示。本例

題之平衡迭代的容許誤差值取 410 。圖 4.6 是本例題採用 Type(0)之元素幾

何剛度的結果與文獻[31]的結果，由圖 4.6 可見本文的結果與文獻[31]的結

果相當吻合。case(a)的主要路徑分析過程中使用了 16 個增量，每個增量的

平均迭代次數約為 4；次要路徑分析過程中使用了 20 個增量，每個增量的

平均迭代次數約為 5，挫屈負荷 528.949NcrF ，E 點向下位移為 9.707mm。

case(b)的主要路徑分析過程中使用了 27 個增量，每個增量的平均迭代次數

約為 4；次要路徑分析過程中使用了 19 個增量，每個增量的平均迭代次數

約為 5，挫屈負荷 ，E 點向下位移為 9.671mm。表 4.1 為不

同元素幾何剛度在網格 10×10 所偵測到的挫屈負荷，由表 4.1 可以看出本例

題由不同元素幾何剛度偵測到的挫屈負荷很相近。由本例題可見本文的數

值程序可以準確找出主要平衡路徑、分歧點及次要路徑。 

529.166NcrF

 

4.4 槽型斷面梁之側向扭轉挫屈(Lateral torsional buckling) 

    圖 4.7(a)為槽型斷面梁的示意圖及其所受到之均勻位移負荷圖，結構線

段 AB、BC 及 CD 為固定端，結構線段 EF、FG 及 GI 受到均勻軸向位移負
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荷 λ，除了軸向位移外，其位移、旋轉都受到拘束。本例題假設在線段 EF、

FG 及 GI 之邊界條件為 0 zyxWV  ，固定端線段 AB、BC 及 CD

的邊界條件設定為 0 zyxWVU  ，沿線段 AB、BC、CD、EF、

FG 及 GI 方向的正應變為 0。本例題使用了網格(2+2+2)×14 和(4+4+4)×60，

圖 4.7(b)為網格(1+2+1)×2 示意圖。本例題之平衡迭代的容許誤差值取

。本例題使用 Type(0)之元素幾何剛度，在網格(2+2+2)×14 之 Case(a)

的分析過程中使用了 21 個增量，每個增量的平均迭代次數約為 1，在 Case(b)

的分析過程中使用了 19 個增量，每個增量的平均迭代次數約為 1；在網格

(4+4+4)×60 之 Case(a)的分析過程中使用了 7 個增量，每個增量的平均迭代

次數約為 1；在 Case(b)的分析過程中使用了 6 個增量，每個增量的平均迭

代次數約為 1。表 4.2 是本例題在不同網格及元素幾何剛度下的偵測到的挫

屈負荷與文獻[5]的結果，文獻[5]的殼元素是由三角形的平面元素 OPT[23]

和三角形的板元素 DKT[26]疊加而成，其結果是使用網格(2+2+2)×15 和

(4+4+4)×60 得到的結果。由表 4.2 亦可以看出在相同網格下，Case(b)所偵

測到的挫屈負荷比 Case(a)來的大，但當網格變密時，兩者所偵測到的挫屈

負荷逐漸接近；用不同的元素幾何剛度所偵測到的挫屈負荷都相當接近。

由表 4.2 可以看出本文的挫屈負荷之收斂值約為 3000，文獻[5]的挫屈負荷

之收斂值約為 2500，兩者有相當的差異。 

410
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4.5 受壓之簡支承板(Simply supported compressed plate) 

    圖 4.8(a)為受壓之簡支承板之示意圖及其所受到之均勻位移負荷圖，結

構線段 AB、BC、CD 及 AD 為簡支端，結構線段 AD 及 BC 受到均勻位移負

荷 λ。本例題假設在線段 AB 及 CD 之邊界條件為 0 zyW  ，在線段

BC 及 AD 之邊界條件為 0 zxW  ，在 A 點之邊界條件為 0V 。本例

題使用了網格 4×6、4×10、6×12 和 8×20，圖 4.8(b)為網格 4×6 示意圖。本

例題之平衡迭代的容許誤差值取 410 。本例題使用不同的元素幾何剛度。

在 Case(a)、Type(0)之元素幾何剛度、網格 4×6 分析過程中使用了 16 個增

量，每個增量的平均迭代次數約為 1，在網格 4×10 分析過程中使用了 20

個增量，每個增量的平均迭代次數約為 1，在網格 6×12 分析過程中使用了

23 個增量，每個增量的平均迭代次數約為 1，在網格 8×20 分析過程中使用

了 15 個增量，每個增量的平均迭代次數約為 1。表 4.3 是本例題在不同網

格下的所偵測到的挫屈負荷與文獻[5]的結果，文獻[5]的殼元素是由三角形

的平面元素 OPT[23]和三角形的板元素 DKT[26]疊加而成，其結果是使用網

格 4×10 和 8×20 得到的結果。由表 4.3 可以看出本文的結果與文獻[5]的結

果相近。由表 4.3 亦可以看出在相同網格下，Case(b)所偵測到的挫屈負荷比

Case(a)來的大，但當網格變密時，兩者所偵測到的挫屈負荷逐漸接近；用

不同的元素幾何剛度所偵測到的挫屈負荷都相當接近。 
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4.6 T 型斷面梁受側向負荷(Transversally loaded T profile) 

圖 4.9(a)為 T 型斷面梁之示意圖及其所受到之集中力負荷圖，結構線段

AB、CD 和 EF、GI 為鉸接，結構 J 點受到集中力負荷。本例題假設在 C 點

之邊界條件為 0V ，在線段 CD、GI 之邊界條件為 0WU ，在線段 AB

及 EF 之邊界條件為 0 yW  ，沿線段 CD 及 GI 方向的正應變為 0。本例

題使用了網格(2+2+4)×20、(3+3+5)×30 和(5+5+8)×50，圖 4.9(b)為網格 4×6

示意圖。本例題之平衡迭代的容許誤差值取 410 。本例題使用 Case(a)、

Type(0)之元素幾何剛度，在網格(2+2+4)×20 的分析過程中使用了 7 個增

量，每個增量的平均迭代次數約為 2，在網格(3+3+5)×30 的分析過程中使用

了 7 個增量，每個增量的平均迭代次數約為 2，在網格(5+5+8)×50 的分析過

程中使用了 7 個增量，每個增量的平均迭代次數約為 2。表 4.4 是本例題在

不同網格下所偵測到的挫屈負荷與文獻[5]的結果，文獻[5]的殼元素是由三

角形的平面元素 OPT[23]和三角形的板元素 DKT[26]疊加而成，其結果是使

用網格(2+2+4)×20 和(5+5+8)×50 得到的結果。由表 4.4 可以看出本文的結

果與文獻[5]的結果相近。由表 4.4 亦可以看出在相同網格下，Case(b)所偵

測到的挫屈負荷比 Case(a)來的大，但當網格變密時，兩者所偵測到的挫屈

負荷逐漸接近；用不同的元素幾何剛度所偵測到的挫屈負荷都相當接近。 

 

4.7 槽型斷面梁受扭矩(Channel section in torsion) 
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圖 4.10(a)為槽型斷面梁之示意圖及其所受到之集中力負荷與均勻力負

荷圖，結構線段 AB、BC、CD 和 EF、FG、GI 為鉸接，結構 J、K 點受到

集中力負荷，線段 AB、BC、CD 和 EF、FG、GI 受到均勻力負荷。本例題

假設在 M 點之邊界條件為 0U ，在 B 和 F 點之邊界條件為 0V ，在線段

BC 和 FG 之邊界條件為 0 xW  。本例題使用網格 (1+2+1)×20 和

(2+4+2)×40，圖 4.10(b)為網格(1+2+1)×2 示意圖。本例題之平衡迭代的容許

誤差值取 。本例題使用 Case(a)、Type(0)之元素幾何剛度，在網格

(1+2+1)×20 的分析過程中使用了 127 個增量，每個增量的平均迭代次數約

為 2，在網格(2+4+2)×40 的分析過程中使用了 229 個增量，每個增量的平均

迭代次數約為 2。圖 4.11 是本例題在不同網格下的負荷－位移曲線與文獻

[16]的結果，文獻[16]的結果是使用網格(1+2+1)×20 得到的結果。表 4.5 是

本例題之負荷－位移曲線的極限點與文獻[5]的結果。由圖 4.11 可以發現本

文在相同位移

410

( )JW ，Case(b)所需的力負荷比 Case(a)大，其差距隨著位移

增加而增加，但隨著網格增加而減少。由圖 4.11 及表 4.5 可以發現本文與

文獻[16]的負荷－位移曲線及文獻[5]極限點都有相當的差距。 

 

4.8 直角梁受到單點集中力作用 

圖 4.12(a)為直角梁示意圖及其所受到之集中力負荷圖，直角梁前端為

固定端，末端為自由端，在直角梁末端受到一個單點的集中力P。本例題
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假設固定端線段 BD 及 BF 的邊界條件設定為 0 zyxWVU  ，

沿線段 BD 及 BF 方向的正應變為 0。本例題考慮兩種不同的網格，分別為

網格(2+2)×25 與網格(4+6)×60，圖 4.12(b)為結構劃分成網格(2+3)×2 示意

圖。本例題之平衡迭代的容許誤差值取 410 。本例題使用 Case(a)、Type(1)

之元素幾何剛度，在網格(2+2)×25 的分析過程中使用了 10 個增量，每個增

量的平均迭代次數約為 4，在網格(4+6)×60 的分析過程中使用了 10 個增量，

每個增量的平均迭代次數約為 4。圖 4.13 是本例題在不同網格下的結果與

文獻[5]的結果，其中 OPT[5]的結果是使用了網格(2+2)×25 得到的結果，

ALL[5]的結果是使用網格(4+6)×60 得到的結果。由圖 4.13 可見本文 Case(a)

和 Case(b)的之負荷－位移曲線都與文獻[5]使用 OPT 元素的結果相當吻合。 

 

4.9 懸臂圓柱殼受到單點集中力作用 

圖 4.14(a)為圓柱殼示意圖及其所受到之集中力負荷圖，圓柱殼前端為

自由端，末端為固定端，在圓柱殼上下端各受到一個單點的集中力 F。由於

結構對稱，因此本例題僅考慮四分之一結構來進行分析。本例題假設線段

BC 的邊界條件為 0 yxW  ，線段 AD 的邊界條件為 0 zxV  ，

線段 CD 的邊界條件設定為 0 WVU  zyx  。本例題使用網格

16×16、32×32 和 40×40，圖 4.14(b)為網格 16×16 示意圖。本例題之平衡迭

代的容許誤差值取 。本例題使用 Case(a)、Type(0)之元素幾何剛度，在410
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網格 16×16 的分析過程中使用了 12 個增量，每個增量的平均迭代次數約為

7，網格 32×32 的分析過程中使用了 12 個增量，每個增量的平均迭代次數

約為 7，網格 40×40 的分析過程中使用了 12 個增量，每個增量的平均迭代

次數約為 7。圖 4.15 是本例題在不同網格下的的負荷位移曲線都與文獻

[16,30]的結果，其中文獻[16]使用網格 16×16 的三角殼元素，文獻[30]使用

軟體 ABAQUS 的四邊形曲殼元素 S4R，網格為 32×32。由圖 4.15 可以可出

當位移較大時，Case(a)的曲線皆在文獻[30]的曲線上方，Case(b)的曲線皆在

文獻[30]的曲線下方，當網格越密時，Case(a)和 Case(b)的負荷位移曲線都

曲線皆會越接近文獻[30]的曲線。 

 

4.10 半球殼受到單點集中力作用 

圖 4.16(a)為半球殼示意圖及其所受到之集中力負荷圖，半球殼頂端為

固定端，半球殼底端為自由端，在半球殼前後左右端各受到一個單點的集

中力 F2 。由於結構對稱，因此本例題僅考慮四分之一結構來進行分析。本

例題假設在半球殼頂端處 C 點的邊界條件設定為 0 WVU ，線段 AC

的邊界條件為 0 zyU  ，線段 BC 的邊界條件為 0 zxV  。本例

題使用網格 12×12，276 個三角殼元素，圖 4.16(b)為網格 12×12 示意圖。本

例題之平衡迭代的容許誤差值取 410 。本例題使用 Type(0)之元素幾何剛

度，在網格 12×12 之 Case(a) 分析過程中使用了 17 個增量，每個增量的平
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均迭代次數約為 3；在 Case(b) 分析過程中使用了 19 個增量，每個增量的

平均迭代次數約為 4。圖 4.17 是本例題的結果與文獻[16]的結果，文獻[16] 

的結果是使用網格 12×12，276 個三角殼元素得到的結果。由圖 4.17 可以看

出本例題之 Case(a)和 Case(b)在 A、B 兩點的負荷－位移曲線與文獻[16]的

結果都幾乎重合。 

 

4.11 圓柱殼受一對集中力(Pullout of an open-ended cylindrical shell) 

圖 4.18(a)為圓柱殼受一對集中力示意圖。圓柱殼前後兩端為自由端，

在圓柱殼上下端各受到一個單點的集中力 2F。由於結構對稱，因此本例題

僅考慮八分之一結構來進行分析。本例題假設在線段 AD 的邊界條件為

0 zyU  ，線段 AB 的邊界條件為 0 zxV  ，線段 BC 的邊界條

件為 0y xW  。本例題使用網格 16×24 和 24×36，圖 4.18(b)為網格

16×24 示意圖。本例題之平衡迭代的容許誤差值取 。本例題使用

Case(a)、Type(0)之元素幾何剛度，在網格 16×24 的分析過程中使用了 29

個增量，每個增量的平均迭代次數約為 2，在網格 24×36 的分析過程中使用

了 42 個增量，每個增量的平均迭代次數約為 2。圖 4.19 是本例題在不同網

格下之負荷－位移曲線與文獻[30]的結果，其中文獻[30]使用軟體 ABAQUS

的曲殼元素 S4R，網格為 16×24。由圖 4.19 可以看出本例題之 Case(a)和

Case(b)在不同網格的結果與文獻[30]的結果很接近。 

410
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4.12 圓柱殼受四個徑向集中力作用(Cylindrical shell pinched by four 

  radial forces) 

圖 4.20(a)為圓柱殼受到四個徑向集中力示意圖。圓柱殼前後兩端為自

由端，在圓柱殼上下左右端各受到一個單點的集中力 P。本例題假設在 A

點和 D 點的邊界條件為 0VU ，B 點和 C 點的邊界條件為 0WV 。本

例題使用網格 8×48 和 12×72，圖 4.20(b)為網格 8×48 示意圖。本例題之平

衡迭代的容許誤差值取 ，負荷參數為410
DL

PR2

 ,
)2

3

1(12


Eh
D ，其中 R

為半徑、L 為高度、h 為厚度、E 為楊氏模數和 為蒲松比。本例題使用 Type(0)

之元素幾何剛度，網格 8×48 之 Case(a)的主要路徑分析過程中使用了 27 個

增量，每個增量的平均迭代次數約為 4；次要路徑分析過程中使用了 25 個

增量，每個增量的平均迭代次數約為 4，主要路徑上偵測到三個挫屈負荷參

數分別為 6.037、10.537 和 11.738。次要路徑為在第二個分歧點將模態當擾

動位移後，結構的位移-負荷曲線圖。網格 12×72 之 Case(a)的主要路徑分析

過程中使用了 28 個增量，每個增量的平均迭代次數約為 3；次要路徑分析

過程中使用了 26 個增量，每個增量的平均迭代次數約為 4，主要路徑上偵

測到三個挫屈負荷參數分別為 6.219、10.382 和 11.539。圖 4.21 為本例題在

不同網格下的負荷－位移曲線與文獻[32]的結果，文獻[32]使用網格 12×72

的三角殼元素。由圖 4.21 可以看出本文網格 12×72 之負荷－位移曲線很接

近文獻[32]的曲線。表 4.6 為 Case(a)和 Case(b)使用不同元素幾何剛度所偵
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測到的挫屈負荷，由表 4.6 和圖 4.21 可以看出，當位移較小時， 的一次

項對本例題的負荷－位移曲線幾乎沒有影響，但對第一個挫屈負荷參數有

相當的影響，由表 4.6 亦可以看出不同元素幾何剛度對挫屈負荷參數影響很

小。由表 4.6 可以看出本例題在網格 12×72 的結果與文獻[32]的結果很相

近，但本文僅偵測到三個挫屈負荷參數，而文獻[32]偵測到四個挫屈負荷參

數。 

xT

 

4.13 開口型半球殼受徑向集中力作用(Hemispherical shell subjected to 

  alternating radial forces) 

圖 4.22(a)為半球殼受到集中力示意圖。半球殼頂端為一個圓形開口與

球心夾 ，底端為自由端，在半球殼前後左右端各受到一個單點的集中力

P。由於結構對稱，因此本例題僅考慮四分之一結構來進行分析。本例題假

設在線段 AD 的邊界條件為

18

0 zxV  ，A 點的邊界條件為 ，線段

BC 的邊界條件為

0W

0 yU z 。本例題考慮了線性與非線性分析，本例

題線性分析時使用網格 12×12、16×16、24×24 和 64×64，非線性分析時使

用網格 12×12、16×16、24×24，圖 4.22(b)為網格 12×12 示意圖。本例題之

平衡迭代的容許誤差值取10 4 。表 4.7 為本例題在不同網格下線性分析的結

果與文獻[55]的結果，文獻[55]是使用四節點殼元素。由表 4.7 可以看出本

例題在網格較密時才與文獻[55]的結果相近。本例題使用 Type(0)之元素幾

何剛度、Case(a)，在網格 12×12 的分析過程中使用了 27 個增量，每個增量
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的平均迭代次數約為 7，在網格 16×16 的分析過程中使用了 34 個增量，每

個增量的平均迭代次數約為 5，在網格 24×24 的分析過程中使用了 49 個增

量，每個增量的平均迭代次數約為 4。圖 4.23 是本文的負荷－位移曲線與

文獻[30,39]的結果，文獻[30]使用軟體 ABAQUS 的曲殼元素 S4R，網格為

12×12，文獻[39]是使用網格 24×24 的八節點殼元素。由圖 4.23 可以發現在

相同網格下，結構變形越大，Case(a)與 Case(b)的曲線會分開的越明顯。當

網格變密時，Case(a)和 Case(b)的曲線會越接近文獻[30]的曲線。表 4.8 為本

例題在 400P 時，B 點的位移與文獻[30,39,56]的結果，文獻[56]元素的節

點比文獻[39]元素的節點多考慮一個旋轉自由度。由表 4.8 可以看出本例題

在不同網格的結果與文獻[39]的結果相近。 

 

4.14 裂縫環形板受均勻力負荷(Slit annular plate subjected to lifting line  

force) 

圖 4.24(a)為裂縫環形板受均勻力負荷作用示意圖。環形板在裂縫一側

受均勻力作用，單位長度之力為 P，裂縫另一側線段 AB 為固定端。本例題

假設在線段 AB 的邊界條件為 0 zyxWVU  。本例題使用網格

6×30 和 10×80，圖 4.24(b)為網格 6×30 示意圖。本例題之平衡迭代的容許誤

差值取 。本例題使用 Type(0)之元素幾何剛度，在 Case(a)條件下，網格

6×30 的分析過程中使用了 24 個增量，每個增量的平均迭代次數約為 7，網

格 10×80 的分析過程中使用了 43 個增量，每個增量的平均迭代次數約為 4。

410
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圖 4.25 是本例題在不同網格下之負荷－位移曲線與文獻[30]的結果，文獻

[30]使用軟體 ABAQUS 的曲殼元素 S4R，網格為 6×30。由圖 4.25 可以看出

本例題在不同網格的結果與文獻[30]的結果相當吻合。 

 

4.15 聚酯圓柱薄殼受兩階段負荷作用 

本例題為文獻[29]的實驗，實驗的流程詳見附錄G。圖4.26為聚酯圓柱

薄殼的示意圖。本例題第一階段的邊界條件設定為： 

線段FG的 0 yzxWV   

線段HI 的 0 yzxWVU   

第一階段的位移負荷為：線段FG受到 64787748.28U 、  y 的位移

負荷，線段HI 受到  y 的位移負荷，其中為位移負荷參數。當到達

時進入第二階段。第二階段的邊界設定為： 349066.0

線段FG的 0 yzyxWVU   

線段HI 的 0 yzyxWVU   

第二階段的位移負荷為：E點受到 W

510

。本例題使用網格 24×48 和

30×60，第一階段採用的容許誤差為  ，第二階段採用的容許誤差為

。因本例題在 Case(b)情況下 僅對剛度作用，故在 Case(a)與 Case(b)

情況下所偵測到的位移－負荷參數曲線相同。因網格 24×48 和 30×60 所偵

測到的位移－負荷參數曲線相同，故僅呈現網格 30×60 所偵測到的結果。

410 xT
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圖 4.27 為網格 30×60 在第一階段E點的位移－負荷參數曲線圖，本文得到

的曲線幾乎與文獻[7]的曲線重合。圖 4.28 為網格 30×60 在第二階段與文獻

[7]、[19]數值分析以及文獻[19]實驗得到的E點的反力－負荷參數曲線圖。

表 4.9 為本例題在不同網格下的所偵測到的挫屈負荷。由表 4.9 可以看出不

同元素幾何剛度對挫屈負荷參數影響很小。本例題在偵測到分歧點時，將

模態當擾動位移皆無法進入次要路徑。 
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第五章 結論與展望 

 

5.1 結論 

本研究以共旋轉全拉格朗日推導法(Co-rotational total Lagrangian 

formulation)、von Karman 板正確的變形機制、一致性二階線性化(Consistent 

second order linearization)及虛功原理，推導一個具面內旋轉自由度平面三角

殼元素，該元素有 3 個節點、每個節點有 9 個自由度的平面三角殼元素，

元素的節點自由度為節點位移向量的 3 個分量、節點旋轉向量的 3 個分量

及節點平面應變的 3 個分量，為了描述元素的變形，本研究又定義了其他

兩組節點參數，並考慮不同元素節點參數間的非線性轉換關係。由本文分

析之數值例題的結果，可得以下結論： 

1. 本文在增量平衡迭代時加入 Projector matrix 可以有效地改善收斂速度。 

2. 當元素數較少且結構變形較大時，轉換矩陣 xT (2.57 式)的一次項對有

些結構之平衡路徑有明顯的影響。但隨著元素數目的增加， xT 的一次

項對平衡路徑的影響逐漸減少，但仍對平衡路徑之分歧點的位置有相當

的影響。 

3. 本文所使用決定元素變形參數的方法，可以確實應用在幾何非線性分析

上，並有正確的結果。 

4. 本文所推導的元素節點內力保留到變形參數的二次項，但數值計算時僅
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取到線性項。本文的元素切線剛度矩陣僅為近似的切線剛度矩陣。本文

中比較了數種近似切線剛度矩陣，由數值例題的結果顯示各種近似切線

剛度矩陣都有相近的效果。 

5. 除了無法模擬例題十五之實驗結果外，本文之例題的數值結果與文獻的

結果都相當吻合。這可能是本文的元素節點內力僅取到線性項，且近似

切線剛度矩陣可能無法模擬造成例題十五挫屈的機制。 

 

5.2 未來研究方向 
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w

本文採用 DKT 板元素的位移場，該元素沒有定義元素內部的側向位移

，本文在數值模擬時元素節點內力僅取到線性項且元素切線剛度矩陣僅

為近似的切線剛度矩陣，這些也許都會影響平衡迭代的收斂速度和偵測平

衡路徑上分歧點及挫屈模態的準確性，因此以後研究可以考慮把 DKT 板元

素的位移場替換成具有側向位移場 的三角板元素以及考慮元素節點內力

的二次項和完整的元素切線剛度矩陣。 

w
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表 4.1 圓柱殼片段受到單點集中力作用的挫屈負荷(例題 4.3，Mesh 10×10) 

xT  Type of Kg Buckling load 

(a) (0) 528.949 
(a) (1) 528.946 
(a) (2) 528.726 

   
(b) (0) 529.166 
(b) (1) 529.163 
(b) (2) 529.093 

 

表 4.2 槽型斷面梁的挫屈負荷 (例題 4.4) 

 Mesh xT  Type of Kg Buckling load

Present (2+2+2)×14 (a) (0) 3022.17 
 (2+2+2)×14 (a) (1) 2999.39 
 (2+2+2)×14 (a) (2) 3005.15 
 (2+2+2)×14 (b) (0) 3137.76 
 (2+2+2)×14 (b) (1) 3112.96 
 (2+2+2)×14 (b) (2) 3119.37 
     
 (4+4+4)×60 (a) (0) 2969.00 
 (4+4+4)×60 (a) (1) 2957.80 
 (4+4+4)×60 (a) (2) 2972.12 
 (4+4+4)×60 (b) (0) 2995.84 
 (4+4+4)×60 (b) (1) 2984.41 
 (4+4+4)×60 (b) (2) 2999.13 
     

ref.[5] (2+2+2)×15 - - 2618.26 
 (4+4+4)×60 - - 2529.29 
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表 4.3 受壓之簡支承板的挫屈負荷 (例題 4.5) 

 Mesh xT  Type of Kg Buckling load

Present 4×6 (a) (0) 60.9536 
 4×6 (a) (1) 60.9551 
 4×6 (a) (2) 60.7836 
 4×6 (b) (0) 63.0364 
 4×6 (b) (1) 63.0380 
 4×6 (b) (2) 62.8510 
     
 4×10 (a) (0) 59.3858 
 4×10 (a) (1) 59.3903 
 4×10 (a) (2) 59.2272 
 4×10 (b) (0) 61.7979 
 4×10 (b) (1) 61.8026 
 4×10 (b) (2) 61.6275 
     
 6×12 (a) (0) 58.5703 
 6×12 (a) (1) 58.5704 
 6×12 (a) (2) 58.4311 
 6×12 (b) (0) 59.5753 
 6×12 (b) (1) 59.5754 
 6×12 (b) (2) 59.4167 
     
 8×20 (a) (0) 58.1172 
 8×20 (a) (1) 58.1191 
 8×20 (a) (2) 57.9698 
 8×20 (b) (0) 58.5838 
 8×20 (b) (1) 58.5882 
 8×20 (b) (2) 58.4232 
     

ref.[5] 4×10 - - 59.1703 
 8×20 - - 58.4762 
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表 4.4 T 型斷面梁的挫屈負荷 (例題 4.6) 

 Mesh xT  Type of Kg Buckling load

Present (2+2+4)×20 (a) (0) 2993.08 
 (2+2+4)×20 (a) (1) 2992.78 
 (2+2+4)×20 (a) (2) 2990.83 
 (2+2+4)×20 (b) (0) 3098.05 
 (2+2+4)×20 (b) (1) 3097.52 
 (2+2+4)×20 (b) (2) 3095.79 
     
 (3+3+5)×30 (a) (0) 2942.77 
 (3+3+5)×30 (a) (1) 2942.56 
 (3+3+5)×30 (a) (2) 2940.45 
 (3+3+5)×30 (b) (0) 3005.97 
 (3+3+5)×30 (b) (1) 3005.67 
 (3+3+5)×30 (b) (2) 3003.68 
     
 (5+5+8)×50 (a) (0) 2863.83 
 (5+5+8)×50 (a) (1) 2863.71 
 (5+5+8)×50 (a) (2) 2861.54 
 (5+5+8)×50 (b) (0) 2890.41 
 (5+5+8)×50 (b) (1) 2890.27 
 (5+5+8)×50 (b) (2) 2888.11 
     

ref.[5] (2+2+4)×20 - - 3103.86 
 (5+5+8)×50 - - 2890 
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表 4.5 槽型斷面梁的極限點 (例題 4.7) 

 Mesh xT  L
JW  Limit point 

Present (1+2+1)×20 (a) 19.9372 1111.40 
 (1+2+1)×20 (b) 19.6097 1159.65 
     
 (2+4+2)×40 (a) 20.4243 1112.90 
 (2+4+2)×40 (b) 21.1579 1128.17 
     

ref.[5] (1+2+1)×20 - - 1011.92 
 (3+8+3)×56 - - 1080.86 

* 為 J 點在極限點的側向位移 L
JW

 

表 4.6 圓柱殼受四個徑向集中力作用的挫屈負荷 (例題 4.12) 

 Mesh xT  Kg 1B   2B   3B   

      RWA /   RWA /    RWA /

Present 8×48 (a) (0) 6.037 0.0673 10.537 0.1202 11.738 0.1370 

 8×48 (a) (1) 6.033 0.0673 10.537 0.1202 11.738 0.1370 

 8×48 (a) (2) 6.033 0.0673 10.537 0.1202 11.738 0.1370 

 8×48 (b) (0) 6.626 0.0766 10.987 0.1244 11.839 0.1410 

 8×48 (b) (1) 6.626 0.0766 10.987 0.1244 11.841 0.1410 

 8×48 (b) (2) 6.619 0.0765 10.986 0.1244 11.816 0.1409 

          

 12×72 (a) (0) 6.219 0.0708 10.382 0.1193 11.539 0.1363 

 12×72 (a) (1) 6.219 0.0708 10.382 0.1193 11.539 0.1363 

 12×72 (a) (2) 6.218 0.0709 10.382 0.1193 11.538 0.1363 

 12×72 (b) (0) 6.516 0.0754 10.489 0.1202 11.575 0.1371 

 12×72 (b) (1) 6.515 0.0754 10.489 0.1202 11.575 0.1371 

 12×72 (b) (2) 6.508 0.0752 10.489 0.1202 11.574 0.1371 

          

ref.[32] 8×48 - - 6.590 0.0767 10.210 0.1179 11.295 0.134 

 12×72 - - 6.397 0.0738 10.251 0.1183 11.351 0.135 

*Case(b)迭代剛度使用元素幾何剛度 Type(0)且不考慮 、 轉換 xT T
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表 4.7 開口型半球殼 B 點位移之線性解(例題 4.13，P = 1) 

  100 BV  

  4×4 8×8 12×12 16×16 24×24 64×64
Present    8.3123 8.9851 9.2743 9.3503

        
ref.[55]  9.2866 9.3824  9.3839  9.3714

 

表 4.8 開口型半球殼 B 點位移的非線性解(例題 4.13，P = 400) 

 Mesh xT  BV  

Present 12×12 (a) 7.934 
 12×12 (b) 7.790 
 16×16 (a) 8.045 
 16×16 (b) 7.954 
 24×24 (a) 8.111 
 24×24 (b) 8.076 
    

ref.[30] 12×12 - 8.178 
 16×16 - 8.178 
    

ref.[39] 16×16 - 8.112 
 24×24 - 8.148 
    

ref.[56] 16×16 - 7.629 
 24×24 - 7.714 
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表 4.9 聚酯圓柱薄殼受兩階段負荷作用的挫屈負荷 (例題 4.15) 

Mesh xT  Type of Kg 1B  EW  2B  EW  

24×48 (a) (0) 9.5614 9.3320 18.2032 13.5716 
24×48 (a) (1) 9.5674 9.3358 18.1976 13.5712 
24×48 (a) (2) 9.5613 9.3313 18.2121 13.5710 
24×48 (b) (0) 10.8078 9.9395 16.4032 13.4939 
24×48 (b) (1) 10.7919 9.9314 16.3995 13.4940 
24×48 (b) (2) 10.7903 9.9301 16.3948 13.4941 

       
30×60 (a) (0) 9.4440 9.3173 18.2274 13.6123 
30×60 (a) (1) 9.4440 9.3173 18.2255 13.6123 
30×60 (a) (2) 9.4299 9.3098 18.2310 13.6123 
30×60 (b) (0) 10.0587 9.6315 16.5281 13.5306 
30×60 (b) (1) 10.0579 9.6311 17.9329 13.5969 
30×60 (b) (2) 10.0555 9.6299 17.9362 13.5967 

*使用 Case(b)分析過程中， 僅對剛度作用 xT
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圖 1.1 文獻[19]實驗所觀察到四種變形轉換(a-d)及 

對應於 a-c 圖結構的上視圖(e-g) 
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圖 2.1 旋轉向量 
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圖 2.2 薄殼中 P、Q 點之位移以及元素座標與中平面座標之關係圖 
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圖 2.3 元素節點 j 中心面之 B
ijx 軸受旋轉向量 njθ 作用的示意圖 

njθ

B
jx1

B
jx2

B
jx3

B
j

E xx 
33 ,

njθ

j



 84

B
jx 

1

B
jx 

1
0

B
jx 

2

B
jx 

2
0

j3

j3

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

圖 2.4 元素節點 j 中心面之 B
jx 

1
0 軸受旋轉向量 E

j 33 e 作用的示意圖 
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(a) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
(b)                              (c) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

圖 4.1 半圓環受到單點集中力作用 (a)結構尺寸示意圖 
(b)網格 18×1 示意圖 (c)網格 18×2 示意圖 
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圖 4.2 半圓環受到單點集中力作用之負荷－位移曲線圖 
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(a) 

 

 
 
(b) 

 
 
 

 
圖 4.3 直角構架受到端點剪力作用 (a)結構尺寸示意圖 

(b)網格 M21 與網格 M22 示意圖 
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圖 4.4 直角構架受到端點剪力作用之負荷－位移曲線圖 
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(b)                                      (c) 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 4.5 圓柱殼片段受到單點集中力作用 (a)結構尺寸示意圖 

(b)力負荷圖 (c)網格 10×10 示意圖 
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圖 4.6 圓柱殼片段受到單點集中力作用之負荷－位移曲線圖 
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(a) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
(b) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

圖 4.7  槽型斷面梁之側向扭轉挫屈(例題 4.4) (a)結構尺寸示意圖  

(b)網格(1+2+1)×2 示意圖 
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(a) 
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圖 4.8 受壓之簡支承板 (a)結構尺寸示意圖  
(b)網格 4×6 示意圖 
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(a) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
(b) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

圖 4.9 T 型斷面梁 (a)結構尺寸示意圖  

(b)網格(2+2+3)×4 示意圖 

 

A BC

E FG

D

I

C

G

P

WX G ,3

VX G ,2

UX G ,1

t

I

G F
E

D

C B
A

J

L

b

h

450L    70960E  

38b     321.0  

65h  

1t  



 94

(a) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 (b) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

圖 4.10 槽型斷面梁(例題 4.7) (a)結構尺寸示意圖  

(b)網格(1+2+1)×2 示意圖 
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圖 4.11 槽型斷面梁之負荷－位移曲線圖(例題 4.7) 
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(b) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

圖 4.12 直角梁受到單點集中力作用(例題 4.8) (a)結構尺寸示意圖  

(b)網格(2+3)×2 示意圖 
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圖 4.13 直角梁受到單點集中力作用之負荷－位移曲線圖(例題 4.8) 
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圖 4.14 懸臂圓柱殼受到單點集中力作用(例題 4.9) 

(a)結構尺寸示意圖 (b)網格 16×16 示意圖 
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圖 4.15 懸臂圓柱殼受到單點集中力作用之負荷－位移曲線圖(例題 4.9) 
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圖 4.16 半球殼受到單點集中力作用(例題 4.10) (a)結構尺寸示意圖  

(b)網格 12×12 示意圖 
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圖 4.17 半球殼受到單點集中力作用之負荷－位移曲線圖(例題 4.10) 
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圖 4.18 圓柱殼受一對集中力作用(例題 4.11) (a)結構尺寸示意圖 

(b)網格 16×24 示意圖 

UX G ,1

VX G ,2

WX G ,3

t
R

P

P

L

A

B

C

D



 103

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

圖 4.19 圓柱殼受一對集中力作用之負荷－位移曲線圖(例題 4.11) 
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(a) 
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圖 4.20 圓柱殼受四個徑向單點集中力作用(例題 4.12)  

(a)結構尺寸示意圖 (b)網格 8×48 示意圖 
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圖 4.21 圓柱殼受四個徑向單點集中力作用之負荷－位移曲線圖(例題 4.12) 
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圖 4.22 開口型半球殼受集中力作用(例題 4.13)  

(a)結構尺寸示意圖 (b)網格 16×16 示意圖 
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圖 4.23 開口型半球殼受集中力作用之負荷－位移曲線圖(例題 4.13) 
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圖 4.24 裂縫環形板受均勻力負荷作用(例題 4.14)  

(a)結構尺寸示意圖 (b)網格 6×30 示意圖 
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圖 4.25 裂縫環形板受均勻力負荷作用之負荷－位移曲線圖(例題 4.14) 
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圖 4.26 圓柱薄殼(例題 4.15) (a)結構示意圖(b)俯視圖(c)前視圖
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圖 4.27 圓柱薄殼第一階段 E 點之位移－負荷參數曲線圖(例題 4.15) 
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圖 4.28 圓柱薄殼第二階段 E 點之反力－負荷參數曲線圖(例題 4.15) 

 

 



附錄 A  元素座標系統的決定 

 

本文採用文獻[44]提出的元素座標系統，元素座標系統為原點定在元素

的形心，將當前變形的元素之形心C與初始未變形的元素之形心重疊，並

且將當前變形位置的元素座標 與初始未變形時的元素座標 同方向且

平行，再將初始未變形的元素旋轉一個角度

Ex1
Ex1

0

， (i=1,2)為旋轉後的元素

座標軸，如圖 A.1 所示，使旋轉後的初始未變形的元素與當前變形的元素

在元素形心處無旋轉作用，即  

'E
ix

0
00









x

v

y

u
 (A.1) 

其中 





ijk
kjiux

Ay

u 0
0 2

1
, 



ijk
kijvy

Ax

v 0
0 2

1
, 312,231,123ijk  (A.2) 

kknk xxu 0 , , ,  (A.3) kknk yyv 0 ijji xxx 000  jiij yyy 000 

A為元素面積， , 為初始未變形時元素節點 k 的座標值， , 為當

前變形時元素節點 k 的座標值， , 為節點 k 在元素座標旋轉

kx0
ky0

kx ky

knx kny 角後的

座標值，角逆時鐘方向為正，則 , 與 , 關係式如下： knx kny kx ky

kkkn yxx  sincos  , kkkn yxy  cossin   (A.4) 

由(A.2)、(A.3)和(A.4)式可得： 
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圖 A.1 元素座標示意圖 
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附錄 B 切線剛度矩陣k  

 

由(2.66)式 、(2.41)式}{ 321  ffff  }{ 321  qqqq  、(2.57)式 、

(2.65)式 和(2.40)式q

xT

}{ 321 xxx fffxf }{ 321 xxxx qqq 可得在(2.105)式

推導為： k
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xk 與 分別為對應於(2.40)式 的線性剛度矩陣與元素幾何剛度矩陣。 k xq
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將(B.1) 轉換到(2.104)式 ，可由(2.67)式k k }{ 321  ffff  、(2.42)式

}{ 321    qqq  q 、(2.58)式 、(2.66)式T }3{ 21  ffff  和(2.41)

式q 得： }321  qq { q
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再將(B.5)式 轉換到(2.103)式k k ，可由(2.68)式 }{ 321  ffff  、(2.43)

式 、(2.59)式 、(2.67)式}{ 321  qqq  q T }{ 321  ffff  、(2.42)

式 }3{ 2 1  qqqq  得： 
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附錄 C 面積座標(area coordinates) 

 

C.1 面積座標的定義 

 如圖 C.1 所示，x、y為三角形中任一點 在直角座標中的座標值，將

點與三角形的三個頂點作連線，就形成了三個小三角形，三個頂點1、2、3

相對應的三個小三角形的面積分別為 、 、 ，令面積座標 

P

2A

P

1A 3A

A

A1  (C.1) 

A

A2  (C.2) 

A

A3  (C.3) 

 213131212

1
yxyxA   (C.4) 

jiij xxx   (C.5) 

jiij yyy   (C.6) 

其中 A為三角形 123 的面積， ix、 代表三角形頂點 i的iy x和 座標。y 、、

稱為三角形中 點的面積座標，固 P

AAAA  321  (C.7) 

由(C.1)式至(C.3)式與(C.7)式可以得出 

1   (C.8) 

因、、之間不是互相獨立的，因此在本文中僅用、表示三角形中

任意點的面積座標，如圖 C.2。 

 

C.2 面積座標與直角座標的關係 

P點之面積座標與直角座標之間的關係可表示成[49] 
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 (C.10) 

若任意函數   , 為面積座標函數，則其對 x或 的微分可表示成 y
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在(C.11)式中的 x, 、 x, 、 y, 、 y, 可以利用(C.10)式微分得出 
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 (C.12) 

反之，若任意函數  y,x   為直角座標函數，其對或的微分可表示成 
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 (C.13) 

在(C.13)式中的 、 、 、 可以利用(C.9)式微分得出 ,x ,y ,x ,y
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圖 C.1 面積座標表示方法 

 

 

圖 C.2 面積座標示意圖 
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附錄 D  及其微分 

 

在(2.113)式中 及其對

QST 元素的形狀函數

iN  9,,1i 、的偏微分，可表示為[23]： 

i  iN  ,iN  ,iN  

a2)23(2    b2)1(6    c2)1(6    1 

2/2 a  2/)2( b   2/2 c   2 

2/2 a  2/2 b   2/)2( c   3 

a2)23(2    b2)1(6   c2  4 

a )1(2   b )32(   c  5 

2/2 a  2/2 b  2/2 c  6 

a2)23(2    b2  c2)1(6   7 

2/2 a  2/2 b  2/2 c  8 

a )1(2   b  c )32(   9 

其中 

 1  (D.1) 

a  (D.2) 

)(  b  (D.3) 

)(  c  (D.4) 

 

 

 122



附錄 E  DKT 元素的形狀函數 

 

在(2.126)式和(2.127) 的 xH 與 y分別有 9 個分量，其表示式為式裡面 [28] 

 

H

)(5.1 55661 NaNaH x   (E.1) 

665512 NcNcNH x   

66553 NbNbH x   

)(5.1 66444 NaNaH x   

446625 NcNcNH x   

44666 NbNbH x   

)(5.1 44557 NaNaH x   

554438 NcNcNH x   

55449 NbNbH x   

)(5.1 55661 NdNdH y   

32 xy HH   

665513 NeNeNH y   

)(5.1 66444 NdNdH y   

65 xy HH   

446626 NeNeNy   H
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)4(5.1 4557 NdNdH y   

98 xy HH   

554439 NeNeNH y   

中 其

2
ij

ij
k

l

x
a


  (E.2) 

2
4

3

ij

ijij

k
l

yx
b   

2

22 )
2

1

4

1
(

ij

ijij

k
l

yx
c


  

2
ij

ij
k

l

y
d


  

2

22 )
2

1

4

1
(

ij

ijij

k
l

xy
e


  

)( 222
ijijij yxl   

其中 分別對應到6,5,4k 12,31,23ij 如圖 E.1 所示， ，

在 、 的表示式中的

jiij xxx 

ji yy  。 ijy 

xH yH )61( iNi 為[28] 

)
2

1
)(1(21  N  (E.3) 

)12(2  N  
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)12(3  N  

44 N  

)1(45  N  

)1(46 N    

其中、是元素面積座標裡的 2L 與 3L [50]，如圖 E.2 所示。 

在文獻[50]中元素面積座標的 、 、 分別為 1L 2L 3L

))()((
2

1
233223321 yxxxyyyxyx

A
L   (E.4) 

))()((
2

1
311331132 yxxxyyyxyx

A
L   

))()((
2

1
122112213 yxxxyyyxyx

A
L   

)(2 312312211332 yxyxyxyxyxyxA   

其中 、 、 、 、 、 分別是元素三個端點在元素座標的座標值。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1x 2x 3x 1y 2y 3y
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圖 E.1 DKT 元素的節點及其三邊上的局部座標示意圖 

 

圖 E.2 元素面積座標的示意圖 
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附錄 F Projector matrix  

 

文與文獻[53]的三角形殼元素有相同節點位移和旋轉自由度，所以文獻

3]的 Projector matrix 僅要稍加修改，即可適用於本文所推導的殼元素。 

殼元素在當前的變形位置，受到節點擾動位移 作用，則在擾動後的元

座標中對應於 的節點擾動變形位移

本

[5

a
q若

a
q q (素 見 式)可表示成： 

            (F.1) 

中 P 為所謂的 Projector matrix，P 能濾掉 中的剛體位移。 

應於 的元素節點內力 與對應於 的元素節點內力 ((2.67)式)的關

係可表示成

             (F.2) 

中 為考慮 Projector matrix 時的元素節點內力， 為不考慮 Projector 

atrix 時的元素節點內力。 

文之 Projector matrix 可表示成[53]： 

                             (F.3) 

，  (F.4) 

(2.42)

a
  qPq 

a
q其

a
q f q f對

： 

fPtf

f f其

m

本

tAGI  27P

3273

2

1



















A

A

A

3273

2

1



















G

G

G

GA


















0

I

r

3A

~e
i

i ，  (F.5) 



















0

00

00
~

e
i

e
i

e
i

e
i

e
i

xy

x

y

r

 127


















0000000//

000000/00

00

00 CyCx

Ay

kiki

e
ki

e

t
jG


000000/ Axki

 (F.6) 

eeA 1312 rr  ， jjjj yxC     (F.7) 

00
kji yy  ， )( 00

kji xx   (F.8) 

e
i

e
j

e
ij rrr  ，    e

i
e
j

e
i

e
j

e
i

e
j

e
ij

e
ij

e
ij

e
ij zyyxxzyx r ，i, j = 1,2,3 

 (F

z

.9) 

其中 和 分別為初始元素節點在元素座標上的座標值及當

c

                (F.10) 

0
jx 0y j， jx 、 jy 和e e e

jz

前元素節點在元素座標上的座標值，由本文座標的定義， 0j 。 ez

考慮 Proje tor matrix 時，元素剛度可表示成[53]： 

p 
ttt GFPGFPkPk 21 

327311 }2
~~~{  00n0nF eee 0n00 (F.11)  

3273322112 }~~~~~~{ eeeeee
 0mn0mn0mnF  (F.1

211

2) 

 (F.13) 

其中 時的切線剛度， 已在(2.104)式中定義，其

B 、

和 的旋轉矩陣

分別為元素節點 軸方向的

力和廣義力矩。 

 

 

}{ 332 0mn0mn0mnfPf eeeeeet 

p為考慮 Projector matrixk

推導見附錄

、 e
3n

{m

k

1
e
jf

， 1 、 1 、 2 、 2 、 3 和 3分別為對應於 、 2n 、e~n

m

e~m

}j

e~n e~m

(spin matrix)

e~n

。

j

e~m

{e
j 

e
1n

}、

3,2,1

e
1m e

e
2m

e
jm

e
3m

2m

32
e
j

e
j ffn

在元素座標 E
ix ( i3

e
jj1

e e )
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附錄 G 文獻[19]的實驗說明 

 

    文獻[19] 驗是探討一聚 圓柱薄殼受位移負荷作用後的非線

為，文中將 片的兩個長邊

端相距一固定距離 ，並與水平面維持一固定角

的實 酯 性行

一薄 以夾鉗固定，再將其彎成柱狀殼，兩邊夾持

cmd 5.16 度 20 (如圖

G.1)，然後在薄殼中心施加一向下的位移負荷，薄片的尺寸和材料參數為長

度 cmL 35 、 寬 度 cm5.17 W  、 厚 度 mmh 35.0 、 楊 氏 係 數

29 /108.3 mNE 

中心附近出現兩個對稱

個變形是中心向下位移

mm5.12

心向下位移15

。在

X、Y

mm5.11

成一個對薄殼中心轉了一個角度的菱形

d-cone

其實驗中隨著位移負荷的增加

時，薄殼

出現兩

(圖 G.2

的連線形成一個梯形

d-cone 產生

， 薄殼變成波浪狀的圓柱殼

的長度若不夠長，則無法觀察到菱形及

早產生波浪狀的柱狀殼。

，結

b

(圖

移到薄殼自由端的邊界時

構連續產生四個特

mm4

，

殊的幾何變形，如圖 G.2 所示。第一個變形是中心向下位移

軸的 d-cone (developable cone) (圖 G.2a)。第二

個新的 d-cone，而四個 d-cone 圍時，

)。第三個變形是中心向下位

G.2c)。第四個變形是中移 時，四個

mm時，梯形底邊兩個

一個不連續的變化 使 (圖 G.2d)。文獻[19]提到殼

後來的梯形圖形這兩種型態，會提
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圖 G.1 柱狀薄板結構示意圖 
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圖 G.2 文獻[19]實驗所觀察到四種變形轉換(a-d)及 

對 ) 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 

應於 a-c 圖結構的上視圖(e-g
 

 
 
 


	1.封面
	2.摘要
	3.致謝
	4.目錄
	5.第一章 緒論
	6.第二章 理論推導
	7.第三章數值計算方法與程序
	8.第四章
	9.第五章 結論與展望
	10.參考文獻
	11.表
	12.圖片1
	12.圖片2
	13.附錄

