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摘要 

本文的主要目的是以共旋轉有限元素法推導一個三維梁元素，並探討

三維雙對稱薄壁梁的非線性動態反應。本文提出一個使用顯積分法解含旋

轉自由度之非線性運動方程式的數值程序，並比較使用顯積分法及隱積分

法求解非線性運動方程式之效率及準確性。 

本文使用共旋轉有限元素法推導一個兩個節點，每個節點有七個自由

度的梁元素，並在梁元素當前的變形位置上建立元素座標，本文利用非線

性梁理論、d’Alembert 原理和虛功原理及一致性二階線性化在當前的元素座

標上推導梁元素的節點變形力、節點慣性力。本研究使用旋轉向量來描述

元素節點的旋轉，用三個旋轉參數來描述元素的變形旋轉，故推導梁元素

時需要兩組節點參數，此兩組節點參數間的轉換矩陣為節點旋轉參數的函

數。本文保留元素的節點變形力至節點參數之二次項，保留元素的節點慣
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性力至節點參數之零次項及由兩組節點參數的轉換矩陣引進的節點參數一

次項。元素的剛度矩陣是由元素的節點變形力對節點參數的微分求得，元

素的慣性矩陣是由元素的節點慣性力對節點參數及節點參數對時間之微分

的全微分求得。 

本研究用文獻上的例題說明本研究推導之梁元素的正確性及本文提出

之顯積分法的數值程序的可行性。本研究並以數值例題探討慣性力及慣性

矩陣中之轉換矩陣及還有慣性矩陣中不同的項對非線性動態分析之效率及

準確性的影響。本研究也以數值例題比較使用顯積分法的中央差分法與使

用的隱積分法的 Newmark 積分法並配合 Newton-Raphson 增量迭代法之效

率及準確性。 
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Abstract 

  A co-rotational finite element formulation for the geometrically nonlinear 

dynamic analysis of doubly symmetric thin-walled beam with large rotations but 

small strain is presented.  A numerical procedure based on the central 

difference method is proposed for the solution of the nonlinear equations of 

motion with rotation degrees of freedom. 

  The element developed here has two nodes with seven degrees of freedom per 

node. The element nodes are chosen to be located at the centroid of the end cross 

sections of the beam element and the centroid axis is chosen to be the reference 

axis. The kinematics of the beam element is described in the current element 

coordinate system constructed at the current configuration of the beam element. 

The deformation of the beam element is determined by the displacements of the 

centroid axis and the rotations of element cross section.  Three rotation 

parameters are defined to describe the relative orientation between the element 

cross section coordinate system rigidly tied to the unwrapped cross section and 

the current element coordinate system.  A rotation vector is used to represent 

the finite rotation of a base coordinate system rigidly to each node of the 
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discretized structure.  The relation among the variation of the three rotation 

parameters, three infinitesimal rotations about the axes of the current element 

coordinate system, and the rotation vector is derived.  Three set of nodal 

parameters are employed here for the determination of the displacement fields of 

the element and for the assembly of the structural equations.   

  The element deformation nodal forces and inertia nodal forces are 

systematically derived by the d'Alembert principle, the virtual work principle 

and consistent second order linearization in the current element coordinates.  

The element stiffness matrix may be obtained by differentiating the element 

deformation nodal forces with respect to the element nodal parameters and the 

element inertia matrices may be obtained by differentiating the element inertia 

nodal forces with respect to the element nodal parameters, and their first and 

second time derivatives. 

  An incremental-iterative method based on the Newmark direct integration 

method and the Newton-Raphson method, and an incremental method based on 

the central difference method are employed here for the solution of the nonlinear 

equations of motion. Numerical examples are presented to demonstrate the 

accuracy and efficiency of the proposed method.  The possibility to simplify 

the tangent inertia matrix is investigated.  The accuracy and efficiency of the 

Newmark method and the central difference method are investigated and 

compared. 
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第一章 緒論 

 

    三維梁在所有工程系統中皆是很重要的元件，在機械及航空工業中皆

有很廣泛的應用。這些結構在使用中，常伴隨著高速旋轉及大變形，所以

在分析設計時，便必須考慮其幾何非線性下的動態反應。 

    學術上有許多探討非線性三維梁動態反應的研究[1-12]，而這些研究通

常是以 Newmark 積分法[13]並搭配 Newton-Raphson 法迭代作計算。如文獻

[1]中使用 Conserving energy 其主要原理於文獻[2,3]，搭配 The mid point 

scheme 這建立在 Newmark 積分法的變形。 

    文獻[4]使用 Co-rotational formulation，由線性元素的移動動能及轉動動

能求得慣性力及慣性矩陣，並利用不同的方式表示旋轉參數及初始增量探

討運算效率，並提出陀螺矩陣對於迭代次數之改善。 

    文獻[5]以建立在文獻[6]Co-rotational formulation 提出依簡單有效的梁

元素及數值程序來分析三維梁的動態問題，但其梁元素並非由完整之非線

性梁理論推導，變形力只考慮軸向應變對撓曲力之耦合，而慣性力僅考慮

陀螺效應的速度耦合項。 

    文獻[7,8]以 Co-rotational formulation 及完整之幾何非線性梁理論推導

梁元素，此梁元素為使用二個節點，十二個自由度，並無考慮翹曲的自由

度，並利用 D’Alembert 原理及虛功原理求得元素節點變形力及慣性力，變
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形力保留至節點參數二次項，慣性力則忽略變形對其之影響。文獻[7,8]使

用旋轉向量來描述元素節點的旋轉，但用三個旋轉參數來描述元素的變形

旋轉，所以在推導梁元素需要兩組節點參數，此兩組節點參數的轉換矩陣

為節點旋轉參數的函數，文獻[7,8]不考慮轉換矩陣對慣性力之影響。 

    文獻[9,10]以文獻[8]之推導為基礎，探討動態分析之薄壁梁，此梁元素

二個節點，十四個自由度，多考慮翹曲的自由度，文獻[10]所提，非線性動

態分析較無文獻探討翹曲對動態分析之影響。 

    根據本作者所知，探討三維薄壁梁之動態分析研究很少，雖然如文獻

[9,10]之探討，並非完整之慣性矩陣推導，故本研究將使用共旋轉有限元素

法(Co-rotational finite element formulation)並配合數值方法 Newmark 積分法

來探討非線性三維梁的動態分析，本文與文獻[7-10]皆在推導慣性力及慣性

矩陣時，將慣性項與變形之耦合忽略，但考慮轉換矩陣對慣性力之影響，

而文獻[7-10]皆無考慮陀螺質量矩陣，故本研究將加入陀螺質量矩陣。 

    而在三維梁結構之非線性動態反應時，我們需使用解非線性運動方程

式的數值計算方法，一般使用直接積分法(Direct integration method)。所謂

直接積分法[13]，也就是直接處理積分過程，利用原運動方程式搭配積分法

對速度加速度之簡化假設，而不是先將運動方程式利用數學轉換變成不同

形式作運算。 

    直接積分法又分為顯積分法(Explicit method)[14]及隱積分法(Implicit 
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method)[13]，顯積分法常為條件穩定(Conditionally stable)，其原理為將運動

方程式建立在 t 時刻，推算 tt  時刻的待求物理量。目前常用的顯積分法

有中央差分法(Central difference method)、runge-kutta 法。而隱積分法常為

無條件穩定(Unconditionally stable)，計算上假設運動方程式於待求物理量之

tt  時刻達平衡狀態，計算待求物理量時，除了 t時刻之前的已知物理量

外，在某種程度上必須具備 tt  時刻的物理量，於 tt  時刻之平衡位置，

速度及加速度由迭代法取得。目前常用的隱積分法有 Newmark 法、Wilson-θ

法及 Houbolt 法，還有許多以 Newmark 積分法所作的變形，如 Average 

acceleration、Linear acceleration 及 Fox-Goodwin formula[13]， 

在一般使用顯積分法為條件的研究中，較適合應用在非常短暫時間的衝擊

[15]，如文獻[16]中，為了求出微型行星齒輪組三維的衝擊分析下其行星臂

震盪情形及各個嚙合齒對間之負載分配、接觸齒面應力分布，利用有限元

素法分析，在求解動態過程中及採用顯積分法中的中央差分法。或是高度

非線性的分析，如文獻[17]中所提，在研究門閂的接合情況時所用到較大的

Finite Element Model 顯積分所運算出的結果會比隱積分的結果更符合實際

的狀況。 

    文獻[18]中所提及，在三維含有有限旋轉中的研究中較少搭配顯積分法

作計算，就本作者所知，也僅有文獻[19]中使用顯積分法搭配新的計算方法

VFIFE(Vector form intrinsic finite element)應用在三維的網狀型的構架建築
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上，此方法與 FEM(Finite element method)大致相似。 

    非線性三維梁的動態分析文獻上，本作者所知皆無比較使用顯積分法

及隱積分法，而文獻[20]所提，在顯積分法中，中央差分法在計算二階運動

方程中擁有最高的精確度及穩定度，故在數值計算選擇中央差分法，並與

隱積分法的 Newmark 積分法作比較。 

本研究用文獻上的例題說明本研究推導之梁元素的正確性及本文提出

之顯積分法的數值程序的可行性。本研究並以數值例題探討慣性力及慣性

矩陣中之轉換矩陣及還有慣性矩陣中不同的項對非線性動態分析之效率及

準確性的影響。本研究也以數值例題比較使用顯積分法的中央差分法與使

用的隱積分法的 Newmark 積分法並配合 Newton-Raphson 增量迭代法之效

率及準確性。 
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第二章 理論推導 

 

    本研究採用共旋轉有限元素法(Co-rotational finite element formulation)

探討非線性三維梁之動態分析。本章中將推導一個兩節點，十四個自由度

的梁元素，本文對梁變形的假設，梁變形機制的描述及元素的推導方法和

文獻[22，23]相似。為了本文的完整性，本章將梁元素基本假設、座標系統、

梁變形的描述方法及元素的推導方法，簡要敘述如下： 

 

 

2.1 基本假設 

    本文對梁元素的推導，做如下的基本假設： 

 (1)梁為細長的等斷面、雙對稱梁，且Euler-Bernoulli 假說成立。 

 (2)梁元素的形心軸之單位長度伸長量(unit extension)為均勻的伸長。 

 (3)梁元素的變形與應變皆為小變形與小應變。 

 (4)梁元素斷面的翹曲為梁元素的軸向扭轉率與該梁的聖維南(Saint Venant)

翹曲函數的乘積。 

 

 

2.2 座標系統描述 

    本 研 究 是 使 用 共 旋 轉 有 限 元 素 法 (co-rotational finite element 

formulation)，將梁分割成若干個兩個節點的梁元素，元素的節點位於其兩

端未翹曲斷面的形心。為了描述系統的運動、元素的變形、邊界條件，本

文中共定義了四套直角座標系統： 

(1) 固定總體座標系統(圖一)， 3) 2, ,1( iX G
i  
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系統的節點座標、方位、速度、加速度、角速度、角加速度及其他

座標系統之座標軸的方向餘弦，皆在此座標系統中定義。 

(2) 元素座標系統(圖一)， 3) 2, ,1( ixi  

此座標系統附屬在每一梁元素上，其原點位於該元素的節點1上， 1x

軸通過該元素的兩端節點(1，2)， 2x 軸與 3x 軸在元素變形前與斷面

的主軸方向一致，而元素變形後的 2x 軸與 3x 軸，可由該元素未翹

曲的兩端斷面的方位來決定，是分別將位於節點 1，2 變形後的斷

面繞一個與該斷面之法線及 1x 軸垂直的旋轉軸旋轉一角度使斷面

之法線方向與 1x 軸方向一致(此時並不考慮斷面之翹曲變形，否則

斷面的法線方向無法定義)，然後再以兩斷面主軸方向的角平分線

作為 2x 軸及 3x 軸的方向。梁元素的變形、速度、加速度、角速度、

角加速度、變形節點內力、慣性節點內力、元素剛度矩陣以及慣性

矩陣，皆在此座標系統中建立。 

(3) 元素斷面座標系統(圖一)， 3) 2, ,1( ixS
i  

此座標系統與元素的斷面一起平移和旋轉，其原點剛接於未翹曲斷

面的剪力中心， Sx1 軸為未翹曲斷面的法線方向， Sx2 軸與 Sx3 軸分別

與未翹曲斷面的主軸重合。元素的變形是由斷面座標相對於元素座

標的旋轉來決定。 

(4) 負荷基底座標系統， 3) 2, ,1( iX P
i  

此座標系統是用來描述與結構變形位置相關的作用力機制。該作用

力機制造成的系統節點外力及力矩，和負荷剛度矩陣(load stiffness 

matrix)，皆建立在此座標系統中。此座標系統的原點剛接於與結構

變形位置相關的作用力節點上。 

 

    本文中以符號 代表行矩陣。總體座標系統 GX { GGG XXX 321 ,, }與元
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素座標 x =  321 ,, xxx 、元素斷面座標 Sx ={ SSS xxx 321 ,, }、負荷基底座標

PX ={ PPP XXX 321 ,, }的關係可表示如下: 

    xAX GE
G   

  S
GS

G xAX   

  P
GP

G XAX                                            (2.2.1) 

其中 GEA 、 GSA 、 GPA 分別代表元素座標、元素斷面座標、負荷基底座標

對於固定總體座標系統的方向餘弦矩陣。   

 

 

2.3 旋轉向量及時間微分 

  本文中使用旋轉向量來表示一個有限旋轉，如圖二所示，一向量b受到

一旋轉向量 e 的作用而轉到一個新的位置b，向量b與b之間的關係可

表示成 : 

    )(sin))(cos1(cos bebbb     

     bIII )](
cos1

)(
sin

[
2




 






  

     Rb                                                 (2.3.1)      

其中符號．與分別代表向量的內積與外積，R表旋轉矩陣，I為 33 單位

矩陣。 

由(2.3.1)式b對時間的微分可表示成 

    bRRbR
b 
 t

dt

d                                         (2.3.2)        

因b的長度固定，所以其對時間的微分可表示成 



8 

    bω
b 


dt

d
                                            (2.3.3) 

其中ω為角速度向量。 

因 tRR 為一反對稱矩陣，從(2.3.2)式和(2.3.3)式可得 

    tRRIω                                               (2.3.4)   

由(2.3.1)及(2.3.4)式可得ω和旋轉向量對時間的一次微分有以下關係:(其

推導詳見(附錄 A)及[21]) 

     )(Γω                                                (2.3.5) 

    )]()([)( 11 IIIΓ   ba                            (2.3.6) 

    
21

cos1




a , )
sin

1(
1
21 




b                             (2.3.7) 

    當旋轉向量有一微小變量  時會使向量b會繞 )3,2,1( ixi 軸做微小

旋轉 i ,  與 φ 的關係和與ω的關係相同[21]，即 

      )(Γφ                                              (2.3.8) 

將(2.3.5)式對時間微分可得 

  )()( ΓΓω                                         (2.3.9) 

)()()()()()( 11111 IIIIIΓ    bbaba   (2.3.10) 

其中ω 為角加速度， 為旋轉向量對時間的兩次微分。 

由(2.3.7)式可知當 0 時， I0Γ )( 、    )( I ，故 

      ω                                                (2.3.11) 

       ω                                                (2.3.12) 
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即在旋轉向量 0 時，其對時間的一次，二次微分之值，等於角速度、角

加速度。 

當 1 時，可將 )(Γ 線性化並表示成近似式 T    























0

0

0

2

1

2

1
)(

12

13

23





 IΦITΓ                     (2.3.13) 

其中 IΦ    

  用(2.3.13)式可將(2.3.5)式、(2.3.8)式和(2.3.9)式改寫成 

Tω                                                (2.3.14) 

 Tφ                                              (2.3.15) 

   TTω                                          (2.3.16) 

由(2.3.13)式可知當 0 時， IT  、  
T ，故由(2.3.14)式和(2.3.16)

式可得 ω 、  ω ，即仍保有(2.3.11)式和(2.3.12)式的關係。 

 

 

2.4 Euler 梁的變形描述 

    本文在當前的座標上描述梁元素的變形，由(2.1)節中的基本假設可知

Euler 梁元素的變形可以由其形心軸的位移、截面的翹曲(warping)及其截面

的旋轉來描述。 

    本研究採用[22]中之梁的變形機制，如圖一中 Q 點為梁元素中的任意

點，P 點為 Q 點在同一斷面之形心軸上的對應點。在元素座標上 Q 點的變

形前後位置可以表示如下: 
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   321 eeer zyx 0                                              (2.4.1) 

   SSS
,xp zyωθwvx 3211 eeeeeer 321                           (2.4.2) 

其中 x、 y 、 z為變形前Q點在元素座標 ix ( 3,2,1i )上的座標， x亦為P 點

變形前 1x 軸的座標， y、 z亦同時是Q點在 Sx2 與
Sx3 軸的座標。 )(xxp 、 )(xv

以及 )(xw 分別是變形後P點在元素座標 ix ( 3,2,1i )上的座標， )(xv 、 )(xw 亦

為P點在 2x 及 3x 軸方向的位移，
x

θ
θ ,x 


 1

1 是梁斷面沿變形後形心軸的軸向

扭轉率， )(1 xθ 為形心軸的扭轉角，s為變形後形心軸的弧長， ),( zy  代

表等斷面梁的聖維南翹曲函數， ie 及 S
ie ( 3,2,1i )分別為 ix 與 S

ix 軸的單位向

量，梁變形後形心軸的單位切線向量可表示為 

    } , ,{cos 23   nt                                      (2.4.3) 

其中 

   
o

w

s

w












12                                       (2.4.4) 

   
o

v

s

v












13                                          (2.4.5)     

   212
3

2
2 )1(cos  






s

x p
n                               (2.4.6) 

    xw
x

w
w ,




  ， xv
x

v
v ,




 ， 1




x

s
o                        (2.4.7) 

o 為形心軸的單位伸長量。 

    忽略扭轉翹曲的情況下，在(2.4.4)式至(2.4.7)式中，s為節點1至點P間的

形心軸在變形後的弧長，而 o 為形心軸的單位伸長量(unit extension)。由梁

形心軸上的任一點P在變形後的位置向量及式(2.4.6)與(2.4.7)，在小應變的假

設情況下， )(xxp 可以表示如下 

     
x

xxop dxwvuxx
0

2/12
,

2
,

2
1 ])1[()(                         (2.4.8) 
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其中 )(1 tu 為節點1在 1x 方向上的位移，由元素座標系統的定義，其值為零。 

由梁元素的變形為小變形的假設，利用近似式 

2/12
,

2
,

2
o ])1[( xx wv  )

2

1

2

1
1( 2

,
2
,o xx wv   ，(2.4.8)式可表示成 

    dxwvuxx
x

xxop  
0

2
,

2
,1 )

2

1

2

1
1()(                            (2.4.9) 

    由座標系統的定義可知，在變形前 ix 軸與 S
ix ( 3,2,1i )軸的方向是一致

的，即 ie 與 3) 2, ,1( iS
ie 的方向是一致的，而且變形後 S

1e 與(2.4.3)式的 t 方

向一樣。在本文中假設變形後的單位向量 3) 2, ,1( iS
ie 的方向是由以下兩個

旋轉向量連續作用於單位向量 ie 3)2,,1( i 來決定[22]、[23]： 

      nθ nn                                              (2.4.10) 

     tθ 1t                                                       (2.4.11) 

     } , 0,{})( ,)( ,0{ 32
2/12

3
2
23

2/12
3

2
22 nn n         (2.4.12) 

其中 n 為垂直於 1e 與 t 之單位向量， n 為 1e 和 t 的夾角， 1 為斷面繞 t 的轉

角。 

   將旋轉向量 nθ 作用在 ie 上，使其轉至一中繼位置 ie，如圖一所示，此時

1e與 t 重合，再將 tθ 作用在 ie，將其轉到 S
ie 。若 ie 、 nθ 、以及 tθ 已知，則

元素斷面座標 S
ie 就唯一決定；反之，若 ie 與 S

ie 已知，則旋轉向量 nθ 與 tθ 亦

唯一決定。 

   S
ie 與 ie 之關係可表示如下[22]、[23] 

    ,],,[ 21 ii
S
i eReRRte                                    (2.4.13) 

  21111 sincos rrR    

  21112 cossin rrR    

  })cos1( ,)cos1(cos ,{ 32
2
231 nnn nnn  r  

 })cos1(cos ,)cos1(,{ 2
33222 nnn nnn  r    
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其中 R 稱為旋轉矩陣。因 R 為 3) 2, 1,( ii 的函數，所以本文中稱 i 為旋

轉參數。 

    當 3) 2, 1,( ii 分別有一微小變化 i 時，斷面座標會旋轉到一個新的

位置，此一新的位置可由元素座標繞 ix ( 3,2,1i )軸分別作微小旋轉 i  

( 3,2,1i )而得。 

  } , ,{ 321  θ 與 } , ,{ 321  φ 之關係可表示如下[22]、[23]： 

 θTθtttttφ  
1

21 ] , , [


 ba                                       (2.4.14) 

 }
cos

 ,
cos

1
 ,{ 32

2
3

31
nn 



 

t  

 }
cos

1
,

cos
,{

2
232

22
nn 



 

t  

 2
3

2
2

3 )cos1(







 na  

   2
3

2
2

2 )cos1(







 nb   

(2.4.14)式可表示如下:  

     φTφθ 


 

















n

n

ba

cos0

0cos

1

2

3                              (2.4.15) 

當旋轉參數 2 與 3 很小時， T 矩陣可近似如下式 

     
























10

01
2
1

2
1

1

2

3

23






T                                  (2.4.16) 
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    由(2.3.15)式、(2.4.15)式及(2.4.16)式，並保留到一次項， θ 與  的關係

可表示為 

   TTTθ                                       (2.4.17) 














































0

0

0

2
1

10

01
2
1

2
1

1

12

13

23

2

3

23










T               (2.4.18) 

本文中在每次迭代都將旋轉向量設定為零，即   ，所以 )(0T 的值為 I ，

T 和 T 的值相同。 

將(2.4.17)式兩邊除以微小時間 t ，可得 

       TTTθ                                            (2.4.19) 

將(2.4.19)式對時間微分，並由 0T 
 則可得 

       TTTTTTTTθ                 (2.4.20) 

    將 (2.4.13) 式代入 (2.4.2) 式，利用近似式 2
3

2
2 2

1

2

1
1cos  n 、

 sin 、 2

2

1
1cos   並保留變形參數至二次項,則位置向量r可以化簡成 

   332211 eeer rrr                      (2.4.21) 

    xp zyxr ,11323121 )()(            

    3,1132
2

1
2
32 )

2

1
()](

2

1
1[ xzyvr    

    2,1
2

1
2
21323 )](

2
1

1[)
2
1

( xzywr           

   由梁之形心軸單位長度的伸長量為均勻的伸長量之假設及(2.4.9)式，可
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以得到形心軸單位長度伸長量 0 可表示如下 

  L
xxo dxwv

LL
Ll

0
2
,

2
, )(

2
1                                     (2.4.22) 

  12 uuLl                                                       (2.4.23)

其中L為梁元素變形前的長度，l 為梁元素變形後之形心軸的弦長， 1u 、 2u

分別為節點 1 與 2 在 1x 方向的位移。 

    本文中假設梁元素形心軸的位移 v , w與軸向扭轉角 1 皆為 x 的三次

Hermitian 多項式，因此v , w , 1 可表示成: 

 b
t
b

t vvvvNNNNxv uN },,,{},,,{)( 22114321                       (2.4.24) 

 c
t
c

t wwwwNNNNxw uN },,,{},,,{)( 22114321                (2.4.25) 

  d
t
d

tNNNNx uN 21211143211 ,,,} ,,,{)(                    (2.4.26) 

),1)(1(
8

      ),2()1(
4

1

  ),1)(1(
8

      ),2()1(
4

1

2
4

2
3

2
2

2
1









L
NN

L
NN

                     (2.4.27)  

L

x2
1                                                       (2.4.28) 

其中 jv 與 jw ( j = 1, 2)分別是v與w在節點 j 的節點值， jv與 jw ( j = 1, 2)則分

別是
x

v
v




 與
x

w
w




 在節點 j 之節點值。 2) ,1(1 jj 是 1 在節點 j 的節點

值， )2 ,1( jj 則是
xx 


 1

,1
 在節點 j 的節點值。 iN ( i = 1－4)為形狀函數

(shape function)。 

  將(2.4.23)至(2.4.25)式代入(2.4.22)式整理可得 

  o )
2

1

2

1
(

1
c

t
cb

t
ba

t
aL

uGuGuG                                  (2.4.29) 

}1,1{aG                                                  (2.4.30)  
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dxvGGGG xbbbbbb   ,4321 },,,{ NG                              (2.4.31) 

dxwGGGG xcccccc   ,4321 },,,{ NG                              (2.4.32) 

},{ 21 uua u                                                      (2.4.33) 

 將(2.4.29)式代入(2.4.9)式整理可得 

px  xa
t
auN

L

x

2
)( c

t
cb

t
b uGuG   

x
xx dxwv

0
2
,

2
, )(

2

1
            (2.4.34) 

}
2

1
,

2

1
{

 
aN                                                (2.4.35) 

 

 

2.5 Euler 梁的應變、速度、加速度 

    為了推導上的方便，本節中我們將先推導出梁的應變、速度與加速度 

以及梁的位置向量變分、應變的變分。 

 

2.5.1 梁的應變    

    假如將(2.4.1)式中的 x、 y、z視為拉格蘭日座標(Lagrange coordinates) 

，則 Green strains 11 、 12 、 13 可以表示成[24]: 

  )1(
2

1
1

t
111  gg ， 2

t
112 2

1
gg ， 3

t
113 2

1
gg                       (2.5.1) 

  
zyx 











r

g
r

g
r

g 321 ,,                                    (2.5.2) 

    將(2.4.9)式、(2.4.21)式帶回(2.5.2)式,可得 ig 的分量 ijg ( 3,2,1, ji )如下 

  )()(
2

1
1 2

,
2
,11 3,x1,x22,x1xxo ywvg                     (2.5.3) 
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   xxxxxz ,1,2,13,31 )(   

  





xxxxxxx

xxo

z

yg

,3,13,1,1,23,32

,33,11312

)
2

1

2

1
(

)()1(



  

  





xxxxxx

xxxo

z

yθg

,2,12,1,22,11

,1,23,32213

)(

)
2

1

2

1
()1(




 

  
yxg ,,132121    

  
yxg ,3,1

2
3

2
122 )(

2

1
1  

 

  
yxg ,2,132123 2

1  
 

  
zxg ,,123131    

  
zxg ,3,132132 2

1  
 

  zxg ,2,1
2
2

2
133 )(

2

1
1                                        

     將(2.5.2)式及(2.5.3)式代回(2.5.1)式，保留變形參數及其微分到二次項

可得: 

  2
11

1
1111                                                      (2.5.4-a) 

  
xxxxxxo zwyv ,1,,

1
11    

  

2
,1

2
,,,1,1

2
,

2
,,

2
,

2
,1,1

2
,1

22
,,,

22
11

2

1
)(

2

1
2

1
)(

2

1
)(

2

1

xxxxxxxxxxoxxxxxx

xxxxxxxxxxoo

zwyvwzwyzv

vyvzwyzyzwyv








   

  2
12

1
1212                                                      (2.5.4-b)  

  
xy z ,1,

1

12 )(
2

1  
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)(
4

1

])([
2

1

,,,,

,1,1,,,1,,,1,,1,
2
12

xxxxxx

xxxyxxxyxxxyxoy

vwwvz

wzvy



 
 

  2
13

1
1313                                              (2.5.4-c) 

  
xz y ,1,

1
13 )(

2

1  
 

  

)(
4

1

])([
2

1

,,,,

,1,1,,,1,,,1,,1,
2
13

xxxxxx

xxxzxxxzxxxzxoz

wvvwy

vywz



 
  

其中 )2,1,3,2,1(1  kjk
j 代表 k

j1 中之 k 次項。 

 

2.5.2 梁的速度與加速度: 

梁的絕對速度可以由(2.4.21)式中的位置向量對時間做一次微分求得 

},,{ 321 rrr   rv                                              (2.5.5) 

其中 

   xp zyxr ,113132312121 )()(     

   3,13,11323233112 )
2

1

2

1
()(  xxzyvr    

   2,12,12211132323 )()
2

1

2

1
(  xxzywr   









x
xxxx

L
xc

t
cxb

t
ba

t
a

x
xxxx

L
xxxxa

t
ap

dxwwvvdxwv
L

x

dxwwvvdxwwvv
L

x
x

0 ,,,,0 ,,

0 ,,,,0 ,,,,

)()(

)()(





uNuNuN

uN
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梁的絕對加速度可以由(2.5.5)式對時間做一次微分求得 

},{ 321 r,rr   ra                                         (2.5.6) 

其中                                 





x

p zyxr

,1

131313231212121 )2()2(








 





3,13,13,1

1323232333311112

2

)
2

1

2

1
()(





xxx

zyvr




 





2,12,12,1

2222111113232323

2

)()
2

1

2

1
(





xxx

zywr




 

)()( c
t

cc
t

cb
t

bb
t

ba
t
ap L

x

L

x
x uGuGuGuGuN    

 
x

xxx
x

xxx dxwwwdxvvv
0

2
,,,0

2
,,, )()( 

 

 

2.5.3 梁的位置向量與應變的變分: 

本文利用虛功原理及d’Alembert原理推導運動方程式，所以需要位置向

量及應變的變分。由(2.4.21)式及(2.4.34)式可得 

},,{ 321 rrr  r                                                                              (2.5.7) 

)()()( 13122311  zyyzyzxr p   

 )
2

1

2

1
1( 2

3
2
2,1  x    

)
2

1
()

2

1
()( ,123332112 xzyzyzvr    
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)( 3,1  x  

)
2

1
()

2

1
()( 23,1232113  yzyzywr x   

            )( 2,1  x   

其中 

px dxwwvv
L

x
xxx

x
xc

t
b

t
a

t
a )()( ,,,0 ,cb   GuGuNu         (2.5.8) 

由(2.5.4)及(2.4.29)式可以得到應變的變分 

1
11

0
1111                                                     (2.5.9-a)  

   xxxxxxo wzvy ,1,,
0
11   

 

)(

)()(

)(

)()(

)()(

,1
2

,,,1

,1
22

,1,,1

,11,
2

,,

,,,11,,
2

,

,,,1
1
11

xxxxxxoxx

xxxxxx

xxxxxxxx

xoxxxxxxxxx

xoxxxoo

wzvy

zyywzv

zywzyzvw

zwyzyzwvyv

yv





















 

1
12

0
1212                                                   (2.5.9-b) 

  
)(

2

1
,,1

0
12 zyx  
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1
13

0
1313                                                    (2.5.9-c) 
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2.6 元素節點內力之推導 

本文將元素的節點內力 f 視為作用元素節點的外力。本文利用虛功原理

及 d’Alembert 原理在元素座標上推導元素節點內力。若在元素當前的變形

位置給元素節點 j ( 2,1j )一個虛位移 },,{ 321 jjjj   ， 

},,{ jjjj wvu  u ，  21  , β ，則由虛功原理可知 











fq

ar

fqfq

t

V
t

Vint

tt
ext

dVdVW

W







 )22( 131312121111       (2.6.1) 

1111  E 、 1212 2  G 、 1313 2  G                               (2.6.2) 

} , , , ,{ 2211 Bmfmffff 
  ID                                     (2.6.3) 
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} , , , ,{ 2211 Bmfmffff  ID                                       (2.6.4) 

} , , , ,{ 2211 Bmfmffff 
  ID                                     (2.6.5) 

},,,,{ 2211 βuuq                                            (2.6.6) 

},,,,{ 2211 βuuq                                             (2.6.7) 

},,,,{ *
22

*
11 βθuθuq                                          (2.6.8) 

其中 extW 為外力所作的虛功， intW 為內力所作的虛功， q 、 q 為元素節

點位移向量q、 q 受虛位移 q 作用引起的變量， },,{ 1 jjj
*
j vw  θ ，

},,{ 321 jjjj   ， },,{ 321

jjjj ffff 、 },,{ 321 jjjj ffff 、

},,{ 321

jjjj ffff 、 },,{ 321


jjjj mmmm 、 },,{ 321 jjjj mmmm 、

},,{ 321


jjjj mmmm  ( j = 1, 2)、 },{ 21 BBB ， 
jf1 、 ijf 、 

jf1 為作用在元素節

點 j， ix 方向的內力， 
ijm 為作用在元素節點 j，繞 ix 軸的力矩、 ijm 、 

ijm 為

作用在元素節點 j 的廣義力矩之 ix 分量， jB 為作用在元素節點 j 的雙力矩

(Bimoment)。 

    f 、f、 f 為梁元素對應於虛位移 q 、 q 、 q 的廣義元素節點內力，

D
f 、 I

f 為對應於 f 的元素節點變形內力及元素節點慣性力， Df 、 If 為對

應於f 的元素節點變形內力及元素節點慣性力， D
f 、 I

f 為對應於 f 的元素

節點變形內力及元素節點慣性力，  
V

dV)22( 131312121111  為應

力所作的虛功， V
t dVar 為慣性力所作的虛功， j1 ( j = 1, 2, 3)為梁元素

對應於虛位移 q 的虛應變，E為楊氏係數，G為剪力模數，為梁的密度，
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V 為梁元素未變形前的體積，a為梁元素的絕對加速度。本文中梁元素的應

變、位置向量、速度、加速度都表示成節點變形參數 q 的函數，為了推導

上的方便，本文中將內力所作的虛功先表示成等效節點力 f 對 q 所作的虛

功，再由 q 與 q 、 q 與 q 的關係求得元素的節點內力f 與 f 的關係。 

    q 與 q 的關係可以表示如下  

    qTqTTqTq                                    (2.6.9) 
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2233

T ，  

)2,1( j                                                  (2.6.11)  

T 、 T 、 T 的顯式於(附錄 B) 

將(2.6.1)式代入(2.6.9)式可得 

      fTfTTfTf tttt                                   (2.6.12) 

    由(2.6.1)及(2.6.2)式可以求得 f ，為了推導上的方便，本文將在下兩節

中分別用應力所作的虛功  
V

dV)22( 131312121111  及慣性力所作

的虛功 V
t dVar 推導 f 中等效元素節點變形內力 D

f 及等效元素節點慣性
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力 I
f 。 

 

26.1  等效節點變形內力 D
f 的推導 

    由(2.6.1)、(2.6.2)、(2.6.4)、(2.6.8)、(2.4.24)－(2.4.27)式及(2.4.33)式可

得 

 



V

D
d

t
d

D
c

t
c

D
b

t
b

D
a

t
a

Dt

dVGGE )44( 131312121111 

  fufufufufq
                    (2.6.13) 

},{ 1211
DDD

a ff f , },,,{ 32223121
DDDDD

b mfmf f                   (2.6.14) 

},,,{ 22322131
DDDDD

c mfmf f , },,,{ 212111 BmBm DDD
d

f              

其中 D
if ),,,( dcbai  為對應於 iu ),,,( dcbai  的廣義節點變形力向量，

iu 為(2.4.24)－(2.4.27)式及(2.4.33)式定義之 iu 的變分。 D
f 可以由 D

if  

),,,( dcbai  組合而成。 

    將(2.5.4-a)式之 j1 及(2.5.9-a)式之 j1 (j = 1, 2, 3)代入(2.6.14)式，即可以

求得 D
if  ),,,( dcbai  。因本文中 j1 僅保留到變形參數到的二次項，所以

D
if 亦僅保留到變形參數到的二次項，但文獻[23]提到 x,1 的三次項不能忽

略，所以本文中亦將其保留。 

   廣義節點變形力向量 D
if ),,,( dcbai  可表示如下   

a
D
a A Gf 1                                                          (2.6.15) 

]
2

3

2

1

2

1
2

1

2

3
[

1

2
,1

2
,

2
,

2
,1

2
1









dxEIdxvEIdxwEI

dxEIAELAEL
L

A

xxxxzxxy

xpoo









24 













dxwwGJdxwE

dxwIIEdxvEIf

xxx
 

bxx
  

bxxxx
  

byz

xx
  

byzxx
  

bozb
D
b

)(
2

1
3

)()1(

,,1,,1,,1

,1,12









NNN

NNGf

 













dxvvGJdxvE

dxvIIEdxwEIf

xx
  

cxxx
 

cxxxx
  

cyz

xx
  

cyzxx
  

coyc
D
c

)(
2

1
3

)()1(

,,1,,1,,1

,1,12









NNN

NNGf

 




















dxEK

dxwvvwGJ

dxwvIIEdxwvE

dxEIdxEIGJ

x
 

dI

xxxxxxd

xxxxdyzxxxx
  

dyz

xxbox
 

dop
D
d

3
,1

,,,,

,,,,

,1,1

2

1

)(
2

1

)(3

)31(}{











N

N

NN

NNf

 

 dAzI y  2
， dAyIz  2                                             (2.6.16) 

 dAI  2 ， dAyzyz   ， zyp III   

   dAyzJ zy })(){( 2
,

2
,   

   dAzyKI
222 )(  

(2.6.15)式中加底線______之項為 x,1 的三次項，加底線  之項為含

*
i (i = 1, 2, 3)的項，加底線  之項為含L的項。因本文採用共旋轉有

限元素法，所以隨著元素數目的增加， *
i (i = 1, 2, 3)及L都會趨近於零、 *

,xi (i 

= 1, 2, 3)都會趨近於一個常數，所以當元素數目較多時，加底線  及 

 之項都會趨近於零，因此本文的數值例題中亦將探討忽略這些項對

動態分析的影響。 
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26.2  等效節點慣性力 I
f 的推導 

    由(2.6.1)、(2.6.4)、(2.6.8)、(2.4.24)－(2.4.27)式及(2.4.33)式可得 

 2

1
dVtI

d
t
d

I
c

t
c

I
b

t
b

I
a

t
a

It arfufufufufq                         (2.6.17) 

},{ 1211
III

a ff f ， },,,{ 32223121
IIIII

b mfmf f                      (2.6.18) 

},,,{ 22322131
IIIII

c mfmf f ， },,,{ 212111
IIIII

d BmBm f  

其中 I
if ),,,( dcbai  為對應於 iu ),,,( dcbai  的廣義節點慣性力向量，

iu 為(2.4.24)－(2.4.27)式及(2.4.33)式定義之 iu 的變分。 I
f 可以由 I

if  

),,,( dcbai  組合而成。 

      將(2.5.6)及(2.5.7)式，代入(2.6.17)式，即可以求得 I
if  ),,,( dcbai  。因

本文中 r 僅保留到變形參數到的一次項，絕對加速度a中保留變形參數對

時間的微分到二次項，所以 I
if 中亦僅保留變形參數到的一次項、變形參數

對時間的微分到二次項。如前所述，因本文採用共旋轉有限元素法，所以

隨著元素數目的增加， *
i (i = 1, 2, 3)都會趨近於零， *

,xi (i = 1, 2, 3)都會趨近

於一個常數。文獻[7]都不考慮 I
if 中含變形參數 *

i 或 *
,xi 的項，但其例題的

數值結果都很精確，因此本文中亦不考慮 I
if 中含變形參數 *

i 或 *
,xi 的項。 

廣義節點慣性力向量 I
if ),,,( dcbai  可表示如下 

                                                         (2.6.19) 
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本文將(2.6.19)式中將慣性力拆成兩部份，沒底線的項稱為慣性力的加速度

項，加底線的項稱為慣性力的速度耦合項。 

    文獻[7]不考慮變形與慣性力間的耦合，故(2.6.12)式可近似成 II
ff  。

本文擬於第四章的例題探討(2.6.12)式中 T 對動態分析的影響。 

 

    若元素端點 )2,1( jj 有 Lump mass，則(2.6.17)式右邊慣性力所做的虛

功除了原來的項外，還需再加入 Lump mass 之慣性力所做的虛功


lV l

llt dVar 。本文假設 Lump mass 為剛體，將其形心與梁斷面的形心重

合，且其斷面積遠大於梁之斷面積，厚度 t 與梁元素長度 L 比 1/ Lt 。 

Lump mass 之慣性力所做的虛功可表示成 

    tdAwwtdAvvtdAuudV jjjjjjV l
llt

l
 ar  

                     tdAvwyzzy jjjj  ])()([ 22
1
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1  

                    
 tdAvzwz jjjj  ]2[ 1

22
2  

                     
 tdAwyvy jjjj  ]2[ 1

22
3                  (2.6.20) 

其中 t 、  、 A 分別為 lump mass 的厚度、密度、面積，y、z 為 lump mass

上任一點在 lump mass 斷面座標的座標值。 

    比較(2.6.17)式等號兩邊 iu 的係數，則(2.6.19)式的慣性力需加入由於

lump mass 所造成的節點慣性力： 

                                                                (2.6.21) 

j
I
j umf 
 1  
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j
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A
m

m 12 )(2)(  
   
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I
j wI

A
m

vI
A
m

m 13 )(2)(  
   

其中  tAm  為 lump mass 的質量， )( 代表()中的每個變數都加下標 ，

即代表 lump mass 的斷面性質或質量。 

 

 

2.7 元素剛度矩陣及慣性矩陣之推導 

在本節中將推導之元素的剛度矩陣及慣性矩陣。 

依元素切線剛度矩陣的定義、搭配(2.6.4)式及(2.6.7)式可得 

   qkq
q

f
f ddd

D
D 




                                              (2.7.1) 

   
q

f
k





D

                                                         (2.7.2) 

其中 Df 為(2.6.15)式之元素的變形節點內力，q為(2.6.7)式之元素節點位移

向量，k 為元素切線剛度矩陣。 

由(2.6.10)、(2.6.12)、(2.7.2)式及一致性一次線性化，元素切線剛度矩陣 k 可

以表示成 (詳細推導於(附錄 C)) 
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14     (2.7.3) 
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
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D

                                                        (2.7.4) 

fixed
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D 







 fq

fT
H 、

fixed

Dt
D

D 







 fq

fT
H                      (2.7.5) 

其中 0
k  為 k 的零次項， 20 、0和0為 22 , 33 及 23 的矩陣， D

H 及 D
H

的顯式(exlicit form)於(附錄 D)。 

 

    剛度矩陣 k 可以由以下的子矩陣 ijk ),( a, b, c, dja, b, c, di  用直接

剛度法組合而成 

    
j

D
i

ij u

f
k




                                                        (2.7.6) 

其中 D
if  )( a, b, c, di  已在(2.6.15)式定義， ju )( a, b, c, dj  已在(2.4.24)－

(2.4.27)式及(2.4.33)式定義。 

   ijk 為一對稱矩陣，並可表示成 

   
t
aaoaa L

AE
GGk )31( 

                                          (2.7.7) 
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   t
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(2.7.7)式中加底線______之項為 x,1 的二次項，加底線  之項為含 *
i (i 

= 1, 2, 3)的項，加底線  之項為含L的項。因本文採用共旋轉有限元

素法，所以隨著元素數目的增加， *
i (i = 1, 2, 3)及L都會趨近於零、 *

,xi (i = 

1, 2, 3)都會趨近於一個常數，所以當元素數目較多時，加底線  及 

 之項都會趨近於零，因此本文的數值例題中亦將探討忽略這些項對

動態分析的影響。 

元素的慣性矩陣為 If 與 q 、 q 、 q 的關係矩陣，對應於 q 、 q 及 q
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之慣性力的改變量 If ，配合(2.6.12)式之 I
f 與 I

f 以及 If 與 I
f 的關係可以表

示成(詳細推導於(附錄 E)) 

IIItI
  fqHfTf  )(                             (2.7.8) 















  q

q

f
q

q

f
q

q

f
f 




 














III
I  

  qmqcqHqTH   c
I                   (2.7.9) 

其中 
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I                                         (2.7.10) 
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m為質量矩陣(mass matrix)，c為陀螺質量矩陣(gyroscopic matrix) 
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文獻[7]推導慣性矩陣中不考慮變形與慣性力間的耦合，故 mm  、 cc  ，

本文擬於第四章的例題探討 T 對動態分析的影響，及質量矩陣及陀螺質量

矩陣取 mm  、 cc  或  TmTm t 、  TcTc t 探討收斂步數比較。 

而 I
H 、 I

H 及 cH 的顯式於(附錄 D)。 
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元素質量矩陣 m 可以由子矩陣
j

I
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ij u

f
m




  ),,,,( dcbaji  組合而成，

ijm 的顯式可表示如下 
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其中 I
if )( dai  已在(2.6.19)式中定義。 



32 

若元素端點 )2,1( jj 有 Lump mass，則(2.6.21)式 Lump mass 所產生之

慣性力與所對應之節點參數微分，則可得到 Lump mass 之質量矩陣，並將

其加入元素質量矩陣之相對位置中，可得正確之質量矩陣。Lump mass 所造

成之元素節點質量矩陣可表示成 
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    元素陀螺矩陣 c 可以由子矩陣
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顯式可表示如下 
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    為將來討論收斂步數方便，由(2.7.8)式將慣性矩陣分成四大類型 



34 

第一類型：   qmqcqHqTHf   cI
I               (2.7.17)  

第二類型：   qmqcqHqTHf   cI
I             (2.7.18) 

第三類型：   qmf I                                      (2.7.19) 

第四類型：   qmqcf  I                                (2.7.20) 

其中第一類型慣性矩陣因考慮變形與慣性力間的耦合，故慣性力取

(2.6.12)式，其餘則取近似 II
ff  。 

 

 

2.8 與變形位置相關之節點作用力與負荷剛度矩陣 

(1)偏心作用力機制。如圖三所示，一長度為R的剛性桿，一端剛接於

節點上，另一端受到一保守力向量 P
PPeP  的作用，其中P是向量的大小，

 } , ,{ 321 P
Pe 為一單位向量。此機制的 PX1 軸是定義在剛性桿上， PX 2 軸

是與 PX1 軸垂直的任意軸， PX 3 軸則由右手定則決定。 

此作用力機制對O點造成的力矩向量M可表示成 

 P
P

PRP eeM  1  (2.8.1) 

當 與 剛 性 桿 相 接 的 節 點 受 到 一 微 小 的 旋 轉 向 量  P  

 } , ,{ 321   擾動時， P
1e 會有微小變量 P

1e  

},,0{ 2311   PPP ee                           (2.8.2) 

所以(2.8.1)式中之M有一如下之變量M 
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} , ,{      31213322

1

 


RP

RP P
P

P eeM
 (2.8.3) 

因本文僅考慮與變形位置相關的節點力矩，所以依定義，負荷剛度矩

陣 PK 可由下式求得 

 P
P  KM  (2.8.4) 

由(2.8.3)及(2.8.4)式，可得負荷剛度矩陣 

 




















1

1

32

00

00

0







RPPK  (2.8.5) 

 

由於系統平衡方程式是定義在固定總體座標系統中，負荷剛度矩陣

PK 需先經以下的座標轉換，方可疊加到系統剛度矩陣中，亦即 

 t
GPPGP

G
P AKAK   (2.8.6) 

其中 GPA 為(2.2.1)式中，總體座標與負荷基底座標間的轉換矩陣。 

 

 

2.9 系統運動方程式 

    系統離散化後的動平衡方程式，是由在元素座標上算出的元素節點變

形力、慣性力經標準的座標轉換後，在總體座標上所合成之系統內力向量

及系統外力向量所組成，可表示如下： 

          0PFFΨ  DI                                        (2.9.1) 
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Ψ是不平衡力， IF 是系統慣性力內力向量， DF 是系統變形力內力向量，P

是系統外力向量。由(2.6.19)式中可知，慣性力可拆成速度項及加速度項 

0PFFFΨ  DII 21                                 (2.9.2) 

1IF 為慣性力加速度項， 2IF 為慣性力速度耦合項 

 

本文中平衡迭代所使用的收斂準則為 

  tole
N

e 
Ψ

 

其中N 為系統方程式的數目， Ψ 不平衡力的 Euclidean Norm， tole 是容許

誤差值。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



37 

第三章 數值計算方法與程序 

 

本文使用顯積分法及隱積分法求解非線性運動方程式，並比較兩種積

分法解三維梁之非線性動態反應的效率及準確性，因此在本章中將介紹兩

種不同的數值計算之方法，隱積分法使用 Newmark 直接積分法和

Newton-Raphson 增量迭代法來求解非線性動態平衡方程式，然而此法應用

在受拘束的系統時，會有不穩定的現象發生，若加入 Numerical damping

則可穫得改善，如 Newmark-β damping scheme 及 Hilber-Hughes-Taylor 

scheme [25]。故本文亦探討上述兩種具 damping 效果的數值方法。而本文

中顯積分法使用中央差分法。 

本文中探討 nt 時刻的動平衡方程式時，初始時間 00 t ，而 tntn  ，

其中 t 為時間增量，n為增量次數 

 

 

3.1 Newmark 直接積分法 

 

3.1.1 Newmark 直接積分法 

Newmark 直接積分法乃假設在時間 nt 時 )0( n ，滿足動平衡方程式

(2.9.1)的平衡位置，速度 nU 和加速度 nU 為已知，則在 1nt 時刻之平衡位置、

速度 1nU 和加速度 1nU 可由下述迭代過程得到。 

1. 令在 1nt 時刻的初始增量位移猜測值 0U   

nnn tt
UUUU  )1

2

1
(

11
2

0
1 





 

                  (3.1.1) 

])1[( 1
0

1   nnnn t UUUU                         (3.1.2)   
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2. 令 0
11   nn UU  ， 0

11   nn UU    

3. 由 U (或 U )及上次迭代後的變形位置得到此次迭代後的變形位置，再

算出系統的節點變形力 D
n 1F 。由 1nU 、 1nU 及最新的變形位置算出系統

的節點慣性力 I
n 1F 。由在 1nt 時刻的外力 1nP 、 D

n 1F 、 I
n 1F 、及系統動平

衡方程式(2.9.1)算出系統不平衡力    

 

1111   n
D
n

I
nn PFFΨ                              (3.1.3) 

                                             

4. 檢查 1nΨ 是否滿足收斂準則，若滿足則迭代停止，本文採用的收斂準

則為 

tol
n e
N

1Ψ
 

tole 為給定的容許誤差，N 為方程式的數目 

 

5. 若不滿足，則由 

  1
1]ˆ[ 
 nΨKU                                  (3.1.4) 

 

   得一增量位移修正量 U ，其中 

 

][][][
1

]ˆ[
2

KCMK 






tt 




                      (3.1.5) 

   為系統有效剛度矩陣(effective stiffness matrix)， ][M 、 ][C 、 ][K  

   表系統之質量、陀螺與剛度矩陣(其推導詳見(附錄 H))。 
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6. 令 

UUU 
 21

0
1

1

t
nn


 

                            (3.1.6) 

UUU 



tnn 
  1

0
1

                             (3.1.7) 

7. 回到 2. 

Newmark 直接積分法中，若取 25.0 5.0 則稱 Newmark trapezoidal 

rule，因 Newmark trapezoidal rule[25]不會造成振幅衰減無法除掉高頻的振

動，為了使 Newmark 直接積分法能造成振幅衰減，以除掉不必要的高頻振

動，和 必需滿足下式[26]： 

2)1(
4

1    

)21(
2

1                                     (3.1.8) 

上式中 0 。 

Newmark 直接積分法中若  和  滿足 (3.1.8)式，則稱為 Newmark-β 

damping scheme[25]。本文中取 05.0 、 275625.0 、 55.0 。 

 

3.1.2 Hilber-Hughes-Taylor scheme 

    Hilber-Hughes-Taylor scheme(HHT)是一種 Multistep 的數值方法[25]，及

其在求取目前的收斂位置時，不僅考慮目前的內力、外力，同時亦考慮了

上一次收斂時刻的內力、外力。在應用 HHT scheme 時，前節中 Newmark

直接積分法之數值方法及方程式(3.1.1)式、(3.1.2)式、(3.1.6)式及(3.1.7)式仍

可適用，但(3.1.3)式之不平衡力需改為 

 

nn
D
n

D
n

I
nn PPFFFΨ    1111 )1()1(          (3.1.9) 
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其中 D
nF 及 nP 為 nt 時刻在平衡位置的節點變形力及外力， 0 為一控制參

數，當 0 時，(3.1.9)式與(3.1.3)式，及 Newmark trapezoidal rule 相同。 

HHT scheme 中之、 亦需符合(3.1.8)式之要求。 

 

 

3.2 中央差分法 

中央差分法在計算二階運動方程中擁有最高的精確度及穩定度，其缺

點為時間增量 t 需要取非常小，其原理為 nt 時刻建立運動方程式，求下個

時刻 1nt 的位移 1nU ，其過程如下： 

當 1n 時在時間 nt 之位移 nU 及之時間 1nt 之位移 1nU 已知，欲求 1nt 時

刻的位移 1nU ，由動平衡方程式(2.9.2)，並將慣性力加速度項 1I
nF ，由質量

矩陣M以及 nt 時刻的加速度 nU 表示可得 

 

)()( 2
n

I
nn

D
nnn UFUFPUM                           (3.2.1) 

 

D
nF 為 nt 時刻的變形力， nP 為 nt 時刻的外力， 2I

nF 在計算時需用到 nt 時刻的

速度 nU ，但在顯積分法中在 nt 時刻速度為未知，故本研究以 1nt 時刻速度

代替以求得 2I
nF 。 

 

令時間 nt 下速度及加速度(其推導詳見(附錄 G)) 

 

tt
nnnn

n 






 

22
111 UUUU

U                      (3.2.2) 
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2
1

2
11

)(

2

tt
nnnnn

n







  UUUUU

U                 (3.2.3) 

其中 

nnn UUU  1                                   (3.2.4) 

11   nnn UUU                                  (3.2.5) 

nU 為 nt 時刻的位移增量， 1 nU 為 1nt 時刻的位移增量 

 

將(3.2.3)式代入(3.2.1)式得位移增量 nU  

 

effeffn FMU 1)(                                        (3.2.6) 

其中 

2t
eff




M
M  

)()( 2
2 n

I
nn

D
nnneff

t
UFUFPU

M
F 


  

將位移增量 nU 代回(3.2.2)、(3.2.3)可得 nt 時刻速度 nU 、加速度 nU  

 

當 0n 時，初始位移 0U 、初始速度 0U 已知，將 0U 及 0U 代入(3.2.1)式

可得初始加速度 0U ，由中央差分法之定義 0U 及 0U 又可寫成 

t


 

2
11

0
UU

U                                    (3.2.7) 

2
101

0
)(

2

t


 UUU
U                               (3.2.8) 

但 1U 值實際並不存在，故將(3.2.7)式、(3.2.8)式聯立消去 1U 項可得 
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0

2

001 2
UUUU  t

t


                            (3.2.9) 

當 1n 時，在 nt 時刻計算 nU 之數值計算過程如下：  

1. 令 1 nn UU   

2. 利用當前的變形位置 nU 及 1 nU ，計算系統的節點變形力 )( n
D UF 、由

當前的速度 nU 及變形位置求出節點慣性力速度耦合項 )(2
n

I UF   

3. 由(3.2.6)式解出位移增量 nU 代回(3.2.2)、(3.2.3)可得 nt 時的速度 nU 、

加速度 nU  

4. nnn UUU 1  
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第四章 數值例題與結果 

 

    為了測試本研究提出的方法的有效性、準確性及效率，本章中分析了

多種不同的數值例題。本章中為了比較不同之數值計算方法的準確性及效

率，例題一、例題七、例題八及例題十，除了 Newmark trapezoidal rule 外，

還使用中央差分法(CDM)，其餘的例題皆只使用 Newmark trapezoidal rule，

其中第二題為了除掉虛假的高頻振動，另外使用了 Newmark-β damping 

scheme 及 HHT scheme。在比較數值方法不同時，是以計算次數位移增量及

改正量次數做為探討效率的比較，Newmark 法的計算次數即為總迭代次

數，CDM 法的計算次數則為增量次數。本章中所有例題之容許誤差皆設為

410tole 。 

    由第二章的說明可知元素節點內力及剛度矩陣中會有趨近於零的項，

為探討這些項的影響，本研究考慮三種類型的內力及剛度，並說明如下 

第一類型內力: (2.6.15)式全部考慮 

第二類型內力: (2.6.15)式中去掉加底線

的項 

第三類型內力：(2.6.15)式中去掉加底線

及


的項 

第一類型剛度: (2.7.7)式全部考慮 

第二類型剛度: (2.7.7)式中去掉加底線

的項 

第三類型剛度：(2.7.7)式中去掉加底線

及


的項 
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為探討慣性矩陣中不同項的影響，本研究考慮三種類型的慣性矩陣，並說

明如下 

第一類型：(2.7.17)式，考慮所有慣性矩陣 

第二類型:(2.7.18)式，考慮所有慣性矩陣，但質量矩陣及陀螺矩陣用近似式

mm  及 cc   

第三類型:(2.7.19)式，只考慮質量矩陣且用近似式 mm   

第四類型：(2.7.20)式，只考慮質量矩陣及陀螺矩陣且用近似式 mm  及

cc   

本章中若無特別說明，在 Newmark 積分法時，一律使用第二類型的內力及

剛度、第四類型的慣性矩陣；在 CDM 時，一律使用第二類型的內力，質量

矩陣取  TmTm t 。 

    本章中例題一、例題八、例題十為實際並不存在的梁斷面，為考量本

研究的真實性，另外討論包括矩形斷面及 I 型斷面(圖五)。本章中除了例題

十一有考慮抑制翹曲，其餘皆為自由翹曲。計算形心的軸向應變皆僅考慮

元素弦長的變化。 

 

例題一 懸臂直角梁 

    如圖六所示，考慮一根在 21 XX  平面上成直角的懸臂梁，在其肘處受

3X 方向上的外力作用，其作用力大小如圖六所示，在時間 2t 及移除外

力，讓它自由振動[27,28,29]。此題之幾何及材料性質為： 10L ， 610EA ，
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310 GJEIEI zy ， 1A ， 10 zy II  。數值方法使用 Newmark 積

分法及 CDM 比較。本題結果如圖七至圖十二及表一、表二所示，除另有說

明外，本例題分析時使用八個元素，Newmark 積分法時，使用時間增量

2.0t 。圖七為 A、B 兩點位移的歷時分析，圖七可發現四個元素與八個

元素的解仍有少許的差異，圖八及圖九中分別為 A、B 兩點在 GX 3 方向上位

移的歷時分析與文獻[27,28,29]的結果比較，由圖八及圖九可以發現本文的

結果與文獻的結果相當吻合。 

    圖十Case 1為考慮(2.6.19)式之慣性力所有的項，Case 2為不考慮(2.6.19)

式之加底線的項，即不考慮速度耦合項，因本例題之軸向角速度與側向角

速度的乘積相當大，所以圖十 Case 1 及 Case 2 的結果在最大位移處約有 10

％的誤差。 

    表一為 Newmark 積分法以不同類型之剛度矩陣、慣性矩陣，元素數目

去及時間增量分析時，所需的迭代次數。由表一可發現分析時用第三類型

的慣性矩陣，即只考慮近似的質量矩陣，比其他類型的慣性矩陣分析時所

需的迭代次數約多了 %10 。因第三類型的慣性矩陣為傳統的質量矩陣，在

推導上最簡單，計算上所需的空間及時間最少，故本研究提出之三維梁共

旋轉推導法也可只考慮質量矩陣。第四類型的慣性矩陣在計算上所需的時

間及空間比第三類型的慣性矩陣增加不多，但需要的迭代次數可以減少

%10 ，所以本章中除另有說明外都是用第四類型的慣性矩陣。 
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圖十一為 CDM 與 Newmark 積分法的位移-時間曲線。兩種方法都是使

用八個元素的結果，由圖十一可發現 CDM 與 Newmark 積分法數值結果非

常接近，但 CDM 使用的時間增量 310t ，共 4103 個增量，Newmark 積

分法使用的迭代次數約 1000 次(見表一)，所以本例題 CDM 使用的計算次

數約為 Newmark 積分法的 30 倍。探討質量矩陣對 CDM 的最大容許時間增

量及準確性分析之影響，本例題考慮了以下兩種情況，第一種情況 B1：

 TmTm t 以及第二種情況 B2： mm  ，表二為 CDM 在不同元素數目

的最大容許時間增量。由表二發現在 CDM 中，若取四個元素，使用質量矩

陣  TmTm t 的最大容許時間較 mm  的大，但取八個元素的兩種情況

的最大容許時間增量都是 310t 。兩種情況所得到的結果都一樣。由圖十

二可知本例題四個元素與八個元素的位移時間曲線有些微的差異，故在本

例題使用 Newmark 積分法不管是效率及準確性都比 CDM 好。 

 

例題二：旋轉薄圓盤的運動 

    本題考慮如圖十三所示之旋轉薄圓盤的運動，此圓盤藉著一無質量的

剛性桿與一球接頭連接並受重力的作用，由於此系統之運動為剛體運動，

可以應用三維剛體動力學求出此系統之初始速度及加速度見圖十四。為了

模擬此無質量剛性桿的作用，假設此剛性桿之半徑 01.0r ， 1010A ，

1210EA ， 7105.2  zy EIEIGJ 。本例題中僅使用一個元素來進行分
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析，同時將此圓盤視為元素端點上的 lump mass，本例題時間增量 t 取為

310t 。 

    在受拘束的系統中若使用 Newmark trapezoidal rule )0(  ，則其加速度

會有不穩定的現象[25]，本文使用了[25]中所建議的 Newmark-  damping 

scheme )05.0(  及 HHT scheme )05.0(  來改善其收斂性。圖十五為

本研究 0 及 05.0 時，圓盤中心 X 方向之加速度的歷時分析的比較，

由圖中可以發現當 0 ，X 方向加速度會有劇烈抖動的情形，若使用 HHT 

scheme )05.0(  或 Newmark-  damping scheme )05.0(  ，則抖動情形

會獲得明顯改善。本例題使用 Newmark-  damping scheme )05.0(  之結

果與 HHT )05.0(  的結果相同，但在總迭代次數 HHT )05.0(  卻是

Newmark-  damping scheme )05.0(  的兩倍，圖十六、圖十七及圖十八

皆為使用 Newmark-  damping scheme 的結果。圖十六為系統角速度的變

化過程，圖十七為圓盤中心在 XY 平面上的運動軌跡。圖十八為本研究圓

盤中心 X 方向之加速度的歷時分析與文獻結果的比較。由圖十六-十八可知

本文結果與文獻[25]的結果相當吻合。 

 

例題三：一雙對稱I型斷面梁承受均佈側向載重 

本題考慮如圖十九所示之一雙對稱 I 型斷面梁承受均佈側向載重，此梁

之幾何及材料性質： mL 10 ， mb 3.0 ， mt f 03.0 ， md 56.0 ，
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mtw 012.0 ， mxC 9048.6 ，楊氏係數 GPaE 210 ，剪力係數

GPaG 77.80 ，線密度 mkgm /40.188 。表三為其斷面性質。本例題考慮

A、B 兩端的邊界情況如下：(a) 0 BA uu , 0 BA ww , 0 BA ww ,     

(b) 0 BA uu , 0 BA ww , 0Aw , (c) 0 BA uu , 0 BA ww ,  

(d) 0Au , 0 BA ww , (e) 0Au , 0 BA ww , 0Aw , (f) 0Au , 

0 BA ww , 0 BA ww , (g) 0Au , 0Aw , 0Aw 。情況(a)-(f)負載

mkNP /30000  ，情況(g)負載 mkNP /3000  。本例題中皆使用二十個元素

來進行分析，本例題時間增量 t 取為 (sec)10 4 。圖二十-圖二十六為 C 點在

GX1 與 GX 3 方向的位移。由圖二十-圖二十六可知本文結果邊界(a)-(c)、(f)及

(g)與文獻[30]的結果相當吻合，情況(d)、(e)與文獻[30]的結果有些差異。這

可能是因為文獻[30]沒有考慮梁的慣性矩造成的。 

 

例題四：一雙對稱I型斷面懸臂梁承受偏心的均佈側向載重 

    本例題延續例題三的討論，如圖二十七所示之懸臂梁 A 端為固定端，B

端為自由端，本例題與例題三之梁有相同的材料性質及斷面，但其長度改

為 mL 8 ，該梁承受如圖二十七所示的均佈側向負載，其中 mkNP /600  ，

該負載為偏心載重，其作用位置有兩種，如圖二十八及二十九所示，(a)頂

部且偏心距離 me 03.0 ，(b)底部且偏心距離 me 03.0 。本題中使用二十一

個元素來進行分析，時間增量 (sec)10 4t 。剛度為第一類型，內力為第
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一類型，慣性矩陣為第三類型。 

    圖三十至三十二，為 Case (a) B 點之位移的歷時分析，由圖三十至三十

二可見 B 點 GX1 與 GX 3 軸方向位移-時間曲線與文獻[31]的結果幾乎相同，但

在 GX 2 方向的位移-時間曲線則有很大的差別，本例題另外探討靜態分析，

圖三十三為 Case (a)靜態分析的負荷-位移曲線，由圖三十三可見，

mkNP /600  時，B 點 GX 2 及 GX 3 方向之位移 )(104347.2V 2
B m 、

)(1059.0WB m ，由圖三十一及三十二可見本研究之 )(VB t 及 )(WB t 的最大

值都遠大於靜態分析的位移，這應是合理的，但文獻[31]之動態分析 )(VB t 的

最大值接近本研究靜態分析的位移，所以文獻[31]之 )(VB t 的曲線可能是不

正確的。圖三十四至三十六為 Case (b) B 點之位移的歷時分析，由圖三十四

至三十六可見本文的結果與文獻[31]的結果在 (sec)08.0t 後有很大的差

異，圖三十七為 Case (b)靜態分析的負荷-位移曲線，由圖三十七可見當

mkNP /600  時，應早已挫屈。 

本題另討論靜態分析時負載分別施於頂部及底部時，偏心距離 me 0

的情況，圖三十八為負載施於頂部且偏心距離 me 0 時的負荷-位移曲線

圖，其挫屈點約為 mkNP /1400  ，圖三十九負載施於底部且偏心距離

me 0 時的負荷-位移曲線圖，其挫屈點約為 mkNP /720  。 
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例題五：一雙對稱 I 型斷面簡支梁承受二偏心力的軸向力 

本題考慮如圖四十所示之簡支梁受到偏心力，此梁之幾何及材料性

質： inL 6.264 ， inb 995.7 ， int f 53.0 ， ind 66.13 ， intw 305.0 ，楊

氏係數 ksiE 29000 ，剪力係數 ksiG 11200 ，密度

3310789.8 inslug ，表四為其斷面性質。本例題中使用二十個元素來

進行分析，軸向力分別探討 kipP 500  ， kipP 1000  ， kipP 1500  三種情況，

在 kipP 500  、 kipP 1000  時的時間增量 (sec)102 4t ， kipP 1500  時

的時間增量為 (sec)102 5t ，其結果如圖四十一至四十三所示，由圖四

十一至四十三可見 kipP 1500  的位移-時間曲線與 kipP 500  和 kipP 1000 

的位移-時間曲線明顯的不同，圖四十四為靜態分析的負荷-位移曲線，由圖

四十四可知 kipP 1500  時早已超過挫屈點，這應可說明為何圖四十三與圖

四十一、圖四十二明顯的不同。 

 

例題六：一雙對稱 I 型斷面簡支梁承受兩端彎矩 

本題考慮如圖四十五所示之簡支梁兩端分別受到 GX 2 及 GX 2 的彎矩

M，其中 B 點還受到 GX 3 的彎矩0.01M，此梁之幾何及材料性質： mL 1.6 ，

mb 262636.0 ， mt f 028448.0 ， md 28194.0 ， mtw 017272.0 ，楊氏係

數 GPaE 94804.199 ，剪力係數 GPaG 73712.82 ，密度 37800 mkg ，

表五為其斷面性質。本例題中使用二十個元素來進行分析，彎矩分別探討
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mMNM 10 ， mMNM  20 兩種情況，時間增量為 (sec)10 4t ，其

結果如圖四十六及四十七所示，由圖四十六及四十七所見 mMNM  20 的

位移-時間曲線與 mMNM 10 的位移-時間曲線明顯的不同，圖四十八為

靜態分析的負荷-位移曲線，由圖四十八所示 mMNM  20 應早已超過挫

屈點，這應可說明為何圖四十七與圖四十六明顯的不同。 

 

例題七 矩形斷面固端梁受側向負載   

    考慮一兩端固定的矩形斷面梁之中點受一偏心載重F 作用，本例題考

慮兩種偏心距 Case (a) me 0 ，Case (b) me 3106  。Case (a)在文獻

[30,32-35]中都曾探討。梁的幾何及材料性質為： mL 508.0 ， mb 0254.0 ，

mh 310175.3  ， GPaE 207 ， 3.0 ， 32713 mkg ，其斷面性質

列於表六。本例題因對稱僅分析一半的結構，Case (a)將其離散成六個元素，

Case (b)將其離散成十五個元素，本例題 Newmark 積分法 Case (a)的時間增

量取 (sec)10 5t ，Case (b)的時間增量取 (sec)10 6t ，本例題亦使用

CDM 分析，Case (a)的時間增量取 (sec)103 6t ，Case (b)的時間增量取

(sec)105.0 6t 。 

    圖五十為 Case (a)使用 Newmark 積分法之中點位移的歷時分析，由圖

五十可見，本研究的結果與文獻[30]的結果很接近但與文獻[35]的結果有較

大的差異，表七為 Case (a)之振動週期與最大位移，表七中的週期指的是位
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移-時間曲線中第一個最低點發生的時間，表七中除了文獻[32]的結果外，

其餘文獻的結果皆相差不大，圖五十一亦為 Case (a)使用 Newmark 積分法

的結果，但有較長的分析時間。由圖五十一可見在 (sec)105.3 2t 內共有

十七個振動週期，這與文獻[35]的結果一樣。圖五十二為 CDM 與 Newmark

積分法的歷時分析比較，由圖五十二可發現兩者的結果相同，CDM 在最大

容許時間增量 (sec)103 6t 才會收斂。所需的計算次數 CDM 為1667

次、Newmark 積分法為2567次。圖五十三至五十五為 Case (b)之 C 點位移

的歷時分析，由圖五十三至五十五可發現六個元素與十個元素及十五個元

素的解差異較大，十個元素與十五個元素的解仍有少許的差異。圖五十六

至五十八為 CDM 與 Newmark 積分法的位移-時間曲線，由圖五十六至五十

八發現兩者的結果非常接近。所需的計算次數 CDM 為4000次、Newmark

積分法為22032次。由本題的計算次數可知，在短暫時間之分析，CDM 較

Newmark 積分法有效率。 

 

例題八 兩端附圓盤之自由梁 

    如圖五十九所示，考慮一根在 21 XX  平面上的梁，其作用力大小如圖

五十九所示，其兩端各加圓盤，其圓盤材料性質為：質量 10M ，質量慣

性 )0.100,0.100,0.200(),,( diagIIIdiag zyp J 。梁的幾何及材料性質為：

10L ， 410EA ， 500 GJEIEI zy ， 1A ， 10 zy II  ，本例題
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數值方法使用 Newmark 積分法及中央差分法(CDM)，本文使用 Newmark

積分法時，考慮了三種情況，(a) 兩個元素、時間增量 52.0t ，(b) 兩個

元素、時間增量 15.0t ，(c) 十個元素、時間增量 52.0t ，圖六十為三

種情況 B 點的位移-時間曲線，由圖六十可見三種情況的結果都相同，所需

的迭代次數 Case (a)為588次、Case (b)為973次、而 Case (c)為973次。圖六

十一為本文的結果與文獻[6]之結果的比較，由圖六十一可見兩者的位移-

時間的曲線有相同的趨勢但不相同。本例題中外力的方向都是固定不變

的，由牛頓第二運動定律知自由梁之質心應做直線運動，且 m
Fx ic

i  ，其

中 )3,2,1( ixc
i 為質心加速度， iF 為所受外力，m為圓盤質量加上梁之質量。

將上式做兩次積分後，可得質心位置 cx 的理論值(其詳細推導於(附錄 H))，

表八及表九分別為兩個元素及十個元素在時間增量 52.0t 時之質心位置

分析，表中總體座標的原點為 B 點 0t 時的位置，由表可看出在雖然在位

移圖中，兩個元素及十個元素雖然圖形相同，但在質心位置計算上兩個元

素較沒那麼精確，跟解析解約有百分之一的誤差，而十個元素的質心位置

分析幾乎與解析解相同。 

    在 CDM 中，使用十個元素時，最大容許時間增量需 500.0t ，由圖

六十二可見 CDM 與 Newmark 積分法有相同之位移-時間曲線，但 CDM 所

需的計算次數約為 Newmark 積分法的十倍。 
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例題九 三維梁自由運動  

    如圖六十三所示，考慮三維在空間自由移動之矩形斷面梁。梁的幾何

及材料性質為： mL 201  ， mL 52  ， mb 1.0 ， mb 05.0 ， GPaE 70 ，

3.0 ， 32700
m

kg ，表十為其斷面性質，所受之外力 )(1 tFF  ，

10)(2 tFF  ， 8)(3 tFF  ，其中外力力矩為 Follower Moment 

10)(11 tFLM  ，所謂的 Follower Moment 指此 Moment 乃附著在梁的斷面

上，其方向隨斷面一起旋轉，與文獻[36]相同，本例題取時間增量

(sec)01.0t ，使用一百二十個元素。 

圖六十四為 E 點位移的歷時分析，由圖六十四可見，本文與文獻[36]

的結果有些不同，為了驗證本研究之正確性，我們同樣使用例題八中的牛

頓運動方程式來檢驗此結構之質心運動軌跡，如圖六十五及表十一所示，

本文的結果與解析解相當吻合。 

 

例題十 懸臂彎曲梁 

    如圖六十六所示，本例題考慮一根在 21 XX  平面上的懸臂彎曲梁，其

端點受一 Z 方向的外力，該作用力大小如圖六十六所示，梁的幾何及材料

性質為： 15R ， 610EA ， 310 GJEIEI zy ， 1A ， 10 zy II  ，

本例題使用十個元素，時間增量 04.0t ，數值方法使用 Newmark 積分法

及 CDM 比較。圖六十七為自由端位移的歷時分析，由圖六十七可見，本研
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究的結果與文獻[6]的結果幾乎重合，Newmark 積分法的平均迭代次數為四

次，而在 CDM 中，使用十個元素時，最大容許時間增量為 4106 t ，

其結果如圖六十八所示與 Newmark 積分法相同，但在計算次數所需約為

Newmark 積分法的六十倍，與其它例題相比差別更大。 

 

例題十一：一雙對稱 I 型斷面直角懸臂梁承端點受二集中力 

本題考慮如圖六十九所示之直角懸臂梁，此梁之幾何及材料性質：

inL 240 ， inb 42.8 ， int f 93.0 ， ind 62.21 ， intw 58.0 ，楊氏係數

ksiE 29000 ，剪力係數 ksiG 11200 ，密度 3310789.8 inslug ，表十

為其斷面性質，考慮邊界條件情況 A 點 B 點及 C 點皆為抑制翹曲，使用二

十個元素來進行分析，時間增量 (sec)102 4t 。在外力分別探討兩種情

況，在 1X 方向負載(a) kipP 100  ，(b) kipP 150  ，並探討兩種情況分別在

加入 2X 方向負載 0Q 、 PQ 001.0 及 PQ 01.0 。圖七十-圖七十二為(a) 

kipP 100  時自由端 C 點之時間-位移曲線圖，圖七十三-圖七十五為(b) 

kipP 150  時自由端 C 點之時間-位移曲線圖，由圖中可發現當 kipP 100  位

移在 GX1 、 GX 2 方向振動週期隨著負載的增加變化很小，當 kipP 150  時，

由圖七十六中可看出靜態位移有明顯劇增的情況，圖七十三-圖七十五得到

位移的振幅急速變大之相同結果。 
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第五章 結論 

 

    本研究主要目的是以共旋轉有限元素法，推導ㄧ個雙對稱斷面的薄壁 

梁元素，並將其應用在梁結構的幾何非線性動態分析。 

    本研究推導之梁元素有兩個節點十四個自由度。本文在梁元素當前的

變形位置上建立元素座標，並視其為一個局部的固定的座標系統，所以在

元素座標的速度、加速度、角速度及角加速即為絕對速度、加速度、角速

度及角加速度。本研究利用非線性梁理論、d’Alembert 原理、虛功原理及一

致性二階線性化在當前的元素座標上推導梁元素的節點變形力、節點慣性

力。本文用旋轉向量來描述元素節點的旋轉，但用三個旋轉參數來描述元

素的變形旋轉，所以在推導梁元素需要兩組節點參數，此兩組節點參數的

轉換矩陣為節點旋轉參數的函數，本文保留兩組節點參數的轉換矩陣至節

點參數之一次項。本文保留元素的節點變形力至節點參數之二次項，保留

元素的節點慣性力至節點參數之零次項及由兩組節點參數的轉換矩陣引進

的節點參數一次項。本文中推導出完整的元素慣性矩陣，元素慣性矩陣中

的質量矩陣、陀螺矩陣是由元素的節點慣性力分別對節點參數對時間之二

次微分的微分、節點參數對時間之一次微分的微分求得。本研究推導的結

果及分析例題的數值結果可以得到以下結論： 

1. 文獻[7]在推導慣性力中不考慮由節點參數的轉換矩陣(2.6.9)式造成的
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變形與慣性力間的耦合，而本研究在推導慣性力及慣性矩陣中考慮變形

與其耦合，本研究數值結果與需要的迭代次數，與文獻[7]差異甚小，由

此結果可得在慣性力中(2.6.12)式及慣性矩陣中(2.7.12)、(2.7.13)式， T

對動態分析的結果及效率並無太大影響。 

2. 文獻[4]所提陀螺質量矩陣可大幅改善收斂需要的迭代次數，但由本文第

四章的數值結果發現，考慮陀螺質量矩陣雖然可使總迭代次數減少了，

但平均迭代次數減少有限，故與文獻[7]一樣，本研究所提出的推導法可

只考慮質量矩陣，平均迭代次數及分析的效率並不會有太大的差異。 

3. 在三維梁動態分析中，就本作者所知幾乎沒有文獻研究使用中央差分

法，本文於第四章的數值結果發現，使用中央差分法與 Newmark 積分

法分析的結果非常接近，但中央差分法需要之時間增量較 Newmark 積

分法小很多，效率較 Newmark 積分法差，故中央差分法可以用在本研

究提出的三維梁動態分析推導法。 

4. 本文中除了使用 Newmark trapezoidal rule 外，另外使用 Newmark-  

damping scheme 與 HHT scheme，發現後兩者確能消除加速度抖動現

象，且不影響其準確性，但在效率方面，使用 HHT 的總迭代次數卻比

Newmark-  damping scheme 較多。 

5. 因文獻上缺乏三維薄壁梁動態分析之結果，故本研究中之於第四章之例

題可以供以後的研究參考及比較。 
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表一 例題一 Newmark 法在 Aij 之迭代次數(i 為剛度類型，j 為慣性矩陣類型)  

 

Number 

of 

Element 

 

Δt 

 

A11 

 

A12 

 

A13 

 

A14 

 

A21 

 

A22 

 

A23 

 

A24 

 

A31 

 

A32 

 

A33 

 

A34 

4 0.15 1252 1056 1085 1056 1245 1057 1083 1057 1258 1057 1082 1057 

4 0.2 926 822 866 820 925 815 865 816 929 816 868 816 

8 0.15 1020 1006 1092 1006 1013 1006 1092 1006 1017 1005 1091 1004 

8 0.2 927 918 1017 918 925 918 1019 919 894 884 988 884 
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表二 例題一 CDM 法在 Bi 之容許最大時間增量(i 質量矩陣類形) 

 

Number of 

Element 

B1 B2 

4 0.003 0.002 

8 0.001 0.001 
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表三 例題三之 I 型斷面性質 

 

Section geometry of I section: 

md 56.0 , mb 3.0  

mt f 03.0 , mtw 012.0  

A (m2) 024.0  

yI  (m4) 31041428.1   

zI  (m4) 41035076.1   

IK  (m
6) 41016417.1   

J  (m4) 61070528.5   

I  (m6) 61049229.9   

yz  (m6) 61047204.9   
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表四 例題五之 I 型斷面性質 

 

Section geometry of I section: 

ind 66.13 , inb 995.7  

int f 53.0 , intw 305.0  

A (in2) 3177.12  

yI  (in4) 21016284.4   

zI  (in4) 1717.45  

IK  (in
6) 41013311.2   

J  (in4) 912679.0  

I  (in6) 31095217.1   

yz  (in6) 31094492.1   
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表五 例題六之 I 型斷面性質 

 

Section geometry of I section: 

md 28194.0 , mb 262636.0  , 

mt f 028448.0 , mtw 017272.0  

A (m2) 2101.88229   

yI  (m4) 4102.57464   

zI  (m4) 5108.59907   

IK  (m
6) 6107.73902   

J  (m4) 6104.41757   

I  (m6) 6101.39226   

yz  (m6) 6101.37446   
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表六 例題七之矩型斷面性質 

 

Section geometry of rectangle section: 

mb 0254.0 , mh 003175.0  

A (m2) 5100645.8   

yI  (m4) 11107746.6   

zI  (m4) 91033574.4   

IK  (m
6) 131026974.4   

J  (m4) 101049635.2   

I  (m6) 151040166.3   

yz  (m6) 151051652.3   
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表七 例題七之週期與T 與最大位移 maxw  

 

 Present Ref[30] Ref[32] Ref[33] Ref[34] Ref[35] 

)(max mw  0.01971 0.0196 0.02286 0.01956 0.01956 0.01946 

)( sT   2300 2275 2884 2300 2300 2151 

 

)( sT  為第一次到最低點所需的時間 
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表八 例題八 兩個元素之質心位置分析 

 

Time Present   Analytical   

 cX1  cX 2  )10( 2
3

cX cX1  cX 2  cX 3  

0 -3.0 4.0 0.0 -3.0 4.0 0.0 

2.5 -2.3021 3.99996 -0.00065 -2.3056 4.0 0.0 

5 1.1676 3.99949 -0.07394 1.1667 4.0 0.0 

7.5 5.3355 3.99901 -0.20713 5.3334 4.0 0.0 

10 9.5043 3.99740 -0.32818 9.5000 4.0 0.0 

12.5 13.6722 3.99612 -0.36104 13.6667 4.0 0.0 

15 17.8399 3.99510 -0.42373 17.8334 4.0 0.0 

17.5 22.0078 3.99482 -0.55443 22.0001 4.0 0.0 

20 26.1766 3.99337 -0.67626 26.1667 4.0 0.0 

22.5 30.3446 3.99196 -0.73313 30.3334 4.0 0.0 

25 34.5122 3.99074 -0.77492 34.5001 4.0 0.0 

27.5 38.6801 3.99061 -0.89592 38.6668 4.0 0.0 

30 42.8488 3.98932 -1.0225 42.8334 4.0 0.0 

 

總體座標的原點為 B 點 0t 時的位置 
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表九 例題八 十個元素之質心位置分析 

 

Time Present   Analytical   

 cX1  cX 2  )10( 3
3

cX cX1  cX 2  cX 3  

0 -3.0 4.0 0.0 -3.0 4.0 0.0 

2.5 -2.3020 4.0 -0.0003 -2.3056 4.0 0.0 

5 1.1667 3.99998 -0.0287 1.1667 4.0 0.0 

7.5 5.3334 3.99996 -0.0819 5.3334 4.0 0.0 

10 9.5002 3.99990 -0.1309 9.5000 4.0 0.0 

12.5 13.6669 3.99984 -0.1440 13.6667 4.0 0.0 

15 17.8336 3.99980 -0.1681 17.8334 4.0 0.0 

17.5 22.0003 3.99979 -0.2198 22.0001 4.0 0.0 

20 26.1671 3.99973 -0.2698 26.1667 4.0 0.0 

22.5 30.3338 3.99968 -0.2938 30.3334 4.0 0.0 

25 34.5005 3.99963 -0.3091 34.5001 4.0 0.0 

27.5 38.6672 3.99962 -0.3559 38.6668 4.0 0.0 

30 42.8339 3.99957 -0.4083 42.8334 4.0 0.0 

 

總體座標的原點為 B 點 0t 時的位置 
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表十 例題九之矩型斷面性質 

 

Section geometry of rectangle section: 

mb 1.0 , mh 05.0  

A (m2) 3105   

yI  (m4) 61004167.1   

zI  (m4) 61016667.4   

IK  (m
6) 91037674.8   

J  (m4) 61085852.2   

I  (m6) 101017542.3   

yz  (m6) 10101223.5   
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表十一 例題九質心位置分析 

 

 Present   Analytical   

Time 

(sec) 

)10( 2
1 mX c   )(2 mX c  )(3 mX c  )(1 mX c  )(2 mX c  )(3 mX c

0 0.0 0.0 0.83333 0.0 0.0 0.83333 

2.5 -0.00032 0.1608 0.83333 0.0 0.1606 0.83333 

5 -0.00149 1.2860 0.83325 0.0 1.2850 0.83333 

7.5 0.01745 4.3403 0.83321 0.0 4.3369 0.83333 

10 0.05090 10.2881 0.83335 0.0 10.2800 0.83333 

12.5 0.06459 19.9334 0.83331 0.0 19.9237 0.83333 

15 0.14539 33.4373 0.83329 0.0 33.4250 0.83333 

17.5 0.25509 50.7987 0.83368 0.0 50.7838 0.83333 

20 0.37435 72.0184 0.83387 0.0 72.0000 0.83333 

 

總體座標的原點為 C 點 0t 時的位置 
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表十二 例題十一之 I 型斷面性質 

 

Section geometry of I section: 

ind 62.21 , inb 42.8  

int f 93.0 , intw 58.0  

A (in2) 122.27  

yI  (in4) 31005009.2   

zI  (in4) 8482.92  

IK  (in
6) 51022757.2   

J  (in4) 80026.5  

I  (in6) 80026.5  

yz  (in6) 31090592.9   
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圖一 元素座標與元素截面座標 
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圖二 旋轉向量圖 
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圖三 剛性桿受力作用機制圖 
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圖四 中央差分法示意圖 
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圖五 I 型斷面示意圖 
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圖六 例題一懸臂直角梁之幾何及受力圖 
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圖七 例題一 Newmark 法元素數不同之 A、B 點 GX 3 方向位移比較 
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圖八 例題一 Newmark 積分法 A 點在 GX 3 方向之位移 
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圖九 例題一 Newmark 法積分法 B 點在 GX 3 方向之位移 
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圖十 例題一 Newmark 法速度項影響之 A、B 點 GX 3 方向位移比較 
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圖十一 例題一數值方法不同之 A、B 點 GX 3 方向位移比較 
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圖十二 例題一 CDM 法元素數不同之 A、B 點 GX 3 方向位移比較 
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圖十三 例題二旋轉圓盤之幾何及受力圖 
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圖十四 例題二旋轉圓盤之初始速度 
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圖十五 例題二 Newmark 法之旋轉圓盤中心在 X 方向的加速度 
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圖十六 例題二旋轉圓盤之角速度變化過程 
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圖十七 例題二旋轉圓盤中心在 XY 平面的運動軌跡 
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圖十八 例題二旋轉圓盤中心在 X 方向的加速度 
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圖十九 例題三 I 型斷面梁之幾何及受力圖 
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圖二十 例題三之 C 點在 GX1 與 GX 3 方向的位移(Case (a) ) 
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圖二十一 例題三之 C 點在 GX1 與 GX 3 方向的位移(Case (b) ) 
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圖二十二 例題三之 C 點在 GX1 與 GX 3 方向的位移(Case (c) ) 
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圖二十三 例題三之 C 點在 GX1 與 GX 3 方向的位移(Case (d) ) 
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圖二十四 例題三之 C 點在 GX1 與 GX 3 方向的位移(Case (e) ) 

 

 



99 

0.00 0.02 0.04 0.06 0.08
-0.05

0.00

0.05

0.10

0.15

0.20

0.25
Case (f)

D
is

pl
ac

em
en

t (
m

)

Time (sec)

 Present
 [30]

CU

CW-

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖二十五 例題三之 C 點在 GX1 與 GX 3 方向的位移(Case (f) ) 
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圖二十六 例題三之 C 點在 GX1 與 GX 3 方向的位移(Case (g) ) 
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圖二十七 例題四 I 型斷面懸臂梁之幾何及受力圖 
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圖二十八 例題四 I 型斷面懸臂梁之偏心受力於頂部圖 (Case a) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖二十九 例題四 I 型斷面懸臂梁之偏心受力於底部圖 (Case b) 
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圖三十 例題四 B 點在 GX1 方向的位移(Case (a) me 03.0 ) 
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圖三十一 例題四 B 點在 GX 2 方向的位移(Case (a) me 03.0 ) 
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圖三十二 例題四 B 點在 GX 3 方向的位移(Case (a) me 03.0 ) 
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圖三十三 例題四 B 點之負荷－位移曲線圖(Case (a) me 03.0 ) 
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圖三十四 例題四 B 點在 GX1 方向的位移(Case (b) me 03.0 ) 
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圖三十五 例題四 B 點在 GX 2 方向的位移(Case (b) me 03.0 ) 
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圖三十六 例題四 B 點在 GX 3 方向的位移(Case (b) me 03.0 ) 

 

 



110 

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
0

50

100

P
 (

kN
/m

)

Displacement (m)

Case (b)

BU

BW

BV

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖三十七 例題四 B 點之負荷－位移曲線圖(Case (b) me 03.0 ) 
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圖三十八 例題四 B 點之負荷－位移曲線圖 
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圖三十九 例題四 B 點之負荷－位移曲線圖 
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圖四十 例題五 I 型斷面簡支梁之幾何及受力圖 
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圖四十一 例題五端點 B 在 GX1 方向、中點 C 在及 GX 2 方向及 GX 3 方向之位

移 
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圖四十二 例題五端點 B 在 GX1 方向、中點 C 在及 GX 2 方向及 GX 3 方向之位

移 
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圖四十三 例題五端點 B 在 GX1 方向、中點 C 在及 GX 2 方向及 GX 3 方向之位

移 
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圖四十四 例題五端點 B 在 GX1 方向、中點 C 在 GX 2 及 GX 3 方向之負荷－位

移曲線圖 
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圖四十五 例題六 I 型斷面簡支梁之幾何及受力圖 
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圖四十六 例題六端點 B 在 GX1 方向、中點 C 在及 GX 2 方向及 GX 3 方向之位

移 
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圖四十七 例題六端點 B 在 GX1 方向、中點 C 在及 GX 2 方向及 GX 3 方向之位

移 
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圖四十八 例題六端點 B 在 GX1 方向、中點 C 在 GX 2 及 GX 3 方向之負荷－位

移曲線圖 
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圖四十九 例題七矩形斷面固端梁之幾何及受力圖 
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圖五十 例題七中點 C 之位移(Case (a) ) 
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圖五十一 例題七中點 C 之位移至 (sec)103.5t -2 (Case (a) ) 
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圖五十二 例題七數值方法不同之中點 C 位移(Case (a) ) 
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圖五十三 例題七元素數不同中點 C 在 G
2X 方向的位移(Case (b) ) 
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圖五十四 例題七元素數不同中點 C 在 G
3X 方向的位移(Case (b) ) 

 

 



128 

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
-0.25

-0.20

-0.15

-0.10

-0.05

0.00

D
is

pl
ac

em
en

t 
C
r

ad


Time (10-3sec)

   6 ELEM.
 10 ELEM.
 15 ELEM.

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖五十五 例題七元素數不同中點 C 的轉角(Case (b) ) 
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圖五十六 例題七數值方法不同中點 C 在 G
2X 方向的位移(Case (b) ) 
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圖五十七 例題七數值方法不同中點 C 在 G
3X 方向的位移(Case (b) ) 
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圖五十八 例題七數值方法不同中點 C 的轉角(Case (b) ) 
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圖五十九 例題八兩端加圓盤之自由梁之幾何及受力圖 
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圖六十 例題八 Newmark 法 B 點之位移 
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圖六十一 例題八 Newmark 法 B 點之位移 
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圖六十二 例題八數值方法不同之 B 點之位移 
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圖六十三 例題九三維矩形斷面梁之幾何及受力圖 
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圖六十四 例題九 E 點之位移 
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圖六十五 例題九質心在 GX 2 位移 
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圖六十六 例題十懸臂彎曲梁之幾何及受力圖 
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圖六十七 例題十 Newmark 法自由端之位移 
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圖六十八 例題十數值方法不同之自由端位移 
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圖六十九 例題十一直角懸臂梁之幾何及受力圖 
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圖七十 例題十一 C 點之位移( kip10P0  ) 
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圖七十一 例題十一 C 點之位移( 0.001PQkip10P0  ) 
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圖七十二 例題十一 C 點之位移( 0.01PQkip10P0  ) 
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圖七十三 例題十一 C 點之位移( kip15P0  ) 
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圖七十四 例題十一 C 點之位移( 0.001PQkip15P0  ) 
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圖七十五 例題十一 C 點之位移( 0.01PQkip15P0  ) 
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圖七十六 例題十一 C 點之負荷－位移曲線圖 
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附錄 A 角速度與旋轉向量之關係 

 

令 er  為一旋轉向量，其中e為旋轉軸方向的單位向量， er  為繞旋轉

軸轉角的大小，利用(2.3.1)式及 

                      AIeAe )(                          (A.1) 

其中 I為 33 的單位矩陣，A為任意 13 的向量，或是 33 的向量則與r 對

應的旋轉矩陣R 可表示如下： 

           ))()(cos1()(sin IeeIeIR                    

            21 RRI                                      (A.2) 

或是表示成r的函數 

           )(
)cos1(

)(
sin

2
IrrIrIR 










               (A.3) 

因 1R 為一反對稱矩陣， 2R 為一對稱矩陣，所以R的轉置矩陣可表示如下： 

           )(
)cos1(

)(
sin

2
IrrIrIRt 










               (A.4) 

由(A.2)式R對時間的微分可表示如下： 

           21 RRR                                         (A.5) 

其中 

          ))((sin)(cos1 IeeIeR                        (A.6) 

          )]()()[cos1()(sin2 IeeIeeIeR              (A.7) 

由(2.3.4)式、(A.5)式~ (A.7)式可得 
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          ttt RRRRRRIω 21
                            (A.8) 

其中 

     

]))()(cos1(sin

)))(((sin))((sin

))()()(cos1(cos

))((sincos)([cos

2

2

1

Iee

IeIeeIee

IeeIe

IeIeIeRR t















               (A.9)            

     

))())](())([()cos1(

)))](())([(sin)cos1(

))]())()[(cos1(

))()()(cos1(sin

))((sin)(sin

2

2
2

IeeIeeIee

IeIeeIee

IeeIee

IeeIe

IeIeIeRR t



























         (A.10) 

又利用向量恆等式 

)()()( BACCABCBA  及(A.1)式可以將(A.9)式及(A.10)式化簡成 

      )(1 IeRR t                                           (A.11) 

      IeeIeRR t  ))(cos1()(sin2                       (A.12) 

將(A.1) 式及(A.2) 式代入(A.8)式可得 

      
Ieeee

RRRRRRIω ttt





)])(cos1(sin[

21






                    (A.13) 

由(A.13)式可知 

      ))(cos1(sin eeeeω                              (A.14) 

利用 er  ， eer    及 )( eeee   (A.14)式可改寫成 
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rIrrIrI

rrrrrrω





))]()(
sin

1(
1

)(
cos1

[

)(
cos1

))()(
sin

1(
1

22

22
























           (A.15) 

由(A.15)式知(2.3.6)式中的 )(rΓ 為 

       

)()(

)()
sin

1(
1

)(
cos1

)(

11

22

IrrIrI

IrrIrIrΓ








ba







            (A.16) 

其中 )
sin

1(
1

,
cos1

2121 








 ba                               

將(A.16)式對時間微分可得 

   ))()(()())(()()( 1111 IrrIrrIrIrrIrrΓ   baba  (A.17) 

當 0r 時,
6

1
lim,

2

1
lim 1

0
1

0



ba


所以 I0Γ )(                      (A.18) 

       























0

0

0

2

1
)()(

12

13

23

1











 Ir0Γ a                     (A.19) 

由(2.3.6)式、(2.3.10) 式、(A.18) 式及(A.19) 式知， 0r  時 

       rφω                                               (A.20) 

       rφω                                               (A.21) 
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附錄 B T 、 T 及 T 之顯式 

 

本附錄為 T 、 T 、 T 矩陣之顯式(explicit form)， T 可寫成 

11
14 )(  TTTITTTT  。 











































































10000000000000

01000000000

00100000000

0
22

10000000000

00001000000000

00000100000000

00000010000000

00000001000000

00000001000

00000000100

00000000
22

1000

00000000000100

00000000000010

00000000000001

22
3232

32
2222

2232

32
21

31

22
31

21

2131

c

c

c

c

LL

LL

LL

LL













T
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1
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



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
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



























00000000000000

00
22

0000000000

0
2

0
2

0000000000

0
22

00000000000

00000000000000

00000000000000

00000000000000

00000000000000

000000000
22

000

00000000
2

0
2

000

00000000
22

0000

00000000000000

00000000000000

00000000000000

1222

1232

2232

1121

1131

2131

1













T

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



155 

附錄 C 元素切線剛度矩陣k詳細推導 

 

    切線剛度矩陣定義為節點內力對節點位移的一次微分，為使推導能更

清楚，將(2.6.7)式之 q 以 q ，(2.6.4)式 Df 以 D
f 表示。本文中推導節點內

力時，由(2.6.3)式至(2.6.12)式之定義，配合虛功原理先表示成等效節點力 D
f

對 q 所作的虛功，再由 q 與 q 的關係求得元素的節點內力 Df 與 D
f 的關

係。由(2.6.9)式， q 與 q 以及 q 與 q 的關係分別表示如下 

     qTq                                               (C.1) 

      qTq                                                   (C.2) 

由(2.6.12)式， D
f 與 D

f 以及 D
f 與 D

f 的關係分別表示如下  

    DtD
 fTf  .                                                      (C.3) 

    DtD
 fTf                                                        (C.4) 

將(C.3)式及(C.4)式保留到變形參數的二次項可表示成 

    1
14 )( DtDD

 fITff                                             (C.5) 

    1
14 )( DtDD

 fITff                                            (C.6) 

將(C.3)對 q 偏微，並保留變形參數到一次項可得 





































THkITk

T
q

fIT

q

f
T

q

fT

T
q

fT

q

q

q

f

q

f
k

f

])([

)
)(

()(

0
14

1
14

Dt

DtDDt

DtDD

D


































                    (C.7) 
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其中
fixed

Dt
D

D 







 fq

fT
H  

將(C.5)對 q 偏微配合(C.7)式，並保留變形參數到一次項可得 

DDt

D

Dt

DtDDt

DtDD

D























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
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附錄 D 
H 、


H 及 cH 之顯式 

 

    本附錄之 
H 矩陣( = D, I)，當 = D，見(2.7.3)式，矩陣內的 

jm2 、 
jm3 (j 

= 1,2) 為節點變形力，見(2.6.15)式， = I，則取慣性力，見(2.7.9)式，矩

陣內的 
jm2 、 

jm3 (j = 1,2) 為節點慣性力，見(2.6.19)式。 
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本附錄之 
H 矩陣( = D, I)，當 = D，見(2.7.3)式，矩陣內的 

jm2 、 
jm3 (j 

= 1,2)為節點變形力，由(2.6.16)式並配合(2.6.12)式可得， = I，則取慣性

力，見(2.7.9)式，矩陣內的 
jm2 、 

jm3 (j = 1,2) 為節點慣性力，由(2.6.19)式

並配合(2.6.12)式可得。 
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本附錄之 cH 矩陣，矩陣內的 bm 、 cm 為(2.7.14)式中之元素質量矩陣 
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附錄 E 慣性矩陣之推導 

 

    元素的慣性矩陣為 If 與 q 、 q 、 q 的關係矩陣，本附錄為推導之清

楚，將q、q、q 以 q 、 q 、 q 表示。由(2.6.10)、(2.6.12)及(2.6.17)式可以

知道元素節點慣性力 If 與元素節點位移向量 q 、 q 及其對時間的微分 q 、

q 、 q 、 q 有關，( If 是 q 、 q 及 I
f 的函數，而 I

f 是 q 、 q 的函數 )，

所以須先求出 q 、 q 、 q 與 q 、 q 、 q 之間的關係。 

將(2.6.10)式，兩邊除以微小時間 t 可得 

 qTq                                                        (E.1) 

 qTq                                                        (E.2) 

分別將(E.1)式及(E.2)式對時間微分可得 

 qTqTq                                                (E.3) 

 qTqTq                                                (E.4) 

因 IT  , 0qT   ，所以(E.2)、(E.4)式可以表示成 

 qq                                                           (E.5) 

 qq                                                           (E.6) 

由(E.3)、(E.5)、(E.6)式可得 

 qTqTq                                               (E.7) 
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(2.6.19)式之慣性力可分成慣性力加速度項 1I
f 及慣性力速度項 2I

f ，並分別

表示成 

     qmumf    ii
I1                                                (E.8) 

    )()( 222
i

I
i

II ufqff                                              (E.9) 

由(E.8)、(E.9)式，(2.6.12)式之 I
f 與 I

f 以及 I
f 與 I

f 的關係分別表示如下  

    )( 21 IItItI
 ffTfTf                                          (E.10) 

    ItI
 fTf                                                         (E.11) 

 

對(E.11)式變分可得 

    IIItItItI
  fqHfTfTfTf  )()()(               (E.12) 
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I 


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
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 fq
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H                                            (E.13) 

對(E.10)式變分可得 
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I                             (E.14) 

 

利用(2.6.10)式，(E.14)式中， I
f 對 q 偏微可表示成 
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


 fq

fT
H                                              (E.16) 
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利用(E.1)式及(E.3)式，(E.14)式中， I
f 對 q 偏微可表示成 
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                              (E.17) 

fixedc 








 qq

qT
H 


                                           (E.18) 

 TcTc t                                                      (E.19) 

)(  THTmTH c
t

c                                          (E.20) 

(E.19)式中，c為陀螺矩陣。 

若忽略(2.6.10)式中 T 與變形的耦合關係，則(E.20)式可簡化成 

)(  cc HTmH                                               (E.21) 

 

利用(E.3)式，(E.14)式中 I
f 對 q 偏微可表示成 
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                   (E.22) 

 TmTm t                                                    (E.23) 

(E.22)式中，m為質量矩陣。 
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將(E.14)式，配合(E.15)、(E.17)及(E.22)式可得 
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附錄F 有效剛度矩陣 

 

    本文中(3.1.5)式使用的系統有效剛度矩陣是由元素之有效剛度矩陣所

組合成的，本附錄為使推導能更清楚，將(2.6.7)式之q、q、q 以 q 、 q 、

q 表示，(2.6.4)式之 Df 、 If 以 D
f 、 I

f 表示。 

將(2.6.4)式變分可得 

ID
  fff                                                          (F.1) 

將(2.7.1)式之全微分改成變分，再利用(2.7.3)式可得 





  qTkITkHqHqkq
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f
f ))(( 0

14
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
 tDD

D
D

     (F.2) 

I
f 為慣性力之變分，在(2.7.8)式及(2.7.9)式已推導，並重複表示如下 

IIItI
  fqHfTf  )(                                           (F.3) 
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  qmqcqHqTH   c
I

                              (F.4) 

由(2.6.9)式、 14IT  、(E.4)式至(E.5)式可得 

  qqTq                                                      (F.5) 

 qq                                                                  (F.6) 

 qq                                                                 (F.7) 

將(F.2)式至(F.7)式及 14
1 ITT  tt

 代入(F.1)式可得 
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






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  qmqcqk   ˆ                                           (F.8) 

其中 

 TkTkHHk )((ˆ 01t                                       (F.9) 

ID
 HHH                                                        (F.10) 

ID
 HHH   

cHcc                                                            (F.11) 

mm                                                               (F.12) 

由(F.6)式至(F.9)式可得元素之有效剛度矩陣 

 



kcmk ˆ1ˆ

2








tt
                                     (F.13) 

將所有元素之有效剛度矩陣轉到總體座標系統，即可組合成(3.1.5)式的系統

有效剛度矩陣。 
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附錄 G 中央差分法速度與加速度推導 

 

中央差分法之速度及加速度，其推導由 Taylor 級數展開式而得。在時

間 nt 時刻下其位移 )(tn UU  ，時間 1nt 時刻下的位移為 )(1 ttn  UU ， 

時間 1nt 時刻下的位移 )(1 ttn  UU ，其 1nt 及 1nt 位移由 Taylor 級數可表

示成 
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1
)()()( 32  ttttttttt UUUUU             (G.1) 
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)()()( 32  ttttttttt UUUUU             (G.2) 

 

將(G.1)式減去(G.2)式並取到微分一次項，可得 nt 時刻下之速度 

 

........))((
3

1
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將(G.1)式(G.2)式相加並取到微分二次項，可得 nt 時刻下之加速度 
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附錄 H 梁元素質心位置推導 

 

    梁元素質心位置的計算，令 cx 、 cy 、 cz 分別代表在當前元素座標系統

3) 2, ,1( ixi 的質心位置， ALM  為梁元素質量，為梁元素密度， LA, 為

梁元素的斷面積及長度， ALV  為梁元素未變形前的體積，梁元素座標可

表示成 

    
L

dxx

M

dVx
x pp

c
 


                                    (H.1.a) 

    
L

dxy

M

dVy
y pp

c
 


                                   (H.1.b) 

    
L

dxz

M

dVz
z pp

c
 


                                    (H.1.c) 

 dx積分的範圍為0到L， ppp zyx ,, 為形心軸上任意點 P 在當前元素座標的

座標值，由(2.4.9)、(2.4.24)及(2.4.25)式可知 
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    c
t
cp xwz uN )(                                         (H.4) 

將(H.3)、(H.4)式代入(H.2)式可得 cx 質心位置 
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       dxwwvv
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將(H.5)式代入(H.1.a)可得 cx 質心位置 
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                                                           (H.6) 

將(H.3)式代入(H.1.b)可得 cy 質心位置 
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將(H.4)式代入(H.1.c)可得 cz 質心位置 
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       ))(1(
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