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利用逆向動力學修正立體視覺人體動作原始資料 

 

學生： 蘇詠迪                               指導教授： 陳稔 博士 

 

國立交通大學資訊工程學系 

摘要 

本論文的主要目的，是為了在不貼感應標誌(Marker)的情況下，以逆向動力學修

正由立體視覺所得到較粗略的人體動作原始資料，使其肢節長度與內部角度更為正確

可靠。 

本論文使用兩部攝影機分別以不同的視角拍攝表演者的動作，並得到兩串立體影

像序列，透過影像處理方式得到人體各關節粗略三維座標位置後，以肢節長度正確定

義的人體模型為初解，使用逆向動力學修正人體動作原始資料。 

文中對本論文所定的人體模型架構做了完整的介紹，將人體模型定義為以腳跟為

Root 的樹狀架構，其中包含了十一個關節點，共二十一個關節的自由度，再以四個

End-effectors 在人體動作原始資料中的位置為逆向動力學的修正目標。並且說明了各

種逆向動力學方法的理論根據，Jacobian 的定義、pseudo-inverse 方法、Damped Least 

Square 方法與 Selectively Damped Least Square 方法。 

實驗中展示了以不同的初解來源進行逆向動力學修正的結果，以不同的逆向動力

學解法求解的結果。修正完各個畫格後，以關鍵畫格取代完整畫格的成果。最後以 IP

為初解使用的 DLS 逆向動力學方法通常是在效率與正確性上較好的選擇。 
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Inverse Kinematics Refinement of Stereo Vision-Based 

Human Motion Raw Data 
 

Student: Yung-Ti Su                        Advisor: Dr. Zen Chen 

 

Department of Computer Science and Information Engineering 

National Chiao Tung University 

Abstract 

The main purpose of this thesis is to refine a sequence of stereo vision-based human 
motion raw data with a goal that the true limb lengths and proper joint angles can be 
satisfied. 

 
Two CCD cameras are used to gain a video of human motion from two different view 

points. 3D joint positions are extracted from these two image sequences through techniques 
of image-processing and computer vision.  

 
The thesis introduces a hierarchic human body structure, which is a tree structure using 

the heel as root. It includes twenty-one degrees of freedom in eleven joints. 4 end-effectors 
are used in inverse kinematics refinement. The overview of Jacobian, pseudo-inverse 
method, Damped Least Square Method is given. 

 
In the experiments, results of refinement using different inverse kinematics methods 

are obtained. The analysis and comparisons of the results are given. A typical segment of a 
smooth motion data is used to show the similarity between the frame-by-frame refined stick 
figure motion and the key-frame interpolated motion. At the end, the damped least square 
method using the IP-based solution as the initial solution is generally top-choice solution in 
terms of efficiency and precision. 
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1、 序論 

1.1. 研究動機 
由於近年來，電腦繪圖的技術不斷地進步，已經可以達到近乎真實相片的品質了，

因此電影、遊戲都引入了越來越多利用電腦動畫所製作的擬真人物，為了方便在製作動

畫時，能夠使動畫裡的人物所做出來的動作更貼近於真實，不可能全部都靠動畫師去憑

空想像人物的動作，因此就有了動作捕捉(Motion Capture)的技術。 
動作捕捉的原理就是，追蹤影響人物動作的一些關鍵部份，這些關鍵的部份通常就

是人物的關節點，因為人物的動作主要就是靠著關節的轉動才能夠造成人物的動作改

變，因此只要有了這些關節點的資訊，包含其三維位置座標及方向，就等於是有了人物

動作的初步資訊。 
而現今的動作捕捉技術，多半就是利用一些感應標誌(Marker)，並使用專門對應這

種感應標誌的攝影機來頡取這些感應標誌的資訊。此方法的缺點就是表演者必須要穿著

特殊的服裝並貼上這些感應標誌，然而這些為了更正確地截取資料，這些服裝常常是很

緊身的，因此有時會造成表演者無法很自在地表演。本篇論文就是希望能夠在不使用這

些感應標誌的情況下，仍然利用這種動作捕捉技術，來重建出人物的運動，使表演者能

夠無拘束地表演，而仍然能捕捉到他正確的動作，並將此動作重現於定義的人體模型上。 
應用的範圍可及一些無法使用感應標誌的場合，如百米跑步，人體移動的範圍太大

了。或是要分析人體的動作。以及一些微小生物的運動。 

1.2. 相關研究 
目前人體動作捕捉系統大致可以分為以下三類： 

(1) 機械式[1,2] 
(2) 電磁波式[1,3] 
(3) 光學式[1,4,5,6] 
 
 目前逆向動力學則主要有下列方法： 
(1) Jacobian Pseudo-inverse [7]：以 Jacobian Matrix 的 Pseudo-inverse 估算所需角度變化

量，優點是估算角度變化量較準確，缺點是當關節點多時，會因矩陣 Rank 較高，計

算較複雜；且在接近 singularity 的時候會振盪。 
(2) Jacobian Transpose [8]：以 Jacobian 的 Transpose 代替 Pseudo-inverse 複雜的運算，好

處是計算簡單，缺點是估算的角度變化量誤差較大。 
(3) Cyclic Coordinate Decent [8]：逐個以單一轉軸計算所需的角度變化量，優點是速度

非常快，缺點則是一次的更新往往比其他方式的更新量更大，可能會過度修正不需

修正的關節角度。 
(4) Damped Least Square Method [7]：為了修正 Pseudo-inverse 在接近 singularity 的時候



 2

角度過度修正造成振盪的問題，加入了 damping constant 值平衡這個修正的角度。 
(5) Selectively Damped Least Square Method [7]：為了讓 Damped Least Square Method 的

更新更有效率，因此將 DLS 方法中的 damping constant 改為動態的值，使其能更縮

短逆向動力學 iteration 的次數，但計算複雜度很高。 

1.3. 研究方法 
本篇論文是由兩部攝影機，同時拍攝表演者的運動[9]，然後將這兩部攝影機所拍攝

到的影片中，將其所拍攝到的每個 Frame 都取出來，製作成兩段不同視角的影像序列，

並將其同步化，以確定相同編號的影像所代表的是同一時間但不同視角的影像；再進行

相機校正的處理後，將每個 frame 的立體影像中的每個關節點的三維座標位置求出，但

由於這樣的方式所求出的表演者骨架，會因為拍攝的一些誤差，使得每個 Frame 的肢節

長度都不盡相同，因此透過本論文的改良型逆向動力學解法，來重新計算正確的各關節

點三維座標位置。流程圖如下： 

 

圖 1-1 研究方法流程圖 
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1.4. 論文大綱 
 

本論文除本章為“序論”外，第二章中將討論本論文需要用到的電腦視覺定位理論，

包括相機校正的方法、平面投影幾何關係的理論，利用校正後的攝影機參數，將所得的

二維影像資料轉換成三維的資訊。 
 
 第三章中，介紹本論文所使用的人體模型之詳細定義；包括各關節點在樹狀架構中

的關係、Local 座標系的定義、角度的表示及如何使人體模型轉動。 
 
 第四章介紹以 Jacobian 為基礎的幾種逆向動力學解法，包含了 Jacobian Matrix 的定

義、least square method、damped least square method、selectively damped least square 
method。並說明 constraint 如何加入計算。 
 
 第五章說明完整的實驗流程與方法，包含如何將 IP 取得的資訊套入人體模擬、如

何交互使用以左腳與以右腳為 Root 的人體模型、三個自由度的關節點如何實作等等。 
 
 第六章將實際拍攝實驗結果以不同方式求解，比較其之間的不同之處；例如以 IP
為初解與以上一個 frame 的解為初解的不同，有無 constraint 的不同，DLS 與 SDLS 的

不同，DLS 中以不同的 Lamda 值有什麼不同，key-framing 的結果。 
 
 第七章為結論與未來工作。 
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2、 三維座標重建理論基礎 

2.1. 相機參數校正 

 利用 homogeneous 座標系統，可以求得在世界座標系 WCS)中的三維位置座標

[10] [ ]Twww ZYX 和相對應的影像座標系統(ICS)上的二維座標點 [ ]Tii vu 的關係式，

兩者之間的關係可用數學式表示為： 
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其中 w 為一應變數，H 則是所要求的相機投影矩陣(Projection matrix)或稱為相機矩陣

(camera matrix)。 
利用最小平方法(Least square method)計算出矩陣 H 中的每一個參數，即可求得最近

似的投影矩陣 H。 
 

   
圖 2-1 相機校正用影像 View1    相機校正用影像 View2 
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2.2. 重建立體影像中的點之三維位置座標 

 已知兩張影像上的點 [ ]Taa vua
111 = ， [ ]Taa vua

222 = 為三度空間中的點

[ ]TAAA ZYXA = 在兩張影像上的投影點，且令兩張影像經由相機校正後求得的 H 矩

陣各為 
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有了以上的資訊，可以列出下列關係式 
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將上列四式寫成矩陣方式為 
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⎥
⎥
⎥
⎥
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⎥
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⎢
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⎥
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⎥
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為了方便，將上列等式表示為 

141334 ××× =⋅ bVM ，利用最小平方法 (least square method)， 
bMMVM TT =  

( ) bMMMV TT 1−
=  = [ ]TAAA ZYX  
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3、 人體模型定義 

3.1. 人體各肢節座標系定義 
本論文將座標系總共分為兩種： 
(1) World(Global)座標系：相機校正後得到的三維座標系。 
(2) Local 座標系：在任何時刻各肢節都存在各自的 Local 座標系，但在 t=0 時定義一組

特別的 Local 座標系稱為 Neutral Pose(自然姿勢)，此時所有的 local 角度都=0。 
但在 t=0 時，仍需依據圖 3-9 定義每個肢節的 local x、y、z 軸。 
定義原則依左手定則如下： 
 x 軸定義在各肢節方向上。 
 z 軸定義在各關節點的主要轉軸上。 
 y 軸定義在 local 座標系中的”x 軸”與”z 軸”的 cross product 上。 
定義每個肢節的 local x、y、z 軸後，則可以建立各肢節 local 座標系間之階層幾何轉換

關係。 
 

3.2. 建立各肢節 local 座標系間之階層幾何轉換關係 

以兩個肢節 0L 、 1L 為例，依圖 3-1、3-2 定義出各肢節(Limb)的 local 座標系，並將

各肢節中的所有 Vertex iV ，都定義在各自的 local 座標系中；而 0L 、 1L local 座標系的原

點就是 joint 0J 、 1J 。 
 
 
 

 

圖 3-1 0L 的 local 座標系(Joint 0J 為其原點， 0V 為其肢節的末端點) 

0J  

0V (Root Object) 
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圖 3-2 1L 的 local 座標系(Joint 1J 為其原點， 1V 為其肢節的末端點) 

定義 Neutral Pose(t=0 時)，各肢節 local 座標系間樹狀架構之幾何轉換關係，在每個

parent 肢節與其 child 肢節之間，都各定義一組 constant transformation(可能包含 rotation
及 translation 用來表示 child 肢節的 local 座標系與 parent 肢節的 local 座標系之間的相對

關係)；Root 肢節則會與 global 座標系有一組 transformation 用來表示 Root 肢節的 local
座標系與 global 座標系之間的相對關係。如此就將每個 child 肢節都定義在其 parent 肢

節上。圖 3-3、3-4 表示如何將兩肢節 0V 、 1V 依序表示在其 parent 肢節的 local 座標系上： 

 

圖 3-3 將 1L local 座標系移至上一層父系 0L 的 local 座標系 

1V  

0V  

1V 的 local 座標系 

0V 的 local 座標系 

1T  

1J  

1V  
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圖 3-4 將 Root 的 0L 移至上一層的 global 座標系(其 child 肢節 1L 隨之一起移) 

如圖 3-3、3-4 所示，其肢節向量定義在各自的 local 座標系中分別可表示為 0V 、 1V ， 
令 parent 肢節與其 child 肢節之間的 constant transformation 分別為 0T 、 1T 。 
在未旋轉時，其之間的階層性關係表示如下圖： 

 
圖 3-5 未旋轉時，各肢節的階層性關係圖 

 

肢節點 0V 中的資訊 

0T

肢節點 1V 中的資訊 

1T

Global 座標系 

Global 座標系 

0T  

1V

0V

0V 的 local 座標系 

1V 的 local 座標系 



 9

若要將 0V 、 1V 表示在 global 座標系中，則可寫為： 

globalV0 = 0T ． 0V  

globalV1 = 0T ． 1T ． 1V  

 
若要對肢節 0V 、 1V 分別旋轉 0θ 、 1θ 角度，則分別在其各自的 local 座標系中，依 fixed-angle 
rotation 旋轉 0θ 、 1θ 角度，旋轉時是旋轉 local 座標系中的所有物體，並不改變 local 座

標系本身；表示其階層性關係如下圖： 

 

圖 3-6 經過旋轉時，各肢節的階層性關係圖 

 
再以圖 3-7、3-8 說明肢節點 0V 、 1V 分別旋轉 0θ 、 1θ  
 
 
 
 
 
 
 
 
 

肢節點 0V 中的資訊 

0T

肢節點 1V 中的資訊 

1T

Global 座標系 

0R

1R
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先對肢節點 0V 旋轉 0θ ： 

 

圖 3-7 肢節點 0V 在其 local 座標系中旋轉 0θ 圖 

將 0V 表示在 global 座標系中，則可寫為： 

globalV0 = 0T ． )( 00 θR ． 0V  

 
其中 )( 00 θR ． 0V 表示將肢節點 0V 在其本身的 local 座標系中做 fixed-angle rotation )( 00 θR 。 
因此仍表示在 0V 本身的 local 座標系中。 
 
再經過 transformation 0T 將旋轉後的 0V 表示在 global 座標系中， 
寫為 0T ． )( 00 θR ． 0V 。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

旋轉 0θ  

0V 的 local 座標系 

0V

Global 座標系 

0T  
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再對肢節點 1V 旋轉 1θ ： 

 

圖 3-8 肢節點 1V 在其 local 座標系中旋轉 1θ 圖 

 
 
將 1V 表示在 global 座標系中，則可寫為： 

globalV1 = 0T ． )( 00 θR ． 1T ． )( 11 θR ． 1V  

其中 )( 11 θR ． 1V 表示將 1V 在其本身的 local 座標系中做 fixed-angle rotation )( 11 θR 。 
因此仍表示在 1V 本身的 local 座標系中。 
再經過 transformation 1T 將旋轉後的 1V 表示在 0V 的 local 座標系中， 
寫為 1T ． )( 11 θR ． 1V 。 
 

0V 再對其 local 座標系中的所有物體(包含 1V )做 fixed-angle rotation )( 00 θR 。 
寫為 )( 00 θR ． 1T ． )( 11 θR ． 1V  
再經過 transformation 0T 將 1V 表示在 global 座標系中， 
寫為 0T ． )( 00 θR ． 1T ． )( 11 θR ． 1V 。 
 
 
 
 

1V

1V 的 local 座標系 

旋轉 0θ  

0V 的 local 座標系 

0V

Global 座標系 

0T  

旋轉 1θ  
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若每個 joints 都是 1-DOF，若肢節 0V 、 1V ，再分別旋轉
′

0θ 、
′

1θ 角度，由於肢節各自的

旋轉都在其 local 座標系中進行，肢節的 local 座標系是不會改變的，因此肢節永遠是對

同一個轉軸旋轉， 
原本已經過 0θ 的 0V 表示在 global 座標系中，可寫為： 

globalV0 = 0T ． )( 00 θR ． 0V  

其中 )( 00 θR ． 0V 表示將 0V 在其本身的 local 座標系中做 fixed-angle rotation )( 00 θR 。 
因此仍表示在 0V 本身的 local 座標系中。 

若再旋轉
′

1θ ，可表示為： 

globalV0 = 0T ． )( 00
′θR ． )( 00 θR ． 0V  

其中 )( 00
′θR ． )( 00 θR 可合併為 )( 000 θθ +′R  

寫為
globalV0 = 0T ． )( 000 θθ +′R ． 0V  

 
同理， 
原本已經過 0θ 、 1θ 旋轉的 1V 表示在 global 座標系中，可寫為： 

globalV1 = 0T ． )( 00 θR ． 1T ． )( 11 θR ． 1V  

其中 )( 11 θR ． 1V 表示將 1V 在其本身的 local 座標系中做 fixed-angle rotation )( 11 θR ， 
因此仍表示在 1V 本身的 local 座標系中； )( 00 θR ．( 1T ． )( 11 θR ． 1V )表示在 0V 本身的 local
座標系中對所有物體做 fixed-angle rotation )( 00 θR ，因此這個旋轉仍表示在 0V 本身的 local
座標系中。 

因此若再旋轉
′

0θ 、
′

1θ ，可表示為： 

globalV1 = 0T ． )( 00
′θR ． )( 00 θR ． 1T ． )( 11

′θR ． )( 11 θR ． 1V  

其中 )( 00
′θR ． )( 00 θR 可合併為 )( 000 θθ +′R ； )( 11

′θR ． )( 11 θR 可合併為 )( 111 θθ +′R  

寫為
globalV1 = 0T ． )( 000 θθ +′R ． 1T ． )( 111 θθ +′R ． 1V  

 

由此可見先旋轉 0θ 、 1θ 再旋轉
′

0θ 、
′

1θ 與一次旋轉 0θ + ′
0θ 、 1θ + ′

1θ 是等價的。 
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欲依據上述方法定義一個完整的人體在 Neutral Pose 下各肢節 local 座標系及樹狀架構。 
 
定義 Neutral Pose 為： 
 當各個肢節 t=0 時未對 joint 做旋轉(即角度為 0)之前的相互幾何關係圖，稱為人體

肢節的 Neutral Pose。由此一圖可看出每個肢節與其上一層次父系座標系的 constant 
transform matrix 為何。 
 

再考慮由於資料是經由影像處理所得來，因此資料的準確性是有限的，而身體輪廓

較好判斷的點只有頭、手、腳這些端點是較為準確的，因此把這些端點當做是人體模型

中的 End-Effector 或是 Root；而除了這些點以外的點就較難用影像處理來判斷了，因此

就取幾個比較重要的關節做為 Root 到 End-Effector 之間的端點，並有 1DOF 與 3DOF 的

關節，以表示人體正確的動作，並使求解的複雜度不至於太高，且認為內部的關節點較

難定位，因此只考慮以人體的端點做 Root，又認為人體至少需靠單腳站立，而踩地的該

腳位置固定，因而制定了如圖 3-9、3-10 分別以左腳和右腳為 Root 的人體肢節模型，有

11 個關節點共 21 個關節自由度、4 個 End-effectors。 
 
 
圖 3-9、3-10 就是本論文所定義的自然姿勢(neutral pose)時(t=0)，各肢節的 local 座標系

及樹狀架構圖。 
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圖 3-9 以左腳為 Root 的人體模型自然姿勢 



 15

Rheel_x

Rknee

Lknee

navel

Relbow Lelbow

Lshould
er_x

Head

LhandRhand

Rheel_y

y

z

Rhip_x Lhip_x

Lhip_y

Lhip_z

Lheel

neck

Lshould
er_y

Lshould
er_z

Rshould
er_x

Rshould
er_y

Rshould
er_z

Rheel_z

x

y

z

x

y

z

x

y

z

x

y

z

x

x

z

y

x

z

y

x

z

y

x

z

y

x

z

y
x

z

y

x

z

y
x

z

y

x

z

y

x

z

y

x

z

y

x

z

y

y

z

x

Rhip_y Rhip_z x

z
y

x

z
y

x

z
y

World_y

World_x

World_z

 
圖 3-10 以右腳為 Root 的人體模型自然姿勢 
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在關節點的自由度是 3DOF 時，為了配合 Jacobian matrix 中的每個 element 僅考慮一個

轉軸對 End-effector 位置的影響，本論文將 3-DOF 拆成 3 個 1-DOF 的座標系及其之間的

constant transform matrix = I 
並且將 x-dof 與 y-dof 的肢節向量設為 0 
只有 z-dof 的肢節向量是此 3DOF 肢節的肢節向量 
以 Lheel 為例；hierarchical tree 順序為 Lheel_x Lheel_y Lheel_z 
就是分別以 Lheel 肢節 local 座標系中 x、y、z 軸為轉軸的三個肢節。 
 
如圖 3-11 所示： 
 
 

Lheel_x

Lknee

Lheel_y

y

z
Lheel_z

x

y

z

x

y

z

x
0

0

 

圖 3-11 3DOF 的肢節拆成 3 個 1DOF 的肢節之示意圖 

 
 
 



 17

各肢節對其 local 座標系原點的 joint 做 1-DOF 旋轉的表示式如下： 
定義： 

inode ：第 i 個肢節 
dofzyxnodei −− // ：以 x 或 y 或 z 軸為轉軸的三個 local 座標系 

dofxnodei
V −− ： inode -x-dof 中的肢節向量表示在本身的 local 座標系中 

1)]0([ −
−−

i

i

node
dofxnodeV ：以 x 軸為轉軸的 local 座標系在時間 t = 0 時的肢節向量表示在上標

之 1−inode 的 local 座標系中 
T[ inode -x-dof]： inode -x-dof 的 local 座標系與其 parent 的 local 座標系之間的 constant 
transformation 
 
T[‧]為 Transformation，R(‧)為 Rotation。 
 
以某一個 3-DOF 肢節 inode 所拆成的三個肢節 inode -x-dof、 inode -y-dof、 inode -z-dof 為

例(階層順序依序為 inode -x-dof inode -y-dof inode -z-dof)： 
 
(1) 在時刻 t=0，當 t=0 時角度都還未轉動時；三個肢節 inode -x-dof、 inode -y-dof、

inode -z-dof 中的肢節向量表示在其 parent 1−inode 的 local 座標系中分別為： 

1)]0([ −
−−

i

i

node
dofxnodeV =T[ inode -x-dof]． dofxnodei

V −−  

1)]0([ −
−−

i

i

node
dofynodeV =T[ inode -x-dof]．T[ inode -y-dof]． dofynodei

V −−  

1)]0([ −
−−

i

i

node
dofznodeV =T[ inode -x-dof]．T[ inode -y-dof]．T[ inode -z-dof]． dofznodei

V −−  

(2) 在時刻 t=1，三個肢節分別轉動 xθ 、 yθ 、 zθ ；三個肢節 inode -x-dof、 inode -y-dof、

inode -z-dof 中的肢節向量表示在其 parent 1−inode 的 local 座標系中分別為： 

1)]1([ −
−−

i

i

node
dofxnodeV =T[ inode -x-dof]． )( xxR θ ． dofxnodei

V −−  

1)]1([ −
−−

i

i

node
dofynodeV =T[ inode -x-dof]． )( xxR θ ．T[ inode -y-dof]． )( yyR θ ． dofynodei

V −−  

1)]1([ −
−−

i

i

node
dofznodeV =T[ inode -x-dof]． )( xxR θ ．T[ inode -y-dof]． )( yyR θ ．T[ inode -z-dof]．

)( zzR θ ． dofznodei
V −−  

又由於本論文將 3-DOF 拆成 3 個 1-DOF 的座標系後，其之間的 constant transform matrix 
= I；因此 T[ inode -y-dof]與 T[ inode -z-dof]都是等於 I；因此可再改寫為： 
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1)]1([ −
−−

i

i

node
dofxnodeV =T[ inode -x-dof]． )( xxR θ ． dofxnodei

V −−  

1)]1([ −
−−

i

i

node
dofynodeV =T[ inode -x-dof]． )( xxR θ ． )( yyR θ ． dofynodei

V −−  

1)]1([ −
−−

i

i

node
dofznodeV =T[ inode -x-dof]． )( xxR θ ． )( yyR θ ． )( zzR θ ． dofznodei

V −−  

之後也可如此改寫，但為了更清楚表示其階層性架構，仍先不以 I 替換 T[ inode -y-dof]
與 T[ inode -z-dof]。 
 

(3) 在時刻 t=2，三個肢節分別轉動再
′

xθ 、
′

yθ 、
′

zθ ；三個肢節 inode -x-dof、 inode -y-dof、

inode -z-dof 中的肢節向量表示在其 parent 1−inode 的 local 座標系中分別為： 

1)]2([ −
−−

i

i

node
dofxnodeV =T[ inode -x-dof]． )( ′

xxR θ ． )( xxR θ ． dofxnodei
V −−  

1)]2([ −
−−

i

i

node
dofynodeV =T[ inode -x-dof]． )( ′

xxR θ ． )( xxR θ ．T[ inode -y-dof]． )( ′
yyR θ ． )( yyR θ ．

dofynodei
V −−  

1)]2([ −
−−

i

i

node
dofznodeV =T[ inode -x-dof]． )( ′

xxR θ ． )( xxR θ ．T[ inode -y-dof]． )( ′
yyR θ ． )( yyR θ ．

T[ inode -z-dof]． )( ′
zzR θ ． )( zzR θ ． dofznodei

V −−  

 
由於每個肢節都對相同的 local 轉軸旋轉，因此這個旋轉矩陣是可以合併的，上述三式

可再寫為： 

1)]2([ −
−−

i

i

node
dofxnodeV =T[ inode -x-dof]． )( xxxR θθ +′ ． dofxnodei

V −−  

1)]2([ −
−−

i

i

node
dofynodeV =T[ inode -x-dof]． )( xxxR θθ +′ ．T[ inode -y-dof]． )( yyyR θθ +′ ． dofynodei

V −−  

1)]2([ −
−−

i

i

node
dofznodeV =T[ inode -x-dof]． )( xxxR θθ +′ ．T[ inode -y-dof]． )( yyyR θθ +′ ．

T[ inode -z-dof]． )( zzzR θθ +′ ． dofznodei
V −−  

 

因此依序轉動 xθ 、 yθ 、 zθ 再轉動
′

xθ 、
′

yθ 、
′

zθ 與一次轉動 xθ + ′
xθ 、 yθ + ′

yθ 、 zθ + ′
zθ 是

等價的。故各關節的旋轉角度是可以累算的。 
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3.3. 人體各關節點定義 

我們由兩部攝影機分別得到 View1 與 View2 兩組影像序列，並將同一時刻的兩個

View 的影像分別標記我們所需要的關節點(左右腳尖、左右膝蓋、左右髖部、左右肩膀、

左右手肘、左右手腕、頭頂)，經過三維重建的處理得到這些關節點在各時刻的三維位

置座標。 
 
在這些位置座標中我們較信任端點部份的位置座標(頭頂、左右手腕、左右腳尖)，

因此我們把這些點當做是 End-effector 或是 Root。內部的關節點雖不信任其三維位置座

標，但仍參考其肢節向量。 
 
 
因此我們由 IP 得到的資訊如下： 
 
以下位置都是表示在Global座標系中。 
左腳尖位置：LheelPos 
左膝蓋位置：LkneePos 
左髖部位置：LhipPos 
左肩膀位置：LshoulderPos 
左手肘位置：LelbowPos 
左手腕位置：LwristPos 
頭頂位置  ：HeadPos 
右腳尖位置：RheelPos 
右膝蓋位置：RkneePos 
右髖部位置：RhipPos 
右肩膀位置：RshoulderPos 
右手肘位置：RelbowPos 
右手腕位置：RwristPos 
 
再對這些資料做處理： 
 
肚臍的位置為左髖部與右髖部的中點 
肚臍位置  ：NavelPos = (LhipPos + RhipPos)/2 
脖子的位置為左肩膀與右肩膀的中點 
脖子位置  ：NeckPos = (LshoulderPos + RshoulderPos)/2 
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圖 3-12 人體關節點定義 

 



 21

3.4. 人體肢節方向定義 

由上節中所得到的各關節點的Global位置計算出各肢節的Global向量為： 
左小腿向量 Lh_Lk = LkneePos - LheelPos 
左大腿向量 Lk_Lp = LhipPos - LkneePos 
左右髖向量 Lp_Rp = RhipPos - LhipPos 
脊椎向量   Na_Ne = NeckPos - NavelPos 
脖子向量   Ne_He = HeadPos - NeckPos 
左上臂向量 Ls_Le = LelbowPos - LshoulderPos 
左下臂向量 Le_Lw = LwristPos - LelbowPos 
右上臂向量 Rs_Re = RelbowPos - RshoulderPos 
右下臂向量 Re_Rw = RwristPos - RelbowPos 
右大腿向量 Rp_Rk = RkneePos - RhipPos 
右小腿向量 Rk_Rh = RheelPos – RkneePos  
對應如下圖： 

Lheel

LkneeRknee

navelRelbow Lelbow

Lshould
er

Head

Ls_LeRs_Re

Re_Rw Le_Lw

Rp_Rk Lk_Lp

Rk_Rh

Lp_Rp

Lh_Lk

Na_Ne

FixedFixed

Ne_He

LhandRhand

LhipRhip

Rheel

neckRshould
er

World_y

World_x

World_z

 

圖 3-13 人體肢節向量定義圖 



 22

3.5. 人體各肢節長度定義 
上一節已經定義了一個人體模型的架構，然而由這個架構只能夠得知每個關節的相

連的關係，也就是一個樹狀架構，但是要表示一個人體的活動除了這個架構外，還必須

要有關節與關節之間的距離；也就是肢節的長度，將人體的肢節與關節之關係定義如下： 
 
小腿 長度：heel(腳跟)與 knee(膝蓋)之間的距離 
大腿 長度：knee(膝蓋)與 hip(臀部)之間的距離 
髖部 長度：hip(臀部)與 navel(肚臍)之間的距離 
身體 長度：navel(肚臍)與 neck(脖子)之間的距離 
頸部 長度：neck(脖子)與 head(頭頂)之間的距離 
肩部 長度：neck(脖子)與 shoulder(肩膀)之間的距離 
上臂 長度：shoulder(肩膀)與 elbow(手肘)之間的距離 
下臂 長度：elbow(手肘)與 hand(手部)之間的距離 
 
有了這個定義後，量測被拍攝者的這些肢體上的長度，套入所定義的這個人體模型，就

等於是使人體模型真正對應到被拍攝者的身體資訊。 
 
 
 
 
 
 
 
 

3.6. Local 角度的表示法 
在圖 3-9、3-10 中定義了人體的自然姿勢(neutral pose)模型，在本文中定義，在這個

參考姿勢的狀態下，人體的每個關節點的 local 角度值都為 0；下一步則要使這個人體的

模型能夠旋轉；且必須要能夠記錄其旋轉後的狀態。因此依據每個關節點各自的旋轉

軸，順時針旋轉角度增加，逆時針旋轉角度減少。 
因為關節點的自由度都是 1DOF，一個關節點只有一個旋轉軸，記錄的角度就是以

該旋轉軸在自然姿勢(neutral pose)下的 local 角度為 0，順時針旋轉角度增加，逆時針旋

轉角度減少。 
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3.7. 如何以 IP 中的資訊做為 IK 的初解(Initial Solution) 

本節目標為求一組 local 角度θ
v
，套入 Neutral Pose 後，能使得人體模型的姿勢與 IP

所求得的姿勢相同(在 global 座標系中的肢節向量方向相同)。 
以左腳根(Root)到左膝為例，說明如何利用 IP 所得到的 global 座標系中的肢節向

量，求出各關節點的 local 角度做為 IK 的初解，由於自然姿勢(neutral pose)的 local 角度

定義為 0，因此想求各關節點的 local 角度，就是求把人體模型肢節從自然姿勢(neutral 
pose)旋轉到與 IP 所得到的肢節向量相同的方向所需旋轉的 local 角度。 
假設我們由IP所得到的肢節向量資訊如下： 

 

圖 3-14 假設由 IP 所得到的肢節向量資訊圖 

自然姿勢(neutral pose)的人體模型如下： 

 
圖 3-15 自然姿勢(neutral pose)的人體模型 



 24

由於只是要求 local 座標系中三個座標軸方向表示在 global 座標系上，因此 constant 
transformation 中的 translation 可以不用考慮，只考慮 rotation 即可。因此我們將 root 的

local 座標系與 global coordinate 之間的 constant transformation 0T =

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

1000
333231

232221

131211

z

y

x

tRRR
tRRR
tRRR

中

的 rotation 部份表示為 RT _0 。 
 使用立體影像技術取得 Lheel、Lknee、Lhip 在 global 座標系中的三維位置，表示為

[ ]IPLheel 、 [ ]IPLknee 、 [ ]IPLhip 。在 Neutral Pose 時，Lheel 的三個 local 座標系的座標軸

方向都是相同的，x 軸方向是從 [ ]LocalLheel 到 [ ]LocalLknee (i.e. [ ]LocalLkLh − )，z 軸方向是

Lknee 的轉軸方向，因此可以套用 Sec 3.1 中的正向動力學式子。 

RT _0 ．R( xLheel _θ )．R( yLheel _θ )．R( zLheel _θ )．(1,0,0)T = [ ]
[ ]IP

IP

LkLh
LkLh

−
−  

RT _0 ．R( xLheel _θ )．R( yLheel _θ )．R( zLheel _θ )．(0,0,1)T = [ ] [ ]
[ ] [ ]IPIP

IPIP

LpLkLkLh
LpLkLkLh
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−×−−   
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= [ ] [ ] [ ]( )
[ ] [ ] [ ]( )IPIPIP
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−×−−×−
−×−−×−  

 

由上述三等式可以求出 xLheel _θ 、 yLheel _θ 、 zLheel _θ ，因為 constant 矩陣 RT _0 為已知。 

因此 ⋅)( _ xLheelxR θ ⋅)( _ yLheelyR θ )( _ zLheelzR θ = 1
0 _ −RT ．
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⎥
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⎤
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xLheel _θ =atan(-m 23 / m 33 ) 

yLheel _θ =asin(m13 ) 

zLheel _θ =atan (-m12 / m11 ) 

if yLheel _θ =90°，則 xLheel _θ =0°， zLheel _θ =atan(m 32 / m 22 ) 

如此依 tree structure 順序對 3 個 1-DOF 的肢節旋轉 xLheel _θ 、 yLheel _θ 、 zLheel _θ 就會使 Lheel

的方向與 IP 所求得的 Lh_Lk 同向。 
 
 
 
 
再來進行的是 Lknee 的旋轉。 
在 Neutral Pose 時，Lknee 的三個 local 座標系的座標軸方向都是相同的，x 軸方向是從

[ ]LocalLknee 到 [ ]LocalLhip  (i.e. [ ]LocalLpLk − )，z 軸方向是 Lknee 的轉軸方向，因此可以套

用 Sec 3.1 中的正向動力學式子。 

RT _0 ．R( xLheel _θ )．R( yLheel _θ )．R( zLheel _θ )． RT _1 ．R z ( zLheel _θ )．(1,0,0)T = [ ]
[ ]IP

IP

LpLk
LpLk

−
−  

RT _0 ．R( xLheel _θ )．R( yLheel _θ )．R( zLheel _θ )． RT _1 ．R z ( zLheel _θ )．(0,0,1)T 

= [ ] [ ]
[ ] [ ]IPIP

IPIP

LpLkLkLh
LpLkLkLh

−×−−
−×−−   

RT _0 ．R( xLheel _θ )．R( yLheel _θ )．R( zLheel _θ )． RT _1 ．R z ( zLheel _θ )．(0,1,0)T 

= [ ] [ ] [ ]( )
[ ] [ ] [ ]( )IPIPIP

IPIPIP

LpLkLkLhLpLk
LpLkLkLhLpLk

−×−−×−
−×−−×−  

 

由上述三等式可以求出 zLknee_θ ，因為 constant 矩陣 RT _0 、 RT _1 為已知，經過 Lheel 的

旋轉後 R( xLheel _θ )．R( yLheel _θ )．R( zLheel _θ )都已知。 
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因此 )( _ zLkneezR θ  

= RT _1
1− ． )( _

1
zLheelzR θ−

． ⋅− )( _
1

yLheelyR θ ⋅− )( _
1

xLheelxR θ 1
0 _ −RT ． 

 

[ [ ]
[ ]

T

IP

IP

LpLk
LpLk

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−
− [ ] [ ] [ ]( )

[ ] [ ] [ ]( )

T

IPIPIP

IPIPIP

LpLkLkLhLpLk
LpLkLkLhLpLk

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−×−−×−
−×−−×− [ ] [ ]

[ ] [ ]

T

IPIP

IPIP

LpLkLkLh
LpLkLkLh

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−×−−
−×−− ] 

 

)( _ zLkneezR θ = RT _1
1− ． )( _

1
zLheelzR θ−

． ⋅− )( _
1

yLheelyR θ ⋅− )( _
1

xLheelxR θ 1
0 _ −RT ． 

 

knee 旋轉 zLknee_θ 後，其肢節方向就會與 IP 求得的肢節方向 Lk_Lp 同向了。 

之後的肢節同以此法類推。 
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3.8. 雙 Root 的角度互換 

人類是一種靠雙腳來站立的動物，由於人除了在跳起來的情況下，必定有一隻腳是

著地而且固定位置，因此選擇由影像處理所求得的腳部位置較低的那一隻腳當做 Root，
另一隻腳則是其中一個 end-effector。由於當人體在運動的時候，可能會用兩隻腳交替做

為支撐人體的支點。因此我們將人體模型的定義為，以左腳為 Root 的人體模型和以右

腳為 Root 的人體模型是不相同的。 
 
實作流程如下： 

 

圖 3-16 選擇不同 Root 的人體模型流程圖 

 
 
若要記錄不同的人體模型下，各關節的旋轉角度，則需先標記是使用那一個人體模型。 
否則無從知道這組角度是基於那一個人體模型所計算的。 
 

由影像處理得到左右腳跟的 Global 位置座標

比較左右腳跟的 Global 位置座標高低，選擇

位置較低的腳為 Root 的人體模型 

依據所選擇的人體模型，在由影像處理所得

關節點 Global 位置座標計算人體肢節向量做

初解時，需依對應的樹狀架構方向計算(兩個

模型中，一腳到另一腳的肢節方向是相反的)

在這個 Frame 中就一直以所選擇的人體模型

做角度的計算直到達到停止條件 

換到下一個 Frame 
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若不以 IP 為初解，而以上一個 frame 的解為初解。 
則當上一個 frame 與目前 frame 是使用以不同的腳為 root 的人體模型。 
(左右腳高低有變化) 
需將上一個 frame 的解(一組 local 角度θ

v
)，以對應的人體模型利用正向動力學將其表示

在 global 座標系中，再將這個人體的姿勢，換成以另一隻腳為 root 的人體模型之 local
角度θ ′

v
來表示。 

方法如下： 
1. 先以原本的人體模型，求出各 joint 在 global 座標系中的位置。 
依 sec3.1 所定義的方式： 
將第 i 個 joint 表示在 global 座標系中的位置可寫為： 

global
iJ = 0T ． 0R ( 0θ

v
)． 1T ． 1R ( 1θ

v
)．…． iT ． iR ( iθ

v
)．(0,0,0) T  

以此方式求出所有的 joint 在 global 座標系中的位置。 
 
2. 再來就仿照以 IP 為初解的方式，把這些 joint 在 global 座標系中的位置，當做是由 IP
求得的 joint global 位置，並依對應的樹狀架構方向計算肢節向量(兩個模型中，一腳到

另一腳的肢節方向是相反的)，再將以另一腳為 root 的人體模型，旋轉到與這些肢節向

量同向，而這個旋轉所需的各關節點 local 角度，即是要求的 local 角度θ ′
v

。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 29

3.9. 逆向動力學中角度變化的演算法 

定義： 
1. 將某時刻所有關節點的 local angles 表示成一個向量θ

v
 

以這組 local angles 旋轉後的人體模型就表示為：Model(θ
v

) 

2. 以 IP 資訊為初解，這組初解就是一組所有關節點的 local angles： ipθ
v

 

由於每個 frame 都有 IP 資訊為初解，表示為
)(t

ipθ
v

，t=1~m。m 為總 frame 數。 

3. 某 frame t 進行 IK iteration 後，每個 iteration k 都會求得一組新的角度變化量
)(t

kθ
v

Δ ，

k=1~r。r 為 frame t 由初解到達停止條件總共所需的 iteration 數。 

在 frame t 中，令 iteration k 時，原本所有關節點的 local angles 為
)(t

kθ
&v 。 

以 iteration k 時，Model( )(t
kθ
&v )所求得的角度變化量

)(t
kθ
v

Δ 加到
)(t

kθ
&v 中， 

得到 iteration k 的新的 local angles 為
)(t

kθ
v

= )(t
kθ
&v + )(t

kθ
v

Δ 。 

並將
)(t

kθ
v

做為下一個 iteration 的
)(t

kθ
&v 。 

最後經過 r 次 iteration 達到停止條件後，此時的 local angles 就是本 frame t 的解； 

令為 )(t
solθ
v

= )(t
rθ
v

。 

)(t
rθ
v

= )(t
ipθ
v

+∑
=

Δ
r

k

t
k

1

)(θ
v

 

這就是角度變化量的累計。 
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圖 3-17 角度變化之流程圖 

 
演算法： 
For each frame t ( t = 1~m。m 為總 frame 數。) 
{ 

  由 frame t 的 IP 資訊得到一組所有關節點的 local angles 初解：
)(t

ipθ
v

 

  While(未到停止條件) 
  { 

 iteration 1 時，原本所有關節點的 local angles 為
)(

1
tθ&

v
= )(t

ipθ
v

 

    每次 iteration k 時，就以 Model( )(t
kθ
&v )所求得的角度變化量

)(t
kθ
v

Δ 加到
)(t

kθ
&v 中 

    得到 iteration k 的新的 local angles 為
)(t

kθ
v

= )(t
kθ
&v + )(t

kθ
v

Δ 。 

    並將
)(t

kθ
v

做為下一個 iteration 的
)(t

kθ
&v 。 

  } 
  (做了 r 個 iteration 達到停止條件後) 

  輸出此時的
)(t

kθ
v

= )(t
rθ
v

。就是這個 frame t 的逆向動力學解了。解： )(t
solθ
v

= )(t
rθ
v

。 

} 
 
 

IP 求得初解
)(t

ipθ
v

 原本角度
)(t

kθ
&v  

使用 IK 方法估算
)(t

kθ
v

Δ  

新角度
)(t

kθ
v

=
)(t

kθ
&v +

)(t
kθ
v

Δ  

達到停止條件? 

否，繼續 iteration 

將
)(t

kθ
v

做為下個

iteration 的
)(t

kθ
&v  

是，則輸出此時
)(t

kθ
v

。 

做為該 frame 的 IK 解
)(t

solθ
v

。 

並換到下一個 frame 繼續求解。 
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4、 逆向動力學 ( Inverse Kinematics ) 

4.1. Jacobian 定義 
要利用人體的模型中的 Local 角度來使 end-effectors 的位置到達所希望到達的

Target。Local 角度的數量很多，但是 end-effector 比較少；因此這是一個解 non-linear 
system 的問題。因此採取最普遍用來解 non-linear solution 的方法，也就是 Jacobian。先

定義 Jacobian Matrix 如下： 
Jacobian Matrix 定義: 

[ ] mieeee T
iziyixi ,,1,,, K

v == 為共 m(本論文中 m=4)個 end-effector 所希望到達的世界座標系

上的位置。 

[ ]Tnθθθθ ,,, 21 L
v
= 為 root 到 end-efftecor 所經過的所有轉軸要轉到 target 所需轉的角度。 

miFFe niii ,,1),,,,()( 21 KL
vv === θθθθ  

假設 kθ
v

是目前第 k 個 iteration 的θ
v

的近似解，為了求取更好的下一個解 1+kxv ；     

令 θθθ
vvv

dk += ， [ ]Tndddd θθθθ ,,, 21 L
v
=  

則 midxFFe kiii ,,1),()( K
vvvv =+== θθ  

由全微分(total differential)可知 )()()( θθθθ
vvvv

ikiki dFFdF +≈+ ，where 

nxxx dFdFdFdF
n

θθθθθθθ )()()()( 21 21

v
L

vvv
+++=  

midFdFdFFdFe n
n
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∂
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如此即為一個 linear system，其 matrix form 可表示為： 
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，即 )()(' kk FedF θθθ
vvvv

−= ，而令 JF k =)(' θ
v

，J 即為 Jacobian Matrix。 
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而 miFFe niii ,,1),,,,()( 21 KL
vv === θθθθ 這個函數 F 也就是 iev 與θ 的關係就等於是利用

local 角度(θ
v

)求出 end-effector 在 global 座標系上的座標值( iev )的關係。 

 

而由於 miFFe niii ,,1),,,,()( 21 KL
vv === θθθθ ；這個函數 F 也就是 Y 與θ 的關係就等於是

利用 local coordinate 的角度(θ
v

)求出 end-effector 在 global coordinate 的座標值( ev )的關

係；因此在求取 Jacobian Matrix 中的各個偏微分項時，就等於是在求取各個轉軸轉動微

小的角度量，對 end-effector 之 global position 所造成的位移影響。由圖 4.1 我得到以下

結論： 
 
 
 

'ia : 在世界座標系中單位長的旋轉軸 
'ir : 關節點在世界座標系中的位置 

e: end-effector 在世界座標系中的位置 
 
 

)'(')(
ii

j

ki reaF
−×=

∂
∂

θ
θ  

 
 
 
 

將所要偏微分的該轉軸取 unit length，如此一來求 cross product 的時候就只剩下 'ire − 的

部份會影響其 cross product 的長度。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

圖 4-1 Jacobian 示意圖 
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詳細證明： 

 
Assume there are n joints nJJ ~1 , whose unit length axis vectors are naa vv ~1 ，pivot 
positions nrr vv ~1 ，rotation angles nθθ ~1 。( naa vv ~1 、 nrr vv ~1 are represented in WCS) 
Then the end-effectors’ positions in WCS can be represented as a function of nxx ~1  

),,,( 21 nFe θθθ L
v =  
Consider if we change the i-th joint’s rotation angle for ixΔ ，the end-effector will move to a 
new position 'ev ；The arc length from ev to 'ev is l。 
Let ires vvv −=  and sat i

vvv
×=  

Since 1=iav ( naa vv ~1 are unit length axis vectors)， ssasat ii
vvvvvv

=∠⋅⋅= ),(sin 。 

When 0→Δ ix ， l
v ≅Δe (長度相似)and t

t
e
e

v

v

v

v
=

Δ
Δ

(方向相似) 

i
i t

s
s

t
s

te
t
te θ

θ
Δ⋅=

Δ⋅
⋅=⋅=Δ⋅=Δ⇒

v
v

v
v

v
lvv
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te

ii

v
v
=

Δ
Δ

⇒
→Δ θθ 0

lim te

i

v
v
=

∂
∂

⇒
θ

, i.e. )(),,,( 21
ii

i

n reaF vvvL
−×=

∂
∂

θ
θθθ  

 
 
 

iJ
iav

sv

iθΔ

evΔ  

ev

'ev  

t
v

 
l：arc length

圖 4-2 Jacobian 證明示意圖 
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4.2. Least square method (pseudo inverse method) 

目的: Minimize eJ v−Δθ 。 

也就是要 End-effector 最接近 target。 

而要 Minimize eJ v−Δθ 等於是要使 eJ v−Δθ =0， 

也就是要 θΔJ = ev 。 
我們想知道 θΔ 的量， 
但因 θΔ 與 ev 的 Rank 不同，因此不能直接取 inverse， 
而要求其 pseudo inverse： θΔ = ΨJ ev  
而 θΔJ = ev 由矩陣的 normal equation 就可以寫成 eJJJ TT v=Δθ  
由於 JJ T 為 non-singular 所以 invertible 
因此 eJJJ TT v1)( −=Δθ  
又 1111111 )()()()( −−−−−−− ==== TTTTTTTT JJJJJJJJJJJJJ  
所以 eJJJ TT v1)( −=Δθ  
但是此法在接近 Singularity 的時候效果很差，會振盪。 

4.3. Damped least square method 

目的: Minimize 222 θλθ Δ+−Δ eJ v , λ 為 damping constant。 

 

而要 Minimize 222 θλθ Δ+−Δ eJ v  

也就是等同於要 Minimize ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−Δ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
0
e

I
J v

θ
λ

 

又等同於要使 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=Δ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
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e

I
J v

θ
λ

 

而矩陣的 normal equation 就可以寫成 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=Δ⎟⎟

⎠

⎞
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⎛
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⎛
0
e

I
J

I
J

I
J TT v

λ
θ

λλ
 

並可重寫為 eJIJJ TT v=Δ+ θλ )( 2  
由於 IJJ T 2λ+ 為 non-singular 所以 invertible 
因此 eJIJJ TT v12 )( −+=Δ λθ  
又 1111111 )()()()( −−−−−−− ==== TTTTTTTT JJJJJJJJJJJJJ  
所以 eIJJJ TT v12 )( −+=Δ λθ  
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而為了使計算這個 eIJJJ TT v12 )( −+=Δ λθ 更方便 
使用了 Singular Value Decomposition 
先將 J 做 SVD 表示為 TUDVJ =  
又可再進一步寫成 

∑∑
==

==
r

i

T
iii

m

i

T
iii vuvuJ

11
σσ  (The rank of J is equal to the largest value r such that 0≠iσ .) 

再來 J 的 pseudo-inverse 則可寫為 
TUVDJ ΨΨ =  

由於 )( , jidD ΨΨ =  

⎭
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⎧
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因此, ∑
=

−Ψ =
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T
iii uvJ

1

1σ  

TTTTTT UIDDUIUVDUDVIJJ )())(( 222 λλλ +=+=+  
TTTTTT VEUUIDDVDIJJJ =+=+ −− 1212 )()( λλ  

)( , jieE = ,
22, λσ
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i
iie . 

∑
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i

T
ii
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iTT uvIJJJ
1

22
12 )(

λσ
σ

λ  

再來計算 eIJJJ TT v12 )( −+=Δ λθ 就更方便了。 
 
λ ：damping constant 的設定會影響 θΔ 的量； 

由於 iσ 在接近 Singularity 的時候會極小，而造成
1−

iσ 的值很大，使得 θΔ 的量過大。 

因此加入λ 這個 damping constant 來平衡這個不正確的量， 

但λ 如果設定的過小，那也不足以縮小這個不正確的
1−

iσ ； 

又λ 如果設定的過大，那
1−

iσ 的量就會變得很小，使得 θΔ 很小，那就要收斂很久，也

不是一個好方法；因此λ 的設定很重要。 
另外，為了防止 target 距離過遠時，人體模型會伸直造成 Singularity 而產生 jitter 的現象，

為了避免這個問題，希望 target 能近一點，於是改變了 
ev = t

v
(target position) – sv (end-effector position)的設定。而改為 

otherwise
st
stD

Dstifst
e

ii

ii

iiii

i ,

,
{

max

max

−
−

≤−−
=  

maxD 為從 IK iteration 前到目前的 iteration，end-effectors 移動的總量。 
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4.4. Selectively damped least square method 
在上一節中，提到了λ ：damping constant 設定的重要性。 
因此在 Damped Least Square Method 上，針對每一個 Joint 每一個 iteration 都去更新它的

λ ：damping constant 值，以達到更有效的 θΔ 之 Update。 
與 DLS 的方式相同，先計算出目前的 Jacobian Matrix 並對其做 SVD，即 TUDVJ = 。 

將 End-effector 希望的改變量 ev 以 U 的 columns 之線性組合表示， ∑=
i

iiue αv
，where 

eu T
ii
v=α 。 

θΔ 也如同 DLS 的方式表示成 θΔ = eJ vΨ =∑=

r

i
T

iii euv
1

vτ ，再將 eu T
ii
v=α 代入， 

則 θΔ =∑=

r

i iii v
1

τα ， iτ 為 scalar。 

SDLS 的目的是要針對每個 Joint 去計算其 iiuα 對 ev 的影響。因此針對每個 i，去計算 U

的 i-th column 的 Magnitude 的總和 iN =∑ =

k

j iju
1 ,  , where TT

ik
T

ii uuu ),,( ,,1 K= with each 

iju ,
3R∈ 。 

另外，假設 D 的第 i 個對角項不為 0， ijv , 為 V 的第 j 列第 i 行；以及求出對第 j 個 joint

旋轉微小角度時，第 l個 end-effector 相對應的改變 Magnitude 量 jj s θρ ∂∂= /, ll ，那麼

Local angle 做了改變時，對第 l個 end-effector 相對應的移動量就等於是

l,iM = ∑ =

− n

j jiji v
1 ,,

1
lρσ 。可以想像以上這個動作就像是 pseudo-inverse method 作用在

iue =v 時，其 θΔ = iji v ,
1−σ ，可估算其使第 l個 end-effector 移動的距離就是 jiji v ,,

1
lρσ −

。 

進而統計對所有的 end-effectors 的位置改變量 ∑= l l,ii MM 。 

當 iM > iN 時代表 joints 的角度變化使得 end-effectors 的位置朝 target 的反方向行走，太

多的這種情形會造成 Singularity 的發生，因此設定 max)/,1min( γγ ⋅= iii MN ； maxγ 為一個

iteration 中一個 joint 的 angle 最大允許改變量，如此 iγ 就會被控制在 End-effector 希望的

改變量 ev 以 U 的 columns 之線性組合表示， ∑=
i

iiue αv
的最大角度改變量中。 

再令 ),( 1
iiiii vsClampMaxAb γασϕ −= =

iiiii

iiiiiii

vif

vifv

γασγ

γασασ

<

≥
−

−−

1

11

,

,
{  
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最後 ),( maxγϕθ ∑=Δ
i isClampMaxAb =

maxmax

max

,

,
{

γϕγ

γϕϕ

<

≥

∑
∑∑

i i

i ii i

if

if
， 

θΔ 就是本次 iteration 要 Update 的 Local angle 量。 

4.5. 角度更新方式 

 

圖 4-3 角度更新方法 

如圖 4-3，在 iteration k 時，人體模型以( xθ , yθ , zθ )為 initial solution 求解逆向動力學。 

此時會得到一組解( xdθ , ydθ , zdθ )，而這組解的資訊(包含在計算逆向動力學時所要用到

的，每個 Joint 的 global position 與每個轉軸的方向)，都是依據人體模型( xθ , yθ , zθ )所求

出來的。 
而不是逐個角度更新後，以更新後的人體模型再重新計算 θd 。 
 

實際要更新角度的時候，就直接將( xdθ , ydθ , zdθ )加到( xθ , yθ , zθ )上， 

使 iteration k+1 時，人體模型更新為( xx dθθ + , +yθ ydθ , zz dθθ + ) 

 
 
 

( xdθ , ydθ , zdθ ) 

( xθ , yθ , zθ ) 

( xx dθθ + , +yθ ydθ , zθ + zdθ ) 
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4.6. 加入各關節角度限制 
將目前的人體模型的 Local 角度定義在 World Coordinate System 的 Reference 座標系所採

取的 Fixed Angle Rotation Representation 累算後的值； 
而這些 Local 角度卻有可能是人體不可能達到的姿勢， 
因此我們分別對這些 Local 角度設定 Constraints。 
使這些累算後的 Local 角度不要超過某個範圍。 
Constraint 分為上限與下限，分別使得角度不能過大或是過小。 
並在 IK iteration 的時候檢查是否在這些限制中， 
來幫助我們排除逆向動力學的多重解。 
或是檢驗 IP(影像處理)所得到的角度是否有問題。 
 
旋轉軸 Lower Bound Upper Bound 
Lheel-x-rot -30 30 
Lheel-y-rot -10 10 
Lheel-z-rot -30 30 
Lknee-rot 0 120 
Lhip-x-rot -10 80 
Lhip-y-rot -20 20 
Lhip-z-rot -10 80 
Navel-rot -80 0 
Neck-rot -30 10 
Lshoulder-x-rot -20 150 
Lshoulder-y-rot -30 30 
Lshoulder-z-rot -180 20 
Lelbow-rot 0 100 
Rshoulder-x-rot -20 150 
Rshoulder-y-rot -30 30 
Rshoulder-z-rot -20 180 
Relbow-rot 0 100 
Rhip-x-rot -10 80 
Rhip-y-rot -20 20 
Rhip-z-rot -10 80 
Rknee-rot -120 0 

表格 1 各關節自由度角度限制表 



 39

5、 實驗流程與方法 

5.1. 實驗輸入資料 

5.1.1. 立體影像資料 

View1 View2 
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5.1.2. End-Effectors 3D 座標 

由立體影像進行三維座標重建出 End-Effectors 的 3D 座標。 

 

圖 5-1 左腳跟(Lheel)3D 座標圖 

 

 
圖 5-2 左手腕(Lwrist)3D 座標圖 
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圖 5-3 頭部(Head)3D 座標圖 
 

 
圖 5-4 右手腕(Rwrist)3D 座標圖 
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圖 5-5 右腳跟(Rheel)3D 座標圖 
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5.2. 實驗流程 

 

圖 5-6 實驗流程圖 
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IP-Based 的 IK 方法 
For All Frames 
{ 
取得 IP 所求出的 End-effector 位置與各 Joint Vectors； 
以這些 Joint Vectors 求出所有的 Joints 的 Local Angles； 
For All Joints 
{ 
if (Joint 的 Local Angle<physical constraint 的下限值) 
此 Joint 的 Local Angle = physical constraint 的下限值； 
if (Joint 的 Local Angle>physical constraint 的上限值) 
此 Joint 的 Local Angle = physical constraint 的上限值； 

} 
While(總 θΔ <門檻值) 
{ 
以這組 Local angles 套入我們定義的人體肢節長度做 FK，這就是我們的 initial solution； 
以我們的 initial solution 中各 joint 的旋轉軸單位向量 av與各 Joint 到 end-effector 的向量

)( ire vv − ，求取 Jacobian Matrix )(
),,,( 21

ii
i

n rea
F vvvL

−×=
∂

∂
θ

θθθ
； 

再以 IP 所求出的 End-effector 位置為 Target，看目前 initial solution 的狀態下，

end-effector 到 target 的向量為多少估出各 Joints 的 Local Angles 應該再 Update 的 θΔ 有

多少； 
For All Joints 
{ 
 Joint 的 Local Angle Newθ = Local Angle Originalθ + 要 Update 的 θΔ  

if (Joint 的 Local Angle<physical constraint 的下限值) 
此 Joint 的 Local Angle Newθ = Joint Angle Originalθ ； 
if (Joint 的 Local Angle>physical constraint 的上限值) 
此 Joint 的 Local Angle Newθ = Local Angle Originalθ ； 

} 
將 All Joints 的 θΔ 絕對值加起來，計算總 θΔ ； 
} 

} 
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5.3. 停止條件的選擇 

在求解 IK 時，是要經過許多的 iteration 才能夠到達目標解的。 
可以做為求解停止條件的變數有三種： 
1. Position Error 值 

2. ∑
=

Δ
nj

i
j

~1
θ 值 

3. iteration 數 
 
其使用的方式、理由與優劣點如下： 
1. Position Error 值 
Position Error 值 = |End-effectors Position – Target Position| 
也就是以離目標的距離是否小於某個固定的 threshold 做為停止條件。 
因為 IK 的目的就是要使 End-effectors 達到 Target， 
所以此法最為直覺也最常使用，但必須要保證 End-effectors 一定都可以到位才能使用；

因為此法的缺點就是如果其實 End-effectors 根本就到不了 Target；就會永遠無法停止 IK 
iteration。 
 

2. ∑
=

Δ
nj

i
j

~1
θ 值 

令在第 i 個 iteration 的第 j 個 joint 的角度變化量為 i
jθΔ  

在一次 iteration i 中的總角度變化量 = ∑
=

Δ
nj

i
j

~1
θ ，n 為 joints 的總數量(本論文的人體模型

n=21)。 

就是該次 iteration i 中所有 joints 的 local angles jθ 的總變化量， 

由於每次的 IK iteration 中，就是在求取各 local angles jθ 所需要的變化量 i
jθΔ ，Update

在原本的 Model 上；因此當 local angles jθ 沒有變化的時候，即可停止 IK iteration，

∑
=

Δ
nj

i
j

~1
θ 雖不會完全等於 0，但卻會是一個單調的收斂，因此以 local angles jθ 的總變化

量 ∑
=

Δ
nj

i
j

~1
θ 是否小於某個固定的 threshold 做為停止條件是合理的。 

此法的缺點就是不保證 End-effectors 是否到得了 Target。 

但這同時也是他的優點，若是 End-effectors 根本就到不了 Target，也會在 local angles jθ
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沒有變化的時候停止。 
3. iteration 次數 
所有 iteration 演算法的最基本停止條件。 
以 iteration 次數是否到達某個固定值做為停止條件。 
非常直觀，但是是最差的一個方法，既不保證 End-effectors 是否到得了 Target；也不管

Model 的 local angles 是否還有在 Update。 
唯一的好處就是，次數到了就一定會停止，不會做無窮的 iteration。 
 
 
結論是： 
 
1. 以 Position Error 值做為停止條件，看不出內部角度的變化，故這只是必要條件，非

充分條件。 
2. 純看 iteration 數，只是為了不收殮，做不完，並無意義。 

3. 以 ∑
=

Δ
nj

i
j

~1
θ 值做為停止條件，才能充份反映解的變化。 

 
 

在本論文的實驗中，都採用以 ∑
=

Δ
nj

i
j

~1
θ 值<1°為停止條件。由於在 ∑

=

Δ
nj

i
j

~1
θ 值<1°的時候，

在能夠到達 target 的情況下，Position error 值平均已能夠小於 4cm，共有四個

end-effectors，就是平均一個 end-effector 的 position error 已能夠小於 1cm，如此是我們

可以接受的範圍。 
 
 

在以不同λ 值比較 θΔ 的收斂速度的實驗中，由於只需比較速度，於是採用以 ∑
=

Δ
nj

i
j

~1
θ 值

<1°且 position error<3cm 為停止條件，共有四個 end-effectors，就是平均一個 end-effector
的 position error 已能夠小於 0.75cm。並選擇能夠到達 target 的情況來做實驗；如此就可

在 End-effectors 已經到達一定的精確度，且 Model 的 Local Angles 不再 Update 的情況下，

知道所需花的 iteration 次數如何了。 
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6、 實驗數據及結果 

6.1. 比較有無 Constraint 的差異 

由於本論文的實驗主題是人體的模型，因此必須要針對人體的特性做設定，人體的

關節並非是能完全沒有限制的轉動的，因此必須要設定角度的限制，以防止人體模型做

出人體不可能做到的姿勢。若沒有加入角度的限制，逆向動力學只會盲目地將所有的

end-effectors 轉到 target，此時有可能會使一些關節做了做不到的轉動，因此我們比較是

否加入角度的限制，是否會造成一些關節做了做不到的轉動。 
 
同樣以 IP 為初解，分別以有 Constraint 與無 Constraint 的條件下，解決 IK 問題； 
實驗結果如下： 
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With Constraint 

 
Initial Solution 時各關節角度： 
Lheel x-rot    -3.71064 
Lheel y-rot    9.99676 
Lheel z-rot    2.10219 
Lknee -rot    7.59616 
Lhip x-rot     -2.64554 
Lhip y-rot     0.169677 
Lhip z-rot     9.41078 
Navel -rot    -9.54453 
Neck -rot     -21.9621 
Lshouder x-rot 94.9975 
Lshouder y-rot 22.4495 
Lshouder z-rot 0.0834601 
Lelbow -rot   5.02659 
Rshouder x-rot 81.044 
Rshouder y-rot 24.0836 
Rshouder z-rot 36.7118 
Relbow -rot   1.46844 
Rhip x-rot     45.3035 
Rhip y-rot     8.30273 
Rhip z-rot     -6.51617 
Rknee -rot    -0.136216 

Without Constraint 

 

Initial Solution 時各關節角度： 
Lheel x-rot    -3.71064 
Lheel y-rot    9.99676 
Lheel z-rot    2.10219 
Lknee -rot    7.59616 
Lhip x-rot     -2.64554 
Lhip y-rot     0.169677 
Lhip z-rot     9.41078 
Navel -rot    -9.54453 
Neck -rot     -21.9621 
Lshouder x-rot 94.9975 
Lshouder y-rot 22.4495 
Lshouder z-rot 0.0834601 
Lelbow -rot   5.02659 
Rshouder x-rot 81.044 
Rshouder y-rot 24.0836 
Rshouder z-rot 36.7118 
Relbow -rot   1.46844 
Rhip x-rot     45.3035 
Rhip y-rot     8.30273 
Rhip z-rot     -6.51617 
Rknee -rot    -0.136216 
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With Constraint 

 
Iteration 2 時各關節角度： 
Lheel x-rot    -3.94761 
Lheel y-rot    9.54819 
Lheel z-rot    3.19316 
Lknee -rot    7.72035 
Lhip x-rot     -1.94819 
Lhip y-rot     -0.254495 
Lhip z-rot     6.94209 
Navel -rot    -9.54453 
Neck -rot     -19.4003 
Lshouder x-rot 100.831 
Lshouder y-rot 22.1705 
Lshouder z-rot 8.35547 
Lelbow -rot   6.51765 
Rshouder x-rot 75.9141 
Rshouder y-rot 23.632 
Rshouder z-rot 25.9875 
Relbow -rot   1.04869 
Rhip x-rot     48.2932 
Rhip y-rot     8.01682 
Rhip z-rot     -4.5453 
Rknee -rot    -0.136216 

Without Constraint 

 
Iteration 2 時各關節角度： 
Lheel x-rot    -6.10507 
Lheel y-rot    4.5867 
Lheel z-rot    19.0495 
Lknee -rot    5.84271 
Lhip x-rot     -2.35532 
Lhip y-rot     -2.90552 
Lhip z-rot     -20.6855 
Navel -rot    -5.76083 
Neck -rot     -12.6707 
Lshouder x-rot 97.1422 
Lshouder y-rot 20.4664 
Lshouder z-rot 17.9678 
Lelbow -rot   3.04326 
Rshouder x-rot 79.4879 
Rshouder y-rot 22.7489 
Rshouder z-rot 35.4489 
Relbow -rot   0.821393 
Rhip x-rot     45.856 
Rhip y-rot     19.148 
Rhip z-rot     14.0143 
Rknee -rot    7.31749 
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With Constraint 

 
iteration 結束時(26 次)各關節角度： 
Lheel x-rot    -4.27656 
Lheel y-rot    5.5266 
Lheel z-rot    6.92007 
Lknee -rot    6.97237 
Lhip x-rot     -0.698175 
Lhip y-rot     -4.15222 
Lhip z-rot     0.811916 
Navel -rot    -9.15237 
Neck -rot     -26.8961 
Lshouder x-rot 109.724 
Lshouder y-rot 23.39 
Lshouder z-rot 8.69505 
Lelbow -rot   10.6767 
Rshouder x-rot 75.2221 
Rshouder y-rot 25.1748 
Rshouder z-rot 15.0103 
Relbow -rot   3.64517 
Rhip x-rot     51.1499 
Rhip y-rot     7.80681 
Rhip z-rot     -4.70339 
Rknee -rot    -0.00631645 

Without Constraint 

 
iteration 結束時(49 次)各關節角度： 
Lheel x-rot    -2.25702 
Lheel y-rot    5.39286 
Lheel z-rot    13.5174 
Lknee -rot    3.77401 
Lhip x-rot     -3.17852 
Lhip y-rot     -3.84535 
Lhip z-rot     -12.6408 
Navel -rot    -8.05533 
Neck -rot     -22.5365 
Lshouder x-rot 106.761 
Lshouder y-rot 24.7862 
Lshouder z-rot 14.081 
Lelbow -rot   9.7954 
Rshouder x-rot 79.0067 
Rshouder y-rot 26.7199 
Rshouder z-rot 22.2779 
Relbow -rot   5.64652 
Rhip x-rot     47.9481 
Rhip y-rot     20.6887 
Rhip z-rot     8.40203 
Rknee -rot    10.6235 
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實驗結果： 
 
未加入 Constraint 的實驗結果中，有兩個轉軸的角度超過 Constraint 使人體做出超出我

們定義的自由度範圍。 
 
分別是 
1. Rhip y-rot     20.6887 
Lower Bound：-20，Upper Bound：20 
其實幾乎沒有超過限制 
2. Rknee -rot    10.6235 
Lower Bound：-120，Upper Bound：0 
嚴重錯誤! 右膝蓋往上側翻轉。 
 
 
結論： 
 

未設定 Constraint 的話的確會造成人體模型做出人體不可能做出的姿勢。 
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6.2. 比較以 IP 為初解與以上一個 frame 的解為初解的優劣 

認為使用 IP 得到的粗略的各關節點資訊為初解，能夠比以上一個 frame 的解為 
初解更能引導逆向動力學往一個比較正確的方向求解。尤其是在 frame rate 很低，上一

個 frame 的解與這個 frame 差距很大的時候，以 IP 為初解的效果更顯著。 
 
於是取了一組上一個 frame 的解與這個 frame 差距很大的例子，讓這兩組不同的初解去

逼近 target。 
 
實驗結果如下： 
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原本方法： 

 
Initial Solution 時各關節角度： 
 
Lheel x-rot    -12.8624 
Lheel y-rot    -0.583171 
Lheel z-rot    6.33484 
Lknee -rot    4.05769 
Lhip x-rot     12.7079 
Lhip y-rot     4.39689 
Lhip z-rot     4.84631 
Navel -rot    -9.98634 
Neck -rot     -2.05118 
Lshouder x-rot 10.1757 
Lshouder y-rot -29.9595 
Lshouder z-rot -8.08949 
Lelbow -rot   49.7011 
Rshouder x-rot 8.06549 
Rshouder y-rot 23.1751 
Rshouder z-rot 18.8849 
Relbow -rot   25.92 
Rhip x-rot     20.606 
Rhip y-rot     11.0049 
Rhip z-rot     -4.10872 
Rknee -rot    -0.390902 
 
位置誤差： 
LeftWrist  Position Error = 51.0387 
Head       Position Error = 9.74419 
RightWrist Position Error = 45.8481 
RightHeel  Position Error = 52.7801 
Total Position Error = 159.411 

IP 做 Initial Solution： 

 
Initial Solution 時各關節角度： 
 
Lheel x-rot    -1.54662 
Lheel y-rot    9.20609 
Lheel z-rot    6.16833 
Lknee -rot    2.64595 
Lhip x-rot     -4.64455 
Lhip y-rot     -4.91797 
Lhip z-rot     2.40443 
Navel -rot    -3.02843 
Neck -rot     -27.4671 
Lshouder x-rot 129.336 
Lshouder y-rot 13.0242 
Lshouder z-rot 8.68211 
Lelbow -rot   0.0223306 
Rshouder x-rot 88.026 
Rshouder y-rot 17.2408 
Rshouder z-rot 15.5562 
Relbow -rot   4.60507 
Rhip x-rot     70.571 
Rhip y-rot     19.0028 
Rhip z-rot     3.71546 
Rknee -rot    -0.0055452 
 
位置誤差： 
LeftWrist  Position Error = 2.37451 
Head       Position Error = 5.74403 
RightWrist Position Error = 2.81116 
RightHeel  Position Error = 8.30422 
Total Position Error = 19.2339 
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Iteration   No.1 

 
角度變化量： 
 
Lheel x-rot    3.44381 
Lheel y-rot    0.62118 
Lheel z-rot    -1.91145 
Lknee -rot    3.43592 
Lhip x-rot     6.79471 
Lhip y-rot     0.911608 
Lhip z-rot     3.29065 
Navel -rot    0 
Neck -rot     1.54033 
Lshouder x-rot 11.3385 
Lshouder y-rot 0 
Lshouder z-rot -1.50849 
Lelbow -rot   10.1741 
Rshouder x-rot 9.22996 
Rshouder y-rot 0.564776 
Rshouder z-rot 7.3647 
Relbow -rot   5.48392 
Rhip x-rot     8.05164 
Rhip y-rot     -0.625058 
Rhip z-rot     -2.05342 
Rknee -rot    0 
 
Iteration 後的 Error： 
LeftWrist  Position Error = 34.5647 
Head       Position Error = 26.9594 
RightWrist Position Error = 30.0563 
RightHeel  Position Error = 29.2979 
Total Position Error = 120.878 

Iteration   No.1 

 
角度變化量： 
 
Lheel x-rot    -0.332067 
Lheel y-rot    0 
Lheel z-rot    -0.543987 
Lknee -rot    0.369082 
Lhip x-rot     0.896738 
Lhip y-rot     0.99705 
Lhip z-rot     -1.82439 
Navel -rot    0.644493 
Neck -rot     0.187156 
Lshouder x-rot -0.532279 
Lshouder y-rot -0.0812514 
Lshouder z-rot -0.0612277 
Lelbow -rot   0 
Rshouder x-rot 0.144434 
Rshouder y-rot 0.00374821 
Rshouder z-rot 0.299319 
Relbow -rot   0.0621731 
Rhip x-rot     0.139752 
Rhip y-rot     0.0630137 
Rhip z-rot     -2.39379 
Rknee -rot    0 
 
Iteration 後的 Error： 
LeftWrist  Position Error = 2.38809 
Head       Position Error = 2.20685 
RightWrist Position Error = 2.14207 
RightHeel  Position Error = 3.59462 
Total Position Error = 10.3316 
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Iteration   No.2 

 
角度變化量： 
 
Lheel x-rot    -2.23151 
Lheel y-rot    0.53768 
Lheel z-rot    -1.1287 
Lknee -rot    -1.14103 
Lhip x-rot     3.09798 
Lhip y-rot     0.793339 
Lhip z-rot     0.523548 
Navel -rot    0 
Neck -rot     2.43174 
Lshouder x-rot 9.71783 
Lshouder y-rot 0 
Lshouder z-rot -1.87101 
Lelbow -rot   6.08247 
Rshouder x-rot 7.99184 
Rshouder y-rot 1.70735 
Rshouder z-rot 4.89889 
Relbow -rot   4.48883 
Rhip x-rot     6.44846 
Rhip y-rot     -0.723607 
Rhip z-rot     -0.679223 
Rknee -rot    0 
 
Iteration 後的 Error： 
LeftWrist  Position Error = 22.1383 
Head       Position Error = 23.8895 
RightWrist Position Error = 19.0023 
RightHeel  Position Error = 21.0156 
Total Position Error = 86.0457 

Iteration   No.2 

 
角度變化量： 
 
Lheel x-rot    -0.39599 
Lheel y-rot    0.118622 
Lheel z-rot    0.341125 
Lknee -rot    0.0432126 
Lhip x-rot     0.537447 
Lhip y-rot     0.191853 
Lhip z-rot     -0.558392 
Navel -rot    0.367516 
Neck -rot     0.107201 
Lshouder x-rot -0.528455 
Lshouder y-rot -0.0762212 
Lshouder z-rot -0.170826 
Lelbow -rot   0 
Rshouder x-rot 0.046264 
Rshouder y-rot 0.0162505 
Rshouder z-rot -0.0190939 
Relbow -rot   0.0611072 
Rhip x-rot     0.134836 
Rhip y-rot     0.0110969 
Rhip z-rot     -0.984978 
Rknee -rot    0 
 
Iteration 後的 Error： 
LeftWrist  Position Error = 2.48343 
Head       Position Error = 1.84696 
RightWrist Position Error = 2.05734 
RightHeel  Position Error = 1.41781 
Total Position Error = 7.80554 
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Iteration   No.3 

 
角度變化量： 
 
Lheel x-rot    -0.266987 
Lheel y-rot    -0.136543 
Lheel z-rot    -0.49986 
Lknee -rot    -0.765892 
Lhip x-rot     0.619088 
Lhip y-rot     -0.23019 
Lhip z-rot     -0.0686446 
Navel -rot    0 
Neck -rot     0.794619 
Lshouder x-rot 7.02534 
Lshouder y-rot 0 
Lshouder z-rot -1.60779 
Lelbow -rot   3.47309 
Rshouder x-rot 5.78182 
Rshouder y-rot 1.87629 
Rshouder z-rot 2.99329 
Relbow -rot   3.56174 
Rhip x-rot     4.69175 
Rhip y-rot     -0.58838 
Rhip z-rot     -0.727481 
Rknee -rot    0 
 
Iteration 後的 Error： 
LeftWrist  Position Error = 15.2985 
Head       Position Error = 22.5222 
RightWrist Position Error = 12.5412 
RightHeel  Position Error = 16.6103 
Total Position Error = 66.9721 

Iteration   No.3 

 
角度變化量： 
 
Lheel x-rot    -0.287103 
Lheel y-rot    -0.254315 
Lheel z-rot    0.245031 
Lknee -rot    -0.000926229 
Lhip x-rot     0.365533 
Lhip y-rot     -0.203897 
Lhip z-rot     -0.308209 
Navel -rot    0.22949 
Neck -rot     0.0834097 
Lshouder x-rot -0.474158 
Lshouder y-rot -0.0667774 
Lshouder z-rot -0.160493 
Lelbow -rot   0 
Rshouder x-rot -0.0216946 
Rshouder y-rot 0.0096029 
Rshouder z-rot -0.122448 
Relbow -rot   0.0403235 
Rhip x-rot     0.116654 
Rhip y-rot     0.00168476 
Rhip z-rot     -0.483852 
Rknee -rot    0 
 
Iteration 後的 Error： 
LeftWrist  Position Error = 2.27563 
Head       Position Error = 1.68083 
RightWrist Position Error = 1.96487 
RightHeel  Position Error = 0.934999 
Total Position Error = 6.85633 
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Iteration   No.4 

 
角度變化量： 
 
Lheel x-rot    0.332082 
Lheel y-rot    -0.400779 
Lheel z-rot    -0.140335 
Lknee -rot    -0.725043 
Lhip x-rot     -0.561713 
Lhip y-rot     -0.567777 
Lhip z-rot     -0.254972 
Navel -rot    0 
Neck -rot     -0.175501 
Lshouder x-rot 5.19691 
Lshouder y-rot 0 
Lshouder z-rot -1.36847 
Lelbow -rot   2.05624 
Rshouder x-rot 4.20956 
Rshouder y-rot 1.79419 
Rshouder z-rot 1.81066 
Relbow -rot   2.92409 
Rhip x-rot     3.69565 
Rhip y-rot     -0.516055 
Rhip z-rot     -0.759949 
Rknee -rot    0 
 
Iteration 後的 Error： 
LeftWrist  Position Error = 11.5232 
Head       Position Error = 20.7055 
RightWrist Position Error = 8.51053 
RightHeel  Position Error = 14.0444 
Total Position Error = 54.7836 

Iteration   No.4 

 
角度變化量： 
 
Lheel x-rot    -0.217568 
Lheel y-rot    -0.280301 
Lheel z-rot    0.222821 
Lknee -rot    -0.0109191 
Lhip x-rot     0.276999 
Lhip y-rot     -0.239944 
Lhip z-rot     -0.248775 
Navel -rot    0.16742 
Neck -rot     0.0900001 
Lshouder x-rot -0.407434 
Lshouder y-rot -0.0550601 
Lshouder z-rot -0.174632 
Lelbow -rot   0 
Rshouder x-rot -0.05302 
Rshouder y-rot 0.00803783 
Rshouder z-rot -0.180983 
Relbow -rot   0.0312902 
Rhip x-rot     0.0943268 
Rhip y-rot     -0.000583632 
Rhip z-rot     -0.349017 
Rknee -rot    0 
 
Iteration 後的 Error： 
LeftWrist  Position Error = 2.05501 
Head       Position Error = 1.56947 
RightWrist Position Error = 1.84836 
RightHeel  Position Error = 0.715575 
Total Position Error = 6.18841 
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Iteration   No.5 

 
角度變化量： 
 
Lheel x-rot    0.605863 
Lheel y-rot    -0.515251 
Lheel z-rot    0.00468029 
Lknee -rot    -0.642577 
Lhip x-rot     -1.07571 
Lhip y-rot     -0.692979 
Lhip z-rot     -0.299319 
Navel -rot    0 
Neck -rot     -0.686365 
Lshouder x-rot 4.02841 
Lshouder y-rot 0 
Lshouder z-rot -1.21002 
Lelbow -rot   1.29433 
Rshouder x-rot 3.10458 
Rshouder y-rot 0 
Rshouder z-rot 1.08902 
Relbow -rot   2.45628 
Rhip x-rot     3.04987 
Rhip y-rot     -0.470442 
Rhip z-rot     -0.741485 
Rknee -rot    0 
 
Iteration 後的 Error： 
LeftWrist  Position Error = 9.3335 
Head       Position Error = 18.8073 
RightWrist Position Error = 6.67358 
RightHeel  Position Error = 12.2024 
Total Position Error = 47.0168 

Iteration   No.5 

 
角度變化量： 
 
Lheel x-rot    -0.173859 
Lheel y-rot    -0.258671 
Lheel z-rot    0.196668 
Lknee -rot    -0.0133389 
Lhip x-rot     0.22383 
Lhip y-rot     -0.225024 
Lhip z-rot     -0.225969 
Navel -rot    0.131443 
Neck -rot     0.0967008 
Lshouder x-rot -0.347644 
Lshouder y-rot -0.0448695 
Lshouder z-rot -0.183439 
Lelbow -rot   0 
Rshouder x-rot -0.0613108 
Rshouder y-rot 0.00934922 
Rshouder z-rot -0.209268 
Relbow -rot   0.0296903 
Rhip x-rot     0.0785884 
Rhip y-rot     -0.00159838 
Rhip z-rot     -0.288466 
Rknee -rot    0 
 
Iteration 後的 Error： 
LeftWrist  Position Error = 1.86022 
Head       Position Error = 1.47943 
RightWrist Position Error = 1.73228 
RightHeel  Position Error = 0.573228 
Total Position Error = 5.64515 
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Iteration   No.8 

 
角度變化量： 
 
Lheel x-rot    0.666916 
Lheel y-rot    -0.311475 
Lheel z-rot    0.186015 
Lknee -rot    -0.450624 
Lhip x-rot     -1.28473 
Lhip y-rot     -0.468564 
Lhip z-rot     -0.355663 
Navel -rot    0 
Neck -rot     -0.896372 
Lshouder x-rot 2.33213 
Lshouder y-rot 0 
Lshouder z-rot -0.815586 
Lelbow -rot   0.422461 
Rshouder x-rot 1.51622 
Rshouder y-rot 0 
Rshouder z-rot -0.0925186 
Relbow -rot   1.81514 
Rhip x-rot     1.9355 
Rhip y-rot     -0.347517 
Rhip z-rot     0 
Rknee -rot    0 
 
Iteration 後的 Error： 
LeftWrist  Position Error = 6.29158 
Head       Position Error = 13.5139 
RightWrist Position Error = 4.39583 
RightHeel  Position Error = 8.55529 
Total Position Error = 32.7566 

Iteration   No.8 

 
角度變化量： 
 
Lheel x-rot    -0.102103 
Lheel y-rot    -0.190944 
Lheel z-rot    0.133936 
Lknee -rot    -0.0145028 
Lhip x-rot     0.137631 
Lhip y-rot     -0.169919 
Lhip z-rot     -0.174693 
Navel -rot    0.0715338 
Neck -rot     0.0955559 
Lshouder x-rot -0.218295 
Lshouder y-rot -0.0242559 
Lshouder z-rot -0.181458 
Lelbow -rot   0 
Rshouder x-rot -0.0383825 
Rshouder y-rot 0.016765 
Rshouder z-rot -0.215992 
Relbow -rot   0.0386279 
Rhip x-rot     0.0553607 
Rhip y-rot     -0.00282875 
Rhip z-rot     -0.201816 
Rknee -rot    0 
 
Iteration 後的 Error： 
LeftWrist  Position Error = 1.41099 
Head       Position Error = 1.2786 
RightWrist Position Error = 1.42631 
RightHeel  Position Error = 0.328519 
Total Position Error = 4.44442 
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Iteration   No.13 

 
角度變化量： 
 
Lheel x-rot    0.424951 
Lheel y-rot    -0.132302 
Lheel z-rot    0.163213 
Lknee -rot    -0.249479 
Lhip x-rot     -0.857566 
Lhip y-rot     -0.244292 
Lhip z-rot     -0.34394 
Navel -rot    0 
Neck -rot     -0.465234 
Lshouder x-rot 1.23712 
Lshouder y-rot 0 
Lshouder z-rot -0.45409 
Lelbow -rot   -0.0105983 
Rshouder x-rot 0.726674 
Rshouder y-rot 0 
Rshouder z-rot -0.291327 
Relbow -rot   1.10467 
Rhip x-rot     1.05088 
Rhip y-rot     -0.192275 
Rhip z-rot     0 
Rknee -rot    0 
 
Iteration 後的 Error： 
LeftWrist  Position Error = 4.2013 
Head       Position Error = 7.59228 
RightWrist Position Error = 2.68511 
RightHeel  Position Error = 5.15282 
Total Position Error = 19.6315 

Iteration   No.13 

 
角度變化量： 
 
Lheel x-rot    -0.0477366 
Lheel y-rot    -0.123057 
Lheel z-rot    0.07478 
Lknee -rot    -0.0137638 
Lhip x-rot     0.0724559 
Lhip y-rot     -0.112633 
Lhip z-rot     -0.107321 
Navel -rot    0.0242665 
Neck -rot     0.0720569 
Lshouder x-rot -0.103274 
Lshouder y-rot -0.00858616 
Lshouder z-rot -0.146695 
Lelbow -rot   0 
Rshouder x-rot 0.00163217 
Rshouder y-rot 0.021179 
Rshouder z-rot -0.167972 
Relbow -rot   0.0470786 
Rhip x-rot     0.0418492 
Rhip y-rot     -0.00342875 
Rhip z-rot     -0.139103 
Rknee -rot    0 
 
Iteration 後的 Error： 
LeftWrist  Position Error = 0.920239 
Head       Position Error = 1.09497 
RightWrist Position Error = 1.06348 
RightHeel  Position Error = 0.18831 
Total Position Error = 3.267 
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Iteration   No.17 

 
角度變化量： 
 
Lheel x-rot    0.281427 
Lheel y-rot    -0.0850479 
Lheel z-rot    0.137481 
Lknee -rot    -0.16224 
Lhip x-rot     -0.582929 
Lhip y-rot     -0.158486 
Lhip z-rot     -0.27337 
Navel -rot    0 
Neck -rot     -0.214994 
Lshouder x-rot 0.782488 
Lshouder y-rot 0 
Lshouder z-rot -0.290875 
Lelbow -rot   -0.121572 
Rshouder x-rot 0.467313 
Rshouder y-rot 0 
Rshouder z-rot -0.168474 
Relbow -rot   0.685977 
Rhip x-rot     0.682464 
Rhip y-rot     -0.127287 
Rhip z-rot     0 
Rknee -rot    0.373779 
 
Iteration 後的 Error： 
LeftWrist  Position Error = 3.13355 
Head       Position Error = 4.91492 
RightWrist Position Error = 1.61427 
RightHeel  Position Error = 3.4776 
Total Position Error = 13.1403 

Iteration   No.17 

 
角度變化量： 
 
Lheel x-rot    -0.0269606 
Lheel y-rot    -0.0895507 
Lheel z-rot    0.0480489 
Lknee -rot    -0.0125575 
Lhip x-rot     0.0470134 
Lhip y-rot     -0.0833801 
Lhip z-rot     -0.0707384 
Navel -rot    0.00816345 
Neck -rot     0.0561584 
Lshouder x-rot -0.0546906 
Lshouder y-rot -0.00321115 
Lshouder z-rot -0.118482 
Lelbow -rot   0 
Rshouder x-rot 0.0130837 
Rshouder y-rot 0.0192942 
Rshouder z-rot -0.131688 
Relbow -rot   0.0443873 
Rhip x-rot     0.0350287 
Rhip y-rot     -0.00345243 
Rhip z-rot     -0.109869 
Rknee -rot    0 
 
Iteration 後的 Error： 
LeftWrist  Position Error = 0.654775 
Head       Position Error = 1.02182 
RightWrist Position Error = 0.865641 
RightHeel  Position Error = 0.155281 
Total Position Error = 2.69752 
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修正後：(iteration 36 次) 

 
最後結果各關節角度： 
 
Lheel x-rot    -3.11572 
Lheel y-rot    -3.76433 
Lheel z-rot    5.86796 
Lknee -rot    0.026287 
Lhip x-rot     4.19132 
Lhip y-rot     -0.652905 
Lhip z-rot     1.54559 
Navel -rot    -9.98634 
Neck -rot     -5.23197 
Lshouder x-rot 73.4802 
Lshouder y-rot -29.9595 
Lshouder z-rot -24.0625 
Lelbow -rot   72.6659 
Rshouder x-rot 55.7393 
Rshouder y-rot 29.9671 
Rshouder z-rot 33.7497 
Relbow -rot   66.2338 
Rhip x-rot     68.792 
Rhip y-rot     4.04939 
Rhip z-rot     -9.99676 
Rknee -rot    -0.0171234 
 
修正後位置 Error： 
LeftWrist  Position Error = 0.993925 
Head       Position Error = 1.95037 
RightWrist Position Error = 0.61613 
RightHeel  Position Error = 0.744732 
Total Position Error = 4.30516 

修正後：(iteration 17 次) 

 
最後結果各關節角度： 
 
Lheel x-rot    -3.78288 
Lheel y-rot    6.7569 
Lheel z-rot    7.79291 
Lknee -rot    2.86704 
Lhip x-rot     -1.16762 
Lhip y-rot     -5.99823 
Lhip z-rot     -2.32991 
Navel -rot    -0.971196 
Neck -rot     -25.9552 
Lshouder x-rot 125.279  
Lshouder y-rot 12.5213 
Lshouder z-rot 6.056 
Lelbow -rot   0.00223581 
Rshouder x-rot 87.9161 
Rshouder y-rot 17.5131 
Rshouder z-rot 13.1468 
Relbow -rot   5.34377 
Rhip x-rot     71.7007 
Rhip y-rot     19.0387 
Rhip z-rot     -2.74211 
Rknee -rot    -0.0055452 
 
修正後位置 Error： 
LeftWrist  Position Error = 0.654775 
Head       Position Error = 1.02182 
RightWrist Position Error = 0.865641 
RightHeel  Position Error = 0.155281 
Total Position Error = 2.69752 
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頭部位置誤差收斂比較圖 

(藍色實線：原本方法；綠色虛線：以 IP 做初解) 
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左手腕位置誤差收斂比較圖 

 
右手腕位置誤差收斂比較圖 

(藍色實線：原本方法；綠色虛線：以 IP 做初解) 
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右腳跟位置誤差收斂比較圖 

 

End-Effectors 總和位置誤差收斂比較圖 

(藍色實線：原本方法；綠色虛線：以 IP 做初解) 
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原本方法的 θΔ 收斂情形： 

 
IP 方法的 θΔ 收斂情形： 
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原本方法的θ 收斂情形： 

 
IP 方法的θ 收斂情形： 
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View 1 Data Image 
 
 
 

 
View 2 Data Image 
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實驗結果： 
 
原本方法以上一個 frame 為初解不僅耗時，且 IK iteration 完成後，對照真實拍攝照片結

果，左右肩膀、左右手肘的部份姿勢不正確。 
以 IP 為初解速度就較快；且對照真實拍攝照片結果，姿勢正確。 
 
 
結果分析： 
 
原本方法 IP 做初解的方法 
Initial Solution End-effectors 距離 Target
較遠 
 

Initial Solution End-effectors 距 離

Target 較遠 

Initial Solution Local Angle 較不接近真實

 
Initial Solution Local Angle 接近真實

IK iteration 所需次數較多 
 

IK iteration 所需次數較少 

End-Effectors 到達 Target 速度較慢 
 

End-Effectors 到達 Target 速度較快 

θ 收斂情形較慢 
 

θ 收斂情形較快 

θΔ 收斂情形較慢 
 

θΔ 收斂情形較快 

最後結果雖然到達 Target，但卻不貼近真

實 
最後結果到達 Target 且貼近真實 
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6.3. 比較 CCD 與 SDLS 的差異 

為了要了解 cyclic coordinate decent 與 selectively damped least square 的差別，分別

使用 CCD 與 SDLS 的方法做單一 End-effector 右腳跟 IK iteration 比較。 

停止條件為 Position Error <0.6cm 且 ∑
=

Δ
nj

i
j

~1
θ 值<1°。 

 
 
實驗結果如下： 
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CCD Method： 
 

 
Initial Solution 時各關節角度： 
 
Lheel x-rot    0 
Lheel y-rot    0 
Lheel z-rot    0 
Lknee -rot    0 
Lhip x-rot     0 
Lhip y-rot     0 
Lhip z-rot     0 
Rhip x-rot     0 
Rhip y-rot     0 
Rhip z-rot     0 
Rknee -rot    0 
 
位置誤差： 
RightHeel  Position Error = 33.6008 
 

Selectively Damped Least Square： 
 

 
Initial Solution 時各關節角度： 
 
Lheel x-rot    0 
Lheel y-rot    0 
Lheel z-rot    0 
Lknee -rot    0 
Lhip x-rot     0 
Lhip y-rot     0 
Lhip z-rot     0 
Rhip x-rot     0 
Rhip y-rot     0 
Rhip z-rot     0 
Rknee -rot    0 
 
位置誤差： 
RightHeel  Position Error = 33.6008 
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Iteration   No.1 
 

 
 
角度變化量： 
Rknee -rot    0 
 
位置誤差： 
RightHeel  Position Error = 33.6008 
 

Iteration   No.1 
 

 

 
角度變化量： 
Lheel x-rot    -14.2177 
Lheel y-rot    3.41823 
Lheel z-rot    7.3766 
Lknee -rot    0 
Lhip x-rot     7.6152 
Lhip y-rot     3.41823 
Lhip z-rot     1.51589 
Rhip x-rot     4.68349 
Rhip y-rot     0 
Rhip z-rot     -5.61221 
Rknee -rot    0 
 
位置誤差： 
RightHeel  Position Error = 18.9769 
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Iteration   No.2 
 

 
 
角度變化量： 
Rhip z-rot     -9.92442 
 
位置誤差： 
RightHeel  Position Error = 31.6372 
 

Iteration   No.2 
 

 
 
角度變化量： 
Lheel x-rot    -1.239 
Lheel y-rot    0.322862 
Lheel z-rot    -1.33463 
Lknee -rot    0.564701 
Lhip x-rot     2.26187 
Lhip y-rot     1.02587 
Lhip z-rot     4.25902 
Rhip x-rot     1.55885 
Rhip y-rot     -0.153182 
Rhip z-rot     -2.95923 
Rknee -rot    0 
 
位置誤差： 
RightHeel  Position Error = 16.1243 
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Iteration   No.3 
 

 
 
角度變化量： 
Rhip y-rot     -9.41879 
 
位置誤差： 
RightHeel  Position Error = 29.7241 
 

Iteration   No.3 
 

 

 
角度變化量： 
Lheel x-rot    0.603826 
Lheel y-rot    0.24521 
Lheel z-rot    -0.72576 
Lknee -rot    0.514231 
Lhip x-rot     0.602323 
Lhip y-rot     0.557451 
Lhip z-rot     2.17884 
Rhip x-rot     0.922247 
Rhip y-rot     -0.138064 
Rhip z-rot     0 
Rknee -rot    0 
 
位置誤差： 
RightHeel  Position Error = 15.287 
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Iteration   No.4 
 

 
 
角度變化量： 
Rhip x-rot     23.7023 
 
位置誤差： 
RightHeel  Position Error = 8.75207 
 

Iteration   No.4 
 

 
 
角度變化量： 
Lheel x-rot    0.840829 
Lheel y-rot    0.282551 
Lheel z-rot    -0.222619 
Lknee -rot    0.161997 
Lhip x-rot     -0.169768 
Lhip y-rot     0.336034 
Lhip z-rot     0.663801 
Rhip x-rot     0.771976 
Rhip y-rot     -0.114476 
Rhip z-rot     0 
Rknee -rot    0 
 
位置誤差： 
RightHeel  Position Error = 14.8045 
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Iteration   No.5 
 

 
 
角度變化量： 
Lhip z-rot     4.30858 
 
位置誤差： 
RightHeel  Position Error = 8.12779 
 

Iteration   No.5 
 

 
 
角度變化量： 
Lheel x-rot    0.99132 
Lheel y-rot    0.285791 
Lheel z-rot    -0.0933667 
Lknee -rot    0.0428345 
Lhip x-rot     -0.564178 
Lhip y-rot     0.231641 
Lhip z-rot     0.119211 
Rhip x-rot     0.755768 
Rhip y-rot     -0.111394 
Rhip z-rot     0 
Rknee -rot    0 
 
位置誤差： 
RightHeel  Position Error = 14.2786 
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Iteration   No.6 
 

 
 
角度變化量： 
Lhip y-rot     -0.0486329 
 
位置誤差： 
RightHeel  Position Error = 8.04854 
 

Iteration   No.6 
 

 
 
角度變化量： 
Lheel x-rot    1.04266 
Lheel y-rot    0.249066 
Lheel z-rot    -0.0561243 
Lknee -rot    0.0366933 
Lhip x-rot     -0.659456 
Lhip y-rot     0.150806 
Lhip z-rot     -0.105872 
Rhip x-rot     0.757727 
Rhip y-rot     -0.111233 
Rhip z-rot     0 
Rknee -rot    0 
 
位置誤差： 
RightHeel  Position Error = 13.7037 
 



 78

Iteration   No.7 
 

 

 
角度變化量： 
Lhip x-rot     -4.18778 
 
位置誤差： 
RightHeel  Position Error = 8.01972 
 

Iteration   No.7 
 

 
 
角度變化量： 
Lheel x-rot    1.02434 
Lheel y-rot    0.199306 
Lheel z-rot    -0.0509009 
Lknee -rot    0.0420619 
Lhip x-rot     -0.653654 
Lhip y-rot     0.0889665 
Lhip z-rot     -0.190526 
Rhip x-rot     0.756258 
Rhip y-rot     -0.110686 
Rhip z-rot     0 
Rknee -rot    0 
 
位置誤差： 
RightHeel  Position Error = 13.1278 
 



 79

Iteration   No.8 
 

 
 
角度變化量： 
Lknee -rot    4.87742 
 
位置誤差： 
RightHeel  Position Error = 6.95053 
 

Iteration   No.8 
 

 
 
角度變化量： 
Lheel x-rot    0.979504 
Lheel y-rot    0.147531 
Lheel z-rot    -0.0557757 
Lknee -rot    0.0469089 
Lhip x-rot     -0.614823 
Lhip y-rot     0.0385627 
Lhip z-rot     -0.212783 
Rhip x-rot     0.743622 
Rhip y-rot     -0.108551 
Rhip z-rot     0 
Rknee -rot    0 
 
位置誤差： 
RightHeel  Position Error = 12.5741 
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Iteration   No.11 
 

 
 
角度變化量： 
Lheel x-rot    9.55858 
 
位置誤差： 
RightHeel  Position Error = 2.11822 
 

Iteration   No.11 
 

 
 
角度變化量： 
Lheel x-rot    0.82358 
Lheel y-rot    0.0196092 
Lheel z-rot    -0.0661409 
Lknee -rot    0.0469312 
Lhip x-rot     -0.483446 
Lhip y-rot     -0.067093 
Lhip z-rot     -0.177164 
Rhip x-rot     0.658458 
Rhip y-rot     -0.0953614 
Rhip z-rot     -1.40849 
Rknee -rot    0 
 
位置誤差： 
RightHeel  Position Error = 10.7051 
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Iteration   No.15 
 

 

 
角度變化量： 
Rhip x-rot     0.42321 
 
位置誤差： 
RightHeel  Position Error = 1.96375 
 

Iteration   No.133 
 

 
 
角度變化量： 
Lheel x-rot    -0.000651478 
Lheel y-rot    -0.00806797 
Lheel z-rot    0.00472887 
Lknee -rot    0 
Lhip x-rot     0 
Lhip y-rot     -0.00708367 
Lhip z-rot     -0.0038579 
Rhip x-rot     0.0408976 
Rhip y-rot     -0.0203935 
Rhip z-rot     0 
Rknee -rot    -0.0907866 
 
位置誤差： 
RightHeel  Position Error = 4.81533 
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Iteration   No.16 
 

 
 
角度變化量： 
Lhip z-rot     -1.21647 
 
位置誤差： 
RightHeel  Position Error = 0.887057 
 

Iteration   No.225 
 

 

 
角度變化量： 
Lheel x-rot    -0.0134826 
Lheel y-rot    0.00197068 
Lheel z-rot    -0.00972108 
Lknee -rot    0 
Lhip x-rot     0 
Lhip y-rot     0.00104673 
Lhip z-rot     0.0146198 
Rhip x-rot     0.14414 
Rhip y-rot     0 
Rhip z-rot     0 
Rknee -rot    -0.311015 
 
位置誤差： 
RightHeel  Position Error = 3.12473 
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IK iteration 完成後：(25 次) 
 

 
 
Lheel x-rot    10.2497 
Lheel y-rot    -0.00693399 
Lheel z-rot    3.24742 
Lknee -rot    5.01156 
Lhip x-rot     -4.39744 
Lhip y-rot     -0.107036 
Lhip z-rot     3.1022 
Rhip x-rot     24.309 
Rhip y-rot     -9.44547 
Rhip z-rot     -9.92442 
Rknee -rot    0 
 
RightHeel  Position Error = 0.577684 
 

IK iteration 完成後：(341 次) 
 

 
 
Lheel x-rot    0.794662 
Lheel y-rot    -0.476253 
Lheel z-rot    5.0969 
Lknee -rot    0.289229 
Lhip x-rot     -6.71698 
Lhip y-rot     -0.406957 
Lhip z-rot     6.34895 
Rhip x-rot     52.6863 
Rhip y-rot     4.79646 
Rhip z-rot     -2.04797 
Rknee -rot    41.4306 
 
RightHeel  Position Error = 0.310719 
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實際立體影像： 
 
 
 

    
View1       View2 
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(a1) CCD Method     

 
   (橫軸為 iteration，縱軸為右腳跟的 position error) 
(a2) SDLS Method 

 
(橫軸為 iteration，縱軸為右腳跟的 position error) 

 

右腳跟位置誤差收斂比較圖 
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CCD Method 的 θΔ 收斂情形： 

 
(橫軸為 iteration，縱軸為各 joint 的 θΔ 值) 

SDLS Method 的 θΔ 收斂情形： 

 
(橫軸為 iteration，縱軸為各 joint 的 θΔ 值) 
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CCD Method 的θ 收斂情形： 

 
(橫軸為 iteration，縱軸為各 joint 的θ 值) 

SDLS Method 的θ 收斂情形： 

 
(橫軸為 iteration，縱軸為各 joint 的θ 值) 
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實驗結果： 
 
SDLS 所需的 iteration 多很多，是由於右膝蓋的 constraint。 
SDLS 最後雖然仍然能夠修正到正確的姿勢。 
但仍會因為右膝蓋的 constraint 需花較多的 iteration 修正。 
 
 
CCD Method SDLS Method 
IK iteration 所需次數較少 
 

IK iteration 所需次數較多 

End-Effectors 到達 Target 速度較快 
 

End-Effectors 到達 Target 速度較慢

θ 的單次的變化較大 
 

θ 的單次的變化較小 
 

θΔ 收斂情形較快 
 

θΔ 收斂情形較慢 

最後結果雖然到達 Target，但卻不貼近真實

 
最後結果到達 Target 且貼近真實 
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6.4. 同以 IP 為初解，比較 DLS 與 SDLS 的差異 

為了要了解 damped least square 與 selectively damped least square 的差別，因此同以

IP 為初解，分別使用 DLS 與 SDLS 的方法做 IK iteration。 
 
實驗結果如下： 
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Selective Damped Least Square： 

 
Initial Solution 時各關節角度： 
 
Lheel x-rot    -1.54662 
Lheel y-rot    9.20609 
Lheel z-rot    6.16833 
Lknee -rot    2.64595 
Lhip x-rot     -4.64455 
Lhip y-rot     -4.91797 
Lhip z-rot     2.40443 
Navel -rot    -3.02843 
Neck -rot     -27.4671 
Lshouder x-rot 129.336 
Lshouder y-rot 13.0242 
Lshouder z-rot 8.68211 
Lelbow -rot   0.0223306 
Rshouder x-rot 88.026 
Rshouder y-rot 17.2408 
Rshouder z-rot 15.5562 
Relbow -rot   4.60507 
Rhip x-rot     70.571 
Rhip y-rot     19.0028 
Rhip z-rot     3.71546 
Rknee -rot    -0.0055452 
 
位置誤差： 
LeftWrist  Position Error = 2.37451 
Head       Position Error = 5.74403 
RightWrist Position Error = 2.81116 
RightHeel  Position Error = 8.30422 
Total Position Error = 19.2339 

Damped Least Square： 

 
Initial Solution 時各關節角度： 
 
Lheel x-rot    -1.54662 
Lheel y-rot    9.20609 
Lheel z-rot    6.16833 
Lknee -rot    2.64595 
Lhip x-rot     -4.64455 
Lhip y-rot     -4.91797 
Lhip z-rot     2.40443 
Navel -rot    -3.02843 
Neck -rot     -27.4671 
Lshouder x-rot 129.336 
Lshouder y-rot 13.0242 
Lshouder z-rot 8.68211 
Lelbow -rot   0.0223306 
Rshouder x-rot 88.026 
Rshouder y-rot 17.2408 
Rshouder z-rot 15.5562 
Relbow -rot   4.60507 
Rhip x-rot     70.571 
Rhip y-rot     19.0028 
Rhip z-rot     3.71546 
Rknee -rot    -0.0055452 
 
位置誤差： 
LeftWrist  Position Error = 2.37451 
Head       Position Error = 5.74403 
RightWrist Position Error = 2.81116 
RightHeel  Position Error = 8.30422 
Total Position Error = 19.2339 
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Iteration   No.1 

 
角度變化量： 
 
Lheel x-rot    -0.865957 
Lheel y-rot    0.492133 
Lheel z-rot    0.689416 
Lknee -rot    0.116895 
Lhip x-rot     1.17362 
Lhip y-rot     0.586004 
Lhip z-rot     0.027123 
Navel -rot    1.30104 
Neck -rot     0.374008 
Lshouder x-rot -0.427835 
Lshouder y-rot -0.0507532 
Lshouder z-rot -0.479033 
Lelbow -rot   3.10601e-018 
Rshouder x-rot 0.314963 
Rshouder y-rot 0.0158025 
Rshouder z-rot 0.569135 
Relbow -rot   0.0967705 
Rhip x-rot     -0.123619 
Rhip y-rot     0.00499919 
Rhip z-rot     -0.827953 
Rknee -rot    0 
 
Iteration 後的 Error： 
LeftWrist  Position Error = 2.75829 
Head       Position Error = 2.37155 
RightWrist Position Error = 2.21502 
RightHeel  Position Error = 2.13941 
Total Position Error = 9.48426 

Iteration   No.1 

 
角度變化量： 
 
Lheel x-rot    -0.332067 
Lheel y-rot    0 
Lheel z-rot    -0.543987 
Lknee -rot    0.369082 
Lhip x-rot     0.896738 
Lhip y-rot     0.99705 
Lhip z-rot     -1.82439 
Navel -rot    0.644493 
Neck -rot     0.187156 
Lshouder x-rot -0.532279 
Lshouder y-rot -0.0812514 
Lshouder z-rot -0.0612277 
Lelbow -rot   0 
Rshouder x-rot 0.144434 
Rshouder y-rot 0.00374821 
Rshouder z-rot 0.299319 
Relbow -rot   0.0621731 
Rhip x-rot     0.139752 
Rhip y-rot     0.0630137 
Rhip z-rot     -2.39379 
Rknee -rot    0 
 
Iteration 後的 Error： 
LeftWrist  Position Error = 2.38809 
Head       Position Error = 2.20685 
RightWrist Position Error = 2.14207 
RightHeel  Position Error = 3.59462 
Total Position Error = 10.3316 
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Iteration   No.2 

 
角度變化量： 
 
Lheel x-rot    -0.633606 
Lheel y-rot    -0.114958 
Lheel z-rot    0.303056 
Lknee -rot    -0.0295282 
Lhip x-rot     0.646432 
Lhip y-rot     -0.0389425 
Lhip z-rot     -0.0522016 
Navel -rot    0.679171 
Neck -rot     0.187071 
Lshouder x-rot -0.537025 
Lshouder y-rot -0.0718573 
Lshouder z-rot -0.258374 
Lelbow -rot   2.48481e-017 
Rshouder x-rot 0.0835114 
Rshouder y-rot -0.0141025 
Rshouder z-rot 0.294645 
Relbow -rot   0.01897 
Rhip x-rot     -0.034664 
Rhip y-rot     0.00210709 
Rhip z-rot     -0.454104 
Rknee -rot    0 
 
Iteration 後的 Error： 
LeftWrist  Position Error = 2.60359 
Head       Position Error = 1.88747 
RightWrist Position Error = 2.14104 
RightHeel  Position Error = 1.07848 
Total Position Error = 7.71058 

Iteration   No.2 

 
角度變化量： 
 
Lheel x-rot    -0.39599 
Lheel y-rot    0.118622 
Lheel z-rot    0.341125 
Lknee -rot    0.0432126 
Lhip x-rot     0.537447 
Lhip y-rot     0.191853 
Lhip z-rot     -0.558392 
Navel -rot    0.367516 
Neck -rot     0.107201 
Lshouder x-rot -0.528455 
Lshouder y-rot -0.0762212 
Lshouder z-rot -0.170826 
Lelbow -rot   0 
Rshouder x-rot 0.046264 
Rshouder y-rot 0.0162505 
Rshouder z-rot -0.0190939 
Relbow -rot   0.0611072 
Rhip x-rot     0.134836 
Rhip y-rot     0.0110969 
Rhip z-rot     -0.984978 
Rknee -rot    0 
 
Iteration 後的 Error： 
LeftWrist  Position Error = 2.48343 
Head       Position Error = 1.84696 
RightWrist Position Error = 2.05734 
RightHeel  Position Error = 1.41781 
Total Position Error = 7.80554 
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Iteration   No.3 

 
角度變化量： 
 
Lheel x-rot    -0.28023 
Lheel y-rot    -0.284875 
Lheel z-rot    0.207735 
Lknee -rot    -0.037033 
Lhip x-rot     0.299277 
Lhip y-rot     -0.243053 
Lhip z-rot     -0.111674 
Navel -rot    0.270962 
Neck -rot     0.214569 
Lshouder x-rot -0.547212 
Lshouder y-rot -0.0761672 
Lshouder z-rot -0.103018 
Lelbow -rot   0 
Rshouder x-rot -0.0276229 
Rshouder y-rot -0.0123013 
Rshouder z-rot 0.0322107 
Relbow -rot   0.000612739 
Rhip x-rot     0.0225875 
Rhip y-rot     0.00156348 
Rhip z-rot     -0.405163 
Rknee -rot    0 
 
Iteration 後的 Error： 
LeftWrist  Position Error = 2.33823 
Head       Position Error = 1.6847 
RightWrist Position Error = 2.07555 
RightHeel  Position Error = 0.822963 
Total Position Error = 6.92145 

Iteration   No.3 

 
角度變化量： 
 
Lheel x-rot    -0.287103 
Lheel y-rot    -0.254315 
Lheel z-rot    0.245031 
Lknee -rot    -0.000926229 
Lhip x-rot     0.365533 
Lhip y-rot     -0.203897 
Lhip z-rot     -0.308209 
Navel -rot    0.22949 
Neck -rot     0.0834097 
Lshouder x-rot -0.474158 
Lshouder y-rot -0.0667774 
Lshouder z-rot -0.160493 
Lelbow -rot   0 
Rshouder x-rot -0.0216946 
Rshouder y-rot 0.0096029 
Rshouder z-rot -0.122448 
Relbow -rot   0.0403235 
Rhip x-rot     0.116654 
Rhip y-rot     0.00168476 
Rhip z-rot     -0.483852 
Rknee -rot    0 
 
Iteration 後的 Error： 
LeftWrist  Position Error = 2.27563 
Head       Position Error = 1.68083 
RightWrist Position Error = 1.96487 
RightHeel  Position Error = 0.934999 
Total Position Error = 6.85633 
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Iteration   No.4 

 
角度變化量： 
 
Lheel x-rot    -0.193084 
Lheel y-rot    -0.281883 
Lheel z-rot    0.198018 
Lknee -rot    -0.0346571 
Lhip x-rot     0.220191 
Lhip y-rot     -0.248605 
Lhip z-rot     -0.134459 
Navel -rot    0.154291 
Neck -rot     0.259273 
Lshouder x-rot -0.488109 
Lshouder y-rot -0.06849 
Lshouder z-rot -0.0471322 
Lelbow -rot   0 
Rshouder x-rot -0.0859496 
Rshouder y-rot -0.0131154 
Rshouder z-rot -0.0921078 
Relbow -rot   -0.0109465 
Rhip x-rot     0.0586141 
Rhip y-rot     0.000470071 
Rhip z-rot     -0.379437 
Rknee -rot    0 
 
Iteration 後的 Error： 
LeftWrist  Position Error = 2.09197 
Head       Position Error = 1.52975 
RightWrist Position Error = 1.9898 
RightHeel  Position Error = 0.685835 
Total Position Error = 6.29736 

Iteration   No.4 

 
角度變化量： 
 
Lheel x-rot    -0.217568 
Lheel y-rot    -0.280301 
Lheel z-rot    0.222821 
Lknee -rot    -0.0109191 
Lhip x-rot     0.276999 
Lhip y-rot     -0.239944 
Lhip z-rot     -0.248775 
Navel -rot    0.16742 
Neck -rot     0.0900001 
Lshouder x-rot -0.407434 
Lshouder y-rot -0.0550601 
Lshouder z-rot -0.174632 
Lelbow -rot   0 
Rshouder x-rot -0.05302 
Rshouder y-rot 0.00803783 
Rshouder z-rot -0.180983 
Relbow -rot   0.0312902 
Rhip x-rot     0.0943268 
Rhip y-rot     -0.000583632 
Rhip z-rot     -0.349017 
Rknee -rot    0 
 
Iteration 後的 Error： 
LeftWrist  Position Error = 2.05501 
Head       Position Error = 1.56947 
RightWrist Position Error = 1.84836 
RightHeel  Position Error = 0.715575 
Total Position Error = 6.18841 



 95

Iteration   No.5 

 
角度變化量： 
 
Lheel x-rot    -0.163811 
Lheel y-rot    -0.267266 
Lheel z-rot    0.18733 
Lknee -rot    -0.0304769 
Lhip x-rot     0.196746 
Lhip y-rot     -0.237297 
Lhip z-rot     -0.143428 
Navel -rot    0.113604 
Neck -rot     0.269786 
Lshouder x-rot -0.443478 
Lshouder y-rot -0.0614706 
Lshouder z-rot -0.0546444 
Lelbow -rot   0 
Rshouder x-rot -0.105731 
Rshouder y-rot -0.013086 
Rshouder z-rot -0.13582 
Relbow -rot   -0.0145444 
Rhip x-rot     0.0751613 
Rhip y-rot     -0.000848261 
Rhip z-rot     -0.351829 
Rknee -rot    0 
 
Iteration 後的 Error： 
LeftWrist  Position Error = 1.87381 
Head       Position Error = 1.40063 
RightWrist Position Error = 1.89672 
RightHeel  Position Error = 0.575107 
Total Position Error = 5.74627 

Iteration   No.5 

 
角度變化量： 
 
Lheel x-rot    -0.173859 
Lheel y-rot    -0.258671 
Lheel z-rot    0.196668 
Lknee -rot    -0.0133389 
Lhip x-rot     0.22383 
Lhip y-rot     -0.225024 
Lhip z-rot     -0.225969 
Navel -rot    0.131443 
Neck -rot     0.0967008 
Lshouder x-rot -0.347644 
Lshouder y-rot -0.0448695 
Lshouder z-rot -0.183439 
Lelbow -rot   0 
Rshouder x-rot -0.0613108 
Rshouder y-rot 0.00934922 
Rshouder z-rot -0.209268 
Relbow -rot   0.0296903 
Rhip x-rot     0.0785884 
Rhip y-rot     -0.00159838 
Rhip z-rot     -0.288466 
Rknee -rot    0 
 
Iteration 後的 Error： 
LeftWrist  Position Error = 1.86022 
Head       Position Error = 1.47943 
RightWrist Position Error = 1.73228 
RightHeel  Position Error = 0.573228 
Total Position Error = 5.64515 
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Iteration   No.8 

 
角度變化量： 
 
Lheel x-rot    -0.111258 
Lheel y-rot    -0.217883 
Lheel z-rot    0.144062 
Lknee -rot    -0.0221094 
Lhip x-rot     0.148579 
Lhip y-rot     -0.195837 
Lhip z-rot     -0.148631 
Navel -rot    0.0629124 
Neck -rot     0.214363 
Lshouder x-rot -0.323609 
Lshouder y-rot -0.0408487 
Lshouder z-rot -0.127709 
Lelbow -rot   0 
Rshouder x-rot -0.0657563 
Rshouder y-rot 0.00613432 
Rshouder z-rot -0.19391 
Relbow -rot   0.0172803 
Rhip x-rot     0.0768016 
Rhip y-rot     -0.00373486 
Rhip z-rot     -0.271162 
Rknee -rot    0 
 
Iteration 後的 Error： 
LeftWrist  Position Error = 1.34158 
Head       Position Error = 1.1538 
RightWrist Position Error = 1.62699 
RightHeel  Position Error = 0.326843 
Total Position Error = 4.44921 

Iteration   No.8 

 
角度變化量： 
 
Lheel x-rot    -0.102103 
Lheel y-rot    -0.190944 
Lheel z-rot    0.133936 
Lknee -rot    -0.0145028 
Lhip x-rot     0.137631 
Lhip y-rot     -0.169919 
Lhip z-rot     -0.174693 
Navel -rot    0.0715338 
Neck -rot     0.0955559 
Lshouder x-rot -0.218295 
Lshouder y-rot -0.0242559 
Lshouder z-rot -0.181458 
Lelbow -rot   0 
Rshouder x-rot -0.0383825 
Rshouder y-rot 0.016765 
Rshouder z-rot -0.215992 
Relbow -rot   0.0386279 
Rhip x-rot     0.0553607 
Rhip y-rot     -0.00282875 
Rhip z-rot     -0.201816 
Rknee -rot    0 
 
Iteration 後的 Error： 
LeftWrist  Position Error = 1.41099 
Head       Position Error = 1.2786 
RightWrist Position Error = 1.42631 
RightHeel  Position Error = 0.328519 
Total Position Error = 4.44442 
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Iteration   No.13 

 
角度變化量： 
 
Lheel x-rot    -0.0464111 
Lheel y-rot    -0.157574 
Lheel z-rot    0.0982325 
Lknee -rot    -0.0163007 
Lhip x-rot     0.0804657 
Lhip y-rot     -0.146353 
Lhip z-rot     -0.154368 
Navel -rot    0.0141458 
Neck -rot     0.0719657 
Lshouder x-rot -0.0948053 
Lshouder y-rot -0.00600287 
Lshouder z-rot -0.210881 
Lelbow -rot   0 
Rshouder x-rot 0.0279569 
Rshouder y-rot 0.0366744 
Rshouder z-rot -0.238374 
Relbow -rot   0.0792107 
Rhip x-rot     0.0557655 
Rhip y-rot     -0.00483026 
Rhip z-rot     -0.172403 
Rknee -rot    0 
 
Iteration 後的 Error： 
LeftWrist  Position Error = 0.776377 
Head       Position Error = 0.984377 
RightWrist Position Error = 1.18822 
RightHeel  Position Error = 0.180079 
Total Position Error = 3.12905 

Iteration   No.13 

 
角度變化量： 
 
Lheel x-rot    -0.0477366 
Lheel y-rot    -0.123057 
Lheel z-rot    0.07478 
Lknee -rot    -0.0137638 
Lhip x-rot     0.0724559 
Lhip y-rot     -0.112633 
Lhip z-rot     -0.107321 
Navel -rot    0.0242665 
Neck -rot     0.0720569 
Lshouder x-rot -0.103274 
Lshouder y-rot -0.00858616 
Lshouder z-rot -0.146695 
Lelbow -rot   0 
Rshouder x-rot 0.00163217 
Rshouder y-rot 0.021179 
Rshouder z-rot -0.167972 
Relbow -rot   0.0470786 
Rhip x-rot     0.0418492 
Rhip y-rot     -0.00342875 
Rhip z-rot     -0.139103 
Rknee -rot    0 
 
Iteration 後的 Error： 
LeftWrist  Position Error = 0.920239 
Head       Position Error = 1.09497 
RightWrist Position Error = 1.06348 
RightHeel  Position Error = 0.18831 
Total Position Error = 3.267 
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Iteration   No.17 

 
角度變化量： 
 
Lheel x-rot    -0.0367081 
Lheel y-rot    -0.149989 
Lheel z-rot    0.0941778 
Lknee -rot    -0.0167029 
Lhip x-rot     0.0668415 
Lhip y-rot     -0.140674 
Lhip z-rot     -0.154327 
Navel -rot    0.00431104 
Neck -rot     0.0264593 
Lshouder x-rot -0.00558947 
Lshouder y-rot 0.0043127 
Lshouder z-rot -0.210064 
Lelbow -rot   0.0203126 
Rshouder x-rot 0.04591 
Rshouder y-rot 0.0387597 
Rshouder z-rot -0.227476 
Relbow -rot   0.0900932 
Rhip x-rot     0.0517783 
Rhip y-rot     -0.0057799 
Rhip z-rot     -0.160693 
Rknee -rot    0 
 
修正後位置 Error： 
LeftWrist  Position Error = 0.432185 
Head       Position Error = 0.933754 
RightWrist Position Error = 0.840133 
RightHeel  Position Error = 0.147608 
Total Position Error = 2.35368 

Iteration   No.17 

 
角度變化量： 
 
Lheel x-rot    -0.0269606 
Lheel y-rot    -0.0895507 
Lheel z-rot    0.0480489 
Lknee -rot    -0.0125575 
Lhip x-rot     0.0470134 
Lhip y-rot     -0.0833801 
Lhip z-rot     -0.0707384 
Navel -rot    0.00816345 
Neck -rot     0.0561584 
Lshouder x-rot -0.0546906 
Lshouder y-rot -0.00321115 
Lshouder z-rot -0.118482 
Lelbow -rot   0 
Rshouder x-rot 0.0130837 
Rshouder y-rot 0.0192942 
Rshouder z-rot -0.131688 
Relbow -rot   0.0443873 
Rhip x-rot     0.0350287 
Rhip y-rot     -0.00345243 
Rhip z-rot     -0.109869 
Rknee -rot    0 
 
修正後位置 Error： 
LeftWrist  Position Error = 0.654775 
Head       Position Error = 1.02182 
RightWrist Position Error = 0.865641 
RightHeel  Position Error = 0.155281 
Total Position Error = 2.69752 
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修正後：(iteration 25 次) 

 
最後結果各關節角度： 
 
Lheel x-rot    -3.98954 
Lheel y-rot    5.58325 
Lheel z-rot    8.39177 
Lknee -rot    2.67047 
Lhip x-rot     -0.633344 
Lhip y-rot     -7.1514 
Lhip z-rot     -3.26126 
Navel -rot    -1.14754 
Neck -rot     -25.1851 
Lshouder x-rot 124.796 
Lshouder y-rot 12.4884 
Lshouder z-rot  4.36112 
Lelbow -rot   0.251014 
Rshouder x-rot 88.3514 
Rshouder y-rot 17.8342 
Rshouder z-rot 11.303 
Relbow -rot   6.10711 
Rhip x-rot     72.1569 
Rhip y-rot     19.1193 
Rhip z-rot     -4.26445 
Rknee -rot    -0.0055452 
 
修正後位置 Error： 
LeftWrist  Position Error = 0.144516 
Head       Position Error = 0.916711 
RightWrist Position Error = 0.293559 
RightHeel  Position Error = 0.0845181 
Total Position Error = 1.4393 

修正後：(iteration 17 次) 

 
最後結果各關節角度： 
 
Lheel x-rot    -3.78288 
Lheel y-rot    6.7569 
Lheel z-rot    7.79291 
Lknee -rot    2.86704 
Lhip x-rot     -1.16762 
Lhip y-rot     -5.99823 
Lhip z-rot     -2.32991 
Navel -rot    -0.971196 
Neck -rot     -25.9552 
Lshouder x-rot 125.279  
Lshouder y-rot 12.5213 
Lshouder z-rot 6.056 
Lelbow -rot   0.00223581 
Rshouder x-rot 87.9161 
Rshouder y-rot 17.5131 
Rshouder z-rot 13.1468 
Relbow -rot   5.34377 
Rhip x-rot     71.7007 
Rhip y-rot     19.0387 
Rhip z-rot     -2.74211 
Rknee -rot    -0.0055452 
 
修正後位置 Error： 
LeftWrist  Position Error = 0.654775 
Head       Position Error = 1.02182 
RightWrist Position Error = 0.865641 
RightHeel  Position Error = 0.155281 
Total Position Error = 2.69752 
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頭部位置誤差收斂比較圖 

(藍色實線：SDLS Method；紅色虛線：DLS Method) 

 
左手腕位置誤差收斂比較圖 
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右手腕位置誤差收斂比較圖 

(藍色實線：SDLS Method；紅色虛線：DLS Method) 

 
右腳跟位置誤差收斂比較圖 
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End-Effectors 總和位置誤差收斂比較圖 

(藍色實線：SDLS Method；紅色虛線：DLS Method) 
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SDLS 的 θΔ 收斂情形： 

 
DLS 方法的 θΔ 收斂情形： 
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SDLS 方法的θ 收斂情形： 

 
DLS 方法的θ 收斂情形： 
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View 1 Data Image 
 
 
 

 
View 2 Data Image 
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實驗結論： 
 
 

兩種方法在實驗的結果中，不論是在 iteration 次數上或是 position error 上都差不多，

然而在速度上我們只考慮 iteration 的次數卻沒有考慮單次 iteration 所花的時間；然而

SDLS 的演算法比 DLS 明顯複雜的多，因此在下一節中我們將分析這兩個方法的演算

法，並實際量測時間判斷 DLS 與 SDLS 的執行效率如何。 
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6.5. DLS 與 SDLS 的演算法複雜度分析 

DLS Method 複雜度 與 SDLS Method 複雜度 的比較： 
在一個 IK iteration 中，流程約分為三部份： 
1. 以肢節目前的狀態計算出 Jacobian Matrix 
2. 對 Jacobian Matrix 做 SVD 
3. 求取 θΔ  
 
而 DLS 與 SDLS 唯一的不同只在於”求取 θΔ ”的方式 
因此我們分析這兩個方法在求取 θΔ 時的複雜度，以比較兩者之差異。 
 
DLS 求取 θΔ 時步驟： 

1. 求∑
= +

r

i

T
ii

i

i uv
1

22 λσ
σ

。 

主要計算量為 r 個 dot-product，r 為 Diagonal Matrix 的非零項個數，最大可能值為 Joints
的總個數 J，因此複雜度為 O(J)個 dot-product。 
一個 dot-product 為 U 的 Row 數個乘法與加法；U 的 Row 數 = End-effectors 總個數 k，

所以複雜度為 O(J*k)個乘法與加法。 

2. euv
r

i

T
ii

i

i v⋅
+

=Δ ∑
=

)(
1

22 λσ
σ

θ 。 

一個 dot-product。O(1)。 
 
因此 DLS 的總複雜度為 O(J*k)個乘法與加法。 
 
SDLS 求取 θΔ 時步驟： 
For All i (i = 1~k，k 為 End-effectors 總個數) 
{ 

1. 求 iN =∑ =

k

j iju
1 , 。 

主要計算量為 k 個取 Norm，k 為 end-effectors 總個數，因此複雜度為 O(k)個取 Norm。 
取 Norm 為 U 的 Row 數個乘法與加法；U 的 Row 數 = End-effectors 總個數 k，所以

複雜度為 O(k*k)個乘法與加法。 
 

2. 求 ∑= l l,ii MM ， l,iM = ∑ =

− n

j jiji v
1 ,,

1
lρσ 。 

主要計算量為計算所有的 jj s θρ ∂∂= /, ll ，計算量為 Joints 總個數 J*End-effectors 總
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個數 k 個取 Norm，複雜度 O(J*k)個 3 個乘法和 2 個加法。 

以及計算 ∑ =

− n

j jiji v
1 ,,

1
lρσ ，n 為 V 的 column 數=Joints 總個數 J， 

複雜度為 O(J)個乘法與加法。 

再計算 ∑= l l,ii MM ，將不同 all end-effectors 的 l,iM 加起來，End-effectors 總個數=k，

計算量為 O(k)個加法。 
 
3. max)/,1min( γγ ⋅= iii MN 。 
計算量為一個除法和一個比較大小和一個乘法，複雜度 O(1)。 
 

4. ),( 1
iiiii vsClampMaxAb γασϕ −= 。 

計算 iϕ =
iiiii

iiiiiii

vif

vifv

γασγ

γασασ

<

≥
−

−−

1

11

,

,
{ ，計算量為一個取 1-Norm 和一個比較大小，複雜

度 O(1)。 
 
在 For Loop 中的所有步驟計算複雜度為 O(k*k+3*J*k+J)個乘法和 O(k*k+2*J*k+J+k)
個加法；化簡為 O(k 2 +J*k)個乘法和 O(k 2 +J*k)個加法。 

} 
Loop 的總複雜度為；i 次 For Loop 中的計算，i 為 End-effectors 總個數 k。 
總複雜度為：O(k 3 +J*k 2 )個乘法和 O(k 3 +J*k 2 )個加法。 
 

),( maxγϕθ ∑=Δ
i isClampMaxAb  

θΔ =
maxmax

max

,

,
{

γϕγ

γϕϕ

<

≥

∑
∑∑

i i

i ii i

if

if
 

計算量為 i 個加法和一個比較大小，i 為 End-effectors 總個數 k，複雜度 O(k)個加法。 
 
因此 SDLS 的總複雜度為 O(k 3 +J*k 2 )個乘法和 O(k 3 +J*k 2 )個加法。 
 
 
論文中 k=12,J=16， 
DLS：192 個乘法與 192 個加法；18.5 sμ (參考論文提供數據) 
SDLS：4032 個乘法與 4032 個加法；120 sμ (參考論文提供數據) 
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我的實驗中 k=12,J=21 
DLS：252 個乘法與 252 個加法 
SDLS：4752 個乘法與 4752 個加法 
 
我的實驗量測： 
 求 J&SVD 求取 θΔ  One-iteration total 
DLS method 70 sμ  70~80 sμ  140~150 sμ  
SDLS method 70 sμ  1800~1900 sμ  1850~2000 sμ  
 
演算法分析中 SDLS 比 DLS 求取 θΔ 要多做約 18.85 倍的計算； 
實際 runtime 中 SDLS 比 DLS 求取 θΔ 要多費時約 22.5 倍； 
顯示分析結果為一個可接受的範圍。 
 
因此我們可知道 SDLS 每個單一 iteration 要比 DLS 耗時得多，因此如果用 DLS 與 SDLS
所需的 iteration 次數差不多時，其實 SDLS 反而耗時，此時可以選擇 DLS 來取代之。 
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6.6. 以不同的λ 值，觀察 θΔ 的收斂情形，以選擇比較好的λ 值 

在 Damped Least Square Method 中，以 euveuv
r

i

T
ii

i

i
r

i

T
iii

vv ⋅
+

=⋅=Δ ∑∑
==

− )()(
1

22
1

1

λσ
σσθ 來計算

θΔ 的值，而其中λ 為一 damping constant，主要目的在防止 iσ 過小的時候，造成 θΔ 的

值過度上升。但這個 damping constant λ 的選定，由於沒辦法為 θΔ 值定一個 threshold
說明多大才算是過大，且 θΔ 的值也不只是被λ 與 iσ 影響而已；跟該時刻的 iv 、 iu 、ev 都

有關，而λ 只是一個 constant，並不會動態地變化，因此並沒有一個標準可以決定多大

的λ 是絕對的 Optimal，但λ 在計算 θΔ 時，確實會對其結果有重要影響；因此我們實測

分析，在λ 設定不同值的時候，其 θΔ 的收斂情形為何? 
首先先知道 iσ 的值域約為 01.0~6=iσ 之間(根據實際資料)。 
但大部分的值是 6~1 之間。 
因此若不 Damping(即λ =0) 

iσ 的值小時(根據實際資料可能是 0.1~0.01)， 1−
iσ =10~100； 

相較於大部分的 iσ 值是 6~1 之間，
1−

iσ =1~0.166； 

iσ 的值小時確實會使
1−

iσ 上升很多。 

確認有這個現象後，實際比較λ 設定不同值的時候，其 θΔ 的收斂情形： 
λ =0.1 
iteration 次數=42 

 
Rshoulder-x-dof 各 iteration 的 θΔ 圖 
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λ =0.7 
iteration 次數=12 

 
Rshoulder-x-dof 各 iteration 的 θΔ 圖 
λ =1.1 
iteration 次數=16 

 
Rshoulder-x-dof 各 iteration 的 θΔ 圖 



 112

λ =1.6 
iteration 次數=32 

 
Rshoulder-x-dof 各 iteration 的 θΔ 圖 
λ =2.1 
iteration 次數=51 

 
Rshoulder-x-dof 各 iteration 的 θΔ 圖 



 113

λ =3.1 
iteration 次數=116 

 
Rshoulder-x-dof 各 iteration 的 θΔ 圖 

 
六種不同的λ 各 iteration 的 θΔ 的比較圖 
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六種不同的λ 各 iteration 的 θΔ 的比較放大圖 
結論： 
 
λ 過大或過小都會造成所需 iteration 次數的上升， 
 
由圖中我們看出λ 過小時會造成 θΔ 過大，每次 Update 的 θΔ 過大，造成後來要修正前

面 Update 錯誤的 θΔ 的誤差，造成收斂較久。 
 
由圖中我們看出λ 過大時會造成 θΔ 過小，每次 Update 的 θΔ 過小，造成一次就可以

Update 的 θΔ 卻分成了很多次去 Update，造成收斂較久。 
 
根據我實驗的資料顯示λ 值在 0.7~1.1 所得的結果較為良好。 
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6.7. 比較 IK 做每個 frame 與 key-frame 內插的結果 

在一連串的動作經過 IK 修正後，可以透過一些演算方式判斷某些 frame 的動作是

key-frame。如下列的動作序列中，我們研判 frame#0 與 frame#12 是此動作序列中的

key-frame，因此我們將 frame#0 與 frame#12 中各個 DOF 的角度都進行線性的內插，等

分成為與原本的 frame 數相同的數量；使內插出來的 frame 能與原本 IK 修出來的 frame
一一對應。並觀察是否兩個序列會很相似，如此即可以僅記錄 key-frame 的部份為代表，

而不需記錄每一個 frame 的結果了。 
 
 
實驗結果如下： 
View1、View2 分別是同一時刻不同角度的影像 
IK 是 IK 針對每一個 frame 的影像修正完所得到的結果 
Interpolation 則是以 frame#0 與 frame#12 為 key-frame 內插出來的結果 
 
 
View 1     View2      IK   interpolation 

0 

1 

2 
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3 

4 

5 

6 

7 

8 
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9 

10 

11 

12 
 
 
IK 結果         內插結果 
data_index   No.0 
Lheel x-rot    -0.628871 
Lheel y-rot    0.414916 
Lheel z-rot    1.98725 
Lknee -rot    8.76062 
Lhip x-rot     -9.99215 
Lhip y-rot     6.94059 
Lhip z-rot     3.91477 
Navel -rot    -9.83073 
Neck -rot     -22.2485 
Lshouder x-rot 42.931 

data_index   No.0 
Lheel x-rot    -0.628871 
Lheel y-rot    0.414916 
Lheel z-rot    1.98725 
Lknee -rot    8.76062 
Lhip x-rot     -9.99215 
Lhip y-rot     6.94059 
Lhip z-rot     3.91477 
Navel -rot    -9.83073 
Neck -rot     -22.2485 
Lshouder x-rot 42.931 
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Lshouder y-rot 24.3061 
Lshouder z-rot -1.51413 
Lelbow -rot   7.06775 
Rshouder x-rot 18.9633 
Rshouder y-rot 3.01439 
Rshouder z-rot 1.15472 
Relbow -rot   1.96698 
Rhip x-rot     4.94616 
Rhip y-rot     -0.766155 
Rhip z-rot     -7.8671 
Rknee -rot    -0.560591 
 
 
 
data_index   No.1 
Lheel x-rot    0.409102 
Lheel y-rot    -0.738018 
Lheel z-rot    6.37664 
Lknee -rot    7.70709 
Lhip x-rot     -9.99215 
Lhip y-rot     3.6852 
Lhip z-rot     -3.43405 
Navel -rot    -9.99898 
Neck -rot     -23.5323 
Lshouder x-rot 39.3187 
Lshouder y-rot 10.0836 
Lshouder z-rot 3.51785 
Lelbow -rot   15.3832 
Rshouder x-rot 19.988 
Rshouder y-rot 13.7141 
Rshouder z-rot 6.08119 
Relbow -rot   2.02559 
Rhip x-rot     5.60785 
Rhip y-rot     -1.14143 
Rhip z-rot     -1.19435 
Rknee -rot    -0.0998361 
 
… 

Lshouder y-rot 24.3061 
Lshouder z-rot -1.51413 
Lelbow -rot   7.06775 
Rshouder x-rot 18.9633 
Rshouder y-rot 3.01439 
Rshouder z-rot 1.15472 
Relbow -rot   1.96698 
Rhip x-rot     4.94616 
Rhip y-rot     -0.766155 
Rhip z-rot     -7.8671 
Rknee -rot    -0.560591 
 
 
 
data_index   No.1 
Lheel x-rot    -0.716848 
Lheel y-rot    0.720669 
Lheel z-rot    2.5083 
Lknee -rot    8.30977 
Lhip x-rot     -9.53411 
Lhip y-rot     6.11024 
Lhip z-rot     3.37087 
Navel -rot    -9.13997 
Neck -rot     -22.8944 
Lshouder x-rot 50.2478 
Lshouder y-rot 24.2355 
Lshouder z-rot -0.776488 
Lelbow -rot   6.48223 
Rshouder x-rot 24.7771 
Rshouder y-rot 4.37107 
Rshouder z-rot 2.34314 
Relbow -rot   2.33066 
Rhip x-rot     10.64 
Rhip y-rot     0.81055 
Rhip z-rot     -7.37621 
Rknee -rot    -0.514337 
 
… 
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data_index   No.12 
Lheel x-rot    -1.68459 
Lheel y-rot    4.08395 
Lheel z-rot    8.23988 
Lknee -rot    3.35047 
Lhip x-rot     -4.49571 
Lhip y-rot     -3.0236 
Lhip z-rot     -2.61197 
Navel -rot    -1.54165 
Neck -rot     -29.999 
Lshouder x-rot 130.733 
Lshouder y-rot 23.4589 
Lshouder z-rot 7.33757 
Lelbow -rot   0.0415155 
Rshouder x-rot 88.7284 
Rshouder y-rot 19.2945 
Rshouder z-rot 15.4158 
Relbow -rot   6.33115 
Rhip x-rot     73.2728 
Rhip y-rot     18.1543 
Rhip z-rot     -1.97639 
Rknee -rot    -0.0055452 

data_index   No.12 
Lheel x-rot    -1.68459 
Lheel y-rot    4.08395 
Lheel z-rot    8.23988 
Lknee -rot    3.35047 
Lhip x-rot     -4.49571 
Lhip y-rot     -3.0236 
Lhip z-rot     -2.61197 
Navel -rot    -1.54165 
Neck -rot     -29.999 
Lshouder x-rot 130.733 
Lshouder y-rot 23.4589 
Lshouder z-rot 7.33757 
Lelbow -rot   0.0415155 
Rshouder x-rot 88.7284 
Rshouder y-rot 19.2945 
Rshouder z-rot 15.4158 
Relbow -rot   6.33115 
Rhip x-rot     73.2728 
Rhip y-rot     18.1543 
Rhip z-rot     -1.97639 
Rknee -rot    -0.0055452 

 
為了比較內插的 local 角度與實際每個 frame 的 local 角度差異， 
計算各別 Frame 中，內插的 local 角度與實際用 IK 做每個 frame 的 local 角度平均一個

joint 的角度差異與其標準差。 
令 Frame t 中第 i 個 joint 的內插角度與實際實際用 IK 做每個 frame 的 local 角度的差異

為 t
iθΔ 。 

則 Frame t 中內插角度與實際實際用 IK 做每個 frame 的 local 角度的平均差異為

tθΔ = ∑
=

Δ
n

i

t
in 1

1 θ ，n 為 joints 個數。 

Frame t 中內插角度與實際實際用 IK 做每個 frame 的 local 角度差異的標準差為 

Standard deviation of tθΔ = ∑
=

Δ−Δ
n

i

tt
in 1

2)(1 θθ  

 
 



 120

frame#1 
 

tθΔ ：4.2035° 

 

Standard deviation of tθΔ ：3.8447° 

 
frame#2 
 

tθΔ ：3.8272° 

 

Standard deviation of tθΔ ：4.0658° 

 
frame#3 
 

tθΔ ：3.7009° 

 

Standard deviation of tθΔ ：3.1201° 

 
frame#4 
 

tθΔ ：3.7620° 

 

Standard deviation of tθΔ ：3.8868° 

 
frame#5 
 

tθΔ ：4.8400° 

 

Standard deviation of tθΔ ：4.9597° 

 
frame#6 
 

tθΔ ：5.4187° 

 

Standard deviation of tθΔ ：5.6126° 

 
frame#7 
 

tθΔ ：5.7384° 

 

Standard deviation of tθΔ ：6.5933° 

 
frame#8 
 

tθΔ ：3.7321° 

 

Standard deviation of tθΔ ：3.2390° 

 
frame#9 
 

tθΔ ：3.6835° 

 

Standard deviation of tθΔ ：2.8643° 

 
frame#10 tθΔ ：3.0816° 

 

Standard deviation of tθΔ ：3.2287° 

 
frame#11 
 

tθΔ ：3.2236° 

 

Standard deviation of tθΔ ：3.1543° 
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各 frame t 的 tθΔ 圖 

並統計所有 frame 平均的 tθΔ 與其標準差。 

θΔ =∑
=

Δ
T

t

t

1
θ ，T 為總 frame 數。 

Standard deviation of θΔ = ∑
=

Δ−Δ
T

t

t

T 1

2)(1 θθ  

求出在此組實驗數據中， 

所有的 frame 平均的一個 joint 的角度差異 θΔ ：4.1101° 

Standard deviation of θΔ ：0.8226° 

 
結論： 
 

實驗結果果然如預期，內插出來的 frame 確實極為相似，不僅在圖形上極為相近，

在 local 角度上的差異也極小；各 DOF 的平均角度差異僅約 4°。因此我們確實可以僅記

錄 key-frame 的 local 角度資訊來代替所有的 frame 的 local 角度資訊。 
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7、 結論和未來工作 

7.1. 結論 

本論文使用兩部攝影機所拍攝到的立體影像序列，重建了人體關節點粗略的 3D 位

置，並相信人體的 End-Effectors 是在影像處理方法中能夠取得較準確的點，其三維位置

座標能夠重建的比較精確，相對地其他的內部關節點較不準，因此選擇以 End-Effectors
中的關節點做為 Root，並且因為人體至少會以一腳著地，因而使用腳跟做為人體模型的

Root。 
 
並因為相信人體的 End-Effectors 的三維座標位置是較為精確的，故強調使用逆向動

力學修正內部錯誤的關節角度。與原拍攝圖片對照後，確實能夠將表演者的動作重現於

程式中的 3D 人體模型。使得本論文在內部的關節點座標品質較差的情況下，能夠成功

地使用立體視覺人體動作原始資料，進行修正的程序。 
 
論文實驗中更比較了是否使用 IP 資訊引導逆向動力學之間的差異，不同的逆向動

力學演算法之間的不同，演算法複雜度的分析，以及以 key-frame 代替完整影像序列的

實驗結果。 
 

 實驗的最後結論是，以 IP 資訊引導，並使用 Damped Least Square 逆向動力學，是

在效率上與正確性上較好的選擇。 
 

7.2. 未來工作 

本論文純粹是考慮在立體影像序列中人體關節點的自動截取已經完成的情況下進

行修正，因此影像中人體關節點截取的好壞會影響到以 IP 為初解時，這個初解的好壞，

如此也會連帶影響以逆向動力學修正後的正確性，因此改進立體影像序列中人體關節點

的自動截取將是使本論文的應用更提升的一個重要工作。 
 
若以後想以肚臍為 Root 並再增加腳尖(toe)以及肚臍與頸部的轉動自由度，則可依據圖

7-1 擴充的左手定則人體肢節樹狀模型圖去實施。圖中若肚臍對 x 軸旋轉時，身體則可

左右擺動；若肚臍對 y 軸旋轉時，肩膀則可上下擺動；若肚臍對 z 軸旋轉時，身體則可

上下擺動。 
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圖 7-1 擴充的左手定則人體肢節樹狀模型圖 

 
 在關節的角度限制上，我們僅以各轉軸的轉動上下限來約束人體模型的運動。若能

夠再加入自我碰撞的偵測，就能夠使這個人體模型的 Constraint 更加地完整。 
 

本論文的人體模型是一個樹狀架構的表示，內部的關節點個數與 End-effectors 個數

都沒有限制，因此這個模型只要經過適當地設定其關節點與 End-effectors 就可以套用到

任何的動物上，如馬、狗等等，若再針對不同的動物設定正確的 Constraint，就可以將

本論文應用到任何的動物上了。 
 

由於人體各肢節的長度因人而異，本論文採取人為量測被拍攝者身體肢節長度的方

式，若能夠自動化這個項目，本論文的系統就能更加自動化。  
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