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摘要 

 本研究主要探討三維正方形平行平板間之高溫自然對流現象。由於此種存在

多重且相鄰接的開放性空間無法以 LODI 法正確計算開放性邊界，因此本研究以

吸收性邊界條件配合 LODI 法，計算三維正方形平行平板在不同加熱面間之自然

對流現象，並探討高溫自然對流之不穩定現象問題。此外，由於本研究之計算過

程繁複且需耗費大量運算資源及時間，特別發展 GPU 平行化之計算，並大幅提

升計算效能。綜上所述，本研究所發展之邊界條件將可作為各種開放性邊界問題

之基礎並進而解決各種複雜的流體問題。 
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Abstract 

 This study investigates the subject of high temperature natural convection 

between parallel square plates. The modified LODI method for low speed 

compressible flow is added with the absorbing boundary condition to solve the 

multiple open boundaries around the parallel square plates and successfully reveal the 

unstable phenomena caused by high temperature natural convection. Because of the 

tremendous computational resource of this study, high speed parallel computation by 

GPU is built to improve the efficiency of calculation. Therefore, the numerical 

method and boundary condition in this study can be a basement of the open boundary 

issue in many complex fluid dynamics problems. 
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第一章 緒論 

為了要解決所面臨許多實際現象的流體力學問題，邊界條件的定義一直是一

門相當重要的學問。由於大多數實際有關流體力學的問題需要解出 Navier-Stokes

方程式，因此必定要界定問題的邊界條件，然而許多流體力學的模型中往往為了

定義流體出口邊界條件而把真實的問題做了相當程度的修正，在未知的計算域上

預先設置一個已知的出口邊界，造成問題本身物理模型的改變，對流體力學的實

際應用上造成了非常大的限制，因此如何設置正確的出口邊界條件遂成為流體力

學所要解決的重要問題之一。 

    在流體力學的問題中，除了封閉空間外，幾乎沒有一種不牽涉到開放性的邊

界，意指流體可藉邊界進出欲探討現象的物理空間。不管是管內流、管外流、平

板流、噴流、氣動聲學等等，最後都需要考慮開放性邊界對流場造成的影響。一

般來說，開放性邊界通常區分為非相鄰開放性邊界及相鄰開放性邊界。非相鄰開

放性邊界如管道流等較為單純的邊界，在管道兩端的開放性邊界是互相獨立的存

在。過去在計算上為了取得一個合理的邊界條件，完全發展流是一種非常通用的

解法，在許多例子上也取得很好的成果。如 Khanafer 和 Vafai[1]在管段出口邊界

外加一額外的計算空間，在額外空間的邊界處設定為完全發展流，避開出口邊界

需處理非線性問題的困擾，使開放性出口邊界在不可壓縮流有良好的表現，但除

增加了不必要的計算空間，也減少了實際上的應用範圍。此外，為了要符合完全

發展流，模型的設定上流體勢必要沿流動方向發展到一定程度才能做計算，這樣

的結果造成實際工業界應用上的困難，也大幅度消耗了許多的計算資源來處理額

外的網格。 

除了開放性邊界的問題之外，流體的可壓縮性對於計算流體力學的解法也需

要做謹慎的探討。過去在一般的流體力學計算上多將流體依照其速度區分為可壓

縮流(大於 0.3 馬赫)及不可壓縮流(小於 0.3 馬赫)，但當自然對流的溫差極大時，

雖然浮力造成的速度較小，但卻不能忽略因溫度變化造成密度變化的可壓縮性。
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以往在計算自然對流時都以 Boussinesq 假設來簡化計算並視密度為定值，但僅限

於溫差小於 30K[2]的情況下才適用，然而在真正的工業應用上，自然對流之溫

度差往往達到數百 k 之高溫，在此狀況下無法採用 Boussinesq 假設。對於高溫之

自然對流現象，需要將流體視為可壓縮流體，以求解完整的 Navier-Stokes 方程

式，並得到可壓縮流中密度的變化及高溫下的熱傳與熱對流效應，以符合實際物

理現象。因此要以數值計算求解高溫自然對流問題時，可壓縮自然對流之數值解

法也是一重要的議題。 

為了正確解出低速之可壓縮黏性流體現象，許多研究陸續被提出。在顯式

(explicit)數值方法下，時間步進大小造成之 CFL(Courant-Friedrichs-Levy)狀況使

得問題難以收斂；另一方面，若使用隱式(implicit)法，stiff 狀況則使計算效率非

常低。為了解決上述情形，Briley 等人[3]使用 preconditioning 法來增進低馬赫數

下之計算效率，而 Turkel[4]則發展 preconditioning 矩陣來求解可壓縮與不可壓縮

流之問題。Choi 和 Merkel[5][6]以 preconditioning 矩陣成功解出低馬赫數下黏性

流體與非黏性流體之收斂問題。Roe[7]發展了平均變數法來解決可壓縮流在數值

網格交界面之不連續現象，且近年來皆被廣泛的使用。Weiss 和 Smith[8]則延伸

了 Chio 和 Merkel[6]的理論，在三維的 Navier-Stokes 方程式中結合了 Roe 法和

preconditioning矩陣，並加入了dual time stepping來求解低馬赫數下之暫態問題。

此外，過去在可壓縮自然對流問題的研究上，Weiss 和 Smith[8]模擬二維同心圓

之自然對流，壁面之溫度差為 1000K，且雷利數為 4107.4 × 。結果顯示

preconditioning 法可以縮短將近 60 倍的計算時間。Paillere 等人 [9]則驗證

preconditioning 法在低溫度差自然對流問題之準確性，結果指出 preconditioning 

法之熱傳現象與 Boussinesq 假設非常接近，然而以上結果都是計算在封閉空間之

情形且未考慮開放性邊界的問題。 

為了解決非相鄰開放性邊界的問題，過去研究提出了一種應用-非反射性邊

界條件(non-reflecting boundary condition)。為了解決可壓縮流在管道出口開放性
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邊界的現象，在高馬赫數於的流場中，Rudy 和 Strikwerda[10]提出了一種簡單的

非反射性邊界條件，與其他的壓力邊界條件相比更符合真實的物理模型。而

Poinsot 和 Lele[11] 發展了 Navier-Stokes characteristics boundary condition 

(NSCBC)，以 local one-dimensional inviscid relations (LODI)法來計算在進出口部

分邊界對流體的影響，奠定非反射性邊界的基礎理論。Polifke 等人[12]則對

NSCBC 的線性鬆弛項做了修正，使邊界上各種頻率的平面波皆不會被反射。但

上述的文獻皆提到此邊界只適用於馬赫數大於 0.3 之可壓縮流場。為了使非反射

邊界在使用上更為方便，Fu 等人[13]修正了 Poinsot 和 Lele[11]的結果，計算管

流之底部加熱自然對流，在管段進出口處成功模擬了同一邊界上同時出現吸入與

推出之現象，如圖 1-1 所示，使 LODI 法可應用於全域可壓縮流場之非相鄰開放

性邊界。此外，Fu 等人[14]又另外探討半無限平行平板之高溫自然對流現象，如

圖 1-2 所示，以文獻[11]所修正之 LODI 法計算面 BFHD 及 AEGC，另外面 ABDC

及 EFHG 則以週期性邊界做計算。結果顯示於圖 1-3 及圖 1-4，在低雷利數時流

體由底部吸入加熱後流至底端，並向外流出。而在高雷利數時，則會產生流場不

穩定的現象。 

除了非相鄰開放性邊界外，另一種更複雜的物理模型則是相鄰開放性邊界問

題。相鄰開放性邊界意指當兩個或兩個以上的開放性邊界在物理模式中相交出現

時，則稱此類問題為相鄰開放性邊界，如兩平行平板間自然對流問題就是一種典

型的相鄰開放性邊界。如圖 1-5 所示，在三維正方形平行平板的問題上，除了上

下平板的兩個無滑移壁面之外，尚有四個方向相異之相鄰開放性邊界面 abdc、

efhg、acge 及 bdhf。另外以高溫自然對流為驅動力之流場使流體的流動在上述四

個方向的開放性邊界均可能同時存在流入與流出之現象，因此除了在同一邊界上

需同時考慮兩種不同方向的流動外，在兩開放性邊界交界處尚要解決角落及邊界，

如圖 1-5 中 bd、fh、eg 和 ac 處，之數值奇異點(singular point)的問題。 

由於四個開放性邊界如皆以文獻[14]中 LODI 法計算，在經過本研究的驗證
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過後，在計算域中若出現兩個甚至三個相鄰之開放性邊界，如圖 1-5 面 abdc 及

bfhd 時，由於 LODI 法忽略在邊界上的橫向項(transverse terms)，使得邊緣與角落

處之反射現象逐漸累積，造成數值發散或是計算結果的不準確，且此現象也與

Yoo 等人[15]及 Lodato 等人[16]的結果相同。因此為了解決此問題，本研究將結

合另一種處理開放性邊界的方法-吸收性邊界(Absorbing boundary condition)，並

應用於正方形平行平板的計算上。 

    吸收性邊界的基礎理論分為 perfectly matched layer(PML)邊界及區域性邊界

(zonal boundary)。PML 首先由 Berenger[17]提出以求解 Maxwell 方程式，使各種

頻率及入射角度之電磁波通過無反射之吸收層(absorbing layer)，並被廣泛應用於

計算電磁學(Computational electromagnetics)的研究領域。隨後 PML 被 Hu[18][19]

延伸為可適用於尤拉方程式的形式，但 Abarbanel 和 Gottlieb[20]、 Hesthaven[21]

及 Tam 等人[22]皆指出改寫後的方程式會造成邊界的不穩定，因此 Hu[23]修正了

原本的方程式，使得 PML 可被正確的應用在尤拉方程式上。但 PML 的應用只

限於非黏性流，為了要在黏性流體中處理吸收性邊界的問題，區域性邊界的理論

接著被提出。區域性邊界是在原始的物理邊界外增加一虛擬(artificial)的微小計算

區域來消減流體向外流動的擾動項，使之到達虛擬出口後不會影響實際計算域的

結果。由於在區域性邊界的虛擬區域內流場不會影響原本的計算空間，所以在數

值的概念上可以加上某些吸收項來改變原始的方程式。且由於在某些問題中，由

於在流動出口處有著極大的非線性擾動，因此勢必需要在出口處增加一虛擬的計

算區域才能減少反射波的產生。Israeli 和 Orszag[24]分析了在一維的波動方程式

中加入虛擬的耗散項(dissipation term)與阻尼項(damping term)的效用，成功減少

了反射波。Kosloff 和 Kosloff[25]則分析了在二維的波動方程式加入虛擬項的結

果。Colonius[26]等人首先把吸收性邊界應用於計算氣動聲學中，他們在虛擬的

出口區域使用一數值的濾波器來消減這部分的擾動，抑制反射波。而 Ta’asan 和

Nark[27]修改了線性尤拉方程式，在虛擬進出口區域添加一對流項，強迫虛擬邊
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界上的流體達到超音速以解決反射波的問題。另一方面，Wasistho 等人[28]在虛

擬出口區域增加一阻尼方程式(damping function)，使流體的擾動在虛擬區域邊界

處被消減至零，抑制反射波的產生。Freund[29]提出的吸收性邊界，結合 Ta’asan

和 Nark[27]及 Wasistho 等人[28]的理論，成功使用於一維的可壓縮 Navier-Stokes 

方程式。Fu 等人[30]以 Freund[29]的理論為基礎，發展計算邊界條件為二維可壓

縮流之噴流氣動噪音，成功解決二維全開放空間之可壓縮流問題，但對於三維可

壓縮流之計算，由於虛擬對流項與阻尼項的作用方程式在相鄰開放性邊界所造成

的角落區域之方向難以判斷，因此始終沒有良好的計算方法。 

    此外，為了結省計算流體力學之計算時間，過去有許多研究皆以平行化之方

法如 OpenMP(Open Multi-Processing)或 MPI(The Message Passing Interface)來加

速計算，然而上述兩種方法都有其優缺點，無法兼得。Brandvik 和 Pullan[31]及

Corrigan 等人 [32]以 Nvidia 公司發展的計算平台 Compute Unified Device 

Architecture (CUDA)為基礎來做高速可壓縮流之計算，並在計算效能與耗費時間

上取得相當好的成果。CUDA 之基礎理論為以顯示晶片(GPU)之多流處理器

(Stream Processer)取代傳統以 CPU 來做分散式平行計算，由於 GPU 之計算單元

為 CPU 之數百甚至上千倍之多，對於平行化計算有著非常顯著的優勢。Fu 等人

[33]以背階流場測試 CUDA 的效能，與一般四核心個人電腦相比加速了 7 倍的計

算效率。但由於此結果在程式的平行化上並未做到完全最佳化，因此 Fu 等人

[14][34]改寫了 Lower-Upper Symmetric-Gauss-Seidel (LUSGS)法的型式，使程式

達到完全平行化進一步提升 CUDA 的計算效率。 

因此，本研究之主旨在於以數值方法計算三維正方形平行平板之高溫自然對

流問題。為了使計算結果更為準確以符合工業界之應用且正確處理平板四周之開

放空間，對於圖 1-5 的四面 abdc、efhg、acge 及 bdhf 將應用基於 Freund[29]和

Fu 等人[30]提出之吸收性邊界條件，並改寫為可適用於三維模式之計算方法，並

結合 Fu 等人[13][14]所提出的修正 LODI 法來增加數值的收斂性及穩定性，以此
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混合式邊界條件來計算高溫自然對流於開放性邊界下之現象。而由於兩平板間之

溫差超過 30K，將應用可壓縮流之計算以取代 Boussinesq 假設，因此結合 Roe

法與 preconditioning 法及 dual-time stepping 來求解低馬赫數下可壓縮自然對流之

暫態問題。為了提升計算效率，使用 Fu 等人[14][34]之 CUDA 計算平台為基礎，

大幅改進現有之程式，達到最佳化之 GPU 與 CPU 連結效率，計算參數完全在

GPU 龐大數量的流處理器中執行，使 CUDA 計算平台能完全發揮平行運算的強

大計算能力。 
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圖 1 - 1 三維渠道開放性邊界結果[13] 
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圖 1 - 2 三維半無限平形平板之物理模式[14] 
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(a) st 035.0=  

  

(b) st 45.0=  

  

(c) st 95.3=  

圖 1 - 3 6* 1058.1 ×=Ra 之溫度場與流線分佈圖[14] 
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(a) st 6.0=  

 

(b) st 1=  

 

(c) st 1.25=  

 

(d) st 7.55=  

 

(e) st 7.65=  

圖 1 - 4 6* 108.66×=Ra 之溫度場與流線分佈圖[14] 

  

圖 1-4  
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圖 1 - 5 三維正方形平行平板 
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第二章 物理模式 

2.1 三維平行正方形平板與開放式邊界之物理模式 

圖 2-1 為三維平行正方形平板之物理模式圖。由頂面 abfe 及底面 cdhg 所包

圍的區域為真實物理模型區域，而開放性邊界為面 bfhd、fegh、eacg 及 abdc。方

形平板之邊長為 1l ，兩方形平板之距離則為 2l 。圖 2-1(a)中之底部高溫壁面溫度

為 HT ，頂部平板為絕熱壁面，圖 2-1(b)中之頂部高溫壁面 HT ，底部平板為絕熱

壁面。此外重力方向為 y− 方向。 

由於在此將加入吸收性邊界的計算，因此在真實物理模型區域外再外加一虛

擬計算區域並以吸收性邊界之統御方程式來計算，由圖 2-1 中的虛線所表示， 3l

則為吸收性邊界區域的寬度。圖中由面b2b1f1f0及d2d1h1h0所包圍之虛擬計算區域

為 x+ 方向之吸收性邊界區域，同理可再定義其他三個方向的吸收性邊界區域分

別為 x− 方向、 z+ 方向及 z− 方向。此外，不同方向的吸收性邊界區域會產生交

集區，例如由面bb0b1b2及dd0d1d2所組成長方體。此交集區為包含了兩個不同方

向 x+ 及 z+ 之的吸收性邊界區域。在吸收性邊界區域之外的壓力及溫度為

atmP 10 = 及 KT 2980 = ，並做了以下假設：  

1. 可壓縮流，空氣密度會隨溫度與壓力而改變。 

2. 工作流體為空氣，假設為理想氣體。流體性質為牛頓流體(Newtonian 

fluid)，黏滯係數為等方向性。 

3. 考慮溫度變化對流體所造成的影響，並忽略熱幅射的影響。 

4. 壁面為無滑移條件。 

無滑移條件(No-slip condition)表示如下： 
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而加熱壁面的邊界條件如下列所示 
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如圖 2-2 所示，0 和 1 指的是 ghost cell，2 及 3 為最接近壁面的網格。 

 

  

(2-3) 

(2-2) 

(2-4) 
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2.2 統御方程式 

求解的方程式為考慮黏滯性、流體可壓縮性與重力影響的三維 N-S 方程式

與理想氣體方程式： 

S
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t
U

=
∂
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∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂  

RTP ρ=  

其中，U 、 F 、G 、H 與 S 的值如下所示： 
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(2-5) 

(2-6) 

(2-7) 
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空氣的黏滯係數與熱傳導係數則根據 Sutherland’s law 求得： 
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此處的 3
0 1.1842 /kg mρ = 、 29.81 /g m s= 、 5 2

0 1.85 10 /N s mm −= × ⋅ ， 0 298.0592T K= ，

1.4γ = ， 287 / /R J kg K= 與Pr 0.72= 。 

在文獻[29]所提到，吸收性邊界區域的統御方程式需經過部分的修改，加入

虛擬對流項及虛擬阻尼項。虛擬對流項的作用為加速吸收性邊界區域的流速，使

流體在吸收性邊界區域的外圍達到超音速，防止反射波進入真實物理區域。虛擬

阻尼項則可消除紊流流場中之擾動項，使擾動在吸收性邊界區域外圍為零。由於

修改後的統御方程式僅適用於外加的虛擬計算區域，因此重力造成的源項在此不

再存在。修改後的統御方程式如下： 
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其中 

(2-8) 

(2-9) 
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targetx

targetx

targetx

targetx

zyx

ee
ww
vv
uu

ee
ww
vv
uu

ee
ww
vv
uu

σ

rrσ

rrσ

rrσ

rrσ

σ

rrσ

rrσ

rrσ

rrσ

σ

rrσ

rrσ

rrσ

rrσ

σσσσ

  

上式的 Fη
~ 、 Gη

~ 及 Hη
~ 即為虛擬對流項， 、 及 則為虛擬阻尼項，其中 xη 、

yη 及 zη 分別如下： 






















 −−








 −

=
xr

l

r

r
rx

l

l
l

x

w
wxx

w
xw

β

β

η

η

η

x

xmax
0

x

x
x0

)(

0

x

maxxmax

xmaxx

x0

xxwx

wxxw

wx

r

rl

l

<≤−

−<≤

<≤

 (2-12) 

(2-10) 

(2-11) 
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























 −−










 −

=
yr

l

r

r
ry

l

l
l

w
wyy

w
yw

β

β

η

η

η

y

ymax
0

y

y
y0

y

)(

0

y

maxymax

ymaxy

y0

yywy

wyyw

wy

r

rl

l

<≤−

−<≤

<≤

 

 






















 −−








 −

=
zr

l

r

r
rz

l

l
l

z

w
wzz

w
zw

β

β

η

η

η

z

zmax
0

z

z
z0

)(

0

z

maxzmax

zmaxz

z0

zzwz

wzzw

wz

r

rl

l

<≤−

−<≤

<≤

  

 

其中， 0xη 、 0yη 及 0zη 為吸收性邊界外圍的目標速度。 

xσ 、 yσ 及 zσ 為虛擬阻尼方程式，分別如下所示： 






















 −−








 −

=
xr

xl

xr

xr
rx

xl

xl
lx

x

w
wxx

w
xw

β

β

σ

σ

σ

)(

0

max
0

0

maxmax

max

0

xxwx

wxxw

wx

xr

xrxl

xl

<≤−

−<≤

<≤

 

























 −−










 −

=
yr

yl

yr

yr
ry

yl

yl
ly

y

w
wxx

w
xw

β

β

σ

σ

σ

)(

0

max
0

0

maxymax

ymaxy

y0

yywy

wyyw

wy

r

rl

l

<≤−

−<≤

<≤

                    

                  

 

(2-13) 

(2-14) 

(2-15) 

(2-16) 
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




















 −−








 −

=
zr

zl

zr

zr
rz

zl

zl
lz

z

w
wxx

w
xw

β

β

σ

σ

σ

)(

0

max
0

0

maxzmax

zmaxz

z0

zzwz

wzzw

wz

r

rl

l

<≤−

−<≤

<≤

 

 

其中， 0xσ 、 0yσ 及 0zσ 則為吸收性邊界外圍的目標阻尼方程式。 0φ  和 maxφ 的位

置及 lw  φ 和 rw  φ 的長度如圖 2-3 所示。 

為了使聲速的數量級和虛擬對流項的目標速度及虛擬阻尼項的目標阻尼方

程式達到一致，使用 Jespersen 等人[35]發展的方法，修正了聲速的數量級，因此

虛擬對流項的目標速度及虛擬阻尼項的目標阻尼方程式可改寫成以下方程式並

可成功應用於低速可壓縮流場： 

2
4)1( 222 cu

cFxo
Θ+−Θ

=η
    

2
4)1( 222 cv

cGyo
Θ+−Θ

=η
   

2
4)1( 222 cw

cHzo
Θ+−Θ

=η
    

2
4)1( 222 cu

cxxo
Θ+−Θ

=σ
   

2
4)1( 222 cv

cyyo
Θ+−Θ

=σ
    

2
4)1( 222 cw

czzo
Θ+−Θ

=σ
    

其中 2100M≈Θ ，而c則為空氣中的聲速大小。根據[29]的結果， ，

，而 。 

(2-17) 

(2-18) 

(2-19) 

(2-20) 

(2-21) 

(2-22) 

(2-23) 
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由此我們可使虛擬對流項在虛擬區域與真實物理區域的交界處為 0，而在吸

收性邊界區域的邊界上為修正後之聲速，並使紊流的擾動量在吸收性邊界區域終

點處為 0，進而使吸收性邊界區域之反射波為零，在物理計算邊界上則可得到正

確的結果。 
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(a) 

 

(b) 

圖 2 - 1 三維平行正方形平板物理模式(a)底部加熱(b)頂部加熱 
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圖 2 - 2 鄰近邊界網格示意圖 
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圖 2 - 3 吸收性邊界區域示意圖 
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第三章 數值方法 

本文以 Fu 等人[14]的研究為基礎，對於高溫自然對流流場與熱傳效益做更

進一步的探討。在過去，計算流場時多利用流場速度將其區分為可壓縮流與不可

壓縮流，此種區分法將使的流體計算方法應用範圍受到限制，因此本研究開發全

域可壓縮流場計算方法解決此問題。 

本研究在流場方面的計算方法可分為兩部分：第一部份為非黏滯性項的尤拉

方程式(Euler equation)，採用 Riemann 問題中的 Roe 方法計算通量(flux)，並且引

入 preconditioning 方法，讓程式不論在計算高馬赫數的可壓縮流或低馬赫數的可

壓縮流，皆可獲得良好之收斂結果；第二部份為黏滯性項的計算，以中央插分法

計算速度梯度。在時間項方面則採用隱式法(implicit)。 

考慮完整 Navier-Stokes 方程式(2-7)，可拆解成非黏滯性項與黏滯性項： 

inviscid viscidF F F= + =  

2
0

xx

xy

xz

xx xy xz

u
u p

uv
uw

T u v wEu pu k
x

ρ
ρ τ
ρ τ
ρ τ

τ τ τρ

    +        −   
   
   ∂ + + +   + −  ∂ 

 

inviscid viscidG G G= + =
2

0

yx

yy

yz

yx yy yz

v
vu

v p
vw

T u v wEv pv k
y

ρ
ρ τ

ρ τ
ρ τ

τ τ τρ

 
  
  
  +  −   

   
   ∂

+ + ++ −    ∂ 

 

inviscid viscidH H H= + =
2

0

zx

zy

zz

zx zy zz

w
wu
wv

w p
T u v wEw pw k
z

ρ
ρ τ
ρ τ

ρ τ
τ τ τρ

            −   
+   

   ∂ + + +   + −  ∂ 

 

由非黏滯項所組成的方程式，即稱為尤拉方程式，再一次整理如下， 

(3-1) 

(3-2) 

(3-3) 
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Euler equation： 0=
∂

∂
+

∂
∂

+
∂

∂
+

∂
∂

z
H

y
G

x
F

t
U inviscidinviscidinviscid  

上式(3-4)將由 Roe 法來計算。 

  

(3-4) 
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3.1 Roe scheme 

在雙曲線的守恆形式方程式中，若其初始條件包含有不連續的片段連續

(piecewise)常數，此類型的問題通稱為黎曼(Riemann)問題。因為其包含有不連續

解，因此在流體計算上有著相當廣泛的應用。一維線性黎曼方程式如下： 

0U UA
t x

∂ ∂
+ =

∂ ∂
  

其中 A為一常數 Jacobian 矩陣。                    

初始條件：




>
<

==
0, 
0, 

)()0,( 0 xU
xU

xUxU
R

L  

再從 A中找出特徵值矩陣以及特徵向量。 

1A K K −= Λ ，其中Λ為特徵值矩陣：
1 0

0 m

λ

λ

 
 

Λ =  
 
 



  



。 

(1) ( ), ,
TmK K K =   為特徵向量，故 ( ) ( )i i

iAK Kλ= 。 

接著定義特徵變數W (characteristic variables)，其定義如下： 

( , )W W t x= ， ( 1)W K U−= 或U KW= 。 

因此
U WK
t t

∂ ∂
=

∂ ∂
且

U WK
x x

∂ ∂
=

∂ ∂
，將此結果代入(3-5)式中可得： 

0t xKW AKW+ = ，可再繼續簡化成： 

0t xW W+Λ =                                                   

方程式(3-7)稱為 Canonical form 或 Characteristic form。 

將以上的結果簡單整理如下： 

0i i
i

W W
t x

λ∂ ∂
+ =

∂ ∂
，或 0

0

0
2

1
1

2

1

=


































+



















i
m

i W

W
W

W

W
W









λ

λ
               

(3-5) 

(3-7) 

(3-8) 

(3-6) 
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(3-8)可由特徵曲線法求得其解為：  





>−=−=
<−=−=

0    )(),(
0    )(),(

)0(

)0(

txtxWtxW
txtxWtxW

iiiii

iiiii

λβλ
λαλ

  

其中， iα 與 iβ 為初始值的特徵變數。由於U KW= ，可以得到 

∑ −=
m

i

i
ii KtxWtxU )(0 )(),( λ  

參照圖 3-1，可以進一步推導出 

( ) ( )

1 1
( , )

p m
i i

i i
i i p

U x t K Kα β
= = +

= +∑ ∑   

除此之外，還可決定出 ( , )U x t 中的 jump U∆ ： 

( )

1

m
i

R L i
i

U U U Kα
=

∆ = − =∑   

其中 i i iα β α= − 。 

在一維線性黎曼問題中，雖然有解析解，但在非線性問題裡需利用疊代等方

法，這些動作將耗費大量的時間，因此在實際應用上並不廣泛。為了解決此問題，

一般皆求解近似黎曼問題(approximation Riemann problem)解而不直接求其解析

解。在求解近似黎曼問題中最被廣泛應用的方法為 Roe[7]所提出，亦即為 Roe 

scheme，其內容如下： 

假設一維尤拉方程式： 

0U F
t x

∂ ∂
+ =

∂ ∂
 

根據 chain rule，可將方程式(3-12)改寫如下： 

0U F U
t U x

∂ ∂ ∂
+ =

∂ ∂ ∂
 再令 ( ) FA U

U
∂

=
∂

，於是方程式(3-12)可以表示成： 

( ) 0U UA U
t x

∂ ∂
+ =

∂ ∂
  

其中， ( )A U 就稱為 Jacobian 矩陣。 

而Roe scheme將原本的 Jacobian矩陣 ( )A U 用一常數 Jacobian矩陣 ( , )L RA U U

   (3-9) 

   (3-10) 

   (3-11) 

   (3-12) 

   (3-13) 
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代替，因此本來的黎曼問題可以改寫成近似黎曼問題： 

( ) 0U UA U
t x

∂ ∂
+ =

∂ ∂
    

( ,0)U x = LU    0x <                    

( ,0)U x = RU    0x >  

於是前述方法可以得到(3-14)的解析解。由以上的原理可得知，在近似黎曼

問題上，Roe 利用常數 Jacobian 矩陣取代原本的 Jacobian 矩陣使方程式由非線性

轉變成線性，但是初始條件並沒有改變，因此可以得到方程式(3-12)的近似解。

為了要求得合理的常數 Jacobian 矩陣，須合乎 Roe 所提出的四項條件： 

1. U 與 F 之間，存在著線性轉換的關係。 

2. 當 R LU U U− → ，則 ( , ) ( )L RA U U A U→ ，此處
FA
U
∂

=
∂

。 

3. ( )L R L RA U U F F− = − 。 

4. 矩陣 A的特徵向量必須線性獨立。 

這四項條件都是雙曲線方程式所需具備的，這同時也說明了 Roe 所提出的

常數 Jacobian 矩陣必須有實數特徵值，其所對應的特徵向量必須線性獨立。除此

之外，條件 3.則是為了符合守恆定律（conservation law）與 Rankine-Hugoniot 條

件。 

線性黎曼問題的解析解，可以直接從(3-9)與(3-11)式得到， 1
2

( / )
i

U x t
+

的解可

以利用下面的方程式計算： 

( )
1

02

( / )
i

i
L ii

U x t U K
λ

α
+ <

= +∑     

或 

( )
1

02

( / )
i

i
R ii

U x t U K
λ

α
+ >

= −∑      

其中
1
2

i + 表示網格與網格之間的交界面(interface)。 

   (3-14) 

   (3-15) 

   (3-16) 
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而黎曼問題的近似解，則須從解近似黎曼問題著手： 

( ) 0U F U
t x

∂ ∂
+ =

∂ ∂


，根據(3-14)式可得知F AU=   

為了符合守恆的條件，因此下式必須成立： 

( ) ( ) ( ) ( )R L R LF U F U F U F U− = −                                       (3-17) 

接著在固定體積的條件下，積分近似解 1
2

(0)
i

U
+

，可得到通量(flux)的數值公式： 

1 1
2 2

( (0)) ( ) ( )R Ri i
F F U F U F U

+ +
= − −                                     (3-18)  

再從 F AU=  的關係中可進一步求得： 

1 1
2 2

(0) ( )R Ri i
F AU F U AU

+ +
= − −                                        (3-19) 

再根據(3-15)式與(3-16)式可以推導出： 

( ) ( )
1

0 12

( ) ( )
i

m
i i

R i R i ii i
F F U A K F U K

λ

α λ α+
+ > =

= − = −∑ ∑                           (3-20) 

或 

( ) ( )
1

0 12

( ) ( )
i

m
i i

R i L i ii i
F F U A K F U K

λ

α λ α−
+ > =

= + = +∑ ∑                            (3-21) 

(3-20)與(3-21)所指的 iλ
− 與 iλ

+ 分別是代表負的特徵值與正的特徵值，接著再利用

平均的方法將 1
2

i
F

+
更進一步表示成： 

( )
1

12

1 ( ) ( )
2

m
i

R L i ii i
F F U F U Kλ α

+ =

 = + −  
∑                                  (3-22) 

再由(3-10)式可再次改變 1
2

i
F

+
的形式如下： 

1
2

1 ( ) ( )
2 R Li

F F U F U A U
+

 = + − ∆ 
                                    (3-23)

其中 R LU U U∆ = − 、 1A A A K K+ − −= − = Λ      ，

1 0

0 m

λ

λ

 
 

Λ =  
  
 


   



。 
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接下來需找出 A 中所需的物理量，必須利用下列方法： 

考慮一維等溫尤拉方程式： 

( ) 0t xU F U+ =                                                    (3-24)

其中
1

2

u
U

u u
ρ
ρ

   
= =   

  
；

1
2 2

2

f u
F

f u a p
ρ

ρ
   

= =   +  
， a為聲速 

方程式(3-24)的 Jacobian 矩陣與其對應的特徵值與特徵向量如下所示： 

2 2

0 1
( )

2
FA U

a u uU
 ∂

= =  −∂  
    

特徵值： 1 u aλ = − ， 2 u aλ = +  

特徵向量： (1) 1
K

u a
 

=  − 
， (2) 1

K
u a
 

=  + 
 

接著選定 parameter vector Q 

1

2

q UQ
q u

ρ

ρ ρ

  
= =   
    

 

再將 F 與U 利用Q表示： 

2
1 1

1
2 1 2

u q
U q Q

u q q
  

= = =   
   

 

1 1 2
2 2 2

2 2 1

f q q
F

f q a q
   

= =   +   
 

為了表示出 U∆ 與 F∆ 需在定義 averaged vectorQ： 

1

2

1 1( )
2 2

L R
L R

L L R R

q
Q Q Q

q u u

ρρ

ρρ

 + 
= = + =   

+    





  

再找出 ( )B B Q=   與 ( )C C Q=   使得 

U B Q∆ = ∆ ； F C Q∆ = ∆                                             (3-30) 

   (3-25) 

   (3-26) 

   (3-27) 

   (3-28) 

   (3-29) 
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將(3-30)結合可得 

1( )F CB U−∆ = ∆                                                 

再根據上述條件 3 求出近似 Jacobian 矩陣 

1A CB−=                                                           (3-32) 

為了滿足(3-28)，可以求得 

1

2 1

2 0q
B

q q
 

=  
 




                                               
       (3-33) 

2 1
2 2

1 22
q q

C
a q q

 
=  
 

 


 
                                                  (3-34) 

再帶入(3-32)可得 

2 2

0 1
2

A
a u u
 

=  − 


 
                                                (3-35) 

u為 Roe averaged velocity 

L L R R

L R

u u
u

ρρ
ρρ

+
=

+
                                                (3-36) 

因此可以用同樣方法得到以下物理量： 

L L R R

L R

v v
v

ρρ
ρρ

+
=

+
                           (3-37) 

L L R R

L R

w w
w

ρρ
ρρ

+
=

+
                                               (3-38) 

L L R R

L R

H H
H

ρρ
ρρ

+
=

+
                                              (3-39) 

1/ 2[( 1)( 1/ 2 )]a H Vγ= − −                                             (3-40) 

其中u、v、w 分別代表 x方向、 y 方向、 z 方向的速度。H 、a則分別為焓和音

速。(3-36)～(3-38)式中的 Lu 以及 Ru 則是利用 MUSCL 法求出。 

   (3-31) 
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3.2 MUSCL 法 

本論文使用的是採用 I. Abalakin等人 [36]中所使用的插分法Monotone 

Upstream-centered Schemes for Conservation Laws (MUSCL)來求解 pU∆ 。其方程

式如下： 

R
i

L
ip uuU 2/12/1 ++ −=∆                                                (3-41) 

1/ 2 1/ 21/ 2L L
i i iu u u+ += + ∆                                            (3-42) 

1/ 2 1/ 21/ 2R R
i i iu u u+ += − ∆                                            (3-43) 

1/ 2 1 1(1 )( ) ( )L
i i i i iu u u u uβ β+ + −∆ = − − + −  

1 1 2 2 1 1( 3 3 ) ( 3 3 )c d
i i i i i i i iu u u u u u u uθ θ− + + − − ++ − + − + + − + − +                  (3-44) 

1/ 2 1 2 1(1 )( ) ( )R
i i i i iu u u u uβ β+ + + +∆ = − − + −  

1 1 2 1 2 3( 3 3 ) ( 3 3 )c d
i i i i i i i iu u u u u u u uθ θ− + + + + ++ − + − + + − + − +                  (3-45) 

其中(3-44)、(3-45)式中的β 、 cθ 、 dθ  值可由表 3-1 中查得。代入不同的值可以

得到不同的精度。本論文則是使用五階精度，以減少數值計算的消散性。在邊界

條件部分，為了執行五階精度計算，加熱壁面與絕熱壁面的設定如式(2-1)~(2-4)

所示。而計算黏滯性項則採用四階精度的中央差分法： 

42 1 1 28 8 ( )
12

i i i iu u u uu o x
x x

− − + +− + −∂
= + ∆

∂ ∆
                                 (3-46) 

在程式中，高次項的插分法在不連續的情況下，容易使震盪變大，為了降低

震盪，本研究在 MUSCL 法插分出來的方程式中加入 minmod limiter，用來確保

程式不會發散。因此(3-42)與(3-43)式需改寫如下： 









=
∆−=

∆+=

++

++

)}(|],[|,0{)(),(minmod
)(minmod2/1

)(minmod2/1

2/12/1

2/12/1

xySgnxMinMaxxSgnyx
uuu
uuu

R
ii

R
i

L
ii

L
i

                      (3-47) 
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3.3 Preconditioning 法 

為了增加 N-S 方程式於低馬赫速可壓縮流的準確度與效率，因此於方程式

中增加 preconditioning 法。本程式採用 Weiss 和 Smith[8]的 preconditioning 

method，撰寫於三維曲線座標，其方程式如下： 

U F G H S
t x y z

∂ ∂ ∂ ∂
+ + + =

∂ ∂ ∂ ∂
                                           (3-48) 

上式為原始方程式，接著將保守形式(conserved variables)轉變成主要變數形式

（primitive variables），其形式如下： 

pU F G HM S
t x y z

∂ ∂ ∂ ∂
+ + + =

∂ ∂ ∂ ∂
                                        (3-49) 

其中 [ ]T
pU p u v w T= ，M 為轉換矩陣： 

0 0 0
0 0

0 0
0 0

1

p T

p T

p T
p

p T

p T p

u u
U v vM
U w w

H u v w H C

ρρ
ρρρ 
ρρρ 
ρρρ 

ρρρρρρ    

 
 
 ∂  = =

∂  
 
 − + 

                     (3-50) 

其中 p p
ρρ ∂

=
∂

； T T
ρρ ∂

=
∂

 

接著將(3-50)式的方程式乘上矩陣K  

2

1 0 0 0 0
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

( ) 1

u
vK
w

H V u v w

 
 − 
 −=
 − 
 − − − − −  

                                 (3-51) 

再將 K 與M 相乘 

0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 0

p T

p

KM

C

ρρ
ρ

ρ
ρ

ρ

 
 
 
 =
 
 
 − 

                                      (3-52) 
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將(3-52)式帶入(3-49)式，連續方程式： 

( )p
p u v w S
t x y z

ρρρ  ρ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + =

∂ ∂ ∂ ∂
                                      (3-53) 

在理想氣體中可將(3-53)再表示成 

2 ( )p u v w S
C t x y z
γ ρρρ  ∂ ∂ ∂ ∂

+ + + =
∂ ∂ ∂ ∂

                                     (3-54) 

其中C 為聲速 

由(3-54)式可以看出，在等密度條件下，由於 pρ 為零，(3-53)式將變成 

u v w S
x y z
ρρρ  ∂ ∂ ∂

+ + =
∂ ∂ ∂

                                             (3-55) 

上式即為不可壓縮流的連續方程式。 

綜上所述，可以得知只要改變(3-52)式中的 pρ 項，利用當地流場速度（local 

velocity）的倒數取代，即可轉換系統中的特徵值，藉此改變低速情況下流場的

聲速，使聲速與流場速度數量級數(order)相同，系統不再受到 CFL 條件的限制，

提高程式的計算效率。 

利用θ取代 pρ 項： 

2

1 1( )
r pU TC

θ = −                                                    (3-56) 

maxUε ×   if u Cε< ×  

rU =      u        if C u Cε × < <                                (3-57) 

C        if u C>  

其中ε 為一極小的值，約等於 510− ，其主要是用來防止停滯點（stagnation point）

在計算時所造成的奇異點（singular point）現象。對於黏性流體而言， rU 必須大

於流體的當地擴散速度（local diffusion velocity），因此 rU 還需加入下列限制： 

max( , )r rU U
x
ν

=
∆
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將θ帶入(3-52)式後，可得到一新矩陣 ncΓ  

0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 0

T

nc

pC

θ ρ
ρ

ρ
ρ

ρ

 
 
 
 Γ =
 
 
 − 

                                        (3-58) 

經過上述推導之後，方程式從(3-49)式轉變如下： 

( )p
nc

U F G HK S
t x y z

∂ ∂ ∂ ∂
G + + + =

∂ ∂ ∂ ∂
                                    (3-59) 

為了讓(3-59)式中的通量項再度轉換成保守形式，在乘上 1K −  

1( ) p
nc

U F G HK S
t x y z

− ∂ ∂ ∂ ∂
G + + + =

∂ ∂ ∂ ∂
                                   (3-60) 

根據(3-60)式，定義 

1

0 0 0

0 0

0 0

0 0

1

nc

p

T
uu

T
vK v

T
ww

T

H u v w H C
T

ρθ

ρθ ρ

ρθ ρ

ρθ ρ

ρθ ρρρρ  

−

− 
 
 

− 
 
 − Γ = Γ =
 
 −
 
 
 −

− +   

                    (3-61) 

最後方程式簡化成如下形式： 

pU F G H S
t x y z

∂ ∂ ∂ ∂
G + + + =

∂ ∂ ∂ ∂
                                         (3-62) 

由於方程式在時間項經過改變，因此必須重新推導 Roe 所提出的近似黎曼解。

在(3-23)式中，可以觀察到 1
2

i
F

+
項，是由

1 ( ( ) ( ))
2 R LF U F U+ 的中央差分法加上為

了解決不連續面問題的 artificial viscosity term 
1
2

A U∆ 所組成。加入

preconditioning的方程式只需在 artificial viscosity term做改變即可，其推導如下： 
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1 1

1 1

1 1

( )

( )

( )

p

p

p

p p p p

U F G H S
t x y z

U F G H S
t x y z

U U U UA B C S
t x y z

U U U U
AM BM CM S

t x y z

− −

− −

− −

∂ ∂ ∂ ∂
G + + + =

∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂

+ G + + = G
∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂

+ G + + = G
∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂

+ G + + = G
∂ ∂ ∂ ∂

        

其中
p

UM
U
∂

=
∂

 

所以 artificial viscosity terms 改寫如下： 

1
1
2

1 1( )
2 2R L Pi

F F F AM U−

+
= + − Γ ∆                                    (3-67) 

其中 1 1AM KA DA KA− −Γ = × ×
 

方程式(3-62)中的 Navier-Stokes 方程式在時間項方面遭到修改，利用修改後

的方程式來計算暫態結果並不恰當，因此本程式再加入 dual time stepping [8]，不

僅讓程式在計算暫態結果方面較準確，更提高程式的效率，縮短計算時間。首先，

先在原始 Navier-Stokes 方程式加入一虛擬時間項 /U τ∂ ∂ ，稱為 artificial time term。

方程式改變如下： 

U U F G H S
t x y zt

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + + =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
                                      (3-68) 

其中τ 即為 artificial time， t為 physical time，接著在 artificial time term 加入

preconditioning method： 

pU U F G H S
t x y zt

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
G + + + + =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
                                    (3-69) 

最後對 artificial time term /pU τ∂ ∂ 採一階的有限差分離散，對 physical time term

/U t∂ ∂ 採二階的後項差分離散，離散後的形式將在曲線座標上： 

1 1 1
1 1

1 1, , , ,
2 2

1 1 1 1
1 1 1 1, , , , , , , ,
2 2 2 2

3 4 1 ( )
2

1 1( ) ( ) S

k k n n n
p p k k

i j k i j k

k k k k

i j k i j k i j k i j k

U U U U U F F
t x

G G H H
y z

t

+ + −
+ +

+ −

+ + + +

+ − + −

− − +
G + + −

∆ ∆ ∆

+ − + − =
∆ ∆

                           (3-70) 

   (3-63) 

   (3-64) 

   (3-65) 

   (3-66) 
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接著整理上式，先將其線性化 

13( ) 4
( ) ( ) ( ) S

2

k n n
p p k k k k k k

x p p y p p x p p

U U M U U U
F A U G B U H C U

t
δ δ δ

t

−∆ + ∆ − +
G + + + ∆ + + ∆ + + ∆ =

∆ ∆
                    

其中 1k k
p p pU U U+∆ = − ，

p

UM
U
∂

=
∂

，
p

k

p U
FA
∂
∂

= ， xδ ， yδ 與 zδ 為中央差分運算子。 

1k k
p pF F A U+ = + ∆                                                 (3-71) 

1k k
pU U M U+ = + ∆                                                 (3-72) 

再將 pU∆ 項放置在等號左邊，其餘則在右邊: 

1 1 -13[ ( )]
2

k k k k
x p y p z p p

I M A B C U R
t

δ δ δ
t

-- + Γ +Γ + + ∆ = Γ
∆ ∆

                  (3-73) 

此處
13 4( ) ( )

2

k n n
k k k k

x y z
U U UR S F G H

t
δ δ δ

−− +
= − − + +

∆
， I 為單位矩陣。其中

p

UM
U
∂

=
∂

， p
p

FA
U
∂

=
∂

、 p
p

GB
U
∂

=
∂

與 p
p

HC
U
∂

=
∂

為 flux Jacobian。 

k 為 artificial time 中的疊帶次數， n為 physical time 的計算階數。上述方程

式，當 artificial time term 收斂時， 3
1

10−
+

<
∆

−
Γ

τ

k
p

k
p UU

，方程式即會回復到原始的

Navier-Stokes 方程式，並且包含著時間項，故程式可以計算暫態結果。本研究先

以 Lower-upper symmetric-Gauss-Seidel (LUSGS) implicit 法[37]計算時間方程式

(3-73)，此法的優點除了收斂快速外，還有不需額外的 Artificial Dissipation 來幫

助程式收斂。然而由於此法在程式平行化上有其困難，隨後即以文獻[38]提出之

平行化方法修改 LUSGS 法，進一步達到全平行化的程式效果。 
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3.4 LUSGS 法 

由 Yoon 和 Jameson[37]提出 LUSGS implicit method 如下： 

1 k
p pA A−= Γ  

1 k
p pB B−= Γ

                                                      (3-74)  

1 k
p pC C−= Γ  

並將其分為兩部分: 

p p pA A A+ −= +    

p p pB B B+ −= +  
                                                    (3-75) 

p p pC C C+ −= +        

其中  

( )IAA App ~
~

2
1~ λ±=±  

( )IBB Bpp ~
~

2
1~ λ±=±

                                                (3-76)
 

( )ICC Cpp ~
~

2
1~ λ±=±   

Aλ  、 Bλ  、 Cλ  分別為 pA 、 pB 、 pC 中最大的特徵值。 

將上三式帶入方程式(3-73)可得 

k
pppzppyppx RUCCBBAA

t
MI 11 )]~~()~~()~~(

2
3[ −−+−+−+− Γ=∆++++++
∆

Γ+
∆

δδδ
t   (3-77)

 

再利用高階方法處理對流項 )~~( −+ + ppx AAδ  

( )
x

AA
x
AA

AAAA ipipipip
pxpxppx ∆

−
+

∆
−

=+=+
++

+
+
−

+
−++−−+ ,1,1,,

~~~~
~~~~ δδδ

                  (3-78)        
 

將上式帶入方程式(3-77) 
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k
p

kpkpkpkpjpjpjpjp

ipipipip

RU
z

CC
z
CC

y
BB

y
BB

x
AA

x
AA

t
MI

1,1,1,,,1,1,,

,1,1,,1

]
~~~~~~~~

~~~~

2
3[

−
++

+
+

−
+++

+
+

−
+

++
+

+
−

+
−

Γ=∆
∆
−

+
∆
−

+
∆
−

+
∆
−

+
∆
−

+
∆
−

+
∆

Γ+
∆t        (3-79) 

可將上式整理成 

1( ) k
pL D U U R−+ + D = Γ                                             (3-80) 

其中 

1, , , 1, , , 1

1
, , , , , , , , , , , ,

1, , , 1,

1 1 1( ) ( ) ( )

3 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

1 1 1( ) ( )

p i j k p i j k p i j k

p i j k p i j k p i j k p i j k p i j k p i j k

p i j k p i j k

L A B C
x y z

ID M A A B B C C
t x y z

U A B
x y z

t

+ + +
− − −

− + − + − + −

− −
+ +

 
= − + + DDD   

      = + Γ + − + − + −      DDDDD     

= + +
DDD   , , 1( )p i j kC−

+







      

 

最後整理為 

1 1( ) ( ) k k
pL D D D U U R− −+ + D = Γ                                      (3-82) 

上式可以用以下的步驟解出： 

1. 執行 forward sweep 

* 1( ) k
pL D U R−+ D = Γ                                               (3-83) 

其中 * 1( ) k
p pU D D U U−D = + D   

方程式(3-83)可再整理成 

* * 1 k
p pL U D U R−D + D = Γ                (3-84) 

* 1 *k
p pD U R L U−D = Γ − D                      (3-85)

*
pU∆  定義如下： 

* 1 1 *( )k
p pU D R L U− −D = Γ − D .              (3-86) 

方程式(3-86)可以展開如下 

   (3-81) 
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]

[
*

)1,,(,)1,,(
*

),1,(,),1,(

*
),,1(,),,1(),,(

11
),,(

*
),,(,

−−−−

−−
−−

∆−∆

−∆−Γ=∆

kjipkjikjipkji

kjipkji
k

kjikjikjip

ULUL

ULR∆U
                       (3-87) 

當 1i = 、 1j = 或 1k = ， 於方程式右邊的 *
pU∆  可從邊界條件決定。 

2. 執行 backward sweep 

k
pU∆ 於方程式(3-83)可表示如下 

*( ) k
p pD U U D U+ D = D                                             (3-88) 

* 1k k
p p pU U D U U−D = D − D                                          (3-89) 

]

[

)1,,(,)1,,(),1,(,),1,(

),,1(,),,1(
1

),,(
*

),,(,),,(,

k
kjipkji

k
kjipkji

k
kjipkjikjikjip

k
kjip

UUUU

UUDUU

++++

++
−

D+D

+D−D=D
                       (3-90) 

當 1i = 、 1j = 或 1k = ， 於方程式右邊的 *
pU∆  可從邊界條件決定。 

3. 求解
1+k

pU ： 

11 ++ ∆+= k
p

k
p

k
p UUU                                                 (3-91) 

4. 重複步驟 1 至 3，直到 3
1

10−
+

<
∆

−
Γ

τ

k
p

k
p UU

則下一個物理時間項可求得。 
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3.5 LODI 法 

在高速可壓縮流的情形下，Poinsot 和 Lele[11]發展的 LODI 法使非反射邊界

適用於管道的進出口兩端。但因未使用 preocnditioning 法，因此此法並無法適用

於低速可壓縮流中。為了讓 LODI 法適用於低速可壓縮流的情形下，需重新推導

LODI 方程式於邊界上，考慮一維 Navier-Stokes 方程式： 

0pU F
xτ

∂ ∂
Γ + =

∂ ∂
                                                  (3-92) 

接著將兩邊同乘 1−Γ  

1 0pU F
xτ

−∂ ∂
+ Γ =

∂ ∂
                            (3-93) 

其中 1 F
x

− ∂
Γ

∂
可在轉換如下： 

1 1 1p p
p

p

U UF F A
x U x x

− − −∂ ∂∂ ∂
Γ = Γ = Γ

∂ ∂ ∂ ∂
                (3-94) 

將方程式(3-94)帶入方程式(3-93)，便可得到 primitive form 

1 0p p
p

U U
A

xτ
−∂ ∂

+ Γ =
∂ ∂

                     (3-95) 

再將
1

pA−Γ 作相似轉換以得到特徵速度 

1 1
pA K Kλ− −Γ =                       (3-96) 

此處 K 為特徵向量矩陣， λ為 1
pA−Γ 的特徵值矩陣且表示流場中的特徵速度。根

據 Jespersen 等人[35]，特徵值下所示： 

1

2

3

4

5

u
u
u

u c
u c

λ
λ
λλ
λ
λ

   
   
   
   = =
   ′ ′+   

   ′ ′−  

                        (3-97) 

此處
( 1)

2
uu Θ+′ = 、 

2 2 2( 1) 4
2

u c
c

Θ− + Θ
′ = ，其中 2100MΘ ≈ 。 
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接著讓 

1 pU
L K

x
λ − ∂

=
∂

                   (3-98) 

L如下所示： 

1

2

3

4

5

1 ( )

( )

( )[ ( ) ]

( )[ ( ) ]

T P Pu
x x x

wL u
xL

vLL u
xL

P uu c u c uL x x
P uu c u c u
x x

γ
ργ

ρ

ρ

∂ ∂ ∂ + − ∂ ∂ ∂ 
∂  

   ∂   ∂  = = −   ∂
   ∂ ∂   ′ ′ ′ ′+ − − −   ∂ ∂
 ∂ ∂′ ′ ′ ′ − − + −

∂ ∂ 

              (3-99) 

L矩陣的物理意義為邊界條件上波的強度隨時間變化的方程式。 

 根據方程式(3-97)， 1L 、 2L 、 3L 、 4L 與 5L 分別為u、u、u、u c′ ′+ 與u c′ ′− 。

將方程式(3-98)帶入方程式(3-95)，可再表示如下： 

0pU
KL

τ
∂

+ =
∂

                      (3-100) 

將方程式(3-100)展開可得壓力、速度與溫度在邊界條件上的方程式 

4 5

4 5
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1 4 5

1 [ ( ) ( )] 0
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1 ( ) 0
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0
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1 1 1 [ ( ) ( )] 0
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v L
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τ ρ γ
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∂
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′∂
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− =
∂
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                  (3-101) 

方程式(3-101)可再離散如下： 
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               (3-102) 

根據圖 3-2(a)，如果流體從管內往大氣流出時， 1L 、 2L 、 3L 與 4L 方向與流體

流動方向相同，因此可利用方程式(3-99)定義 1L 、 2L 、 3L 與 4L 。由於u c′ ′− 小於

零的關係， 5L 的方向則與流體流動方向相反。由於壓力於極遠處的變化為零，所

以 0p
τ
∂

=
∂

，方程式(3-101)的第一式將如下： 

4 5
1 [ ( ) ( )] 0

2
L u c u L u c u

c
′ ′ ′ ′+ − − − − =

′
                    (3-103) 

因此 5L 可定義如下： 

5 4
( )
( )
u c uL L
u c u
′ ′+ −

=
′ ′− −

                        (3-104) 

相反地，圖 3-2(b)則為流體從大氣環境往管內流動。 4L 可由方程式(3-100)

直接求得，由於非反射性邊界的關係， 1L 、 2L 與 3L 則設定為 0。 5L 則可由方程式

(3-103)得到。此外，為了符合五階精度的計算，如圖 2-2 所示，邊界外第二個 ghost 

cell，即第 0 點的設定如下： 
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                                             (3-105) 

  



 

43 
 

3.6 吸收性邊界 

由於不同方向的吸收性邊界區域的方程式的物理意義不同，因此實際應用於

數值計算時，方程式(2-7)將需要做修正來符合各個方向的吸收性邊界區域。在 x+

及 x− 方向的吸收性邊界區域方程式如下： 
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在 z+ 及 z− 方向的吸收性邊界區域方程式如下： 
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(3-106) 

(3-107) 

(3-108) 
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在交集區的吸收性邊界區域方程式如下： 
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由於吸收性邊界區域的流體方向需與真實物理邊界的方向一致，因此在圖

2-3 中，區域 1 的吸收性邊界區域是以後退差分的方式做離散，如方程式(3-112)

所示。而區域 2 的吸收性邊界區域則是以前進差分的方式來離散化，如方程式

(3-113)所示： 

(3-109) 

(3-110) 

(3-111) 
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zx,=φ
 

上述方程式的φ為代表 x及 z 方向的吸收性邊界差分方程式。為了正確解出

整體的流場，包含真實物理區域及虛擬的吸收性邊界區域，方程式(2-5)及(2-9)

需結合成以下統御方程式： 
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當計算真實物理區域時，虛擬對流項及虛擬擾動項將為零。而當計算吸收性邊界

區域時，重力源項將為零，由此整體的計算過程如下所示： 

(1) 設定整體流場初始條件，包含壓力、速度及溫度。高溫面設定為 700=HT K。 

(2) 使用 MUSCL 計算式(3-42)及(3-43)，再由式(3-41)得 pU∆ 的值。 

(3) 把 pU∆ 的值代入式(3-67)並以 Roe scheme 計算非黏性項 inviscidF 。 

(3-112) 

(3-113) 

(3-114) 
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(4) 以四階中央插分法計算黏性項並代入統御方程式(2-5)。 

(5) 由 LUSGS 法計算 1k
pU + 。 

(6) 檢查 1k
pU + 是否收斂，重複(2)-(5)直到達到收斂條件。以 1k

pU + 當作第(n+1)th時

階的 pU ，並計算下一時階的結果。本研究的收斂條件為 3
1

1

10−
+

+

<
−
n

nn

ψ
ψψ , 

Twvup ,,,,=ψ 。 
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3.7 CUDA 高速運算 

由於此研究三維低速可壓縮流之計算量非常龐大，因此在模擬過程相當耗時。

過去的研究中，多使用平行化方法做為提高計算效能的方式，最常見的兩種平行

化方法為MPI (Message Passing Interface)及OpenMP (Open Multi-Processing)。前者

將程式平行化於並聯的多台電腦上運行，但效率隨電腦數增加而下降，且價格與

佔用空間亦十分龐大。後者則是使用具有多核心中央處理器的超級電腦，佔用空

間較小，但受限於目前的製程及散熱問題，計算核心數有限，效率提昇有限。 

近年來，處理動畫(Animation)功能在研究與娛樂的殷切需求下，顯示卡

(Video Card)內圖形處理器(Graphics processing unit, GPU)的速度越來越快，如圖

3-3所示。在浮點運算數及記憶體頻寬上，GPU由於本身硬體架構的優勢，整體

的運算效能遠高於一般的多核心中央處理器(Central processing unit, CPU)。除此

之外，顯示卡之價格相對於購買高階多核心中央處理器較為低廉，因此於三維圖

形顯示方面以外的應用日益增加。CUDA平台（Compute Unified Device 

Architecture）是由Nvidia公司所推出的整合技術，此技術是一種將GPU作為數據

平行化運算設備的統一處理架構。利用顯示卡內GPU具有數量眾多的流處理器

(Stream Processor，SP)，更適合用於平行化程式的計算特性，以達到提升數值計

算速度的目的。本研究發展利用CUDA於計算流體力學上，將CUDA平台成功運

用於平行化運算，以下將就CUDA平台的架構及執行模式做詳細的說明。 

    CUDA 平台的主要架構如圖 3-4(a)，右方可見主機(Host)端，內含中央處理

器(CPU)和主機記憶體。而設備(Device)端，即主機板插槽上的顯示卡。平行計

算過程中，依程式語言撰寫順序執行，部分在 CPU 上運算的為串行處理程式

(serial code)，部分藉自行開發在 CUDA 平台上的連結編輯程式，在 GPU 上執行

的為核心函數(kernel)。每個 kernel 的執行單位為網格(Grid)，網格中包含數個區

塊(Block)，區塊又由數個執行緒(Thread)所組成，當 kernel 開始執行時，這些執

行緒將分別由顯示卡內的流處理器(Stream Processor, SP)來作平行化運算。待此
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kernel 結束，則接續下一個串行函數進行在 CPU 運算，依此順序執行至整個程

式完成運算工作。 

    在 CUDA 平台上作平行化運算，為得到最佳化的計算效能，在記憶體的配

置方式上極為重要，如圖 3-4(b)所示。由於在 GPU 的計算單元中，包含數個多

流處理器(Stream Multiprocessor，SM)，而每個 SM 中又包含 8 個單(或雙)精確浮

點數的流處理器(Stream Processor，SP)，在同 SM 中的 8 個 SP 共用同一共享記

憶體(shared memory)。如前述在 CUDA 平台中的 kernel 實質上是以區塊為單位

執行的，在同一區塊的所有執行緒需共享數據，因此會在同一個 SM 中執行，但

同一 SM 中可以存在多個區塊，如此可在某一區塊執行同步或存取記憶體時，讓

另一個區塊占用執行資源，用以隱藏延遲，更好的利用執行單元的資源。然而在

實際運行時，區塊內的執行緒將以執行緒束(warp)為單位執行，一個 warp 由 32

個連續執行緒所組成，且一個 SM 可以保存 32 個 warp(共 1024 個執行緒)。由

於各個 warp 在 CUDA 中的執行順序並無規律，因此需使用同步的方式，確保同

一區塊中的執行進度相同，一個 SM 可以完成 512 個執行緒同步的動作，且 warp

中的執行緒只與執行緒 ID 有關，排列如 ID 0~31 為一束，32~63 為第二束，以

此類推，因而在下述設定的區塊中執性緒數則可是 1~512 的任意值，並以 32 的

倍數為最佳，以避免多餘的執行緒仍占掉一個 warp。依此原則對區塊及執行緒

數作配置，以期達到平行化運算的最高性能。 

    在撰寫CUDA程式時，主要可分為下列三個步驟；第一步驟為配置顯示卡內

GPU的記憶體位址及設定區塊(Block)和執行緒(Thread)的大小，接著將本來利用

中央處理器CPU計算的資料由主機記憶體搬移至顯示卡上的記憶體。一般使用有

限差分法於三維的情形中，多使用三維陣列(i,j,k)將格點編號，然而若使用三維

陣列時，要將主機的資料搬移至顯示卡上的記憶體時，將非常複雜。因此需將三

維陣列轉換成一維陣列以利於資料搬移。其轉換公式如下所示： 

Device ( assign numbers ) = Host ( i ny nz j nz k× × + × +  )，其中 nx、 ny 與 nz分別
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為 x、 y 與 z 方向的計算網格數目。 

    第二步驟為將程式平行運算。在步驟一將三維陣列轉換成一維陣列，且把主

機端的資料搬移至顯示卡的記憶體後，接著將一維陣列的迴圈平行化，利用流處

理器做計算並儲存於顯示卡上的記憶體。第三步驟為將 GPU 計算結果從顯示卡

的記憶體搬移至主機端的記憶體，接著將前述的一維陣列轉回原來的三維陣列，

並輸出結果。 

    為了使程式能編譯一次後即能在擁有不同流處理器(Stream Processor，SP)數

的顯示卡上執行，CUDA 平台使用了單指令多執行緒(Single Instruction, Multiple 

Thread，SMIT)的執行模型，將計算任務轉成可以大量平行執行的執行緒。實際

運行時，kernel 是以區塊為單位執行的，而網格則是用以表示一系列可以被平行

執行的區塊的集合。一個 kernel 會在一個網格中運行，但由於同一區塊中的所有

執行緒在同一時刻執行的指令並不一定相同，故在 CUDA 平台中，同一區塊中

的所有執行緒皆能存取共享記憶體(shared memory)，因此可以互通交換數據並能

快速進行同步的動作，不同區塊中的執行緒則否，在此模式的設定下雖然能同時

執行同一指令的執行緒數量有限，但通過共享記憶體和執行緒柵欄同步(Barrier)

的方式，確保同一區塊內的執行緒不僅能獨立平行運算，在需要資料同步時，亦

能待全部執行緒皆執行到相同指令時，程式才繼續往下運行，而不致計算錯誤。 

此外，在記憶體最佳化的配置下，由於不同種類的記憶體將對應到不同階層

的運算單元，因此記憶體最佳化的程度也是影響 GPU 運算的重要因子。在最低

階的運算單元，執行緒中，每個執行緒有其可存取的 local memory 及 registers 記

憶體，為專屬於此執行緒的記憶單元，速度也最快。而在同一個區塊中，各個執

行緒將可存取一共用的共享記憶體，但相對的速度也較慢。最後則是在同一個網

格中，所有的執行緒皆可存取共用的 global memory，constant memory 及 texture 

memory，速度則最慢。此外，由於只有 global memory，constant memory 及 texture 

memory 可與主機端的記憶體進行互相存取的動作，因此善用各種不同的記憶體
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之搭配，將可大幅提高程式的運算效能及程式撰寫的效率。 

另一方面，為了完全運用 GPU 的高速平行運算能力，程式的高度平行化是

必要的。在原始的 LUSGS 法之下，式(3-87)中在計算 *
),,(, kjipU∆ 時，需使用到鄰近

格點的數值 *
),,1(, kjipU −∆ ， *

),1,(, kjipU −∆ 及 *
)1,,(, −∆ kjipU ，以及式(3-90)計算 k

kjipU ),,(,∆ 時，

需使用到鄰近格點的數值 k
kjipU ),,1(, +∆ ， k

kjipU ),1,(, +∆ 及 k
kjipU )1,,(, +∆ ，因此程式在此區

塊需跳出至序列程式運算，大幅降低了運算效能。 

在此為了解決此問題，以 Candler 和 Wright[38]所提出的 data-parallel LU 

relaxation method 來修改原始的 LUSGS 法，進一步達到全平行化的程式運算。

為了改寫 LUSGS 法，首先以一預設的 k
kjiR ),,( 得到第零次運算的 )0(

),,1(, kjipU −∆ ，如以

下所示： 

k
kjikjikjip RDU ),,(

11
),,(

)0(
),,(,

−− Γ=D                                        (3-115) 

接著結合式(3-87)及(3-90)並改寫如下： 
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(3-116) 

m 為次疊代(subiterations)的次數，根據文獻[38]的測試，以 4max =m 之效率為最

佳。因此最後可得： 

max1 m
p

k
p UU ∆=∆ +                                                   (3-117) 

再代入式(3-91)中，即可解得 1+∆ k
pU 。在 data-parallel LU relaxation method 中，由

於式(3-115)及式(3-116)在計算 m
kjipU ),,(,∆ 時，僅需使用到上一個次疊代的鄰近格點，

因此在每次疊代時皆可以全平行化之程式計算，更能有效利用 GPU 的運算效

能。 
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表 3-1 精度係數值 

β  cθ  dθ  Order 

1/3 0 0 2 

1/3 -1/6 0 3 

1/3 0 -1/6 4 

1/3 -1/10 -1/15 5 

1/3 -1/10 -1/15 6 
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圖 3 - 1 黎曼問題特徵值結構圖 
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(a) 

 

 

(b) 

 

圖 3 - 2 1L 、 2L 、 3L 、 4L 與 5L 於管道兩端的方向性示意圖 
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(a) 

 

(b) 

圖 3 - 3 GPU 及 CPU 效能比較[39](a)浮點運算數 (b)記憶體頻寬 
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(a) 

 
(b) 

圖 3 - 4 (a)CUDA 程式架構 (b)CUDA 記憶體配置[39] 
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第四章 結果與討論 

4.1 計算參數與驗證 

在正方形平行平板中，需要定義某特徵長度以計算雷利數(Rayleigh number)，

在此以平板間之距離為特徵長度並定義雷利數如下： 

( )
( )20

3
20

2
0Pr

TT
lTTgRa H

µ
r −

=
 
 

然而由於底部平板的加熱面大小也會影響整體熱傳現象，因此為了更正確的

考慮整體的無因次參數的物理意義對熱傳效率的影響，修正過後的雷利數定義如

下： 

2

1*

l
lRaRa ×=

 
 

為了比較熱傳增益，定義局部紐塞數(Nusselt number) Nu 、時間平均紐塞數

tNu 、面積平均紐塞數 ANu 及平均紐塞數 Nu 如下： 
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在計算正方形平行平板之自流對流之現象時，當僅以 LODI 法應用於開放性

邊界空間時，若有兩交錯開放性邊界，則在角落處的橫向項(transverse term)所造

(4-1) 

(4-2) 

(4-3) 

(4-4) 

(4-5) 

(4-6) 
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成的誤差累積會使計算過程發散，因此將進一步以吸收性邊界結合 LODI 法來計

算。

 
在此研究中，固定正方行平板的大小，考慮不同間距 2l 的正方形平行平板做

比較，以不同大小的修正雷利數與加熱位置探討高溫自然對流現象。 

首先考慮僅以吸收性邊界處理開放式邊界之結果與結合吸收性邊界及修正

LODI 法此種混合式邊界為邊界條件之比較。根據本研究的驗證，當加熱位置為

底部平板時，吸收性邊界可得到良好的結果，但若加熱位置為頂部平板時，在暫

態的結果上會有高溫從虛擬計算區域處回傳的情形。如圖4-1所示之暫態溫度場，

5.0=Z 之截面圖，此案例之修正雷利數為 5* 1072.1 ×=Ra ，加熱面為頂部平板。

白色虛線內是物理計算區域，白色虛線外則是虛擬計算區域。圖 4-1(a)為僅以吸

收性邊界條件應用於虛擬計算區域之結果。高溫由頂部平板向外擴散，但是在白

色虛線位置可明顯觀察到溫度場由外界的虛擬計算區域回傳至物理計算區域。在

實際情況中，由於白色虛線外為開放性空間，溫度場不會經由邊界再回傳至平行

平板內，因此這是個不合理的計算結果。 

圖 4-1(b)則為結合吸收性邊界條件與修正 LODI 法之計算結果。吸收性邊界

的統御方程式應用於虛線外的區域，而在虛擬計算區域外圍則以修正 LODI 法防

止反射波的產生。由圖中可觀察到溫度場均勻擴散，且無任何不合理的反射現象。

由此可知當計算開放性邊界時，結合吸收性邊界條件與修正 LODI 法為一更適當

的邊界條件設定。 

此外，為了驗證吸收性邊界區域的大小對於計算的準確度影響，測試不同寬

度的吸收性邊界區域( 3l )，分別為 14213 =ll 、 14313 =ll 、 14413 =ll ，比較

其對於沿底部及頂部加熱面中線 ji 之局部紐塞數的影響。在計算格點的部份，

真實物理區域為 704070 ×× ，在吸收性邊界區域部份，由於此為一對稱分佈之物

理模型，四周的吸收性邊界區域格點均設定為等長，分別為 10、15、20 格，因

此總計算格點大小分別為 904090 ×× 、 10040100 ×× 、 11040110 ×× 。由圖 4-2
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的結果可知， 14313 =ll 及 14413 =ll 的局部紐塞數極為接近，而 14213 =ll 則

較為偏離，而隨著 13 ll 增加，計算的結果也不再變話。此外，由計算過程中可發

現吸收性邊界區域越大時整體的收斂速度越快。因此在計算精度及計算時間的考

量下，選擇以 14413 =ll 來計算以下所有案例之結果。 

在計算參數部份，如表 4-1 所示，分別計算在不同加熱位置(底部平板及頂

部平板)及不同修正雷利數 *Ra ( 51072.1 × 、 61055.1 × 及 61031.4 × )之物理模型，整

體網格大小為均勻分佈。在結果中所有物理量的呈現都是以真實物理區域為主。 

  



 

59 
 

4.2 正方形平行平板底部加熱自然對流 

當加熱部分為正方形平行平板的底面時，流體在底面加熱後因浮力而上升，

最後撞擊到頂部平板再向四周流出。而在四周的開放性邊界上，則同時存在著吸

入及推出的現象。為了觀察流體吸入及流出的現象及其對熱傳的影響，圖 4-3(a)

及(c)為 6* 1055.1 ×=Ra 在真實物理區域的中央 xy截面之進出口速度向量分佈及

整體溫度場的分佈，由於此為對稱的結果，圖中只顯示左半邊的流場情況。由圖

4-3(a)的速度向量可看出在底面時由於壁面的影響，吸入的速度不是最大，而在

離底面上方極小距離時吸入的流體達到最高速。此外，隨著高度的上升，底面高

溫對吸入流體的影響減小，吸入的速度主要是由底面附近向内的速度所帶動，使

的速度漸小。由另一方面來看，在頂部平板附近的流體，由於被底板加熱的流體

上升至頂部後膨脹推出，因此在最高處會有最大向外的速度。綜合以上的結果可

知，在平行平板的四面開放邊界上，流體會有底部吸入，在頂部推出，而隨著高

度的上升，吸入的速度漸小，最後反向由頂部流出。 

另一方面，由於此正方形平行平板之四周皆為流體，因此底面吸入之流體實

際上是由低於底面之位置而來，在速度向量上會有 y+ 方向的速度分量，且隨著

內部流體被加熱向上所影響， y+ 方向的速度分量隨之增加。但是在頂部流出之

流體，由於是從真實物理區域內向外流出，被頂部壁面影響，流出的部分 y+ 方

向的速度向量相比之下較小。另外觀察圖 4-3(c)溫度場等高線圖的部分，在底部

加熱面的溫度最高，由於流體由四周吸入再往正 y 方向流動，因此溫度分佈也隨

之變化，最高溫由底面中間向 y+ 方向遞減，到了頂部之後再向四周遞減，而在

其他位置由於流體速度較小，熱傳則較不明顯。圖4-3(b)及(d)則為 6* 1055.1 ×=Ra

在對角線截面之速度向量與溫度等高線圖。與圖 4-3(a)及(c)相比可明顯發現在對

角線截面速度向量極小，而吸入及推出的速度向量反曲點也比中央截面要來的更

上方。換句話說，在底部加熱 6* 1055.1 ×=Ra 時，四邊吸入與推出流體較佔較大
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的比例，而對角線造成的影響則較小，但整體流場分佈對角線截面與中央 xy截

面差別不大。 

圖 4-4 所示為 6* 1055.1 ×=Ra 時之流線示意圖。由圖中可看出流體在底面加

熱區由四面及角落吸入，並隨之向上，最後再分別從四面及角落流出。這是一個

完整的自然對流現象的呈現，且與圖4-3的結果相符，在四面吸入及推出的流體，

速度皆大於對角線位置的流體。 

圖 4-5 為底部加熱穩態下不同修正雷利數時在 ji 線上之局部紐塞數分佈。

在兩側的位置由於冷流體剛由外界吸入，因此有非常好的熱傳效益。相反的，靠

近平板中間的位置處由於冷流體已被壁面加熱，熱傳效果也較差。另外由不同的

修正雷利數可發現，當修正雷利數越大時也有較佳的熱傳效果。 

此外，為了比較正方形平行板底面的熱傳分佈，圖 4-6 為穩態下加熱面中線

及對角線之局部紐塞數分佈比較及加熱面整體的局部紐塞數等高線分佈，L為無

因次座標，定義為 2
1

22 2lzxL += 。由圖 4-6(a)可看出當距離平板中心點相同

位置時，中線上之紐塞數甚大於對角線之紐塞數，而隨著半徑變大，在接近壁面

處之紐塞達到最高，而對角線上之紐塞數則要到了兩端的角落處才會變大，且值

得注意的是在紐塞數最大值的部分角落處會略大於 ji 線之邊界處。圖 4-6(b)也

可得到同樣的結論，在對角線上之速度向量由前述圖 4-3 可知較小，因此造成的

熱傳效益也較小，在對角線上之紐塞數皆小於同一位置上之中線 ji 處。但值得

注意的是最外面的四個角落之紐塞數反而最高，這是因為相比於其他位置，此處

可接受來自兩個方向的冷流體流經加熱面，雖然速度較小，但是相較之下紐塞數

還是較高。 

圖 4-7 為比較不同修正雷利數下穩太下之底部紐塞數等高線圖。在圖 4-7(a)

中，修正雷利數最低的情況中，紐塞數呈現近圓形的分佈。但隨著修正雷利數增

加，在四邊方向的紐塞數隨之上升，但是對角線部分則無明顯增加，因此造成了

此種向對角線放射狀的圖形，但在最中心處仍然為矩形分佈。此結果說明了當修
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正雷利數增加時，平板間高度增加，被加熱的流體由於自然對流效應，向上的流

速與撞擊頂部平板後推出的速度也隨之上升，而由四邊吸入的流體被帶動，流量

也隨之增加，但由對角線吸入的流體只是被四邊吸入所帶動，所以在此則無顯著

的提升。 

圖 4-8 為在不同的修正雷利下，面積平均之紐塞數隨時間的變化。在一開始

時紐塞數極大，是因為加熱面直接接觸冷流體使的熱傳效果即佳，接下來紐塞數

會達到一最低點，此時原本的正方形平行平板間之冷流體全部被加熱並往四周流

出，因此熱傳較差。隨著流體的流出，外界冷流體開始由底面流入來補充，因此

紐塞數又再上升，最後流出與吸入達到平衡後紐塞數即不再變化。觀察不同修正

雷利數也可明顯看出當修正雷利越高，紐塞數即越高，且一開始震盪的幅度也越

大。 

圖 4-9 為本研究與 Turgut and Onur [40]之結果比較，其中由於文獻[40]的修

正雷利數範圍為 5*4 1036.41024.3 ×<<× Ra ，部份小於本研究的修正雷利數。由

圖中可看出本研究的修正雷利數為 5* 1072.1 ×=Ra 時熱傳效益與[40]的實驗結果

幾乎相同，而整體的趨勢也相近。 

  



 

62 
 

4.3 正方行平行平板頂部加熱自然對流 

當加熱部份為正方形平行平板的頂面時，在頂部平板的流體被加熱後膨脹向

外推出。在四周靠近頂部平板的開放性邊界上，流體因浮力而向上流出到外界空

間，而在底部的開放性邊界上，流體會被吸入來補充頂部流出的部分。圖 4-10

為 5* 1072.1 ×=Ra 時， 5.0=Z 截面上，加熱初期的暫態變化，分別為溫度場、

壓力場及速度向量。圖中顯示的為左半部的流場狀態。在圖 4-10(a)中，靠近頂

部壁面的流體由於熱傳導的加熱而膨脹並向外流出，而壓力變化也從頂部中央向

四周遞減。在頂部壁面上的溫度場呈現平行分佈的溫度層，為一典型的熱傳導模

式。隨著時間增加，由圖 4-10(b)可發現，流體開始由開放性邊界的四周被吸入，

但僅限於下半部。吸入的流體與頂部流出的流體在靠近上半部處匯流並一起向外

推出。在下半部的壓力分佈也可觀察到壓力變化由外向內遞減。而原本平行分佈

的溫度層在靠近邊界處也隨著流體的吸入及推出的現象產生扭曲。當無因次時間

達到 4* 1056.2 −×=t 時，在四周吸入的流體在下半部流入至平板中央處，再向上

撞擊頂部平板，接著向外流出。此流場顯示了一完整的自然對流現象，而在邊界

處扭曲的的溫度層變化也更加明顯。 

圖 4-11 呈現了修正雷利數 5* 1072.1 ×=Ra 在 5.0=Z 截面上之穩態速度向量、

溫度場及壓力場的分佈。流體由下半部吸入並在上半部流出，而壓力方面，在 x

方向部分，上半部壓力由內向外遞減，因此流體由內向外推出，下半部壓力則由

外向內遞減，流體由外向內吸入。在 y 方向部份，即為重力方向，頂部平板附近

的流體壓力由頂部平板處遞減至下方平板。在這種情況下，壓力造成的推動力與

流體流動方向相異，與一般的認知相反。造成此現象由兩個主要的原因，第一是

由四周吸入的流體是由於頂部高速向外推出的流體所帶動而補充至平板間，第二

則是由於在平板中央處浮力的影響。 
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為了說明此現象，圖 4-12 為 5.0=X 及 5.0=Z 處之壓力及浮力隨 y 方向的變

化。在格點 y 及 1+y 之交界面上，壓力差如圖 4-12(b)所示，可以下列方程式定

義： 

yy PPP −=∆ +1                                                      (4-7) 

圖 4-11(a)中可觀察到 P∆ 皆為正，而速度向量卻顯示相反的向上方向。然而

在計算浮力造成的作用力時，格點 y 所受的浮力是由 0ρ 及 yρ 來決定，可表示為

以下方程式： 

( )




=

−=

AFf
gVF

bb

yb ρρ0                                                  (4-8) 

V 為格點的體積， bf 為浮力所造成對此格點的推力。因此，流體的流動方向

會受到 P∆ 及 bf 的影響。在圖 4-12(d)中，平板的下半部之浮力大於壓力差，因此

流體向上移動。而在上半部中，雖然壓力差大於浮力，但在此由於流體膨脹向外

的推力影響，此處流體繼續向上並隨之向外推出。此現象與底部加熱之正方形平

形平板截然不同。 

圖 4-13 為修正雷利數 6* 1055.1 ×=Ra 時之三維流線分佈圖。由於正方形平行

平板的設置，流線的分佈也相對的非常對稱。流體由底部吸熱並由頂部推出，但

與圖 4-4 底部加熱相比，流體的整體速度相對小了許多，這是由於在頂部加熱的

案例中，流體向外推出的驅動力是由頂部的加熱平板所提供，所以大部份速度的

變化都發生在靠近上方加熱平板的區域，使的由四周吸入並向上的流體速度極

小。 

圖 4-14 為頂部加熱面在 ji 線上之局部紐塞數分佈。在兩側的位置由於大部

份從下方吸入的流體以及頂部平板觸受加熱膨脹的流體在此處達到最高速，因此

有非常好的熱傳效益。相反的，靠近平板中間的位置處由於下方吸入的流體僅有

少部份進入此處，速度也較低，高溫流體在此滯流，熱傳效果也較差。另外由不
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同的修正雷利數可發現，當修正雷利數越大時則有較佳的熱傳效果。 

此外，為了比較正方形平行板頂面的熱傳分佈，圖 4-15 為加熱面中線及對

角線之局部紐塞數分佈及加熱面整體的局部紐塞數等高線分佈。由圖 4-15(a)可

看出當距離平板中心點相同位置時，中線上之紐塞數幾乎等於對角線之紐塞數，

而隨著半徑變大中線上之紐塞數上升，到在接近壁面處時中線上之紐塞達到最高

並甚大於對角線之紐塞數。然兒，對角線上之紐塞數則到了兩端的角落處急劇增

大，且甚高於 ji 線之邊界處。圖 4-15(b)也可得到同樣的結論，在角落處之紐塞

數甚高於其餘各點，這是由於在此除了流體速度極高外，又同時接受來自兩個方

向的流體向外流動，因此熱傳效益也會最高，此現象也與底部加熱有些許不同。 

圖 4-16 為不同修正雷利數頂部加熱面之局部紐塞數等高線圖。在此可發現

不同修正雷利數時，紐塞數的分佈型式幾乎不變，與底部加熱之情形迥然不同，

這是由於頂部加熱的案例中，流體的驅動力為在頂部平板處的高溫流體被加熱後

向外膨脹，並帶動下方及四周的流體向上流動，因此當平板的間距增加時，整體

的流動方式並未產生太大的改變，此種特性在質量流率上也產生了相當的影響。 

圖 4-17 為底部加熱與頂部加熱之質量流率比較。質量流率的定義如下式： 

∫
Λ

Λ⋅= dm ρυ                                                      (4-9) 

υ代表流出平板的速度向量，Λ則為開放性邊界上的單位面積。由圖中可看出在

修正雷利數 5* 1072.1 ×=Ra 時，底部加熱之質量流率大於頂部加熱之質量流率。

而當修正雷利數增加時，底部加熱之質量流率明顯上升，但頂部加熱之質量流率

幾乎維持不變。這是由於在底部加熱的案例中，隨著修正雷利數增加，自然對流

的效益越大，整體吸入及流出平板間的流體也相對增多。但是在頂部加熱的案例

中，流體向外推出的驅動力是頂部加熱的平板，流體受熱膨脹後向外推出。當平

板的間距越大，修正雷利數越高，但流體向外推出的驅動力卻不變，僅是增加下

方吸入空氣的面積，因此質量流率也不會相對的提升。 
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相較於質量流率的巨大差異，平均紐塞數的結果則小的多。圖 4-18 為底部

加熱與頂部加熱之平均紐塞數比較。雖然隨著修正雷利數的上升，底部加熱與頂

部加熱的平均紐塞數差異逐漸變大，但是基本上都維持著修正雷利數越大則平均

紐塞數越大的情形。但與圖 4-17 相比，頂部加熱以甚低於底部加熱的質量流率

卻能造成相較之下極大的熱傳效率，這是由於兩者基本上的熱傳機制的差異。底

部加熱的主要熱傳現象是由週遭吸入的流體流過加熱平板後向上把熱量帶走，因

此有一大部份吸入的流體其實於熱傳的效益不大。但頂部加熱則是由週遭吸熱的

流體有如噴流般向上衝擊頂部的加熱平板後再向四周流動帶走熱量。圖 4-19(a)

和(b)顯示了這兩種不同的熱傳方式的速度來說明此差異性。在圖 4-19(a)中，底

部加熱沿著 X 方向的u 速度在邊界上最大，越往中央處越小，因此也如圖 4-5 中

所示，熱傳效益隨著位置於遞減。圖 4-19(b)中，頂部加熱的差異則在於除了靠

近邊界處有極大的 v速度外，其餘中央部分並未隨著位置而減少，如圖 4-14 所

示，熱傳效益在邊界處以外幾乎是相等的，原因即在於這種特殊的熱傳機制。 

為了驗證此種混合性邊界應用於正方形平行平板頂部加熱自然對流的正確

性，與 Manca 和 Naradini[41]的實驗結果做比對。由於此文獻之物理模型與本研

究有些微差異，因此重新設定了一物理計算模型以符合實驗的配置。如圖 4-20

所示，頂部加熱面為 ABFE，加熱條件為均勻熱通量加熱，ABDC 及 EFHG 為固

體壁面，AEGC 及 BFHD 則為開放性邊界。在此虛擬計算區域則僅剩 x+ 及 x− 方

向。圖 4-21 顯示了數值計算與實驗的相比結果，在平均紐塞數部分，數值計算

僅稍大於實驗的結果，證明此種混合性邊界有極高的準確性。 
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4.4 高雷利數正方形平行平板自然對流 

在前述章節中計算了不同加熱位置的正方形平行平板自然對流的案例，並對

這兩種熱傳機制及物理現象做了詳細的討論說明與驗證。在本章節中將繼續討論

在高雷利數時，此種物理模型會產生何種現象。表 4-2 中詳列了高雷利數的計算

參數，最高的修正雷利數為 7* 1026.3 ×=Ra 。 

為了觀察高雷利數自然對流之流場不穩定現象，此種類似層流轉變為紊流的

過渡變化，可以一判斷參數 Q-criterion[42]來表示。Q-criterion 可定義出在流場中

產生旋轉位置的一種近似渦流的現象，如以下方程式所示： 

( )ijijijij SSQ ΩΩ−−=
2
1

                                            (4-10) 
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當 Q-ctiterion 的數值為正，代表此位置旋轉的現象大於拉伸(strain)及剪應力

(shear)並主導了流場的變化。因此，這些位置將被視為渦流封包(vortex envelope)。

由於越靠近渦流(vortex)中央的渦度(vorticity)越高，Q 在渦流的核心中勢必要維

持大於零的數值，因此不穩定結構可用大於零的 Q 值來做為良好的判斷因子。 

在高雷利數各個案例中，流場之變化皆與低雷利數時相近。然而其中於底部

加熱案例中，當雷利數為 7* 1026.3 ×=Ra 時，底部加熱的正方形平行平板之流場

會開始產生一種不穩定的搖擺現象，而頂部加熱則否。圖 4-22 為此不穩定案例

中， 5.0=Z 及對角線截面之暫態溫度場變化，無因次時間分別為 1* 1076.2 −×=t 、

1* 101.3 −×=t 、 1* 1061.3 −×=t 及 1* 1023.4 −×=t 。在 1* 1076.2 −×=t 之前，溫度場為

一穩定狀態，與前述章節的現象相似。但從 1* 101.3 −×=t 開始，穩定的溫度場開
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始搖擺產生不穩定的狀態。隨著時間的增加，不穩定現象越來越明顯，擺動也出

現了隨機的行為模式而無法預測。這種由浮力所造成的不穩定現象，可類比為一

噴流的模式。高溫流體在平板中間區域有如噴流向上衝擊，並在此處產生輕微的

晃動。 

圖 4-23 呈現了三維之等溫面變化，分別為溫度 T=360K、410K 及 460K，無

因次時間為 1* 103.4 −×=t 。圖中可發現，搖擺現象僅發生於較低溫的區域，而高

溫區域則相對較為穩定。 

圖4-24為不同無因次時間下之流線分佈。在初期時流場呈現一對稱的狀態，

但隨著時間增加，靠近頂部平板附近之流線因為流場的不穩定而產生了偏移的情

形，流體也不再從最頂端流出平板，而是隨機在上半部不同高度流出。 

為了判斷流場的不穩定狀態，圖 4-25 以 Q-criterion之等位面來觀察此現象。

在 Q=500 的數值下，隨著時間增加，Q 之等位面分佈也隨之增加且呈現不規則

分佈，顯示流場在此已發展出不穩定的狀態。 

圖 4-26 為在 5.0=X 及 5.0=Z 之時間平均雷諾數隨高度Y 之變化，時間平均

雷諾數定義如下： 

dt
T

lV
tt

t

t

mag
t ∫−
=

2

1
)(

1Re 1

12 m
ρ

                                           (4-11) 

其中 magV 為合成速度 222 wvu ++ 。為了判斷在不穩定流場發生後之雷諾數分

佈情形，時間區間定義為無因次時間 1
1 1076.2 −×=t 到 1

2 1023.4 −×=t ，為不穩定

現象開始發生後直到動態平衡的時間。圖中顯示了在 75.0=Y 的位置，雷諾數已

達到 1000，在此雷諾數下，流場出現不穩定現象是可預期的。而此位置也與前

述圖 4-24 及圖 4-25 開始發生不穩定現象的位置吻合。 

雖然在此流場中存在著不穩定的現象，但是觀察其紐塞數的變化，圖 4-27

為加熱面中線及對角線之時間平均局部紐塞數分佈。在時間平均的情況下，局部
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紐塞數呈現了對稱的狀況，說明了流場的不穩定現象的程度是一種隨機的量值，

因此在長時間的平均過後，顯示了與低雷利數相似的分佈情況。 

相較於時間平均的紐塞數分佈，圖 4-28 說明了加熱面不同位置之局部紐塞

數隨時間的變化。A、B 及 C 三點分別為離加熱平板中央不同距離之位置，可觀

察到隨著距離越遠，紐塞數之震盪頻率越高，震幅也越大，與圖 4-23 及圖 4-24

的溫度變化相符。 

觀察比較底部加熱與頂部加熱的所有案例，在頂部加熱時，即使在最修正高

雷利數的狀況，流場還是呈現一種穩定的狀態。這是由於這兩種流場中驅動力造

成熱傳機制的差異。在底部加熱中，隨著正方形平行平板的間距增大，底部被加

熱的流體因浮力作用向上流動，速度也隨之上升，當達到一臨界雷諾數時，就逐

漸由層流的狀況過渡為紊流的形式，因此不穩定現象也隨之產生。但在頂部加熱

的案例中，由於能量的交換僅限於頂部區域，即使平板間距增加，頂部流體受到

壓力差與浮力的影響，始終保持穩定向外推出的狀態，因此相對雷利數的提升不

會影響此流場的穩定性。 

圖 4-29 為所有案例中底部加熱與頂部加熱之平均鈕塞數隨修正雷利數的變

化圖。隨著修正雷利數增加，兩者的平均鈕塞數皆上升，但是頂部加熱上升的幅

度小於底部加熱，這是由於相對頂部加熱的質量流率沒有隨著修正雷利數增加而

提升，與圖 4-17 及圖 4-18 結論相近。 

圖 4-30 為為本研究與 Turgut and Onur [40]之結果比較。文獻[40]的修正雷利

數範圍為 5*4 1036.41024.3 ×<<× Ra ，部份小於本研究的修正雷利數。由圖中可

看出本研究的修正雷利數為 5* 1072.1 ×=Ra 時熱傳效益與[40]的實驗結果幾乎相

同。而隨著修正雷利數增加，紐塞數也呈現一合理的上升現象。 
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表 4-1 計算參數 

加熱位置 Computation 

domain grid 

numbers 

Physical domain 

grid numbers 

Domain sizes 

)()()( mzmymx ××  

*Ra  

底部平板 10040100 ××  704070 ××  035.001.0035.0 ××  51072.1 ×  

100120100 ××  7012070 ××  035.003.0035.0 ××  61055.1 ×  

100200100 ××  7020070 ××  035.005.0035.0 ××  61031.4 ×  

頂部平板 10040100 ××  704070 ××  035.001.0035.0 ××  51072.1 ×  

100120100 ××  7012070 ××  035.003.0035.0 ××  61055.1 ×  

100200100 ××  7020070 ××  035.005.0035.0 ××  61031.4 ×  
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表 4-2 高雷利數之計算參數 

加熱位置 Computation 

domain grid 

numbers 

Physical 

domain grid 

numbers 

Domain sizes 

)()()( mzmymx ××  

*Ra  

底部平板 7528075 ××  4528045 ××  03375.007.003375.0 ××  61015.8 ×  

7540075 ××  4540045 ××  03375.01.003375.0 ××  71066.1 ×  

7556075 ××  4556045 ××  03375.014.003375.0 ××  71026.3 ×  

頂部平板 7528075 ××  4528045 ××  03375.007.003375.0 ××  61015.8 ×  

7540075 ××  4540045 ××  03375.01.003375.0 ××  71066.1 ×  

7556075 ××  4556045 ××  03375.014.003375.0 ××  71026.3 ×  
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圖 4 - 1 頂部加熱不同邊界條件之暫態溫度場比較， 5* 1072.1 ×=Ra  
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(a)底部加熱 

 
(b)頂部加熱 

圖 4 - 2 吸收性邊界網格測試結果， 5* 1072.1 ×=Ra  
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(a)                             (b) 

Velocity vectors 

           
(c)                                (d) 
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Thermal field 

圖 4 - 3 底部加熱穩態下 6* 1055.1 ×=Ra 時之速度向量與溫度場 

 

 

 

 

 

 

圖 4 - 4 底部加熱穩態下 6* 1055.1 ×=Ra 時之流線分佈 
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圖 4 - 5 底部加熱穩態下不同修正雷利數時之局部紐塞數沿 ji 之分佈 
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(a) 

 

(b) 

圖 4 - 6 底部加熱穩態下 6* 1031.4 ×=Ra  (a)沿 ji 及 gd 之局部紐塞數分佈(b)底

部加熱面之局部紐塞數等高線圖 
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(a)  

(b)  

(c)  

圖 4 - 7 不同修正雷利數底部加熱面之局部紐塞數等高線圖 (a) 5* 1072.1 ×=Ra

(b) 6* 1055.1 ×=Ra  (c) 6* 1031.4 ×=Ra  
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圖 4 - 8 不同修正雷利數之面積平均紐塞數隨時間變化圖 

  



 

79 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 4 - 9 本研究之平均紐塞數與文獻[40]之結果比較 
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圖 4 - 10 頂部加熱修正雷利數 5* 1072.1 ×=Ra 在暫態初期之溫度場、壓力場及速

度向量 
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圖 4 - 11 頂部加熱修正雷利數 5* 1072.1 ×=Ra 在穩態時速度向量、溫度場及壓力

場  
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圖 4 - 12 頂部加熱修正雷利數 5* 1072.1 ×=Ra 時，平板中央處 5.0=X ， 5.0=Z 處

之壓力及浮力變化 
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圖 4 - 13 頂部加熱修正雷利數 6* 1055.1 ×=Ra 之流線分佈 
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圖 4 - 14 頂部加熱穩態下不同修正雷利數時之局部紐塞數沿 ji 之分佈 
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(a) 

 

(b) 

圖 4 - 15 頂部加熱穩態下 6* 1031.4 ×=Ra  (a)沿 ji 及 gd 之局部紐塞數分佈(b)底

部加熱面之局部紐塞數等高線圖 
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(a)  

(b)  

(c)  

圖 4 - 16 不同修正雷利數頂部加熱面之局部紐塞數等高線圖 (a) 5* 1072.1 ×=Ra

(b) 6* 1055.1 ×=Ra  (c) 6* 1031.4 ×=Ra  



 

87 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 4 - 17 底部加熱與頂部加熱之質量流率比較 
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圖 4 - 18 底部加熱與頂部加熱之平均紐塞數比較 
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圖 4 - 19速度向量分佈(a)底部加熱沿著 X 方向變化的u 速度及(b)頂部加熱沿著Y

方向變化的 v速度，修正雷利數為 5* 1072.1 ×=Ra  
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圖 4 - 20 與文獻[41]相比之物理模式 
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圖 4 - 21 本研究之平均紐塞數與文獻[41]之比較結果 
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圖 4 - 22 修正雷利數 7* 1026.3 ×=Ra 之底部加熱溫度場隨時間變化。(a) 

1* 1076.2 −×=t 、(b) 1* 101.3 −×=t 、(c) 1* 1061.3 −×=t 及(d) 1* 1023.4 −×=t  
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圖 4 - 23 修正雷利數 7* 1026.3 ×=Ra 在 1* 103.4 −×=t 之底部加熱等溫面變化 
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圖 4 - 24 修正雷利數 7* 1026.3 ×=Ra 之流線分佈。(a) 1* 1076.2 −×=t 、(b)

1* 101.3 −×=t 、(c) 1* 1061.3 −×=t 及(d) 1* 1023.4 −×=t  
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圖 4 - 25 修正雷利數 7* 1026.3 ×=Ra 之等 Q 面 Q=500 分佈。(a) 1* 1076.2 −×=t 、

(b) 1* 101.3 −×=t 、(c) 1* 1061.3 −×=t 及(d) 1* 1023.4 −×=t  
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圖 4 - 26 修正雷利數 7* 1026.3 ×=Ra 在 5.0=X 及 5.0=Z 位置之時間平均雷諾數

隨高度Y 之變化 
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圖 4 - 27 修正雷利數 7* 1026.3 ×=Ra 沿 ji 及 gd 之時間平均局部紐塞數分佈 

  



 

98 
 

 

圖 4 - 28 修正雷利數 7* 1026.3 ×=Ra 在不同位置隨時間變化之局部紐塞數 
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圖 4 - 29 底部加熱與頂部加熱之平均紐塞數比較 
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圖 4 -30 本研究之平均紐塞數與文獻[40]之結果比較 
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第五章 結論 

本研究為了解決開放性邊界的問題，以吸收性邊界配合修正 LODI 法，以混

合式邊界條件完成在正方形平行平板間自然對流的計算。本研究成功整合了低速

可壓縮流的數值計算方法與開放性邊界條件的應用，發展了幾乎完整涵蓋所有流

體問題的計算方法。本研究的主要貢獻如下： 

1. 低速可壓縮流的計算方法： 

過去的多利用流體速度將其區分為可壓縮與不可壓縮流，此種方法限制許多

實際的應用，如高溫自然對流、引擎內部流場與聲場的計算等。本研究利用正方

形平行平板自然對流驗證計算方法的適用性，且由於溫差極大，不使用

Boussinesq 假設來完整計算出浮力效應對流體的影響。 

2. GPU 高速平行運算： 

由於本研究需要大量的計算資源，為了提升效率節省計算時間與資源，利用

GPU 高速平行運算技術取代傳統的 MPI 與 OpenMP 方法，達成使用個人電腦計

算複雜問題的目的。 

3. 開放性邊界條件之應用： 

本研究以吸收性邊界條件配合修正 LODI 法，成功解決在開放性邊界上，邊

緣與角落造成的數值不穩定現象，並提高吸收性邊界的效率，以之計算出正方形

平行平板間自然對流的現象，並探討不同加熱位置熱傳機制的差異。此外，對於

高雷利數下之自然對流由層流轉變為紊流的不穩定現象也完整的呈現。 

綜上所述，本研究所發展之邊界條件與數值方法將可作為各種開放性邊界問

題之基礎並可進而精準解出各種複雜的流體問題。  
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