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摘要 

在流行病學中經常為了方便分析與解釋而把連續變數資料予以分組。此種以

分組後的組資料所做統計分析近年來受到許多學者的批評及爭論。為了要修正

那不被完全信任的統計方法，我們將會探討無母數對稱型分類變數在未知平均

數下的統計效應。我們研究出無母數對稱型分類變數方法的大樣本理論以及其

近似分配。同時，我們也將此新型的分類方法和有母數、無母數的情況做比

對。此三種分類方法將會一一論述。 
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1. 緒論 

 

研究學者們經常需要評斷連續型變數和解釋變數之間是否存在某種關係。

在現代流行病學的做法，將連續型變數予以分類分組以便於資料呈現；例如：

低、中、高危險的族群，再以分組資料做類似組平均是否相等之分析。Prock.et 

al(2004) 的研究指出有百分之八十四出自前端科學期刊的流行病學研究都將連

續變數轉變為分組變數再做統計分析。而將連續型變數轉變為分組變數的手法

也遍布其他領域；例如：應用心理學(MacCallum et al (2002))、以及行銷應用

( Irwin and McClelland (2003))。研究者經常將分組資料再做迴歸分析以建立迴歸

曲(直)線或者了解是否解釋變數值落在較高群組中的人是否伴隨較高危險(風險)

之結果。 

連續型變數的分類法一直飽受批評是源自於使用不受歡迎的統計方法：它被證

明具有偏誤的估計以及因遺失訊息而導致較低的檢定力(詳見例子 Royston and 

Sauerbrei (2008)Taylor and Yu(2002) Walraven and Hart(2008)  and Zhao and 

Kolonel(1992) )。 

根據 Han(2008) 的研究發現，對於這些分類變數所做的多重比較，其背後的多

個假設：常態性、獨立性以及常數變異數，均不正確(詳見 Bennette and 

Vickers(2012))。而那些不為樂見的統計性質如有偏誤的估計及過低的檢定力

等，我們認為如果繼續用不被認可的統計推論方法來分析分組資料，則那些偏

誤估計及低檢定力等缺點是無法避免的。 

由於把連續變數資料分組再行分析相關性仍是普遍存在於學界。因此建立分組

資料的正確分析方法是一刻不容緩的研究工作。黃子芸(2013)首先提出有母數

及無母數分組平均數的統計分配理論並由此理論建立用於區間估計及假設檢定

的正確方法。在 Chen and Chang(1996)所介紹的對稱型分位數(symmetric 
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quantile)在統計估計理論上經常會有不錯的估計結果。我們想利用此一分位數

來建立分組平均數並研究其理論性質並建立統計推論方法。 

由於黃子芸(2013)的研究中並未對無母數分組平均的大樣本分配之變異矩陣提

出估計，我們將做此努力並更加廣泛地研究無母數、有母數及對稱型三種方法

並進行模擬分析。 

這篇論文第二章我們重述黃子芸(2013)的無母數分組平均的分配理論。我們也

將建立其近似分配之參數(平均及變異矩陣)估計並與我們的新方法做比較分析。

第三章將介紹 Chen and Chang(1996)基本對稱平均的觀念並由其擴展至分組對稱

平均數之方法並推導其大樣本分配。模擬分析及資料分析的結果將呈現於本文

中。 
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2.無母數分組平均數 

 

假設 Y 與 X 為從一個體(個人)所量出之反應變數(response variable)及解釋變數

(explanatory variable)。在很多的研究中 (Shankar et al(2007) , Luo et al(2007) 和

Letenneur et al (2007))，是由變數 X 的百分位數建立 k 個區間再把變數 Y 分割成

k 個區間，其 X 的 k 區間為： 

𝐴1 = (−∞, 𝐹𝑋
−1(𝛼1)], 𝐴2 = (𝐹𝑋

−1(𝛼1), 𝐹𝑋
−1(𝛼2)],… , 𝐴𝑘 = (𝐹𝑋

−1(𝛼𝑘−1),∞) 

 

而式子中 𝐅𝐗
−𝟏(𝛂) 為隨機變數 X 的第α母體百分位數。通常，𝐅𝐗

−𝟏(𝛂𝐣) 會是未

知的。假設我們有隨機樣本(𝐘𝟏
𝐗𝟏
) , … (𝐘𝐧

𝐗𝐧
)且令�̂�𝐱

−𝟏
(𝛂)為 X 之經驗百分位數，則上

述 X 之 k 區間可以估計，如下： 

�̂�1 = (−∞, �̂�𝑋
−1
(𝛼1)] , �̂�2 = (�̂�𝑋

−1
(𝛼1), �̂�𝑋

−1
(𝛼2)] , … , �̂�𝑘 = (�̂�𝑋

−1
(𝛼𝑘−1),∞)。 

因此我們會得到由無母數分類樣本所產生的平均： 

𝜃𝑞𝑗 =
∑ 𝑌𝑖𝐼(𝑋𝑖 ∈ �̂�𝑗)
𝑛
𝑖=1

∑ 𝐼(𝑋𝑖 ∈ �̂�𝑗)
𝑛
𝑖=1

 

   

其中 q 代表由百分位來當作截點。我們使用�̂�𝐪 = (�̂�𝐪𝟏, … , �̂�𝐪𝐤)′ 以及 𝛌𝐣 =

𝐄(𝐘 − 𝐮𝐲|𝐗 = 𝐅𝐗
−𝟏(𝛂𝐣))  

 

以下將介紹分類樣本平均向量 𝛉�̂� 的近似分配以及表現方式。(黃子芸(2013)) 
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定理 2.1 

(a) 百分位截點根據分類樣本平均將會有以下的 Bahadur 分配： 

√𝑛(𝜃𝑞 − 𝜃) = 𝑛
−1/2∑

(

 
 

𝛼1
−1(𝛹1(𝑌𝑖, 𝑋𝑖) − 𝐸(𝛹1(𝑌, 𝑋)))

(𝛼2 − 𝛼1)
−1(𝛹2(𝑌𝑖 , 𝑋𝑖) − 𝐸(𝛹2(𝑌, 𝑋)))

⋮
(1 − 𝛼𝑘−1)−1(𝛹2(𝑌𝑖, 𝑋𝑖) − 𝐸(𝛹2(𝑌, 𝑋)))

)

 
 

𝑛

𝑖=1

+ 𝑂𝑝(1) 

 

其中 

𝛹1(𝑌, 𝑋) = {
𝑌 − 𝜇𝑦  , 𝑖𝑓 𝑋 ≤ 𝐹𝑋

−1(𝛼1)

𝜆1          , 𝑖𝑓 𝑋 > 𝐹𝑋
−1(𝛼1)

 𝛹𝑘(𝑌, 𝑋) = {
𝜆𝑘−1 , 𝑖𝑓  𝑋 ≤ 𝐹𝑋

−1(𝛼𝑘−1)

𝑌 − 𝜇𝑦 , 𝑖𝑓  𝑋 > 𝐹𝑋
−1(𝛼𝑘−1)

 

當 j = 2 … k-1 時 ： 

𝛹𝑗(𝑌, 𝑋) = {

𝜆𝑗−1                          , 𝑖𝑓 𝑋 ≤ 𝐹𝑋
−1(𝛼𝑗−1)

𝑌 − 𝜇𝑦        , 𝑖𝑓 𝐹𝑋
−1(𝛼𝑗−1) < 𝑋 < 𝐹𝑋

−1(𝛼𝑗)

𝜆𝑗                              , 𝑖𝑓 𝑋 ≥ 𝐹𝑋
−1(𝛼𝑗)

 

 

(b) 我們得到 √𝐧(𝛉�̂� − 𝛉) 會是一個近似常態分配 𝐍𝐤(𝐎𝐤, 𝚺𝐪) 

其中 𝚺𝐪 = (𝛔𝐣𝐦) j,m = 1…k ，並且： 

𝜎11 =
1

𝛼12
{𝑀1 + (1 − 𝛼1)𝜆1

2 − (𝑚1 + (1 − 𝛼1)𝜆1
2} 

𝜎1𝑗 =
1

𝛼1(𝛼𝑗−𝛼𝑗−1)
{𝜆1𝜆𝑗−1(𝛼𝑗−1 − 𝛼1) + 𝜆1𝑚𝑗 + 𝜆1𝜆𝑗(1 − 𝛼𝑗) + 𝜆𝑗−1𝑚1 − (𝑚1 +

           (1 − 𝛼1)𝜆1)(𝛼𝑗−1𝜆𝑗−1 + (1 − 𝛼𝑗)𝜆𝑗 +𝑚𝑗)}  

𝜎1𝑘 =
1

𝛼1(1−𝛼𝑘−1)
{𝜆1𝜆𝑘−1(𝛼𝑘−1 − 𝛼1) + 𝜆1𝑚𝑘 + 𝜆𝑘−1𝑚1 − (𝑚1 + (1 −

            𝛼1)𝜆1)(𝛼𝑘−1𝜆𝑘−1 +𝑚𝑘)}  

當 j = 2…k-1 

𝜎𝑗𝑗 =
1

(𝛼𝑗−𝛼𝑗−1)
2
{𝛼𝑗−1𝜆𝑗−1

2 + (1 − 𝛼𝑗)𝜆𝑗
2 +𝑀𝑗 − (𝛼𝑗−1𝜆𝑗−1 + (1 − 𝛼𝑗)𝜆𝑗 +𝑚𝑗)

2} 

𝜎𝑗𝑗+1 =
1

(𝛼𝑗+1−𝛼𝑗)(𝛼𝑗−𝛼𝑗−1)
{𝜆𝑗 (𝛼𝑗−1𝜆𝑗−1 +𝑚𝑗 +𝑚𝑗+1 + 𝜆𝑗+1(1 − 𝛼𝑗+1)) −

               (𝛼𝑗−1𝜆𝑗−1 + (1 − 𝛼𝑗)𝜆𝑗 +𝑚𝑗)(𝛼𝑗𝜆𝑗 + (1 − 𝛼𝑗+1)𝜆𝑗+1 +𝑚𝑗+1)} 



 

5 
 

𝜎𝑗 =
1

(𝛼𝑗−𝛼𝑗−1)(𝛼𝑚−𝛼𝑚−1)
{𝜆𝑚−1 (𝛼𝑗−1𝜆𝑗−1 +𝑚𝑗 + 𝜆𝑗(𝛼𝑚−1 − 𝛼𝑗)) + λ𝑗(𝑚𝑚 +

          𝜆𝑚(1 − 𝛼𝑚)) − (𝛼𝑗−1𝜆𝑗−1 + (1 − 𝛼𝑗)𝜆𝑗 +𝑚𝑗)(𝛼𝑚−1𝜆𝑚−1 + (1 − 𝛼𝑚)𝜆𝑚 +

          𝑚𝑚)}  

m = j + 2⋯k − 1  

𝜎𝑗𝑘 =
1

(𝛼𝑗−𝛼𝑗−1)(1−𝛼𝑘−1)
{𝜆𝑘−1 (𝛼𝑗−1𝜆𝑗−1 +𝑚𝑗 + 𝜆𝑗(𝛼𝑘−1 − 𝛼𝑗)) + 𝜆𝑗𝑚𝑘 −

            (𝛼𝑗−1𝜆𝑗−1 + (1 − 𝛼𝑗)𝜆𝑗 +𝑚𝑗)(𝛼𝑘−1𝜆𝑘−1 +𝑚𝑘)}  

𝜎𝑘𝑘 =
1

(1−𝛼𝑘−1)
2
{𝛼𝑘−1𝜆𝑘−1

2 +𝑀𝑘 − (𝛼𝑘−1𝜆𝑘−1 +𝑚𝑘)
2}  

 

其中 𝐦𝐣 = 𝐄((𝐘 − 𝐮𝐲)𝐈(𝐗 ∈ 𝐀𝐣))  ;  𝐌𝐣 = 𝐄((𝐘 − 𝐮𝐲)
𝟐𝐈(𝐗 ∈ 𝐀𝐣))  , j = 1…k 

分別為第一、第二中央組的動差。 

 

上面理論敘述於黃子芸(2013)。但是此一複雜近似變異矩陣如何估計以及所建

造的檢定統計量效力如何均未進一步研究。我們將在這一方面做一點努力。 
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3.建立在分類變數之上的對稱型

百分位數 
 

 

令 Y 和 X 為兩隨機變數。定義對稱型百分位數我們需要一個中心點𝐮𝐱，並且定

義摺疊累積分配函數 𝐅�̃�(𝐚) = 𝐏(|𝐗 − 𝐮𝐱| ≤ 𝐚) , 𝐚 > 0。我們可以得到對稱型百

分位數 {𝐮𝐱 − 𝐅�̃�
−𝟏
(𝛄) , 𝐮𝐱 + 𝐅�̃�

−𝟏
(𝛄) } ，其中𝐅�̃�

−𝟏
(𝛄)為摺疊累積分配函數的第

γ百分位數︰ 

�̃�𝑋
−1
(𝛾) = 𝑎𝑟𝑔𝑖𝑛𝑓𝑎>0{𝑎: �̃�𝑋(𝑎) ≥ 𝛾} 

 

令 0<𝛄𝐣<1，j = 0,1…..m-1 滿足 𝟏 = 𝛄𝟎 + 𝟐∑ 𝛄𝐣
𝐦−𝟏
𝐣=𝟏  。我們將 X 根據對稱型百分

位數作分割，得到以下的區間︰  

 

𝐴1
− = (−∞, 𝜇𝑥 − �̃�𝑋

−1
(1 − 2𝛾1)), 𝐴2

− = (𝜇𝑥 − �̃�𝑋
−1
(1 − 2𝛾1), 𝜇𝑥−�̃�𝑋

−1
(1 −

2(𝛾1 + 𝛾2))),⋯ ,𝐴𝑚
− = (𝜇𝑥 − �̃�𝑋

−1
(1 − 2∑ 𝛾𝑗

𝑚−1
𝑗=1 ), 𝜇𝑥 − �̃�𝑋

−1
(1 − 2∑ 𝛾𝑗

𝑚
𝑗=1 )) 

𝐴0 = (𝜇𝑥 − �̃�𝑋
−1
(𝛾0), 𝜇𝑥 + �̃�𝑋

−1
(𝛾0)), 𝐴𝑚

+ = (𝜇𝑥 + �̃�𝑋
−1
(1 − 2∑ 𝛾𝑗

𝑚
𝑗=1 ), 𝜇𝑥 +

�̃�𝑋
−1
(1 − 2∑ 𝛾𝑗

𝑚−1
𝑗=1 )),⋯ ,𝐴2

+ = (𝜇𝑥 + �̃�𝑋
−1
(1 − 2(𝛾1 + 𝛾2)), 𝜇𝑥+�̃�𝑋

−1
(1 − 2𝛾1))) 

,𝐴1
+ = (𝜇𝑥 + �̃�𝑋

−1
(1 − 2𝛾1),∞) 

 

並且覆蓋機率為𝛄𝟏, … 𝛄𝐦−𝟏, 𝛄𝟎, 𝛄𝐦−𝟏, … 𝛄𝟏，則我們可以得到對稱型分類平均

數︰ 

𝜃𝑗
− = 𝐸(𝑌|𝑋 ∈ 𝐴𝑗

−), 𝑗 = 1…𝑚  
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𝜃0 = 𝐸(𝑌|𝑋 ∈ 𝐴0)  

𝜃𝑗
+ = 𝐸(𝑌|𝑋 ∈ 𝐴𝑗

+), 𝑗 = 1…𝑚  

 

 

令�̃�𝐧
−𝟏
(𝛄)為摺疊經驗分配�̃�𝐧(𝐚) =

𝟏

𝐧
∑ 𝐈(�̂�𝐱 − 𝐚 < 𝑋 < �̂�𝐱 + 𝐚)
𝐧
𝐢=𝟏 的第γ百分位

數。則樣本對稱型分類平均數可得︰ 

𝜃1
−
=
∑ 𝑌𝑖𝐼(𝑋𝑖 ≤ �̂�𝑥 − �̃�𝑛

−1
(1 − 2𝛾1))

𝑛
𝑖=1

∑ 𝐼(𝑋𝑖 ≤ �̂�𝑥 − �̃�𝑛
−1
(1 − 2𝛾1))

𝑛
𝑖=1

 

𝜃2
−
=
∑ 𝑌𝑖𝐼(�̂�𝑥 − �̃�𝑛

−1
(1 − 2𝛾1) ≤ 𝑋𝑖 ≤ �̂�𝑥 − �̃�𝑛

−1
(1 − 2(𝛾1 + 𝛾2)))

𝑛
𝑖=1

∑ 𝐼(�̂�𝑥 − �̃�𝑛
−1
(1 − 2𝛾1) ≤ 𝑋𝑖 ≤ �̂�𝑥 − �̃�𝑛

−1
(1 − 2(𝛾1 + 𝛾2)))

𝑛
𝑖=1

 

⋮ 

𝜃𝑚
−
=
∑ 𝑌𝑖𝐼(�̂�𝑥 − �̃�𝑛

−1
(1 − 2∑ 𝛾𝑗

𝑚−1
𝑗=1 ) ≤ 𝑋𝑖 ≤ �̂�𝑥 − �̃�𝑛

−1
(1 − 2∑ 𝛾𝑗

𝑚
𝑗=1 ))𝑛

𝑖=1

∑ 𝐼(�̂�𝑥 − �̃�𝑛
−1
(1 − 2∑ 𝛾𝑗

𝑚−1
𝑗=1 ) ≤ 𝑋𝑖 ≤ �̂�𝑥 − �̃�𝑛

−1
(1 − 2∑ 𝛾𝑗

𝑚
𝑗=1 ))𝑛

𝑖=1

 

𝜃0 =
∑ 𝑌𝑖𝐼(�̂�𝑥 − �̃�𝑛

−1
(𝛾0) ≤ 𝑋𝑖 ≤ �̂�𝑥 + �̃�𝑛

−1
(𝛾0))

𝑛
𝑖=1

∑ 𝐼(�̂�𝑥 − �̃�𝑛
−1
(𝛾0) ≤ 𝑋𝑖 ≤ �̂�𝑥 + �̃�𝑛

−1
(𝛾0))

𝑛
𝑖=1

 

𝜃𝑚
+
=
∑ 𝑌𝑖𝐼(�̂�𝑥 + �̃�𝑛

−1
(1 − 2∑ 𝛾𝑗

𝑚
𝑗=1 ) ≤ 𝑋𝑖 ≤ �̂�𝑥 + �̃�𝑛

−1
(1 − 2∑ 𝛾𝑗

𝑚−1
𝑗=1 ))𝑛

𝑖=1

∑ 𝐼(�̂�𝑥 + �̃�𝑛
−1
(1 − 2∑ 𝛾𝑗

𝑚
𝑗=1 ) ≤ 𝑋𝑖 ≤ �̂�𝑥 + �̃�𝑛

−1
(1 − 2∑ 𝛾𝑗

𝑚−1
𝑗=1 ))𝑛

𝑖=1

 

⋮ 

𝜃2
+
=
∑ 𝑌𝑖𝐼(�̂�𝑥 + �̃�𝑛

−1
(1 − 2(𝛾1 + 𝛾2)) ≤ 𝑋𝑖 ≤ �̂�𝑥 + �̃�𝑛

−1
(1 − 2𝛾1))

𝑛
𝑖=1

∑ 𝐼(�̂�𝑥 + �̃�𝑛
−1
(1 − 2(𝛾1 + 𝛾2)) ≤ 𝑋𝑖 ≤ �̂�𝑥 + �̃�𝑛

−1
(1 − 2𝛾1))

𝑛
𝑖=1

 

𝜃1
−
=
∑ 𝑌𝑖𝐼(𝑋𝑖 ≥ �̂�𝑥 + �̃�𝑛

−1
(1 − 2𝛾1))

𝑛
𝑖=1

∑ 𝐼(𝑋𝑖 ≥ �̂�𝑥 + �̃�𝑛
−1
(1 − 2𝛾1))

𝑛
𝑖=1

 

 

由對稱型分組平均也可以定義對稱型的截尾平均如下 
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�̂�𝑦,𝑠𝑦𝑚 =
∑ 𝑦𝑖𝐼(�̂�𝑥 − �̂�𝑛

−1
(𝛾) ≤ 𝑋𝑖 ≤ �̂�𝑥 + �̂�𝑛

−1
(𝛾))𝑛

𝑖=1

∑ 𝐼(�̂�𝑥 − �̂�𝑛
−1
(𝛾) ≤ 𝑋𝑖 ≤ �̂�𝑥 + �̂�𝑛

−1
(𝛾))𝑛

𝑖=1

 

來估計 Y 之平均。 

定義�̃�𝑥
+
(𝛾) = 𝜇𝑥 + �̃�

−1(𝛾), �̃�𝑥
−
(𝛾) = 𝜇𝑥 − �̃�

−1(𝛾),�̃�+(𝛾) = 𝐸(𝑌 − 𝜇𝑦|𝑋 =

�̃�𝑥
+
(𝛾))以及�̃�(𝛾) = 𝐸(𝑌 − 𝜇𝑦|𝑋 = �̃�𝑥

−
(𝛾))。 

定理 3.1 

(a) √𝑛(�̂�𝑦,𝑠𝑦𝑚 − 𝜇𝑦) =
1

𝛾
{[�̃�+(𝛾)𝑓𝑋 (�̃�𝑥

+
(𝛾)) − �̃�−(𝛾)𝑓𝑋 (�̃�𝑥

−
(𝛾)) +

(�̃�+(𝛾)𝑓𝑋 (�̃�𝑥
+
(𝛾))) + �̃�−(𝛾)𝑓𝑋 (�̃�𝑥

−
(𝛾)) (𝑓𝑋 (�̃�𝑥

+
(𝛾)) +

𝑓𝑋 (�̃�𝑥
−
(𝛾)))

−1

(𝑓𝑋 (�̃�𝑥
+
(𝛾)) + 𝑓𝑋 (�̃�𝑥

−
(𝛾)))]√𝑛(�̂�𝑥 − 𝜇𝑥) +

(�̃�+(𝛾)𝑓𝑋 (�̃�𝑥
+
(𝛾)) + �̃�−(𝛾)𝑓𝑋 (�̃�𝑥

−
(𝛾))) (𝑓𝑋 (�̃�𝑥

+
(𝛾)) +

𝑓𝑋 (�̃�𝑥
−
(𝛾)))

−1

𝑛−1/2∑ (𝛾 − 𝐼 (|𝑋𝑖 − 𝜇𝑥| ≤ �̃�
−1(𝛾)) + 𝑛−1/2∑ (𝑦𝑖 −

𝑛
𝑖=1

𝑛
𝑖=1

𝜇𝑦)𝐼 (|𝑋𝑖 − 𝜇𝑥| ≤ �̃�
−1(𝛾))} + 𝑂𝑝(1) 

(b) 若𝑓𝑥對稱於𝜇𝑥以及�̃�−(𝛾) − �̃�+(𝛾)，則 

√𝑛(�̂�𝑦,𝑠𝑦𝑚 − 𝜇𝑦) =
1

𝛾
{2�̃�+(𝛾)𝑓𝑋 (�̃�𝑥

+
(𝛾))√𝑛(�̂�𝑥 − 𝜇𝑥) + 𝑛

−1/2∑ (𝑦𝑖 −
𝑛
𝑖=1

𝜇𝑦)𝐼 (|𝑋𝑖 − 𝜇𝑥| ≤ �̃�
−1(𝛾))} + 𝑂𝑝(1) 

這個定理說明√𝑛(�̂�𝑦,𝑠𝑦𝑚 − 𝜇𝑦)將會有近似常態分配。 
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4.模擬 

 

下一步，我們考慮在有限樣本下，對有母數和無母數估計量θp的效率進行

模擬，其中 Y 和 X 為聯合常態分布。定義�̂�𝐍
𝐣
以及�̂�𝐩

𝐣
為無母數和有母數在第 j 次

重複試驗時的值。我們計算以下的 MSE︰ 

𝑀𝑆𝐸𝑁 =
1

𝑚
∑ (𝜃𝑁

𝑗
− 𝜃𝑝)

′

((𝜃𝑁
𝑗
− 𝜃𝑝))

𝑚
𝑗=1   

𝑀𝑆𝐸𝑃 =
1

𝑚
∑ (𝜃𝑝

𝑗
− 𝜃𝑝)

′

((𝜃𝑝
𝑗
− 𝜃𝑝))

𝑚
𝑗=1   

步驟如下： 

1. 對(𝑌
𝑋
)~𝑁((1

2
), (

1 𝜎𝑦𝑥
𝜎𝑥𝑦 1))作 m=1000 次抽樣。 

2. 將每一次的抽樣做 MSE 的計算並記錄下來。 

3. 最後再將 m 次結果取平均得出 Table1 之結果，其中分類段數為 4。 

 

Table1.有母數、無母數與對稱型分組平均之均方誤差 

 

當分配為常態時有母數、無母數及對稱型三種估計量皆一致性收斂到同一個分

組平均數𝜃𝑝。而我們的模擬分析結果顯示有母數方法比其他兩種無母數有效的
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非常多。而無母數方法正是流行病學中常用的。兩種無母數方法似乎非對稱方

法大致較好，但某些狀況卻是對稱型較佳。我們覺得應該是兩種無母數方法混

合使用；也就是α較接近 0.5 的分位數要用無母數，而α較接近於 0 或 1 時要用

對稱型將會建造一個效率較高的無母數分組平均估計量。 

同時我們也計算了三種分類型態 covariance matrix 之 MSE 

(a) 有母數 

1. 對(𝑌
𝑋
)~𝑁((1

1
), (

𝜎𝑦
2 𝜎𝑦𝑥

𝜎𝑥𝑦 𝜎𝑥2
))作 m=1000 次抽樣。 

2. 將每一次的抽樣，根據黃子芸(2013)研究結果計算其Γ、V 矩陣得出估計的

covariance matrix。 

3. 將每一次的抽樣計算後的 covariance matrix 和該次抽樣所計算的 covariance 

matrix 理論值做方差，同時記錄每一次方差的結果。 

4. 將 m=1000 次結果作平均得出 MSE matrix。 

(b) 無母數 

1.  對(𝑌
𝑋
)~𝑁((1

1
), (

𝜎𝑦
2 𝜎𝑦𝑥

𝜎𝑥𝑦 𝜎𝑥2
))作 m=1000 次抽樣。 

2.  以�̂�𝑗 =
∑ (𝑌𝑖−�̂�𝑦)𝐼(�̂�𝑥

−1
(𝛼𝑗)−𝑎≤𝑋𝑖≤�̂�𝑥

−1
(𝛼𝑗)+𝑎)

𝑛
𝑖=1

∑ 𝐼(�̂�𝑥
−1
(𝛼𝑗)−𝑎≤𝑋𝑖≤�̂�𝑥

−1
(𝛼𝑗)+𝑎)

𝑛
𝑖=1

作為𝜆𝑗的估計量。 

3.  初始 a 值設定為 0.01，對於每一個迴圈，以漸進的方式向外擴張 a 值。 

每一次擴張增加 0.01 距離，直到�̂�𝑗和𝜆𝑗的均方差在可接受的範圍內。 

4.  計算𝑚𝑗 = (𝛼𝑗 − 𝛼𝑗−1) ∫ ∫ (𝑦 − 𝜇𝑦)𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑥∈𝐴𝑗

∞

−∞
 

計算𝑀𝑗 = (𝛼𝑗 − 𝛼𝑗−1) ∫ ∫ (𝑦 − 𝜇𝑦)
2𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦

𝑥∈𝐴𝑗

∞

−∞
 

5.  計算�̂�𝑗 = (𝛼𝑗 − 𝛼𝑗−1)  
∑ (𝑌𝑖−�̅�)𝐼(𝑋𝑖∈�̂�𝑗)
𝑛
𝑖=1

∑ 𝐼(𝑋𝑖∈�̂�𝑗)
𝑛
𝑖=1

 

計算�̂�𝑗 = (𝛼𝑗 − 𝛼𝑗−1)  
∑ (𝑌𝑖−�̅�)

2
𝐼(𝑋𝑖∈�̂�𝑗)

𝑛
𝑖=1

∑ 𝐼(𝑋𝑖∈�̂�𝑗)
𝑛
𝑖=1

 

6.  由 𝜆𝑗、𝑚𝑗、𝑀𝑗以及�̂�𝑗、�̂�𝑗、�̂�𝑗，根據定理 2.1 可得單次抽樣的 covariance 

matrix 理論值 Σ 以及估計的 covariance matrix �̂�，並記錄其方差結果。 
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7.  將 m=1000 次結果作平均得出 MSE matrix。 

 

(c) 對稱型 

1.  以 Bootstrap 法得出估計的 covariance matrix �̂� 

2.  計算�̂�和無母數理論值Σ之方差並記錄結果 

3. 將 m=1000 次結果做平均 MSE matrix。 

結果如下表(Table.2)： 

 

三種分組平均的均方差均表示樣本變大時其近似變異矩陣的估計量會較準確。

這也表示樣本數變大時利用三種分組平均所做的統計推論也會較準確。同時，

在三種方法中有母數分組平均的變異矩陣最為準確。大致而言無母數分組平均

在估計共變異矩陣較對稱型分組平為好。但(σ2Y, σ
2
X) = ( 1 , 2)且𝜎𝑦𝑥較大時(0.7、

0.8)對稱型反而較佳。 

 

SampleSize MSEType (σ2y , σ
2
x)  σxy=0.2 σxy=0.3 σxy=0.5 σxy=0.7 σxy=0.8 

50 MSEp (1 , 1) 0.1470813 0.14218658 0.1448758 0.1307102 0.1336261 

100 0.0728628 0.07412975 0.0689616 0.0643806 0.0619072 

50 MSEnp (1 , 1) 0.2778895 0.4599915 0.9831022 1.7409064 1.629092 

100 0.2059092 0.3737305 0.9288406 1.2986642 1.371124 

50 MSEsnp (1 , 1) 0.3760505 0.5344480 1.0629342 1.8462645 2.375956 

100 0.2648890 0.4470820 0.9600909 1.7757849 2.279510 

50 MSEp (1 , 2) 0.1500156 0.1495779 0.1482542 0.1411011 0.1394231 

100 0.0712700 0.0742531 0.0707686 0.0685668 0.0695003 

50 MSEnp (1 , 2) 0.6798328 0.6992730 0.9740117 1.2986640 1.6290920 

100 0.4288380 0.4992917 0.8276544 1.1654620 1.3711241 

50 MSEsnp (1 , 2) 0.3305827 0.3902435 0.6651758 1.0484483 1.303644 

100 0.2002260 0.2706314 0.5517891 0.9841396 1.223857 

50 MSEp (2 , 1) 0.2852711 0.3056648 0.3068510 0.2868170 0.2758600 

100 0.1433822 0.1406264 0.1456224 0.1473143 0.1350802 

50 MSEnp (2 , 1) 0.4148160 0.5902806 1.1331147 1.9523090 2.4314770 

100 0.2699151 0.4421781 0.9967844 1.8130980 2.3209371 

50 MSEsnp (2 , 1) 0.6334337 0.8650501 1.3238753 2.0878886 2.582504 

100 0.3966607 0.5512686 1.1237594 1.9319453 2.416740 
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接著我們分別計算三種分類型態的檢定力，並在 Table3.(附錄資料)以𝐩𝐨𝐰𝐏、

𝐩𝐨𝐰𝐍、𝐩𝐨𝐰𝐬𝐧𝐩表示有母數、無母數以及對稱型之檢定力大小。 

其過程如下： 

欲檢定𝐻0: 𝜃1 = 𝜃2 = 𝜃3 = 𝜃4 v.s. 𝐻1: 𝜃1 ≠ 𝜃2 ≠ 𝜃3 ≠ 𝜃4 

𝐻0可改寫為 Aθ = 0 ，其中 A=[
1
0
0

−1
  1
  0

   0
−1
   1

   0
   0
−1
] 

令𝜏𝑗 = 𝜃𝑗 − 𝜃𝑗−1，j=1,2,3；�̂� = 𝐴�̂� = 𝐴𝜃  

√𝑛(𝐴�̂� − 𝐴𝜃)~𝑁(𝑂, 𝐴(𝑐𝑜𝑣(𝜃)𝐴′)) 

1.經模擬算出三種分類型態各自的 cov(𝜃) 

2.對(𝑌
𝑋
)~𝑁((0

0
), (

σ2y 𝜎𝑦𝑥

𝜎𝑥𝑦 σ2x
))作 5000 次重複抽樣。 

3.每一次抽樣均計算�̂�′cov(𝜃)−1�̂�並記錄結果 

4.將此 5000 筆紀錄中 0.95 百分位數令為 a 

5.重新進行對(𝑌
𝑋
)~𝑁((0

0
), (

σ2y 𝜎𝑦𝑥

𝜎𝑥𝑦 σ2x
))5000 次重複抽樣 

6.在每一次抽樣中，檢驗 T=n(A𝜃)′(𝐴cov(𝜃)A′)−1(A𝜃)是否大於等於 a 

7.計算 5000 次重複抽樣中 T 大於等於 a 之比率 

 

根據 Table3 的結果我們有以下結論： 

(a) 當一組資料來自於二維常態分配，在探討解釋變數與反應變數是否有相關時

使用有母數分組平均來建立檢定統計量最為有效。 

(b) 因為當資料不是來自於常態分配時採用有母數方法在理論上是不對的。從這

個分析結果無母數及對稱型無母數兩種方法互有大小檢定力。 

(c) 三種方法在共變異數𝜎𝑦𝑥較大時均具有較大的檢定力。 
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5.資料分析 
 

由高血壓所產生的生理問題，包含心臟病、中風以及其他心血管疾病，已

成為全球的健康議題。因此，研究造成高血壓的可能原因是現今需要探討的重

要目標。 

從美國人類健康中心，曾為了研究而進行全國性健康及營養調查 Trola 

Triola(2006)，得來的男性和女性的資料表中，包含了十三個和健康相關的變

數。 

此筆資料讓我們能夠研究由 Kotsis et al.(2006)與 Kagan et al.(2007)所注意到的性

別間的差異。在眾多變數之中，我們考慮一些和高血壓較為相關的變數，如︰

身體質量指數(BMI)以及膽固醇(CHOL)，來建立參考的分類。 

BMI 和血壓之間的關係經常被發現，但還有更多等待著我們去發掘(Drowold et 

al.(2007) , Agyemang et al.(2009) , Nanaware , Gavekare , Surdi (2011))。 

我們將會展示由有母數、無母數建立的百分位數對血壓樣本進行四段分類。其

中不論男性或女性的資料； α1 = 0.25 , α2 = 0.50 , α3 = 0.75 並在 Table4 呈

現。 

Table4.有母數、無母數及對稱型分組血壓之樣本平均 

Gender Estimator 𝐴1 𝐴2 𝐴3 𝐴4 

Male P means 114.8 117.8 119.9 122.9 

NP means 113.4 118.2 119.1 124.4 

Sym means 114.0 118.6 121.2 122.8 

Female P means 97.7 107.4 114.1 123.8 

NP means 104.5 105.2 108.3 125.2 

Sym means 104.6 105.2 111.4 127.3 
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根據 Table4 我們有兩個結論︰ 

(a) 我們不斷地發現血壓和 BMI 的關聯似乎呈現正相關，不論是男性或女性，

其有母數或無母數或對稱型無母數的分類平均數都是單調遞增。 

(b) 在男性和女性分割區間A1以及A2的平均數當中，我們發現血壓在正常以及

偏低的男性和女性體重上有性別上的差異。對於到較瘦的人有著較高的血

壓，我們考慮到年紀、飲酒以及缺乏運動。這樣的結果顯示了近來非肥胖的

男性較女性在罹患高血壓的風險上有著更高的影響。而這項結果目前尚未被

注意到。 

 

根據以上結果無母數及對稱型無母數結果差異不大。以下我們將分析有母數及

無母數方法的進一步研究。男性和女性在血壓上的比較可以利用假設檢定來進

行正式的推論。我們以𝛍𝐲,𝐦 和 𝐮𝐲,𝐟 表示男性和女性血壓的母體平均數。對於假

設H0: 𝛍𝐲,𝐦 = 𝐮𝐲,𝐟 v.s. H1: 𝛍𝐲,𝐦 > 𝐮𝐲,𝐟，其 p-value 係根據傳統的兩樣本 T 檢定

為 0.2839。 

這說明了未分類的方法不夠顯著，並不能給予我們足夠的證據去評斷男性的高

血壓大於與女性。我們接著將使用有母數分類法驗證更進一步的結果。 

為了便於解釋，我們暫時令 c=m 為男性以及 c=f 為女性，並且重新標示

𝚺𝐩,𝐜(𝚲𝐜)  𝛉𝐣𝐩,𝐜以及𝐧𝐜；其分別為母體共變異矩陣、第 j 個母體分類平均以及性

別的母體樣本數。同時我們標示分配性參數的最大概似估計量Λ為�̂�𝐦𝐥𝐞,𝐜。定理

2.1 指出以下的檢定統計量為有母數分類平均數所適用︰ 

𝜃𝑗𝑝,𝑚 − 𝜃𝑗𝑝,𝑓

√
1
𝑛𝑚
𝑒𝑗
′𝛴𝑝,𝑚(�̂�𝑚𝑙𝑒,𝑚)𝑒𝑗 +

1
𝑛𝑓
𝑒𝑗
′𝛴𝑝,𝑓(�̂�𝑚𝑙𝑒,𝑓)𝑒𝑗

 

 

用於檢定 H0: 𝛉𝐣𝐩,𝐦 =  𝛉𝐣𝐩,𝐟 v.s. H1: 𝛉𝐣𝐩,𝐦 > 𝛉𝐣𝐩,𝐟  

而 p-value 對於四段分類 (j = 1,2,3,4) 的假設檢定為 0.043、0.023、0.06、
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0.071。儘管兩性均在偏低以及正常體重的範圍內罹患高血壓的風險較小，但較

低的 p-value 仍意味著男性在這兩個分類段落內罹患高血壓的風險較女性為更

高。 

然而，相較之下古典的 T 檢定卻無法發現此種跡象。 

即使早期的研究關於膽固醇和高血壓有著許多不同的結論(Hjermann et 

al.(1978))，但近期流行病學的研究傾向於認為這兩個因子是息息相關的

(Hjermann et al.(1978) , Reaven(1988) Ferrara et al.(2002)) 於此，我們考慮迴歸模

型的最小平方估計，其一為簡單模型︰BP = 𝛃𝟎 + 𝛃𝟏 𝐂𝐇𝐎𝐋 +  𝛜 ； 其二為多

重迴歸模型︰BP = 𝛃𝟎 + 𝛃𝟏 𝐂𝐇𝐎𝐋 + 𝛃𝟐 𝐁𝐌𝐈 +  𝛜 。 男性和女性的估計結果將

呈現在 Table5。 

Table5.迴歸參數之最小平方法估計 

 

對於女性簡單迴歸迴歸參數β1 的最小平方估計顯示了中等且正向的值(0.026)。

其餘的𝛃𝟏 均為接近 0 的值或者為負值，此結果可能會導致錯誤的血壓和膽固醇

關係統計推論。 

我們有興趣驗證是否血壓和膽固醇還存在著其他的關聯。我們使用由樣本分類

平均所建立的四段百分位數，其中α1 = 0.25 , α2 = 0.50 , α3 = 0.75，並在

Table6 呈現︰ 

Table6.由膽固醇來分組的有母數差異與無母數、對稱型血壓分組平均估計值 

Gender Estimator 𝐴1 𝐴2 𝐴3 𝐴4 

Male P means 118.6 118.8 118.9 119.1 

NP means 119.8 120.8 115.3 119.7 
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Sym means 119.6 118.5 117.0 119.7 

Female P means 104.4 109.1 112.4 117.1 

NP means 105.6 107.2 108.7 121.7 

Sym means 104.5 105.1 109.8 128.4 

我們發現樣本的血壓平均數在有母數的方法下，不論男性女性均是持續地增

加。但無母數的方法在男性資料上並無顯示此種趨勢。有母數分類樣本平均數

顯示了迴歸方法所找不到的血壓和膽固醇的關係。這更進一步地顯示了在血壓

上的性別差異。 

 

總地來說，由本資料所得到的分析結果指出有效率的有母數分類法可以提供健

康因子間更多的潛在的觀察。 

作為重要的心血管疾病因子，高血壓和心臟病已成為美國人的趨勢[7,8]。然而

肥胖是否為血壓和心血管疾病的重要角色一直備受爭論著。部份研究報告指出

高血壓或者不斷上升的血壓在心血管疾病上，較瘦的人反而較肥胖者有著更高

的罹患率[9-11]；而有些則指出兩者無任何關聯，甚至也出現兩者具有高相關性

的報告。 

一直以來在高血壓群中，較瘦者是否較肥胖者容易罹患心血管疾病仍然是一個

未知數。 

我們的研究認為︰ 

(a)高血壓和心血管疾病的關聯性大小，一般來說，隨著 BMI 增加而增加。而高

血壓不該在體重正常或偏低的族群中被認為和肥胖者相較之下為一個無關緊要

的議題。 

(b)在第一段以及第二段的分類區間內，50 歲以下的人口之中，男性較女性高血

壓的普及率更高。 

(c)在高齡層，女性則較男性較高的高血壓率 
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雖然重要的高血壓探究仍不明朗，我們卻很常看到高血壓影響男性人數多於女

性；而在 55 歲之後，高血壓影響女性的人數多於男性。 
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6.附錄資料 

5.1  Table3 

(i)有母數 

 

(σ2Y, σ
2
X) = ( 1 , 1) 

 

 

 

 

 

 

 

(σ2Y, σ
2
X) = ( 1 , 2) 

 

 

 

 

 

 

 

(σ2Y, σ
2
X) = ( 2 , 1) 

 

 

 

 

 

  

 

(ii)無母數 

 

 (σ2Y, σ
2
X) = ( 1 , 1) 

 

 

 

 

Sample σyx = 0.2 σyx = 0.3 σyx = 0.5 σyx = 0.7 σyx = 0.8 

n=30 0.1948 0.3542 0.7806 0.9822 0.9982 

n=50 0.2994 0.5658 0.9490 0.9994 1.0000 

n=100 0.5116 0.8544 0.9996 1.0000 1.0000 

Sample σyx = 0.2 σyx = 0.3 σyx = 0.5 σyx = 0.7 σyx = 0.8 

n=30 0.1080 0.2052 0.4840 0.7542 0.8826 

n=50 0.1632 0.3122 0.7038 0.9432 0.9864 

n=100 0.2820 0.5604 0.9392 0.9992 1.0000 

Sample σyx = 0.2 σyx = 0.3 σyx = 0.5 σyx = 0.7 σyx = 0.8 

n=30 0.1130 0.2092 0.4718 0.76666 0.8760 

n=50 0.1680 0.3116 0.6976 0.9440 0.9868 

n=100 0.2876 0.5850 0.9436 0.9988 1.0000 

Sample σyx = 0.2 σyx = 0.3 σyx = 0.5 σyx = 0.7 σyx = 0.8 

n=30 0.123 0.214 0.509 0.871 0.964 

n=50 0.188 0.320 0.809 0.995 1 

n=100 0.332 0.665 0.990 1 1 
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(σ2Y, σ
2
X) = ( 1 , 2) 

 

 

 

 

 

 

 

(σ2Y, σ
2
X) = ( 2 , 1) 

 

 

 

 

 

 

 

(iii)對稱型 

 

(σ2Y, σ
2
X) = ( 1 , 1) 

 

 

 

 

 

 

(σ2Y, σ
2
X) = ( 1 , 2) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Sample σyx = 0.2 σyx = 0.3 σyx = 0.5 σyx = 0.7 σyx = 0.8 

n=30 0.088 0.138 0.298 0.537 0.657 

n=50 0.117 0.218 0.519 0.806 0.904 

n=100 0.198 0.439 0.850 0.996 1 

Sample σyx = 0.2 σyx = 0.3 σyx = 0.5 σyx = 0.7 σyx = 0.8 

n=30 0.141 0.114 0.319 0.488 0.689 

n=50 0.143 0.227 0.419 0.813 0.922 

n=100 0.195 0.395 0.893 0.995 1 

Sample σyx = 0.2 σyx = 0.3 σyx = 0.5 σyx = 0.7 σyx = 0.8 

n=30 0.115 0.243 0.591 0.914 0.964 

n=50 0.184 0.324 0.791 0.994 1 

n=100 0.333 0.668 0.997 1 1 

Sample σyx = 0.2 σyx = 0.3 σyx = 0.5 σyx = 0.7 σyx = 0.8 

n=30 0.089 0.161 0.287 0.550 0.686 

n=50 0.096 0.236 0.490 0.794 0.904 

n=100 0.150 0.360 0.840 0.992 1 
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(σ2Y, σ
2
X) = ( 2 , 1) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Sample σyx = 0.2 σyx = 0.3 σyx = 0.5 σyx = 0.7 σyx = 0.8 

n=30 0.081 0.108 0.290 0.537 0.725 

n=50 0.104 0.202 0.501 0.847 0.903 

n=100 0.172 0.334 0.836 0.994 0.998 
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