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三維靜水壓 k-ε明渠水流模式之發展 

學生：林怡君                                     指導教授：楊錦釧 

                                               謝德勇 

國立交通大學土木工程研究所 

摘要 

本研究採垂直水平分離演算(VHS)之概念發展三維靜水壓水理模式，搭配紊

流模式計算紊流黏滯係數，其中紊流模式分別採用雙方程模式之標準 k-ε紊流模

式及兩種零方程模式。在座標系統上，水平方向與垂直方向分別採用正交曲線座

標系統與σ座標系統，使模式邊界能夠更貼近真實渠道之蜿蜒與底床起伏。水理

模式之架構係先由深度平均之控制方程式求解水平二維每個計算格點之水面高

程以及水深平均流速，並將之代入流速差異量方程式，求得三維每個計算格點相

對於水深平均流速之流速差異量，即可求解出三維空間上每個計算格點之流速分

佈。數值方法方面，水平、垂直模式與 k、ε方程式皆採隱式法求解。分別採用

直渠道案例以及急彎彎道案例進行模擬分析，並比較三種模式之紊流黏滯係數表

現以及模擬結果之差異性，以探討明渠流之紊流流場現象。 

關鍵字：三維、靜水壓、明渠流、k-ε紊流模式 
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A 3D Hydrostatic k-ε model for Open-Channel Flow 

Student：Yi-Chun Lin                           Advisor：Jinn-Chuang Yang 

                                                  Te-Yung Hsieh 

Department of Civil Engineering National Chiao-Tung University 

ABSTRACT 

A 3D hydrostatic model based on a vertical horizontal splitting (VHS) concept is 

developed in this study. The standard k-ε model, a two-equation turbulent model, and 

two kinds of zero-equation models are adopted to calculate eddy viscosity. The 

orthogonal curvilinear coordinate system and the sigma coordinate system are used to 

cope with the irregularity of channel geometry. The water elevation and the 

depth-averaged velocity will be solved by the 2D depth-averaged model, and then the 

velocity profile along the vertical direction will be solved by the velocity defect model. 

The implicit numerical schemes are used to discrete all of the equations to preserve the 

model stability unconditionally. Two experimental cases including the flow in straight 

channel and sharp bend were simulated by the model. Through the comparison 

between the experimental data and simulation results, the eddy viscosity computed 

from two-equation and zero-equation turbulent models were examined and discussed 

in depth.                 

.Keywords：3 dimensional、hydrostatic、open channel flow、k-ε turbulent model 
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第一章 緒論 

1.1 研究動機與方向 

    水流依流況被大致分為兩種，分別為層流(laminar flow)與紊流(turbulent flow)，

在自然中或是工程應用上，無論是大氣風場、天然明渠流，或是在人造水工結構

物中之水流，紊流流場占相對多數。紊流是於雷諾數高時因擾動被放大而產生，

由不同尺寸之渦流(eddy)組成，且為三維維度之流場現象，在時間以及空間上皆

十分不規則且不穩定，在紊流數值模式(turbulent model)發展初期無相對應之計算

機設備輔助時模擬難度尤高，而如今隨著科技之發展，紊流數值模式已普遍被應

用於各式學術以及工程計算上，提供規劃以及瞭解紊流流場現象。 

    紊流數值模式發展已有近百年歷史，紊流模式種類眾多，主要可分為三大類，

分別為雷諾平均數值模式(RANS, Reynolds-averaged Navier-Stokes simulation)、大

渦模式(LES, Large Eddy Simulation)，以及數值直解法(DNS, Direct Numerical 

Simulation)，而雷諾平均數值模式又依加入之紊流特性之傳輸偏微分方程式數目，

可分為零方程模式、單方程模式、雙方程模式，以此類推至多方程模式；大渦模

式因不為時均化模式，能夠觀察紊流中渦流隨時間變化之現象，卻因所需耗費之

網格數或是計算時間皆太過龐大，較無法符合實際應用上之經濟效益；而數值直

解法其計算網格及時間步階必須非常小，才能計算所有尺度之渦流，故受限於低

雷諾數之流場。 

    紊流數值模式之主要工作為尋找紊流黏滯係數(eddy viscosity)之適當表示法，

而紊流黏滯係數對模擬精確度之重要性已有研究驗證(鐘，2012)。故本研究採計

算花費與模擬精度權衡之下較為普遍接受使用之雷諾平均數值模式，分別模擬直

渠道與急彎彎道兩種不同類型的實驗案例，探究紊流黏滯係數與流場現象之模

擬。 

 

1.2 文獻回顧 

    於 1877 年，Boussinesq 提出了紊流黏性理論，以及 Reynolds 於 1895 年提出

雷諾平均下之 Navier-Stokes 方程式，便開啟了紊流數值之先端。直至 1925 年，
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紊流數值模式便開始蓬勃發展，首先為普朗特混合長度假說(Prandtl mixing-length 

hypothesis)，普朗特假設擾動流速與混合長度以及平均速度之梯度成正比，應用

此混合長度概念之模式統稱為代數模式 (Algebraic model)或是零方程模式

(Zero-Equation model)，此種模式因不含偏微分方程式故計算較為經濟，但在許多

流場中難以推斷正確之混合長度而有所限制；而後為改善零方程模式在混合長度

判定之困難，捨棄了擾動速度與平均流速梯度關聯性而改採於模式中加入了紊流

特性之傳輸方程式來求得紊流黏滯係數，又由所加入之偏微分方程式數量區分為

單方程模式(One-Equation model)、雙方程模式(Two-Equation model)，以此類推至

多方程模式。單方程模式始於 Prandtl 單方程模式(1945)，加入了紊流動能(turbulent 

kinetic energy)之傳輸方程式，但此模式仍與零方程模式相同，需額外給定混合長

度，因此只侷限適用於某些簡單流場，或是在剪力層(Shear layer)中。進一步為考

量工程規劃之需求，於 1967 年開始便陸續發展雙方程模式，雙方程模式較單方

程模式多一紊流特性傳輸方程式，通常是紊流動能與其他紊流特性量的搭配，最

常見的有 k-ε模式(Harlow and Nakayame 1967；Jone and Launder1972；Launder 

and Spalding 1974)、k-ω模式(Kolmogorov 1942；Rodi and Spalding1970；Saffman 

1970)等，此些模式於壓力梯度較小之邊界層流、管流等已被模擬驗證皆能有合理

之成果，且容易執行，因此在工程上已被廣泛應用。k-ε模式之發展始於標準 k-

ε模式(Jones and Launder, 1972；Launder and Sharma, 1974)，但因模式假設紊流

黏滯係數為等向性(isotropy)，在某些流場例如分離現象明顯之流場、旋轉流場、

軸對稱噴流(axisymmetric jets )等模擬成果較不佳，皆續有許多學者依據不同流場

發展各式修正模式，例如:RNG k-ε模式(Yaknot et al. 1992)、Realizable k-ε模式

(Shihet al. 1995)等，前者使用 RNG 方法重新考慮不同尺度之渦流對紊流擴散之影

響，經過驗證在旋轉流場中之模擬結果較標準 k-ε模式理想；後者修正了ε方程

式，模式中係數 Cμ 不為定值而改由平均應變率(mean strain rate)關係式得來。標

準 k-ε模式發展至今已有數十年之久，已有各種不同維度、不同座標系統以及驗

證不同的流場之研究，包含二維模式(Jones and Launder 1972；Keller and Rastogi 

1975；Singhal and Spalding 1975；Svensson, U. 1978；Rastogi,A.K. 1978)、三維模
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式(Leschziner and Rodi 1979)、管流(Ha Minh, H. and Chassaing, P. 1977；Stephensn, 

A.K. 1976)、環流流場(Gosmanet al. 1979；Li and Yu 1996)等。在雙方程模式之後

亦發展雷諾應力模式(Donaldson and Rosenbaum 1968；Daly and Harlow 1970；

Launder et al.1975 )，不同於上述模式皆採 Boussinesq 黏性理論，此模式建立於雷

諾應力傳輸方程式上，可以計算非均質性、非等向性紊流場，特別是雷諾應力及

紊流動能的生成、擴散和消散，但此模式為多方程模式建構十分複雜，且有許多

係數需要實驗數據予以驗證，故不被普遍應用。 

    紊流為全三維之流場現象，故須採三維模式計算始較能正確描述，但為節省

計算時間，且垂向流速遠小於水平流速時，水深方向以靜水壓假設之擬似三維模

式亦能夠提供三維流速資訊，近年來採水平垂直分離演算概念(VHS)所發展之擬

似三維模式愈來愈常被採用，而最初此種模式多應用於海洋與湖泊等大型水體之

流場分析，模擬因溫度或是鹽分在水深方向之變化所產生之密度分層現象

(Lardner and Cekirge 1988；Jin and Kranenburg 1993；Wang 1994)，後漸被應用於

明渠流之計算(Blanckaert and de Vriend 2003；洪，2011；鐘，2012)。鐘於 2012

年採用擬似三維模式搭配兩種零方程模式測試紊流黏滯係數對水理計算之影響，

為深入探討不同雷諾平均數值模式所模擬之紊流黏滯係數分布於模擬計算之差

異性，本研究採靜水壓三維水理模式與採用正交曲線座標及σ座標處理不規則渠

道與底床邊界，發展一雙方程模式之標準 k-ε模式分別模擬直渠道與急彎彎道案

例，除由實驗數據驗證外，亦與兩種零方程模式所計算之紊流黏滯係數比較分

析。 

 

1.3 研究目的與方法 

    本研究由一水深平均二維水理模式(謝，2003)應用垂直水平分離演算的概念

加入流速差異量方程式(洪，2011)之靚水壓三維水理模式，配合標準 k-ε模式

(Jones and Launder, 1972)計算紊流黏滯係數而成，而水平方向座標系統採正交曲

線座標，使能在計算不規則渠道時更貼切；水深方向則採σ座標系統(Blumberg 

and Mellor, 1983)，能夠將因起伏底床所導致之不規則格網轉換為規則之矩形格網。
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分別採用實驗量測數據予以驗證，並與兩種零方程模式比對分析，藉以了解標準

k-ε模式於不同流場之紊流黏滯係數計算與適用性，及探討紊流黏滯係數之差異

對於模擬是否隨流場改變而影響程度有所不同。 

 

1.4 章節介紹 

    前三小節已依序說明研究動機與方向、文獻回顧以及研究目的與方法，接下

來總共還有四章，本節將扼要說明本研究各章內容。 

    第一章為緒論，說明本研究之背景與目的，並回顧相關模式發展的文獻，提

出本研究之方法與研究之重點。 

    第二章為理論基礎，依序介紹在正交曲線座標下由納維爾-史托克方程式導出

之模式控制方程式、紊流動能、紊流動能消散率(turbulent kinetic energy dissipation 

rate)之模式化方程式，以及輔助方程式的使用及邊界條件設定。 

    第三章為數值架構，本章說明水平二維水理模式、垂直水理模式與紊流模式

之數值方法，並簡述模式之計算流程。 

    第四章為模式驗證，針對模式發展部分，採用具有實驗量測數據的案例進行

模式驗證，並簡述應用之案例。 

    第五章為結論與建議，對研究成果做綜合性之歸納說明，並針對研究尚未考

量、不盡完備或日後可繼續研究之處提出建議。
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第二章 理論基礎 

    本研究之水理模式為在靜水壓假設下應用垂直水平分離演算概念，將三維動

量方程式，分為水平二維方程式與流速差異量方程式(洪, 2011)；紊流黏滯係數採

雙方程模式之標準 k-ε模式計算，另外並與兩種零方程模式相互比較。模式在水

平方向之座標系統採正交曲線座標，如圖 2.1 所示。 

 

2.1 水理模式控制方程式 

2.1.1 三維動量方程式 

    基於不可壓縮流之假設下，對那威爾-史托克司(Navier-Stokes)方程式取時間

平均，得控制方程式如下: 

連續方程式 

2 1 1 2( ) ( ) ( ) 0h u h v h h w
zξ h

∂ ∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂
              (2.1) 

動量方程式 

ξ方向 
2 2

2 1 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2

2 2
2 1 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2

2 1
1 1 2

1 1 2( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

1 1 2( ' ') ( ' ) ( v' )( ' ) ( ' ') ( ' ')

1 1
c

h h huv u vu u uv uw
t h h z h h h h h h

h h hu v uu u v u w
h h z h h h h h h

pf v h
h h h

ρ ρ ρρ ρ ρ ρ
ξ hh  ξ ξ

ρ ρ ρρ ρ ρ
ξ hh  ξ ξ

ρ t
ξ ξ

∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂
+ + + + + −

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂
+ + + + + −

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂
= − +

∂ ∂
( ) ( ) ( ) 12 1 22 2

1 1 12 1 2 13
1 2 1 2

h hh h h
z h h h h

tt tt
hh  ξ

  ∂ ∂∂ ∂
+ + + − ∂ ∂ ∂ ∂ 

(2.2) 

η方向 
2 2

2 2 1 1

2 1 1 2 1 2 1 2

2 2
2 2 1 1

2 1 1 2 1 2 1 2

1 2
2 1 2

1 1 2( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

1 1 2( ' ') ( ' ) ( ' )( ' ) ( ' ') ( ' ')

1 1
c

h h huv v uv v uv vw
t h h z h h h h h h

h h hu v v uv u v v w
h h z h h h h h h

pf u h
h h h

ρ ρ ρρ ρ ρ ρ
h ξ ξ hh

ρ ρ ρρ ρ ρ
h ξ ξ hh

ρ t
hh

∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂
+ + + + + −

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂
+ + + + + −

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂
= − +

∂ ∂
( ) ( ) ( ) 12 2 11 1

2 2 12 1 2 23
1 2 1 2

h hh h h
z h h h h

tt tt
ξ ξ h

  ∂ ∂∂ ∂
+ + + − ∂ ∂ ∂ ∂ 

(2.3) 

Z 方向: 
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在一般淺水的天然水道，垂直方向之動量方程式可用靜水壓分布來簡化， 

                             
0p g

z
ρ∂

+ =
∂                             

(2.4) 

而垂直方向流速可由連續方程式求得，以減少模式之計算量。 

 

以上諸式中，ξ、η、z 為三維正交曲線座標方向，其中ξ、η為水平方向，z 為

水深方向；下標 1、2、3 分別代表物理量在ξ、η、z 方向代號；h1、h2分別為ξ、

η方向之轉換係數；u、v、w 分別為ξ、η、z 方向流速；g為重力加速度；t為時

間；τ為層流剪應力；(‾)表時間平均；( ')表時間平均瞬時擾動量；fc=(2ωsin

θ)為科氏力係數；ω為地球自轉角速度；ρ為密度；p 為壓力。 

 

2.1.2 水平二維模式 

    將 2.1.1 節之三維水理控制方程式(2.1)、(2.2)、(2.3)利用萊布尼茲法則對深度

方向積分，加上運動邊界條件及動力邊界條件並取深度平均值，可得水平二為水

理控制方程式。 

連續方程式 

1 2 2 1( ) ( ) 0dh h h ud h vd
t ξ h

∂ ∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂
              (2.5) 

動量方程式 

ξ方向: 

( )

2

1 2

1 2 1 2 1 2 1 1

1 12 1 2 12 11
11 12 22

1 2 2 1

1

1 1 12

s s

c

s b

h hu u u v u uv v p g zf v
t h h h h h h h h

h h h T TT T T
dh h dh dh d

ρρ ρ
ξ hh  ξ ξ ξ

tt

ξ h ξ h ξ

 ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂ + + + − = − −
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 

− ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + − + + + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

      (2.6) 

η方向: 

( )

2

2 1

2 1 1 2 1 2 2 2

2 21 2 1 12 22
22 12 11

1 2 1 2

1

1 1 12

s s

c

s b

h hv v v u v uv u p g zf u
t h h h h h h h h

h h h T TT T T
dh h dh dh d

ρρ ρ
h ξ ξ hhh 

tt

h ξ h ξ h

 ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂ + + + − = − − −
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 

− ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + − + + + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

    (2.7) 
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式中， 

                    
( )2 2

11 11 '
s

b

z

z
T u u dzτ ρ ρ= − −∫                         (2.8)  

                    ( )2 2
22 22 '

s

b

z

z
T v v dzτ ρ ρ= − −∫ 

                        
(2.9) 

                    
( )12 12 ' '

s

b

z

z
T uv u v dzτ ρ ρ= − −∫ 

                  
    (2.10)  

以上諸式中，d 為水深；zs 為水面高程；zb 為底床高程；
s
iτ 為 i 方向水面剪應力；

b
iτ 為 i 方向底床剪應力；(˭)表水深平均；(˜)表物理量之空間微變量(例：u u u= − )；

上標 s、b 分別為水面及底床代號；T 為有效剪應力項(effective stress term)，其包

含層流剪應力、延散剪應力與紊流剪應力。 

 

2.1.3 速度差異量方程式 

    將 2.1.1 節之三維水理控制方程式(2.2)、(2.3)以靜水壓假設代入，並令 u u u= + 、

v v v= + (如圖 2.2)，得到之方程扣掉 2.1.2 節之水平二維水理控制方程式(2.6)、(2.7)，

即可得到垂直水理控制方程式(2.11)、(2.12)，其中垂向座標系統改採σ座標系統

(Blumberg & Mellor 1983)，如圖 2.3 所示。 

ξ方向： 

      

 

( )

1 1 1 2 2
2

1 1 1 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 113

2

1 (     )
s b

c

u u u u u u u v u v u u
t h h h h h

h h h h huv uv uv vv v
h h h h h h h h h h

f v Horizontal Diffusion in
d d

ω
ξ ξ ξ hhs 

hhh   ξ ξ

tt t ξ
rsr 

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + + + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + − −

∂ ∂ ∂ ∂ ∂

−∂
= + − +

∂



   

           (2.11) 

η方向： 
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

   



( )

2 2 2 1 1
2

2 2 2 1 1

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

2 223

2

1 (     )
s b

c

v v v v v v v u v u v v
t h h h h h

h h h h huv uv uv uu u
h h h h h h h h h h

f u Horizontal Diffusion in
d d

ω
hhh   ξ ξ s

ξ ξ ξ hh

tt t h
rsr 

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + + + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + − −

∂ ∂ ∂ ∂ ∂

−∂
= − + − +

∂

      

 

          
(2.12) 

式中， 



1 1 2 2

u u v v w
t h h h h z
σ σ σ σ σ σw

ξ ξ hh
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= + + + + +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂



                            
(2.13) 

bz z
d

σ −
=                                                          (2.14) 

d
t d t
σ σ∂ ∂
= −

∂ ∂                                                        
(2.15) 

1 bz d
d d

σ σ
ξ ξ ξ

∂ ∂ ∂
= − −

∂ ∂ ∂                                                 
(2.16) 

1 bz d
d d

σ σ
η η η
∂ ∂ ∂

= − −
∂ ∂ ∂                                                 

(2.17) 

1
z d
σ∂
=

∂                                                           
(2.18) 

2 1 2
11 12 22

1 2

2
12 11 2

2 2 2
2 1 1 1 1 2 1

1 2

1 1 2 2 1 2

1(     ) 2

2 2 21 1 1

2

H H H

H H

h h hHorizontal Diffusion in T T T
dh h

T T hu u
dh dh h h h h h

h hv v
h h h h h h

ξ
r ξ h ξ

nnn 
rhr   ξ ξ ξ ξ ξ

nn
ξ hh  ξ

 ∂ ∂ ∂
= − + − ∂ ∂ ∂ 
  ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂

− − + + +  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  
   ∂∂ ∂ ∂

+ +   ∂ ∂ ∂ ∂  
1

2 2 1

2
1 1 2

2 2 2 2
2 1 1 2 2 1 1 2

21 12

H

H H
H

h u
h h h

h h hu v u v
h h h h h h h h

n
hh

nn n
h ξ hhh   ξ

   ∂ ∂
+    ∂ ∂    

       ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂
+ + + −      ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂                      

(2.19) 
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1 2 1
22 12 11

1 2

2
22 12 1

2 2 2
2 1 2 2 1 2 2

2 2

2 1 2 1 1 2

1(     ) 2

2 2 21 1 1

2

H H H

H H

h h hHorizontal Diffusion in T T T
dh h

T T hv v
dh dh h h h h h

h hu v
h h h h h h

h
rh  ξ h

nnn 
rhr   ξ hhhh  

nn
h ξ ξ ξ

 ∂ ∂ ∂
= − + − ∂ ∂ ∂ 
  ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂

− − + + +  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  
   ∂∂ ∂ ∂

+ +   ∂ ∂ ∂ ∂  
1

1 2 1

2
2 2 1

2 2 2 2 2
2 2 1 2 2 1 1 2

21 12

H

H H
H

h u
h h h

h h hv v u u
h h h h h h h h

n
ξ h

nn n
ξ ξ h ξ ξ h

   ∂ ∂
+    ∂ ∂    

       ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂
+ + + −      ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂                    

(2.20) 

Hν 為水平黏滯係數 l tν ν= + ; lν 為層流黏滯係數； tν 為紊流黏滯係數，於下節中分

別使用 k-ε模式以及零方程模式計算。 

 

2.2 輔助關係式 

 

2.2.1 層流與紊流應力 

採用 Boussinesq 之渦流黏性理論，層流與紊流剪應力可合併表示為 

                   
211 1

1 1 2

1' 2 H
hu vu

h h h
τ ν
ρ ξ h

 ∂∂
− = + ∂ ∂                      

(2.21) 

                   
222 2

2 1 2

1' 2 H
hv uv

h h h
τ ν
ρ h ξ

 ∂∂
− = + ∂ ∂                      

(2.22) 

                 

12 2 1

1 2 2 1

' ' 2 H
h hv uu v
h h h h

τ ν
ρ ξ h

    ∂ ∂
− = +    ∂ ∂                     

(2.23) 

 

2.2.2 底床剪應力 

底床剪應力採用 French(1986)之經驗式 

                       

2

1 302.5ln
2.72

b b b l

s

zu u
k

τ
ρ

−
  

=   
                     

(2.24) 

                       

2

2 302.5ln
2.72

b b b l

s

zv v
k

τ
ρ

−
  

=   
                      

(2.25) 

式中，
b

u 、
b

v 分別為ξ、η方向之近底床流速; lz 為近底床流速之格網與底床間垂
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直距離;ks 為粗糙高度，曼寧 n 係數與粗糙高度 ks 對照表如表 2.1。 

 

2.2.3 垂向剪應力與流速梯度之轉換 

                       
13

1

1v u w
d h

τ ν
ρ σ ξ

 ∂ ∂
= + ∂ ∂                           

(2.26) 

                       
23

2

1v v w
d h

τ ν
ρ σ h

 ∂ ∂
= + ∂ ∂                          

(2.27) 

式中， vν 為垂向黏滯係數。 

 

2.3 紊流黏滯係數 

 

2.3.1 k-ε模式 

k-ε紊流模式是雙方程模式的其中一種，而其探討紊流動能的變化機制來決

定紊流黏滯係數，模式包含了紊流動能(k)以及紊流動能消散率(ε)兩者之傳輸方

程式，並且此模式假設紊流黏滯係數為等向性。本研究採用標準 k-ε紊流模式

(Launder & Spalding, 1974)，而式(2.28)、(2.29)為正交曲線座標轉換後之方程式。 

k 方程式 

     

( ) ( ) ( ) ( )2 1 1 2
1 2

2 1
1 2

1 2 1 2

1

1 t t t

k k k

k ukh vkh h h wk
t h h z

h hk k kh h G
h h h h z z

ρ ρ ρ ρ
ξ h

ρν ρν ρν
ρε

ξ λ ξ h λ h λ

 ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + ∂ ∂ ∂ ∂ 

      ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + + + −      ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂             

(2.28) 

ε方程式 

 

( ) ( ) ( ) ( )2 1 1 2
1 2

2
2 1

1 2 1 2
1 2 1 2

1

1 t t t

u h v h h h w
t h h z

h h h h C G C
h h h h z z k kε ε ε

ρε ρ ε ρ ε ρ ε
ξ h

ρν ρν ρνε ε ε ε ερ
ξ λ ξ h λ h λ

 ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + ∂ ∂ ∂ ∂ 

      ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + + + −      ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂          

(2.29) 

 

    以上兩式中左邊第一項為 k 或ε之改變率；左邊第二項為 k 或ε之對流傳輸

項；右邊第一項為 k 或ε之擴散傳輸項；右邊第二項為 k 或ε之產生項；右邊第
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三項則為 k 或ε之消滅項。 

式中， 

     

2 2 2

1 2

1 1 2 2 1 2

2 2 2

1 2
2 1

2 1 1 2 2 2 1 1

1 12 2 2

1 1

t
h hu v v u wG

h h h h h h z

h hu v w v w uh h
h h h h h z h h z h

µ
ξ hh  ξ

h ξ h ξ

      ∂ ∂∂ ∂ ∂= + + + +      ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     
            ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ + + + + + +             ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂                     

(2.30) 

 

紊流黏滯係數 

                             

2

t
kCµν
ε

=                               (2.31) 

以上諸式中包含了五個經驗常數，此經驗常數是由 Launder & Spalding 於 1974 由

實驗決定，分別為𝐶𝜇 = 0.09,  λk = 1.0, λε = 1.3, C1 = 1.44, C2 = 1.92。 

 

2.3.2 零方程模式 

typeI 

採用 Elder(1959)提出之紊流黏滯係數經驗式 

                           
/ 6t u dtν κ=

 
                              (2.32) 

其中，κ為 von karman’s 係數；uτ為剪力速度；d 為水深。 

 

typeII 

採用 Jobson and Sayre(1970)提出之紊流黏滯係數經驗式 

(1 )t d utν κ σ σ= −                               (2.33) 

 

2.4 邊界條件設定 

 

2.4.1 二維水平部分 

    水平二維水理模式考量三種邊界條件設定，分別為渠道入流、渠道出流與固

體邊界。一般而言，渠道入流邊界條件設定為單寬入流量，渠道出流邊界條件則
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採用水位高程設定。在固定邊界處，沿固體邊界法線方向採不透水邊界條件，而

延固體切線方向可分為滑移(slip)與非滑移(no-slip)條件。 

 

2.4.2 垂直部分 

    垂直水理模式考量渠道入流、渠道出流、自由液面及底床邊界條件。在渠道

入流及渠道出流處假設均勻流邊界條件；自由液面採風剪力邊界條件
∂u�
∂σ

= 𝑑𝜏𝑠

𝜈𝑣𝜌
、

∂v�
∂σ

= 𝑑𝜏𝑠

𝜈𝑣𝜌
；而底床部分由牆函數設定邊界條件，請參照 2.4.4 節說明。 

 

2.4.3 k-ε模式 

    於自由液面邊界，紊流動能(k)採對稱邊界，
∂k
∂σ

= 0，而紊流動能消散率(ε)

採ε𝑠 = 𝐶𝜇
3
4𝑘𝑠

3
2/0.07𝜅ℎ(Hossain & Rodi 1980)；而在底床邊界條件採牆函數，請參

照 2.4.4 節說明。 

 

2.4.4 牆函數 

    k-ε模式只適用於完全紊流區之高雷諾數流場，故於靠近邊壁處須採特殊之

處理方法—牆函數(Launder and Spalding 1974)，又因黏滯次層中流速與能量變化

劇烈導致流速分佈斜率過大而需密集格網點才能確保相當之計算精度，牆函數能

使在黏滯次層外距邊壁第一格網點連結邊壁上之各種流體特性(例如:剪應力)因

此節省網格點之布置，綜合以上原因故有使用牆函數之必要性。 

牆函數之設定是以紊流邊界層之流體特性為依據，圖 2.4 為紊流邊界層之分

布圖，紊流邊界層大致可分為內層與外層，而內層又細分為黏滯次層(viscous 

sublayer)、緩衝層(buffer layer)與對數分布層(log law region)。黏滯次層範圍分佈

y+介於 0 至 5 之間，在此區域內，雷諾應力作用遠小於分子黏滯力，其流速分布

接近線性，為 u+ =y+ (u+= 𝑢�
𝑢𝜏
為無因次流速；y+= 𝑦𝑢𝜏

𝜐𝑣
為無因次距邊壁垂直距離)；

而緩衝層介於兩者之間，y+大致介於 5 至 30，為黏滯次層與對數分佈層之交界地

帶；在對數分佈層中，雷諾應力變得顯著，其速度分佈為對數分布，位置大致在
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y+介於 30 至 100，本研究主要將底床邊界位置設定於對數分布層中，其流速分佈

如式(2.34) 

1 ln( )pu y E
uτ κ

+=                            (2.34) 

    在 y+介於 30 至 100 之間，雷諾應力大致為定值，紊流動能之傳輸項與擴散

項亦可被忽略，因此產生項與消散項達成局部平衡，經過推導後可得 

p
uk
C
τ

µ

=                               (2.35) 

3

p
p

u
y
τε

κ
=                               (2.36) 

式中之 uτ為剪力速度(= �
𝜏𝑏
𝜌

)；𝜏𝑏為邊壁上之剪力；κ為 von Karman’s 係數；E

為粗糙參數(對於光滑邊壁，當 y+>30 時，此兩參數分別約為 0.41 與 9.0)，下標 p

表近邊壁之物理量。 
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表 2.1 曼寧 n 係數與粗糙高度 ks 對照表 

渠道類型 曼寧 n ks(mm) 

Very smooth concrete surface 0.011~0.015 0.15~0.30 

Gunite(smooth) 0.016~0.019 0.50~1.5 

Rough concrete 0.018~0.022 3.0~4.5 

Earth channels(straight, uniform) 0.016~0.02 3.0 

Rubble masonry 0.02~0.025 6.0 

Untreated gunite 0.018~0.03 3.0~10.0 

資料來源”Flow in Open Channels” Second Edition, K. Subramanya 

 
圖 2.1 正交曲線座標轉換示意圖 

(摘錄自洪聖翔, 2011) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 2.2 水深方向流速剖面示意圖 

(u�為實際流速剖面；u�為水深平均流速；u�流速差異量) (摘錄自洪聖翔, 2011) 
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圖 2.3σ座標轉換示意圖 

(摘錄自洪聖翔, 2011) 

 

 

 
圖 2.4 垂向紊流邊界層之各層定義範圍示意圖 

(z+為無因次距底床之垂直距離) 

(摘錄自 Stephen B.Pope, Turbulent Flows) 

 

 

 

 

 

 

/ hz  

( )zuZ τ

ν
+ =  
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第三章 數值架構 

    模式之數值架構分為水平二維以及垂直流速差異量方程式兩大部分，其計算

流程如圖 3.1 所示，由水平二維模式求解各水柱之水面高程以及水深平均流速，

再代入垂直模式由連續方程式求解垂向流速，以及差異量方程式求解水深方向流

速剖面，並由 k-ε模式計算紊流黏滯係數，垂直模式收斂後，水深方向流速剖面

與紊流黏滯係數再代回水平二維模式計算有效剪應力項(式 2.8~式 2.10)，重複疊

代直至所求之水面高程、水深平均流速、水深方向流速以及紊流動能、紊流動能

消散率皆達收斂條件。二維與垂直模式皆採用控制體積法來離散控制方程式，控

制體積法之概念如圖 3.2 與圖 3.3 所示，其中(a)圖為實際區域，(b)圖為計算區域，

E、W、N、S 表相鄰格點，e、w、n、s 表控制面。 

 

3.1 水平二維模式 

    二維水理部分採隱式雙階分割操作，將動量方程式分割成延散與傳播兩步驟，

並利用隱式數值方法求解。延散步驟求解移流項和擴散項，傳播步驟求解壓力項、

底床剪應力項與連續方程式。據此，水理控制方程式改寫成以下 

延散步驟 

( )
1

1 12
2 21n

n nnV V V T
t ρ

+
+ +∂  = − ⋅∇ + ∇⋅ ∂ 

                   (3.1) 

傳播步驟 

( )
11
2 1

n n
n b

b
V V g z d
t t d

t
ρ

+ +
+∂ ∂   − = − ∇ + −   ∂ ∂   

                  (3.2) 

1 0nV +∇ ⋅ =                               (3.3) 

式中，V 表示速度向量；T 表示擴散及延散項；上標 n+1 表示(n+1)Δt 時刻之未

知變數；Δt=tn+1-t n；上標 n 表示 nΔt 時刻之已知變數；上標 n+1/2 表示在(n+1) Δ

t 與 nΔt 間之未知數。 

 

(3.1)~(3.3)的一般式可表示成 
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延散步驟 

( ) ( ) ( ) ( )

2

1 2

1 2 1 2 1 2

2 1 2 12 11
11 12 22

1 2 2 1

2 11 2 11 1 12 1 12
1 2

1 1 12

1 s b s b
s b s b

h hu u u u u uv v
t h h h h h h

h h h T TT T T
dh h dh dh

z z z zh h h h
dh h

ξ hh  ξ

ρ ξ h ξ ρ h ρ ξ

tttt  
ρ ξ ξ hh

 ∂ ∂∂ ∂ ∂  = − − − −
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + − + + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

 ∂ ∂ ∂ ∂
+ − + − + ∂ ∂ ∂ ∂ 

      (3.4) 

( ) ( ) ( ) ( )

2

2 1

1 2 1 2 1 2

1 2 1 12 22
22 12 11

1 2 1 2

2 12 2 12 1 22 1 22
1 2

1 1 12

1 s b s b
s b s b

h hv u v v v uv u
t h h h h h h

h h h T TT T T
dh h dh dh

z z z zh h h h
dh h

ξ h ξ h

ρ h ξ h ρ ξ ρ h

tttt  
ρ ξ ξ hh

 ∂ ∂∂ ∂ ∂  = − − − −
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + − + + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

 ∂ ∂ ∂ ∂
+ − + − + ∂ ∂ ∂ ∂ 

      (3.5) 

 

傳播步驟 

( ) 1

1

b bz du g
t h d

t
ξ ρ

∂ +∂
= − −

∂ ∂
                   (3.6) 

( ) 2

2

b bz dv g
t h d

t
h ρ

∂ +∂
= − −

∂ ∂
                   (3.7) 

和 

( ) ( )1 2 2 1 0dh h h ud h vd
t ξ h

∂ ∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂
                (3.8) 

針對 n+1 時刻的水深值(dn+1)做線性化處理，且僅保留一階項，(3.8)式可改寫成 

1 2 1 1 1 2 2 2
( ) ( ) 0d d dh h d d

t
α β γ α β γ

ξ ξ hh
   ∂ ∂ ∂ ∆ ∂ ∂ ∆

+ + ∆ + + + ∆ + =   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
   (3.9) 

式中，  2
1

1

nh g t d
C ht

α ∆
= − ；

( ) 11
22 2

1
1

nb nn

r

zh h g t du
C C ht

b
ξ ξ

+
+  ∂∆ ∂ = − +

 ∂ ∂
 

； 1 1
ndγ β= ； 

1
2

2

nh g t d
C ht

α ∆
= − ；

( ) 11
21 1

2
2

nb nn

r

zh h g t dv
C C ht

b
hh

+
+  ∂∆ ∂ = − +

 ∂ ∂
 

； 2 2
ndγ β= ； 
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1 1
2 2 2 2( ) ( )

1

n n

f
n

C u v
C t

dt

+ +

+
= + ∆ ； 1n nd d d+∆ = − ； 2/fC g c= 為摩擦係數；C 為 Chezy

係數。 

    控制方程式中，移流項採用一階精度混合型上風法(hybrid scheme)(Spalding 

1972)差分，其餘所有空間差分皆採二階精度的中央差分法，時間則採前項差分

法。 

 

3.2 流速差異量方程式 

    垂直水理模式每一水柱以隱式法分別求解，將(2.11)與(2.12)式改寫為 

ξ方向： 

     

1

1 1
2

1 1 2 1 2

n

nV
u

h hu u u u uv uv u M
t h h h h h d

nω
ξ σ hh  σ σ

+
 ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 + + + + − =
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 



    

(3.10) 

η方向： 



1

2 2
2

2 1 2 1 2

n

nV
v

h hv v v v uv uv v M
t h h h h h d

nω
h σ ξ ξ σ σ

+
 ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 + + + + − =
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

     

    

(3.11) 

式中， 

( )     

( )

1 1 1

1 1 2 2 2 1 2

2

2 2

1 2 1 2 1

2    

s b
n
u c

n

V

hu u u u v u v u v u uvM f v
d h h h h h h h

h hvv v w Horizontal Diffusion in
h h h h dh

tt

r ξ ξ hhhh  

n ξ
ξ ξ s ξ

 − ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= − − − − − − −

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂
+ + + + 

∂ ∂ ∂ ∂ 

  



 

    (3.12) 



( )   

 

( )

2 2 2

2 2 1 1 1 1 2

2

1 1

1 2 1 2 2

2    

s b
n
v c

n

V

hv v v v u v u v u v vuM f u
d h h h h h h h

h huu u w Horizontal Diffusion in
h h h h dh

tt

rhh   ξ ξ ξ ξ

n h
ξ hsh 

 − ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= − − − − − − −

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂
+ + + + 

∂ ∂ ∂ ∂ 

    

    (3.13) 

其中 Horizontal Diffusion inξ與 Horizontal Diffusion inη為水平方向之剪應力，如

(2.19)、(2.20)所示。 

等式左邊採 Crank-Nicolson method，其時間差分為二階精度；而等式右邊 Mu和
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Mv之空間差分則採中央差分法。 

 

3.3 k-ε模式 

    k 與ε之求解亦與垂直水理模式相同，每一水柱以隱式法計算，將(2.28)與

(2.29)改寫為 

 

k 方程式 
12

2 1 2 2 2

1
n

nt
k

k k

k k k kk k ukh vkh M
t t d d

ρnρ ρ ρ ρ µρ ω ρ
σ σ ξ h λ σ σ λ σ

+
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ + + + + + − − =  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  

 

(3.14) 

ε方程式
                         

12

2 1 2 2 2

1
n

ntu h v h M
t t d d ε

ε ε

ρnρ ε ε ρ ρ ρ ε µ εε ρ ω ρ ε ε ε
σ σ ξ h λ σ σ λ σ

+
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ + + + + + − − =  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  

  

   

(3.15) 

式中， 

2
2 2 2 1

2
1 2 1 1 1 2

2
1 2

2 12
2 1

( )1 1

( )1

n t t t t
k

k k k k

t t

k k

h h h hk k k kM
h h h h h h

h hk k k kuh vh G
h h

ρn ρn ρn ρn
λ ξ ξ ξ λ ξ λ ξ λ hh

ρn ρn ρ ρ ρε
h λ h λ h ξ h

    ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + + +    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   

∂∂ ∂ ∂ ∂
+ + − − + −∂ ∂ ∂ ∂ ∂      

(3.16) 

2
2 2 2 1

2
1 2 1 1 1 2

2 2
1 2

2 1 1 22
2 1

( )1 1

( )1

n t t t t

k k k

t t

k k

h h h hM
h h h h h h

h h uh vh C G C
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式中，G 如式(2.30)。 

等式左邊採 Crank-Nicolson method，其時間差分為二階精度；而等式右邊 Mk和

Mε之空間差分則採中央差分法。 
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輸入幾何資料與水理條件

水平二維模式(延散、傳播)
水面高程、水深平均流速

水平二維模式
收斂

垂直模式
水深方向流速剖面

k-ε模式
紊流黏滯係數

垂直模式收斂

水平二維模式

垂直及二維模式
收斂

輸出模擬結果

是

否

否

否

是

是

垂直模式
垂向流速

 
 

圖 3.1 模式計算流程圖 
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(a) 

 

           (謝德勇,2002) 

(b) 

 

圖 3.2 水平二維模式控制體積法示意圖 

i、 j分別代表水平格網上任一點之縱向及橫向位置；(a)實際區域；(b)計算區域 
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圖 3.3 垂直模式控制體積法示意圖(計算區域) 

i、 j分別代表水平格網上任一點之縱向及橫向位置； k代表在垂向格網上的位置 
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第四章 結果與討論 

    數值模擬之關鍵往往取決於兩大設定因素，分別為物理參數以及數值參數。

物理參數依據不同流場與模式設定需求包含流量、水位、渠道坡降，以及粗糙係

數等，此些可由實驗案例設置或由真實河川量測資料獲知；而數值參數則包含網

格大小、邊界條件設定(牆函數)等，則需要經過敏感度測試與調整。故本研究採

靜水壓三維水理模式搭配標準 k-ε紊流模式，首先測試採直渠道案例與急彎案例

探討牆函數之使用與計算格網大小，後採實驗量測數據予以驗證，亦與兩種零方

程模式比較探討。 

 

4.1 直渠道案例 

    本研究採用 Nezu and Rodi(1986)之實驗案例其試驗水槽布置如圖 4.1 所示，

渠道長度 20m，渠寬 B 為 0.6m，模擬兩種不同寬深比案例，分別為實驗 6(寬深

比為 7.8)，下游水深 H 為 0.077m，平均流速為 0.591m/s，渠道坡度 S 為 0.00125，

福祿數 Fr 及雷諾數 Re分別為 0.68、14.5×104；以及實驗 8(寬深比為 16.9)，下游

水深 H 為 0.036m，平均流速為 0.417m/s，渠道坡度 S 為 0.00142，福祿數 Fr 及雷

諾數 Re 分別為 0.707、4.8×104。其實驗量測斷面為距上游 18m 處之水柱，探討

垂向分佈資訊。本案例模擬之側壁採用非滑移邊界條件，上游邊界條件為固定單

寬流量，下游則為給定水位資料。 

 

4.1.1 數值參數敏感度測試 

底床邊界條件 

    如 2.4.4 節中之牆函數敘述，在本節採用直渠實驗案例，探討底床邊界條件

牆函數之使用成效，分別採用三種邊界條件模擬作比較，分別採滑移條件、非滑

移條件與牆函數。圖 4.2 與圖 4.3 為實驗 6 與實驗 8 於量測斷面接近底床流速剖

面比較圖，邊界點之流速準確與否為影響水柱流速剖面之重點，故此比較接近底

床之流速做為各種底床邊界條件之使用成效依據，圖中為採 k-ε模式使用

81×5×13 之網格布置之模擬結果。 
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    由此兩張圖之底床流速比較可以看出，相同之格網布置下，實驗 6 與實驗 8

在三種底床邊界條件測試結果皆一致，在近底床紊流邊界層內層與外層有一流速

梯度之轉折點，若採非滑移條件或是滑移條件在此轉折點皆難以有良好的估算，

水深方向流速剖面形狀與真實流速剖面有所出入，採牆函數之結果驗證與 2.4.4

節敘述相符，近底床之邊界條件採牆函數能夠連結底床之物理特性，故近底床之

流速剖面有較為合理之模擬結果。兩實驗近底床流速與實驗流速之相對誤差計算

列於表 4.1。 

 

網格布置 

    在此採三種格網布置，觀察網格加密前後，流速分佈之趨勢，判斷案例最適

用之格網布置，探討網格加密之程度對流速模擬之影響，三種網格布置分別為 81×

5 × 13、201× 7 × 15與 363× 13 × 21，水平方向格網採均勻分佈格網，垂向格網

部分在底床處依據牆函數需求，而接近水面則採局部加密。三方向網格配置列於

表 4.2。 

    圖 4.4 與圖 4.5 分別為實驗 6 與實驗 8 網格測試之流速比較圖，由圖 4.5 可看

出，實驗 8 在三種網格布置下之模擬流速剖面隨著網格之加密有一趨勢，且網格

加密至 201× 7 × 15與 363× 13 × 21時，兩者所模擬之流速剖面已無太大差異，

因此，推測按照此趨勢，若將網格持續加密，流速剖面可能不再有明顯之差異，

故實驗 8 在後續之模擬比較採 201× 7 × 15之網格布置；而由圖 4.4 得知，實驗 6

亦與實驗 8 相同隨著格網逐漸加密，三者模擬之流速剖面變化有一趨勢且彼此間

有些微差距，但差異皆不明顯，考量網格加密對 k-ε模式之模擬成效助益有限，

故實驗 6 在後面小節之模擬採 81× 5 × 13，以節省計算時間。 

 

4.1.2 模擬結果與實驗之比對分析 

    經過上小節之數值參數敏感度分析後，可以歸納出標準 k-ε模式在直渠案例

之實驗 6 與實驗 8 兩者之模擬之底床邊界條件應採牆函數，而網格布置實驗 6 採

81× 5 × 13，實驗 8 則採 201× 7 × 15最為合適，故此小節按照敏感度分析結果設

定數值參數，並將量測斷面中央水柱流速剖面模擬結果與實驗量測數據比較。 
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    圖 4.6 與圖 4.7 為實驗 6 與實驗 8 於量測斷面之流速分布比較圖，實驗 6 與

實驗 8 由 k-ε模式模擬之流速剖面形狀與流速值皆與實驗數據十分相近，兩種寬

深比案例皆能夠確切模擬出紊流於水深方向之流速分布。 

 

4.1.3 不同紊流模式之模擬比對分析 

    本小節加入零方程模式 I 與零方程模式 II 採相同格網布置模擬，兩者與 k-

ε模式皆為雷諾平均模式，皆建立在 Boussinesq 黏性理論上，而 k-ε模式則是將

紊流動能與紊流動能消散率之傳輸變化加入計算，故探討比較兩模式之模擬成果

與所耗費之計算成本。 

    圖 4.8 與圖 4.9 為兩實驗採零方程模式 I 與 k-ε模式之模擬流速比較圖，零

方程模式 I 在兩實驗近底床處皆無法如 k-ε模式模擬出紊流邊界層之流速梯度，

而在整體流速剖面亦與實驗值有很大之偏離。圖 4.10 與圖 4.11 為實驗 6 與實驗 8

在量測斷面之紊流黏滯係數比較圖，圖中實驗之紊流黏滯係數乃是量測速度擾動

量以及平均流速經由雷諾應力與紊流黏滯係數之關係式(式 4.1)得出，k-ε模式在

近底床之紊流黏滯係數採牆函數設定邊界條件，且依據紊流動能之產生、傳輸與

消散決定各格網點之紊流黏滯係數；而零方程模式 I 則依據公式由底床剪應力與

水深計算紊流黏滯係數，但在水深方向不改變，而由兩實驗之模擬結果可知，k-

ε模式所模擬之紊流黏滯係數剖面較能夠與實驗之拋物線剖面形狀吻合。除此之

外，比對紊流黏滯係數與流速之模擬結果得知，紊流黏滯係數若未隨水深改變，

則難以反應紊流在水深方向之流速分布。 

                         ( )/t
Uu v yu ∂′ ′≡ ∂                            (4.1) 

    零方程模式 I 與零方程模式 II 之紊流黏滯係數計算皆由底床剪應力與水深決

定，但零方程模式 II 假設沿水深方向為拋物線剖面，由於實驗所估算以及 k-ε模

式所計算之紊流黏滯係數剖面皆為拋物線狀，因此加入零方程模式 II 計算比較。

圖 4.12 與圖 4.13 為兩實驗採零方程式 II 與 k-ε模式計算之流速分佈比較圖；圖

4.14與圖4.15為兩實驗採零方程式 II與k-ε模式所模擬之紊流黏滯係數比較圖。

比較三種模式與實驗在水深方向之紊流黏滯係數分布情況，驗證直渠道流場於近
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水面以及近底床處之紊流黏滯係數遞減之現象，此種分布方能使流速模擬較為合

理，以及呈現近底床之紊流邊界層流速變化。 

    表 4.3為直渠案例之模擬時間表，因 k-ε模式較零方程模式需額外計算紊流

動能與紊流動能消散率之方程式，故計算時間必然較零方程模式來得多，隨著網

格加密，時間差距更是以倍數增加。 

 

4.2 急彎案例 

    急彎的驗證採用 Rozovskii(1961)之實驗案例，採用彎道實驗 1，圖 4.16 為實

驗 1 之幾何示意圖，上游為長 6m 之直渠道，下游為長 3m 之直渠道，彎道為一

蜿蜒 180∘固定曲率半徑渠道。渠道斷面為寬度 0.8m 之矩形斷面，中心線曲率半

徑為0.8m，渠寬與曲率半徑比值為1，整個實驗水槽為平床，Chezy係數為60m0.5/s，

平均流速為 0.265m/s，平均水深為 0.058m，福祿數為 0.35。上游邊界條件為固定

入流量 0.0123m3/s，下游邊界條件給定水位資料，側壁為滑移邊界條件。實驗分

別在Θ=65∘、100∘及 143∘斷面量測數據。 

 

4.2.1 數值敏感度測試 

網格布置 

    底床邊界條件已由上節中直渠道案例確認牆函數之適用性，故彎道案例則省

略底床邊界條件之敏感度測試，而彎道採兩組網格布置進行測試，分別為

127× 9 × 13與 217× 17 × 20，觀察各斷面之流速分佈隨網格加密之變化趨勢。三

方向之網格配置列於表 4.4。 

    圖 4.17 與圖 4.18 為於進入彎道後 65∘斷面以及接近彎道出口之 143∘斷面

之左岸、渠道中央，以及右岸水柱之縱向及側向流速比較圖，比較後發現，65∘

斷面之縱向流速在網格加密後，左岸之流速明顯加快，中間流速則變得稍慢，右

岸流速幾乎沒有什麼改變；而 143∘斷面中間流速變慢，右岸流速變快，縱向流

速之改變大致符合彎道在入口處內岸(凸岸)流速快於外岸(凹岸)之現象，而接近出

口處此現象會愈趨緩和，然而在網格加密後，側向流速幾乎沒有改變，整體觀察

網格加密對模擬之助益並不明顯，故基於相同原因往後小節之網格布置採
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127× 9 × 13；表 4.5 為彎道案例之模擬時間表，由表可看出彎道案例採 k-ε模

式之模擬在網格加密前後模擬時間差距甚大，而比較模擬結果差距卻不大，故確

實選擇 127× 9 × 13之網格布置模擬較為恰當。 

 

4.2.2 模擬結果與實驗之比對分析 

    圖 4.19 與圖 4.20 為在斷面 65°、100°，以及 143°斷面之縱向流速與側向流

速比較圖，每張圖由左至右為內岸至外岸之各水柱流速分布。由 k-ε模式所模擬

之縱向流速在水深方向分布大致與實驗相符，部分剖面之流速值相較於實驗略為

高估，且在接近內岸處之模擬則相對較不理想；由圖 4.20 可知在接近底床處水

流往內岸流，側向流速為負，而在接近水面處，水流往外岸流，側向流速為正，

此流速分佈是因水面超高現象產生之側向壓力差，而側向之壓力差與縱向流速之

徑向慣性力形成之二次流現象(secondary flow)，k-ε模式雖有模擬出此流速趨

勢，但未能達到與實驗相同程度之正負流速差異，而除了斷面中央處主要之二次

流外，由圖 4.20 之實驗數據可以看出，在外岸接近水面處有另一小渦流，但 k-

ε模式並無法呈現。 

    圖 4.21 為實驗值與 k-ε模式之流速分佈圖，由實驗之流速分佈圖可以說明

在定床條件下，水流由直線道進入彎道時，最大流速會出現在靠近凸岸處，漸漸

地流速分佈會慢慢變形，在出彎道後，最大流速會在靠近凹岸處，而 k-ε模式雖

有模擬出此流速分布變化，但是內外岸流速差距並未與實驗之相當，考量可能是

受側壁邊界採滑移條件影響；圖 4.22 為 k-ε模式所模擬之水位等高線圖，可以

看出內岸水深較外岸水深低之情形，為水面超高現象。總體而言，k-ε模式彎道

流場之縱向流速模擬表現與實驗值大致相近，但在彎道二次流現象之計算則較不

理想。 

 

4.2.3 不同紊流模式之模擬比對分析 

    零方程模式 I 採相同格網布置與邊界條件模擬與上小節 k-ε模式之模擬結果

比對分析，並探討紊流黏滯係數可能之影響。 
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    圖 4.23 與圖 4.24 為兩模式模擬之縱向與側向流速比較圖，縱向流速之模擬

兩模式大致相近，所模擬之三斷面縱向流速分布與實驗值大致符合，然而皆在近

內岸處之流速剖面與實驗值有較明顯差異；側向流速方面，零方程模式 I 依舊未

能完整模擬出正負流速差異，且接近內岸處之近底床負流速更是與實驗值有明顯

差距；圖 4.25 為岸壁水深比較圖，同樣兩模式所模擬之內外岸水深變化情形十分

相近，亦與實驗量測水深變化大致吻合。圖 4.26 至圖 4.28 分別為在 65°、100°，

以及 143°斷面採用 k-ε模式模擬之 V、W 向量圖，能夠觀察彎道流場於垂向之

二次流現象，以及內外岸流速與水位之差異 

    圖 4.29 至圖 4.31 分別為在 65°、100°，以及 143°斷面之紊流黏滯係數模擬

結果比較圖，k-ε模式所模擬之紊流黏滯係數由上游至下游在外岸以及中央水柱

之變動皆不明顯，唯內岸之紊流黏滯係數剖面形狀有較顯著之變化；而零方程模

式 I 在上下游變化則是左右岸之紊流黏滯係數逐漸趨於與中央水柱之紊流黏滯係

數一致。 
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表 4.1 直渠道案例近底床流速與實驗之相對誤差 

 

 

 

 

 

 

表 4.2 直渠案例三方向網格配置表 

 

表 4.3 直渠道案例模擬時間表 

直渠案例(Rodi&Nezu 1986) 

網格布置 紊流模式 ∆t(s) 模擬時間(s) 

Case6 

81× 5 × 13 零方程模式 I 0.01 84 

81× 5 × 13 零方程模式 II 0.01 118 

81× 5 × 13 k-ε模式 0.01 305 

201× 7 × 15 k-ε模式 0.01 3,687 

363× 13 × 21 k-ε模式 0.001 61,144 

Case8 

81× 5 × 13 k-ε模式 0.01 346 

201× 7 × 15 零方程模式 I 0.01 473 

201× 7 × 15 零方程模式 II 0.01 511 

201× 7 × 15 k-ε模式 0.01 1,092 

363× 13 × 21 k-ε模式 0.002 51,117 

 

實驗 6 非滑移 滑移 牆函數 

誤差(%) 42.02 31.34 3.017 

實驗 8 非滑移 滑移 牆函數 

誤差(%) 61.25 80.39 15.42 

網格布置 ∆ξ(m) ∆η(m) ∆z(m) 

81× 5 × 13 0.25 0.15 非均勻(水面加密，底床配合牆函數) 

201× 7 × 15 0.1 0.1 非均勻(水面加密，底床配合牆函數) 

363× 13 × 21 0.055 0.05 非均勻(水面加密，底床配合牆函數) 
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表 4.4 急彎案例三方向網格配置表 

 

表 4.5 彎道案例模擬時間表 

急彎案例(Rozovskii 1961) 

網格布置 紊流模式 ∆t(s) 模擬時間(s) 

127× 9 ×13 k-ε模式 0.1 6,150 

127× 9 ×13 零方程模式 I 0.1 1,680 

217×17×20 k-ε模式 0.01 88,000 

※註:本研究使用 CPU 為 i7(2.67G Hz.)/8 cores/Max memory:12GB 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

網格布置 ∆ξ(m) ∆η(m) ∆z(m) 

127× 9 × 13 
直渠:0.1 

彎道:5∘ 
0.1 非均勻(水面加密，底床配合牆函數) 

217× 17 × 20 
直渠:0.05 

彎道:5∘ 
0.05 非均勻(水面加密，底床配合牆函數) 
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(a) 

 
(b) 

 

(c) 

 

圖 4.1Nezu and Rodi(1986)實驗水槽布置圖 

(摘錄自 Nezu and Rodi 1986) 

(a) 側視圖(b)俯視圖(c)斷面圖 
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圖 4.2 直渠案例實驗 6 於量測斷面中間水柱近底床流速比較圖 

 
圖 4.3 直渠案例實驗 8 於量測斷面中間水柱近底床流速比較圖 
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圖 4.4 直渠案例實驗 6 於量測斷面中間水柱流速網格測試比較圖 

(---)363× 13 × 21 (…) 201× 7 × 15 (─) 81× 5 × 13 

 
圖 4.5 直渠案例實驗 8 於量測斷面中間水柱流速網格測試比較圖 

(---)363× 13 × 21 (…) 201× 7 × 15 (─) 81× 5 × 13 
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圖 4.6 直渠案例實驗 6 於量測斷面中間水柱流速比較圖 

(●)實驗值 (---)k-ε模式 

 
圖 4.7 直渠案例實驗 8 於量測斷面中間水柱流速比較圖 

(●)實驗值 (---)k-ε模式 
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圖 4.8 直渠案例實驗 6 於量測斷面中間水柱流速比較圖 

(---)k-ε模式(─)零方程模式 I (●)實驗值 

 
圖 4.9 直渠案例實驗 8 於量測斷面中間水柱流速比較圖 

(---)k-ε模式(─)零方程模式 I (●)實驗值 
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圖 4.10 模擬直渠案例實驗 6 於量測斷面中央水柱紊流黏滯係數之比較圖 

(---) k-ε模式(─)零方程模式 I (●)實驗估算值 

 
圖 4.11 模擬直渠案例實驗 8 於量測斷面中央水柱紊流黏滯係數之比較圖 

(---) k-ε模式(─)零方程模式 I (●)實驗估算值 
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圖 4.12 模擬直渠案例實驗 6 於量測斷面中央水柱流速比較圖 

(---) k-ε模式(x)零方程模式 II (●)實驗值 

 
圖 4.13 模擬直渠案例實驗 8 於量測斷面中央水柱流速比較圖 

(---) k-ε模式(x)零方程模式 II (●)實驗值 
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圖 4.14 模擬直渠案例實驗 6 於量測斷面中央水柱紊流黏滯係數之比較圖 

(---) k-ε模式(x)零方程模式 II (●)實驗估算值 

 
圖 4.15 模擬直渠案例實驗 8 於量測斷面中央水柱紊流黏滯係數之比較圖 

(---) k-ε模式(x)零方程模式 II (●)實驗估算值 



 

39 
 

 
 

圖 4.16 急彎實驗案例幾何示意圖 
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圖 4.17 彎道案例 65∘斷面左岸、渠道中央、右岸之網格測試流速比較圖 

(---)217×17×20(─) 127×9×13 

 
圖 4.18 彎道案例 143∘斷面左岸、渠道中央、右岸之網格測試流速比較圖 

(---)217×17×20 (─) 127×9×13 
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65∘ 

 

100∘ 

 
143∘ 

 

 

圖 4.19 Rozovskii(1961)案例 65∘、100∘及 143∘斷面縱向流速比較圖 

(о)實驗值 (---)k-ε模式 
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65∘ 

 

100∘ 

 
143∘ 

 

 

圖 4.20 Rozovskii(1961)案例 65∘、100∘及 143∘斷面側向流速比較圖 

(о)實驗值 (---)k-ε模式 
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             (摘錄自洪聖翔 2011) 

(a)實驗流速分佈圖 

 
 

(b) k-ε模式模擬結果 

圖 4.21 Rozovskii(1961)彎道案例流速分佈圖 
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圖 4.22 Rozovskii(1961)採 k-ε模式模擬之水位等高線圖 
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65∘ 

 
100∘ 

 
143∘ 

 
圖 4.23 Rozovskii(1961)案例於 65∘、100∘及 143∘斷面縱向流速比較圖 

(о)實驗值(─)零方程模式 I (--)k-ε模式 
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65∘ 

 
100∘ 

 
143∘ 

 
圖 4.24 Rozovskii(1961)案例 65∘、100∘及 143∘斷面側向流速比較圖 

(о)實驗值(─)零方程模式 I(--)k-ε模式 
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圖 4.25 Rozovskii(1961)側壁水深比較圖 

(--)k-ε模式(─)零方程模式 I(●)外岸側壁水深實驗值(○)內岸側壁水深實驗值 
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圖 4.26 Rozovskii(1961) 65∘斷面採 k-ε模式模擬之 V、W 向量圖 

 
圖 4.27 Rozovskii(1961) 100∘斷面採 k-ε模式模擬之 V、W 向量圖 
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圖 4.28 Rozovskii(1961) 143∘斷面採 k-ε模式模擬之 V、W 向量圖 
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圖 4.29 Rozovskii(1961) 65∘斷面之模擬紊流黏滯係數剖面比較圖 

 
圖 4.30 Rozovskii(1961) 100∘斷面之模擬紊流黏滯係數剖面比較圖 
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圖 4.31 Rozovskii(1961) 143∘斷面之模擬紊流黏滯係數剖面比較圖 
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第五章 結論與建議 

5.1 結論 

1. 本研究以採用水平分離演算概念發展三維靜水壓模式，水平方向採正交曲線座

標，垂向採σ座標，並植入標準 k-ε紊流模式，分別模擬直渠道案例與急彎

彎道案例，探討紊流黏滯係數之計算與流場現象，並與兩種零方程模式模擬結

果比較分析。 

2. 在直渠道案例部分，共模擬兩種寬深比實驗。 

(1)採用 k-ε模式，底床邊界條件測試上，只有牆函數能夠合理掌握近底床邊界

的流速值，滑移與非滑移條件則分別會有高估與低估近底床流速值的現象。 

(2)藉由網格敏感度分析，可據此決定合適之網格配置，確保模擬結果不受格網

大小影響(grid independent)。 

(3)零方程模式 I 所模擬之紊流黏滯係數不隨水深改變，而零方程模式 II 與 k-

ε模式之紊流黏滯係數雖計算方式不同但剖面皆為拋物線形狀與實驗之估算

值較一致；而流速模擬部分，亦只有零方程模式 I 未能模擬出與實驗相符之紊

流流速分布。 

3. 急彎彎道案例部分 

(1)完成網格布置之敏感度測試，確保網格配置達 grid independent 條件。 

(2)縱向流速之模擬，兩模式模擬結果相當，在內岸模擬較不理想；而在側向流

速方面，兩模式所模擬之近內岸二次流流速變化現象均不如實驗結果顯著。 

(3)兩模式在內外岸紊流黏滯係數模擬由上游至下游之剖面變化不盡相同。 

(4)由於彎道流場為非單向流場，使用零方程模式模擬混合長度應隨區域改變，

但此次模擬並未有所調整；而採用 k-ε模式則欠缺考量側壁邊界之設定，可能

為兩模式在模擬彎道流場時之誤差來源。 

 

5.2 建議 

1. 彎道案例之網格測試需至少再增加一組，始能看出趨勢。 



 

53 
 

2. 彎道案例補上零方程模式 II 之模擬結果與比較，需進一步驗證直接假設拋物

線剖面與實際隨流場運算之紊流黏滯係數在各式流場之模擬差異。 

3. 本研究採標準 k-ε模式模擬，在前人研究中已有許多由標準 k-ε模式修正之

模式，可以在模式中增加開關使能依流場變化修正方程式或是係數。 

4. 本研究之模式因有淺水之假設，故垂向壓力採靜水壓分佈，但在寬深比較小

之案例則有所限制，故未來可以建構非靜水壓模式。 
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附錄A  k-ε方程式及數值方法 

紊流動能方程式 

            

( ) ( ) ( ) ( )
t t t

k k k

k uk vk wk
t x y z

k k k G
x x y y z z

ρ ρ ρ ρ

µ µ µ ρε
λ λ λ

∂ ∂ ∂ ∂
+ + +

∂ ∂ ∂ ∂

     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + + + −     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     

            (A.1) 

紊流動能消散率方程式 

        

( ) ( ) ( ) ( )
2

1 2
t t t

u v w
t x y z

C G C
x x y y z z k kε ε ε

ρε ρ ε ρ ε ρ ε

µ µ µε ε ε ε ερ
λ λ λ

∂ ∂ ∂ ∂
+ + +

∂ ∂ ∂ ∂

     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + + + −     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     

        (A.2) 

式中， 

2 2 2 2 2 2

2 2 2t
u v w u v v w u wG
x y z y x z y z x

µ
            ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ = + + + + + + + +           ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂             

(A.3) 

 

式中係數(Launder and Spalding, 1974) 

Cμ=0.09, λk=1.0, λε=1.3, C1=1.44, C2=1.92 
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將(A.1)、(A.2)經過正交曲線座標轉換可得: 

 

紊流動能方程式 

( ) ( ) ( ) ( )2 1
1 2

2 1

1 2 1 2

1

1 t t t

k k k

k ukh vkh wk
t h h z

h hk k k G
h h h h z z

ρ ρ ρ ρ
ξ h

µ µ µ ρε
ξ λ ξ h λ h λ

 ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + ∂ ∂ ∂ ∂ 

      ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + + + −      ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂       

    (A.4) 

 

紊流動能消散率方程式 

       

( ) ( ) ( ) ( )2 1
1 2

2
2 1

1 2
1 2 1 2

1

1 t t t

u h v h w
t h h z

h h C G C
h h h h z z k kε ε ε

ρε ρ ε ρ ε ρ ε
ξ h

µ µ µε ε ε ε ερ
ξ λ ξ h λ h λ

 ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + ∂ ∂ ∂ ∂ 

      ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + + + −      ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂       

   (A.5) 

式中， 

2 2 2

1 2

1 1 2 2 1 2

2 2 2

1 2
2 1

2 1 1 2 2 2 1 1

1 12 2 2

1 1

t
h hu v v u wG

h h h h h h z

h hu v w v w uh h
h h h h h z h h z h

µ
ξ hh  ξ

h ξ h ξ

      ∂ ∂∂ ∂ ∂= + + + +      ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     
            ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ + + + + + +             ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂                   

(A.6) 
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將(A.5)、 (A.6)以非保守型式表示: 

 

紊流動能方程式 

          

2
2 2 2

1 2

1
1 1 1

2
2 2 2 1

2
1 2 1 1 1 2

1

1 1t t t t

k k k k

hk u kk ukh kh uh uk
t t h h

hv k w kvkh kh vh vk wk k w
z z z

h h h hk k k k
h h h h h h

ρ ρρ ρ ρ ρ
ξ ξ ξ ξ

ρ ρρ ρ ρ ρ ρ
hhhh  

µ µ µ µ
λ ξ ξ ξ λ ξ λ ξ λ hh

 ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + + +∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + + + + +∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

    ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + + +    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   

+
2 2

1 1
2 2

2 2

1 1t t t t

k k k k

h hk k k k G
h h z z z

µ µ µ µ ρε
h λ h λ h λ λ

∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂
+ + + + −∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

    (A.7) 

 

紊流動能消散率方程式 

         

2
2 2 2

1 2

1
1 1 1

2
2 2 2 1

2
1 2 1 1 1 2

1

1 1t t t t

huu h h uh u
t t h h

hv wv h h vh v w w
z z z

h h h h
h h h h h hε ε ε ε

ρ ε ρ εε ρ ε ρε ρ ρ ε
ξ ξ ξ ξ

ρ ε ρ εε ρε ρ ρ ε ε ρε ρ
hhhh  

µ µ µ µε ε ε ε
λ ξ ξ ξ λ ξ λ ξ λ hh

 ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + + +∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + + + + +∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

    ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + + +    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   

+
2 2 2

1 1
1 22 2

2 2

1 1t t t th h C G C
h h z z z k kε ε ε ε

µ µ µ µε ε ε ε ε ερ
h λ h λ h λ λ

∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂
+ + + + −∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

     (A.8) 

2 2 2

1 2

1 1 2 2 1 2

2 2 2

1 2

2 2 1 1 1 2 2 1

1 12 2 2

1 1 1 1 1 1

t
h hu v v u wG

h h h h h h z

uh vhu v w v w u
h h h h h h h z h z

µ
ξ hh  ξ

hh  ξ ξ h ξ

      ∂ ∂∂ ∂ ∂= + + + +      ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     
        ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ + + + + + + + +         ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂         

(A.9) 
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將(A.7)、(A.8)刪去質量守恆項後可得: 

 

紊流動能方程式 

2 2 1 1
1 2

2
2 2 2 1

2
1 2 1 1 1 2

2
1 1

2
2 2

1

1 1

1 1

t t t t

k k k k

t t

k k k

k k k kk ukh uh vkh vh wk w
t t h h z z

h h h hk k k k
h h h h h h

h hk k k
h h z

ρ ρ ρ ρρ ρ ρ ρ
ξ ξ hh

µ µ µ µ
λ ξ ξ ξ λ ξ λ ξ λ hh

µ µ
h λ h λ h λ

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + + + + + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
    ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= + + +    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
∂ ∂∂ ∂ ∂

+ + +∂ ∂ ∂ ∂

2

2
t t

k

k G
z z
µ µ ρε

λ
∂

+ + −
∂ ∂

 (A.10) 

 

紊流動能消散率方程式 

2 2 1 1
1 2

2
2 2 2 1

2
1 2 1 1 1 2

2
1 1

2
2 2

1

1 1

1 1

t t t t

t t

u h uh v h vh w w
t t h h z z

h h h h
h h h h h h

h h
h h z

ε ε ε ε

ε ε ε

ρ ε ρ ε ρ ε ρ εε ρ ε ρ ε ρ ε ρ
ξ ξ hh

µ µ µ µε ε ε ε
λ ξ ξ ξ λ ξ λ ξ λ hh

µ µε ε ε
h λ h λ h λ

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + + + + + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
    ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= + + +    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
∂ ∂∂ ∂ ∂

+ + +∂ ∂ ∂ ∂

2 2

1 22
t t C G C

z z k kε

µ µ ε ε ερ
λ

∂
+ + −

∂ ∂
(A.11) 
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將(A.10)、(A.11)經過σ座標轉換後可得: 

 

紊流動能方程式 

2 2 2
1 2

2 1 1 1 1

2 2 2

1 2 1 1 1

1

1 1t t t

k k

k k kk k ukh ukh uh
t t t t h h

k k k wk w kuh vkh vkh vh vh
d d

h h hk k
h h h h h

ρ ρ σ σ ρ ρ σρ ρ ρ
σ σ ξ σ ξ ξ

σ ρ ρ σ σ ρ ρρ ρ ρ
σ ξ h σ hh  σ h σ σ

µ µ µ
λ ξ ξ ξ λ ξ

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + + + +∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + + + + +∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

   ∂∂ ∂ ∂
= + +  ∂ ∂ ∂ ∂ 

2
1

2
2

2 2
1 1

2 2 2 2
2 2

1 1

t

k k

t t t t

k k k k

hk k
h

h hk k k k G
h h d d

µ
λ ξ λ hh

µ µ µ µ ρε
h λ h λ h λ σ σ λ σ

 ∂ ∂ ∂
+  ∂ ∂ ∂  

∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂
+ + + + + −∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

(A.12) 

 

紊流動能消散率方程式 

2 2 2
1 2

2 1 1 1 1

2 2 2

1 2 1 1 1

1

1 1t t t

u h u h uh
t t t t h h

w wuh v h v h vh vh
d d

h h h
h h h h hε ε

ρ ρ σ ε ε σ ρ ρ σ εε ε ρ ρ ε ε ρ
σ σ ξ σ ξ ξ

ε σ ρ ρ σ ε ε σ ε ρ ρ ερ ε ε ρ ρ
σ ξ h σ hh  σ h σ σ

µ µ µε ε
λ ξ ξ ξ λ ξ

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + + + +∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + + + + +∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

   ∂∂ ∂ ∂
= + +  ∂ ∂ ∂ ∂ 

2
1

2
2

2 2 2
1 1

1 22 2 2 2
2 2

1 1

t

t t t t

h
h

h h C G C
h h d d k k

ε ε

ε ε ε ε

µε ε
λ ξ λ hh

µ µ µ µε ε ε ε ε ερ
h λ h λ h λ σ σ λ σ

 ∂ ∂ ∂
+  ∂ ∂ ∂  

∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂
+ + + + + −∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

(A.13) 

2 2

1 2

1 1 1 2 2 2 1 2

22

1 2

2 2 2 1 1 1 1 2

2 2

1 1 1 12 2

1 1 1 1 1 1 12

1 1

t
h hu u v v v uG

h h h h h h h h

uh vhw u u v v
d h h h h h h h h

w w
h h

σ σµ
ξ σ ξ hh  σ h ξ

σ σ
σ h σ hh  ξ σ ξ ξ

h σ

    ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂= + + + + +    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   

      ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + + + + +      ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂      

∂ ∂
+ +

∂ ∂

2 2

1 1

1 1 1 1v w w u
d h h d

σ σ
h σ ξ σ ξ σ

   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ + + + +    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    
(A.14) 
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將(A.12) 、(A.13)整理後可得: 

 

紊流動能方程式 

2 2 1 1
1 2

2
2 2 2 1

2
1 2 1 1 1 2

2
1 1

2 2
2 2

1

1 1

1 1

t t t t

k k k k

t t

k k

k k k kk k ukh uh vkh vh
t t h h

h h h hk k k k
h h h h h h

h hk k
h h d

ρ ρ ρ ρρ ω ρ ρ ρ
σ σ ξ ξ hh

µ µ µ µ
λ ξ ξ ξ λ ξ λ ξ λ hh

µ µ
h λ h λ h

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ + + + + + + +  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
    ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= + + +    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
∂∂ ∂

+ + +∂ ∂ ∂ 

2

2 2
t t

k k

k k G
d

µ µ ρε
λ σ σ λ σ

∂∂ ∂
+ + −

∂ ∂ ∂
(A.15) 

 

紊流動能消散率方程式 

2 2 1 1
1 2

2
2 2 2 1

2
1 2 1 1 1 2

2
1 1

2 2
2 2

1

1 1

1 1

t t t t

t t

u h uh v h vh
t t h h

h h h h
h h h h h h

h h
h h d

ε ε ε ε

ε ε

ρ ε ε ρ ρ ε ρ εε ρ ω ρ ε ε ρ ε ρ
σ σ ξ ξ hh

µ µ µ µε ε ε ε
λ ξ ξ ξ λ ξ λ ξ λ hh

µ µε ε
h λ h λ h

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ + + + + + + +  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
    ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= + + +    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
∂∂ ∂

+ + +∂ ∂ ∂ 

2 2

1 22 2
t t C G C

d k kε ε

µ µε ε ε ερ
λ σ σ λ σ

∂∂ ∂
+ + −

∂ ∂ ∂
(A.16) 

 

式中， 

1 2

u v w
t h h d
σ σ σw

ξ h
∂ ∂ ∂

= + + +
∂ ∂ ∂

                                          (A.17) 

bz z
d

σ −
=                                                         (A.18) 

d
t d t
σ σ∂ ∂
= −

∂ ∂
                                                      (A.19) 

1 bz d
d d

σ σ
ξ ξ ξ

∂ ∂ ∂
= − −

∂ ∂ ∂
                                                (A.20) 

1 bz d
d d

σ σ
η η η
∂ ∂ ∂

= − −
∂ ∂ ∂

                                               (A.21) 

1
z d
σ∂
=

∂
                                                          (A.22) 
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以隱式法求解，將(A.15) 、(A.16)改寫為: 

 

紊流動能方程式 
2

2 1 2 2 2

1 t t
k

k k

k k k kk k ukh vkh M
t t d d

µ µρ ρ ρ ρρ ω ρ
σ σ ξ h λ σ σ λ σ

∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ + + + + + − − = ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
       

(A.23) 

  

2
2 2 2 1

2
1 2 1 1 1 2

2
1 1

1 22
2 2

1 1

1

t t t t
k

k k k k

t t

k k

h h h hk k k kM
h h h h h h

h hk k k kvh uh G
h h

µ µ µ µ
λ ξ ξ ξ λ ξ λ ξ λ hh

µ µ ρ ρ ρε
h λ h λ hh  ξ

    ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + + +    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   

∂∂ ∂ ∂ ∂
+ + − − + −∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

   (A.24) 

 

紊流動能消散率方程式 
2

2 1 2 2 2

1 t tu h v h M
t t d d ε

ε ε

µ µρ ε ρ ε ρ ρ ε εε ρ ω ε ρ ε ε
σ σ ξ h λ σ σ λ σ

∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ + + + + + − − = ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
    

(A.25)   

  

2
2 2 2 1

2
1 2 1 1 1 2

2 2
1 1

1 2 1 22
2 2

1 1

1

t t t t

t t

h h h hM
h h h h h h

h h vh uh C G C
h h k k

ε
ε ε ε ε

ε ε

µ µ µ µε ε ε ε
λ ξ ξ ξ λ ξ λ ξ λ hh

µ µε ε ε ε ε ερ ρ ρ
h λ h λ hh  ξ

    ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + + +    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   

∂∂ ∂ ∂ ∂
+ + − − + −∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

   (A.26) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

64 
 

(A.23)、(A.25)採用 Crank-Nicolson method ；(A.24)、(A.26)採用中央差分法。 

 

紊流動能方程式 

( ) ( )

1 11 1
1 11 1 1 1

1 1 1 1

1 1
1 1 1 1 1 1

2 1 2
1 1 1 1

2

1
2

1

n nn n n n
n nk k k k

k k k k

n n
n n k k t k t k

e w n s
k k k k k

t

k kk kk k
t t

k kuk h vk h
d

d

ρ ρρ ρ ρ ρww
ssss  

µ µρ ρ ρ ρ
λ ssss  

µ
λ

+ ++ +
+ ++ − + −

+ − + −

+ +
+ + + − + −

+ − + −

        − −− − + + +       ∆ ∆ − −       
  − −

+ − + − −   − −  

−
( )

( )( )
( )
( )

1 1 1 1
1 1

2
1 1 1

1
2

n n n n
k k k k n n

k k
k k k k k k k

k k k k
S M

ssss    ss

+ + + +
+ −

+ − −

 − −  − + =− − −  
   (A.27) 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

( ) ( )

2 2 2 2
1 1

1 2 1 1 1 1

1 1 1 1
1 1

2 2 2 2

2 1

1 1 2

2

n n n n n n n nt e w t
k e w e w te tw j j j

k e w k k

n n n n n n nt n s t
n s n s tn ts j j j

k n s k

n n n n
e w n s

h h h hM k k k k k k k
h h h h h h

h h h hk k k k k k k
h h h h

uh k k vh k k G

µ µµ µ
λ λ λ

µ µµ µ
λ λ

ρ ρ ρe

+ −

+ −

  = − − + − − + − +  
  

 
+ − − + − − + − + 

 

− − − − + −    

(A.28) 

紊流動能消散率方程式 

( ) ( )

1 11 1
1 11 1 1 1

1 1 1 1

1 1
1 1 1 1 1 1

2 1 2
1 1 1 1

2

1
2

1

n nn n n n
n nk k k k

k k k k
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n n k k t k t k

e w n s
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t
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d

d

e
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µ
λ

+ ++ +
+ ++ − + −

+ − + −

+ +
+ + + − + −

+ − + −

        − −− − + + +       ∆ ∆ − −       
  − −

+ − + − −   − −  
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1 1 1 1
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2
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1
2
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e
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 − −  − + =− − −  
        (A.29) 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2 2 2
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1 2 1 1 1 1

1 1 1 1
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2 2 2 2

2 1 1

1 1 2

1 2

n n n n n n n nt e w t
e w e w te tw j j j
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n n n n
e w n s
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h h h h h h
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h h h h
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µ µeeee    µ µ eee 
λ λ λ

µ µeeee    µ µ eee 
λ λ λ

eρ ee  ρ ee

+ −

+ −

  = − − + − − + − +  
  

 
+ − − + − − + − + 

 

− − − − + −
2

2C
k
eρ (A.30) 
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整理(A.27)~(A.30): 

 

紊流動能方程式 

( ) ( ) ( )1 1 1 1
2 1

1 1

2 2
1 1 1

1 1 1
1 2

1 1 1 1 1

  2
2

1 1          
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k k k k k k k

n tk tk
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d
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d
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 ∆ + +  − − −  

    −∆ ∆
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2
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1 1 1
1 2 2 2
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2

t
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k
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紊流動能消散率方程式  
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