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摘 要       

 
定線複製法( Line-Based Duplication )是 Structural Self-clone Method 一系

列方法之一，它以視覺化的方式呈現轉換所需的參數，準確處理平移、旋轉、

縮放及鏡射等相似變換。此一方法是手動繪圖的一個新的介面，操作簡單，

用途廣泛。主要的用途有：(1)是一種新的碎形、自我相似形的構圖法，(2)
可產生類似 Julia sets 的吸子，(3)運用多元產生器的概念，可當作視覺設計

工具，(4)可同時將多個多邊形精準密鋪，(5)它可用來繪製幾何對稱圖，以及

(6)其他有關運用相似變換的複雜結構之繪圖。 

本論文的目的在探討定線複製法的數學特性及繪圖方法，研究不同題材

的特性，設計所對應的產生器、起始結構及運用的方法。本研究探討的題材

包含疊代( Recurrent Substitutions )、收縮映射( Contraction Mappings )、自我

相似( Self-similarity )、碎形( Fractals )、吸子( Attractors )、幾何對稱圖

( Symmetrical Patterns )、仿自然( Artificial Nature )、鋪磚( Tiling ) 和密鋪平

面( Tessellation )等。我們以 PowerPoint 版本的數學簡報系統( Mathematical 
Presentation System, MathPS )為構圖平台，完成此一研究。 
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ABSTRACT 

 
Line-Based Duplication is a core function of Structural Self-clone Method. 

It uses line-segments and a base-line to represent multiple similar 
transformations visually. It is a new methodology for drawing complex 
structures manually. Line-Based Duplication is (1) a new method for generating 
fractals and self-similarity figures, (2) a new method for generating attractors as 
Julia sets, (3) a new method for visual design by using multi-generator, (4) a 
new method for tilings and tessellations, (5) a new method for drawing 
symmetrical patterns, and (6) a new method for designing complex structures. 

The purpose of this thesis is to study the mathematical characteristics of 
Line-Based Duplication, the drawing methods for different topics and their 
applications. The applications of Line-Based Duplication include recurrent 
substitutions, contracting mappings, self-similarity, fractals, attractors, 
symmetrical patterns, artificial nature, tiling and tessellation. The research is 
accomplished by using the PowerPoint version of Mathematical Presentation 
System ( MathPS ).  
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第一章 簡介 

1-1 動機與目的 

    透過操作滑鼠或使用工具來輔助構圖，我們需要不斷地將圖案平移、旋轉、縮放及

鏡射，定線複製法( Line-Based Duplication, LBD ) [26]提供一個新的繪圖環境，突破人機

繪圖介面的極限，簡單的操作讓我們輕易地完成定點平移、定角旋轉、定長縮放及定線

鏡射等工作，達到「模糊操作，準確定位」的目標。它可完成許多的工作，比如： 
1. 繪製齊一圖案 
當使用者欲複製規格相同的物件至某特定位置時，容易因為手工移動而造成定位不

夠準確，為了避免手工操作產生的誤差，以線段控制複本產生的精確位置。 

 
    2. 密接圖案 
    在使用者以肉眼的觀察與手工的微調之下，物件之間的貼齊常常出現些微的差距， 
    為使能夠緊密貼齊，賦予物件(包括端點或邊線等)吸附功能可使貼齊效果更好；除 
    此，MathPS 中連結物件( Connection )的功能，更加強了物件與物件的端點、中心點 
    等之間的連結功能。

 
    3. 縮放圖案 
    除了複製規格相同的物件之外，系統可依照基準線( base-line )與疊代線( recurrent  
    line )的比例，將型( pattern )放大或縮小的複本產生於疊代線上，而達到放大或縮小 
    的效果。

 
圖 1-1  繪製齊一圖案 

 
圖 1-2 密接 
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4. 繪製疊代圖案 
    在探討 Fractal 中的疊代函數系統( Iterated Function System )或自我相似 
( self-similar )時，我們需要觀察每次疊代之間的變化，因此在產生器( generator )中
加入了疊代線( recurrent line )，使其疊代關係及生長狀態清楚地呈現。

 
    本論文的動機與目的在研究如何運用定線複製法，以手動的方式完成一些需要特殊

軟體才能完成的繪圖設計，比如疊代設計( Recurrent Substitution )、碎形( Fractals )、吸

子( Attractors )、幾何對稱繪圖( Symmetrical Patterns )、仿自然( Artificial Nature )、鋪磚

( Tiling )、密鋪平面( Tessellation ) 以及視覺設計( Visual Design )，同時探討定線複製法

的一些數學特性。 

1-2 變換( Transformations ) 

1-2-1 相似變換( Similar Transformations ) 

將物件平移到新的位置、旋轉某個角度、或放大縮小，稱為變換( transformation )；
如果將這些動作作用於物件上所產生的新物件，在整體看來仍與原物件相似( similar )， 
則此種變換稱為「相似變換」( similar transformation )。 
    相似變換由等向縮放( isotropic scaling )、旋轉( rotation )、平移( translation )、鏡射

( reflection )所構成，具體地來說，如果對平面上一點 )y,(xP 000 = 作等向縮放、旋轉、

平移、鏡射這些動作，所得的結果以矩陣變換( matrix transformation )的形式表示如下： 
1. 等向縮放( I ) 

若對 0P 作比例為 0)s(s > 的等向縮放後，產生新的點 )y,(xP 111 = ，則兩點座 

圖 1-3  縮放 

 
圖 1-4  疊代 
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標之間的關係式為： ⎥
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2. 旋轉( R ) 
若對 1P 作逆時針角度為 θ (相對於座標原點)的旋轉後，產生新的點 )y,(xP 222 =  
，則兩點座標之間的關係式為 
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3. 平移( T ) 

若對 2P 作平移 )T,(T yx 的動作後，產生新的點 )y,(xP 333 = ，則兩點座標之間的 
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4. 鏡射( M ) 
若將 3P 對直線 0cbyax =++ 作鏡射的動作後，產生新的點 )y,(xP 444 = ，則兩點 

   座標之間的關係式為：
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   但較常使用的是對 x軸或 y軸做鏡射，則 
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綜合以上，可表示為 ))))M(T(R(I(P)))M(T(R(P))M(T(P)M(PP 01234 ==== 或

))))M(T(R(I(P)W(P 00 = 。 

 

圖 1-5  鏡射 
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自我相似( self-similar ) 
    一個物體或圖案具「自我相似」( self-similar )的特性就是其局部結構與整體結構完

全( exactly )相似或幾乎( approximately )相似，也就是在相似變換的作用下仍保持不變。

自我相似是碎形( fractals )的特性之一，在碎形圖案中便可觀察出這個特性，如圖 1-7 的

Koch curve 和 Sierpinski gasket，任意取其局部結構(圈選部分)皆與整體結構完全相似，

則稱為「嚴格的自我相似」( strictly self-similar )；圖 1-8 的 two-branch tree 中，其樹葉

部分(圖左)與整體結構完全相似，但樹幹部分(圖右)則不相似，因所選取的局部不包含

末端。雖然在碎形幾何( Fractals Geometry )中常探討到「嚴格的自我相似」這個特性，

但在日常生活中我們所接觸到的大自然碎形，譬如：花、草、樹木、海岸線等，卻常常

只符合較寬鬆的自我相似條件。 

圖 1-6  相似變換 

圖 1-7  (a) Koch curve (b) Sierpinski gasket 
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1-2-2 仿射變換( Affine Transformations ) 

 物件在經過變換的過程中，兩座標軸的縮放比例不同、旋轉角度不同時，相似這個

條件便會遭到破壞，則此種變換稱為「仿射變換」( affine transformation )。 
仿射變換由非等向縮放( anisotropic scaling )、旋轉、平移、鏡射及滑動鏡射

( glide-reflection )、變形( shearing ) 所構成，具體地來說，如果對平面上一點 )y,(xP 000 =

作非等向縮放、旋轉、平移、鏡射及滑動鏡射、變形這些動作，所得的結果以矩陣變換

的形式表示如下： 
1. 非等向縮放( A ) 

若對 0P 作兩軸縮放比例分別為 yx s,s 0)s,(s yx > 的非等向縮放後，產生新的點

)y,(xP 111 = ，則兩點座標之間的關係式為： ⎥
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2. 旋轉( R ) 

若對 1P 作兩軸旋轉角度為 yx ,θθ (相對於座標原點逆時針為正向)的旋轉後，產生

新的點 )y,(xP 222 = ，則兩點座標之間的關係式為：     
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3. 平移( T ) 

若對 2P 作平移 )T,(T yx 的動作後，產生新的點 )y,(xP 333 = ，則兩點座標之間的

關係式為： ⎥
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圖 1-8  two-branch tree 
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4. 鏡射( M ) / 滑動鏡射( G ) 
(1) 鏡射( M ) 
   若將 3P 對直線 0cbyax =++ 作鏡射的動作後，產生新的點 )y,(xP 444 = ，則 

    兩點座標之間的關係式為： 
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      但較常使用的是對 x軸或 y軸做鏡射，則 
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   (2) 滑動鏡射( G ) 

      若將 3P 對直線 0cbyax =++ 作滑動鏡射(包括鏡射及平移 )G,(G yx )的動作 

      後，產生新的點 )y,(xP 444 = ，則兩點座標之間的關係式為：  
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      但較常使用的是對 x軸或 y軸做滑動鏡射，則 
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5. 變形( S ) 
若 )y,(xP 444 = 為物件上一點，對物件作變形的動作後，產生新的點

)y,(xP 555 = ，則兩點座標之間的關係式為[4]：  
(1) 以 x 軸方向作變形 
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   (2) 以 y 軸方向作變形 
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   (3) 兩軸同時變形 
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綜合以上，可表示為

)))))PS(M(T(R(A())))S(M(T(R(P)))S(M(T(P))S(M(P)S(PP 012345 ===== 或

)))))PS(G(T(R(A())))S(G(T(R(P)))S(G(T(P))S(G(P)S(PP 012345 ===== ，

)))))PS(M(T(R(A()W(P 00 = 或 )))))PS(G(T(R(A()W(P 00 = 。 

 
 

 

圖 1-9  (a) 以 x 軸方向作變形 (b) 以 y 軸方向作變形 (c) 兩軸同時變形 

 

圖 1-10  仿射變換 



 
 

8

自我仿射( self-affine ) 
    一個物體或圖案具「自我仿射」( self- affine )的特性就是其局部結構與整體結構在

仿射變換的作用下仍保持不變。 

1-2-3 對稱( Symmetry ) 

對稱的變換包含「等量」與「非等量」兩種類型( Charles Wallschlaeger & Cynthia 
Busic-Snyder，1996 )。等量變換，是指若一物體在空間中所佔有的位置，在一個或多個

等距變換( isometry transformation ) [44]之後仍保持不變，則此物體是對稱的；也就是說

等量變換維持其原單位形與複製圖形間的點對稱關係。等量變換包含平移、旋轉、鏡射、

滑動鏡射四種基本操作形式。而非等量變換，是指原圖形與其複本間不保有點對稱的關

係，保持部份外形的特質使得原圖與其複本間仍具有相似性與比較性。非等量變換的操

作形式是在等距變換的基礎上，再加上非等向縮放、透視、仿射、變形等變換的應用[48]。 
1. 對稱變換( Symmetry Transformation ) 

(1) 平移對稱 
   平移對稱是重複圖樣最基本的對稱，也是最基本的特性，所以藉由將圖樣平    
   移無數個方向，即可構成重複圖樣。但在每一個方向，都有一個最小平移， 
   其中兩個最小平移 u 和 v 形成其他平移的基底( basis )，也就是說，其他無數 
   個平移皆可經由連續使用 u 和 v 來達成[44]。 

 

(2) 旋轉對稱 
   旋轉對稱是指將物件根據旋轉中心旋轉某個角度後與另一個物件疊合。一個 
   物件的旋轉中心最可能出現於端點或中心點(包括物件的中心或邊的中點)； 
   而旋轉角度在無線重複圖樣上最常出現的是 o180 (二重旋轉對稱)、 o120 (三 
   重旋轉對稱)、 o90 (四重旋轉對稱)及 o60 (六重旋轉對稱)。 
(3) 鏡射對稱 

    鏡射對稱是將物件相對於鏡射軸而產生外觀相同的新物件。鏡射軸的選擇通 
    常是物件的邊線或中心線。 

 

圖 1-11  對稱中的平移基底 

     資料來源：伊斯蘭的幾何藝術 
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   (4) 滑動鏡射對稱 
      滑動鏡射對稱是將物件相對於鏡射軸產生外觀相同的新物件後，再加上平移 
      的動作。    

 

2. 七種一維圖樣 
    一維圖樣擁有四個特性：(1)只有垂直方向平移或水平方向平移；(2)只有垂

直方向鏡射或水平方向鏡射；(3)只有垂直方向滑動鏡射或水平方向滑動鏡射；(4) 
只有 o180 旋轉(即二重旋轉)或無旋轉。將以上四種特性組合之後，應該會產生十

六種可能的一維圖樣，但其中有九種組合是不可能發生的[14]，譬如由垂直方向

鏡射、水平方向滑動鏡射但無旋轉所產生的組合，因為垂直方向鏡射與水平方向

滑動鏡射等於產生了 o180 旋轉，所以這種組合的一維圖樣並不存在。剩餘的七

種是的確可能發生的組合，見圖 1-13 的流程表。 
    一維圖樣的表示法採用結晶學的標記法( last edition of the International 
Tables for Crystallography，1995 )[17,18]，由 S1-S2-S3 三個連續符號所組成，各

字母與數字代表的意義如下： 
(1) S1 ={p}，表示有週期性( periodic )的排列。 
(2) S2 ={1, 2, m, g}，「1」表示平移，「2」表示二重旋轉，「m」表示鏡射，「g」 
  表示滑動鏡射。 

   (3) S3={m, g}，表示另一方向的鏡射或滑動鏡射。 
 

 

 

圖 1-12 鏡射與滑動鏡射 

圖 1-13  七種一維圖樣之分類流程圖 

資料來源：Mathematical Tools for Computer-Generated Ornamental Patterns 
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        此七種一維(帶狀)圖樣廣泛地出現在許多國家，如圖 1-14 為美國新墨西 
   哥州 San Ildefonso 的普魏布勒印地安人村莊( pueblo )，其陶器上也有一維圖樣 
   的裝飾；或者在美國西南部的 Anasazi 陶器上，西非迦納( Ghana )的煙管 
   ( smoking pipes )上，都曾出現這種結構的圖案[14]。 

 
3. 十七種二維圖樣 

    二維圖樣的分類，由於平移、旋轉、鏡射與滑動鏡射都比一維圖樣有更多可

能的方向與角度，而產生無限種看似複雜的組合，但很幸運地，所謂的「結晶學

限制」( crystallographic restriction )說明了只可能有十七種二維圖樣。這些限制，

包括旋轉角度只可能有 o180 、 o120 、 o90 、 o60 四種，即二重旋轉、三重旋轉、

四重旋轉及六重旋轉；旋轉的角度受到限制，同時影響了鏡射軸之間的夾角，使

得最後僅剩十七種可能的組合(見附錄二)，如圖 1-15 流程表所示[1,39]。 
    其表示法為結晶學的標記法[17,18]，由 S1-S2-S3-S4 四個連續符號所組成，

各字母與數字代表的意義如下： 
(1) S1 ={c, p}，單位格子為中心矩形時符號為「c」，其他為「p」。 
(2) S2 ={1, 2, 3, 4, 5, 6}，表示最高階旋轉對稱，「1」表無旋轉對稱。 

   (3) S3={m, g, 1}，「m」表鏡射，「g」表滑動鏡射，「1」表無鏡射也無滑動鏡射。 
   (4) S4={m, g, 1}，同 S3，表示另一方向的鏡射或滑動鏡射。 

 

圖 1-14 來自 San Ildefonso pueblo 的七種一維圖樣之範例 

資料來源：http://www.mi.sanu.ac.yu/vismath/crowe1/ 



 
 

11

 

        此十七種二維圖樣除了大量地出現在伊斯蘭的圖樣藝術之外，如圖 1-16(a) 
   為土耳其的地面上以馬賽克圖樣所鑲嵌的路徑，圖 1-16(b)則是來自中國的圖樣。 

 

  
圖 1-16  (a) Roman mosaic in Perge, Turkey  (b) Pavement pattern from China 

資料來源：http://www.mi.sanu.ac.yu/vismath/crowe1/ 

圖 1-15  十七種二維圖樣之分類流程圖 

 資料來源：http://www.mi.sanu.ac.yu/vismath/crowe1/ 
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第二章 方法論 

  本章將介紹三種碎形的產生方法：(1) Lindenmayer systems ( L-systems )；(2) Multiple 
Reduction Copy Machine ( MRCM )；(3) Iterated Function System ( IFS )。L-systems 的特

點在於將線段之間的疊代過程以語法的方式來敘述，MRCM 是重複輸入圖形以多鏡頭

的影印機模擬產生的過程，而 IFS 則是經過一系列的變換不斷地疊代產生碎形。除了這

些碎形產生系統之外，本章最後介紹我們所發明的「定線複製法」，以幾何圖案所構成

的物件群闡述碎形產生的規則，重複疊代後產生碎形。 

2-1 Lindenmayer systems ( L-systems )  

1968年生物學家Aristid Lindenmayer為了描寫多細胞生物的生長及植物細胞之間的

鄰近關係，創造出一套描述植物生長的系統「Lindenmayer Systems」，簡稱為 L-systems 
[23]。 

2-1-1 L-systems Machine 

    L-systems 是一種正規語法( formal language )[19,20]，主要的概念為「複寫」

( rewriting )或「複製」( reproduction )，根據訂定的複製規則 ( (re)production rules ) 對輸

入字串( input string )作核對的動作，若符合則按照規則取代，並得到新的字串輸出

( output string )，如圖 2-1 的 L-systems machine 流程，如此重覆迴授( feedback )下去，隨

著循環次數的增加，字串的長度會跟著增長，也逐漸產生越來越複雜的結構[31,33]。 
       

  

    L-systems 通常以一個集合 P} , S, {V,G ω= 表示，其中 }a,...,a,{aV n21= 為一個由字

母系統( alphabet )所構成的集合；S為保持不變( fixed )的集合；ω為初始狀態( start, axiom, 

or initiator ) ，由 V 中元素構成的字串；P 為 production rule 所構成的集合，production rule

 

圖 2-1  L-systems machine 

資料來源：Chaos and Fractals 
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是 L-systems 中的取代規則，而每個 production rule 皆由 predecessor 和 successor 兩個字

串組成，當字串與 predecessor 相同時，則以 successor 取代此字串。圖 2-2 Anabaena 的

例子中，每個細胞會分裂成兩個子細胞， A
s
代表較小的左子細胞( left daughter cell ) (在

圖右以箭頭向左的方塊表示)， A
r
代表較小的右子細胞(在圖右以箭頭向右的方塊表示)，

B
s
和B

r
為較大的左子細胞和右子細胞(在圖右以較長方塊與左右箭頭表示)，所以可得到

},,,{ BBAAV
srsr

= ， }{φ=S ， }{A
r

=ω ，P={ BAA
rss

→ , ABA
rsr

→ , BAB
rss

→ , ABB
rsr

→ }。當起始

條件為 A
r

(圖 2-2(a) )，依照複製規則第一階段以 AB
rs
取代 A

r
得到 AB

rs
(圖 2-2(b) )，第二階

段以 BA
rs
取代B

s
， AB

rs
取代 A

r
得到 ABBA

rsrs
(圖 2-2(c) )，如此類推可得知 Anabaena 的細胞分

裂狀態。 

 

2-1-2 Turtle Graphic 

  L-systems 對於字串的生成( string generation )，已能相當有系統地表示，但對於平面

上的任何圖形，僅僅只有字串並無法充分說明圖形的獨特性，必須考慮如何簡潔地詮釋

方向、旋轉角度、線段長度等因素對圖形的影響，因此我們需要更詳盡的表示法來幫助

敘述平面上的圖形，特別是針對古典碎形( classical fractals )。 
  以 Seymour Papert’s concept of turtle graphics 為依據，我們想像有一隻烏龜在紙上爬

行，牠朝著某個方向出發前進，根據接收到的某些指令而移動，拖曳著尾巴在紙上所留

下的痕跡，即平面上的圖形。烏龜所接收到的指令包括前進的距離和轉彎的角度，表 2-1
表示烏龜每次前進一步的固定長度皆為 l，每次轉彎的固定角度皆為δ ，以及轉彎的方

向左為＋、右為－；圖 2-3 中烏龜根據這些指令，位於起點準備朝右方出發，前進七步

後到達終點，停止時頭朝上方，這條路線可以用 F+Ff-F-Ff+F+ 十二個符號來表示，其

中 o90=δ 。 
表 2-1  turtle graphic 中烏龜所接收的指令 

F 往前走固定長度 l 的距離並留下軌跡(實線或虛線或箭頭) 
f 往前走固定長度 l 的距離但不留軌跡 
+ 向左轉(逆時鐘方向)固定角度δ  
－ 向右轉(順時鐘方向)固定角度δ  

資料來源：Chaos and Fractals  

 
圖 2-2  Anabaena 細胞分裂與 L-systems 表示法 

資料來源：Chaos and Fractals 
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前進的距離長度對於圖形的影響，僅是整體圖形的大小，但旋轉角度卻會產生完全

迥異的圖形，如圖 2-4 中，相同的字串 F+F+F+-F-F 搭配三種旋轉角度 )120,90,60( ooo 會

產生三種差異很大的圖形。 

 

2-1-3 Growing Classical Fractals with L-systems 

有了 turtle graphic 在距離長度和旋轉角度兩方面的補強，我們就可使用 L-systems
來建構古典碎形，並且能夠以字串及＋－符號完整地描述，如圖 2-5 的 Koch curve。 

 

 

圖 2-3  turtle interpretation：F+Ff-F-Ff+F+ 

資料來源：Chaos and Fractals 

 

圖 2-4  相同字串與三種角度會產生三種不同的圖形 

          資料來源：Chaos and Fractals 

 

圖 2-5  以 L-systems 產生 Koch curve 

                            資料來源：Chaos and Fractals 
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圖右的 Axiom 和前兩個 stage 可以字串生成的方式表達如下： 
Axiom：F 
Stage 1：F+F- -F+F 
Stage 2：F+F- -F+F+ F+F- -F+F - - F+F- -F+F+ F+F- -F+F 
繼續以 F+F- -F+F 取代 Stage 2 中的 F，便可推得接下來的生成狀況，其餘類推。我們也

可以假設烏龜能接收複合式的指令，並完成連續性的動作，如圖 2-6 上面的四種連續動

作，我們將+F-F-F+記為 L，-F+F+F-記為 R，FF+F+FF-F-FF 記為 S，FF-F-FF+F+FF 記

為 Z，即為表 2-2 所匯整，這些記號能簡短我們的敘述，而不致過於冗長，如圖 2-6 中

的圖形，若 o90=δ ，原本應表示為 F+F+-F-FF+F+F-F-FF+F+FF-F-FF，經簡化後則變成

FLRF-S。 
                        表 2-2  簡短記號 

Symbol interpretation 
L +F-F-F+ 
R -F+F+F- 
S FF+F+FF-F-FF
Z FF-F-FF+F+FF

資料來源：Chaos and Fractals 

 
    當我們也將 turtle graphic 和 L-systems 應用在「樹」這個常見的大自然碎形時，會

發現「樹枝」造成了描述上的困難，但加進“ [ ”和“ ] ”兩個左右括弧來表達後即解決這

個困擾[31,36]；同樣地，我們想像一隻烏龜在爬行，當遇到樹枝的分歧點時，牠必須記

住此時的位置與前進的方向，在牠爬完樹枝之後，必須回到分歧點的位置並依照原本的

前進方向繼續移動，如圖 2-7 所示。 

 

 
         圖 2-6  簡短記號：L, R, S, Z 

資料來源：Chaos and Fractals 
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Axiom：F 
Stage 1：F[+F]F[-F]F 
Stage 2：F[+F]F[-F]F[+F[+F]F[-F]F]F[+F]F[-F]F[-F[+F]F[-F]F]F[+F]F[-F]F 

2-2 Multiple Reduction Copy Machine ( MRCM ) 

  以多鏡頭的影印機重複影印的方式來模擬碎形的產生過程，稱為「Multiple 
Reduction Copy Machine」，簡稱 MRCM[31,32]。如圖 2-8 中，將一個圓以三個鏡頭的影

印機影印，輸出三個圓的影像，再將此影像放入影印機繼續影印，會輸出九個圓的影像，

以此類推，多次之後便可產生碎形圖案「Sierpinski gasket」。 

 
    這樣以多鏡頭影印機將原本的影像，透過等向縮放、平移、旋轉等方式複製成為新

影像，即所謂的「相似變換」，其中可控制的選項包括鏡頭的數目，縮放的比例，和擺

放新影像的位置。例如圖 2-9，左邊的三個方形為多鏡頭影印機，分別代表三個不同的

變換，當我們將 stage 0 的方形放入影印機，影印後得到 stage 1 的圖形，再將此圖形丟

進多鏡頭影印機重複影印，繼續得到 stage 2 到 stage 4 的圖形，即為以 MRCM 方式所產

 

圖 2-7  Weedlike plant 

資料來源：Chaos and Fractals 

圖 2-8  Multiple Reduction Copy Machine 及 Sierpinski gasket 

資料來源：Chaos and Fractals, http://juang.bst.ntu.edu.tw/Lab520/images/520L67copier.JPG 
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生之「modified Sierpinski gasket」。 

 
    不同於 L-systems 以字串取代的產生方式，MRCM 是以「框」為元件來產生碎形，

其產生 Koch curve 的過程如圖 2-10。

 

 

圖 2-9  modified Sierpinski gasket 

資料來源：Chaos and Fractals 

 

圖 2-10 以 MRCM 產生 Koch curve  

資料來源：Chaos and Fractals 
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2-3 疊代函數系統( Iterated Function Systems, IFS ) 

    疊代函數系統( Iterated Function Systems )為另一種產生碎形的方法，簡稱為 IFS。IFS
產生碎形的過程由簡單的構圖開始，經過一連串的遞迴( iteration )之後完成。 
    設 0A 為起始圖形，有 Nwww ,...,, 21 共 N 個變換，同時作用於 0A 上，產生

)(),...,(),( 00201 AwAwAw N ，則令此 N 個輸出圖形為 1A ，表示為 

 )(...)()()( 0020101 AwAwAwAWA N∪∪∪==                   (2.1) 

在下個回合中， 1A 為輸入圖形，再次將 Nwww ,...,, 21 這 N 個變換，同時作用於 1A 後，得

到 
)(...)()()( 1121112 AwAwAwAWA N∪∪∪==                    (2.2) 

不斷地將上個回合的輸出圖形作為下個回合的輸入圖形，繼續對輸入圖形做 N 個變換，

因此對於每回合的輸入與輸出圖形之間的關係可表示為 

,...2,1,0),(1 ==+ kAWA kk                             (2.3) 

重複使用這個遞迴方式，作用無窮多次後達到收斂才停止，即 

   ∞∞ = AAW )(                                  (2.4) 

則稱 ∞A 為 IFS 的吸子( attractor )[31]。 
    運用 IFS 特性的方法有很多種，主要的方法有下列三種：generator iteration，IFS 
iteration，和 formula iteration。 

1. Generator Iteration 
    以圖形( generator / motif )取代起始圖形( initiator )中的每一部份後，再次以圖形 
( generator / motif )取代新圖中的每一部份，如此重複取代無限多次，直到產生碎形

為止，如圖 2-11。由一個正三角形為起始圖形，以四條等長線段(長度為正三角形

邊長的三分之一)構成的 generator 取代起始圖形中的每一邊，獲得一個星形圖案；

再以 generator 取代星形圖案中的 12 個邊，重複取代無限多次後，產生的雪花圖案

稱為「Koch Snowflake」。 

 
2. IFS Iteration 
    以點或圖形為起始圖形，經過兩個以上的變換產生數個點或圖形來取代自己，

   
圖 2-11  Generator Iteration 產生 Koch Snowflake 

  資料來源：http://library.thinkquest.org/26242/full/tutorial/ch9.html 
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不斷重複變換無限多次之後產生碎形，如圖 2-12。由一個被填滿黑色的正三角形開

始，將原本的正三角形縮小二分之一後再平移至適當的位置，繼續重複此規則，即

所謂的「Sierpinski gasket」。在數學意義上，此種方法與 MRCM 具有同樣的涵義，

因此在 Chaos and Fractals[31]這本書中，將兩者視為相同的，即 MRCM=IFS，在產

生過程中，以 MRCM 的多鏡頭影印機之譬喻來運作，但當探討到其中的數學意義

時，則傾向於使用 IFS 的觀念。 

 
我們想像原本的三角形的底邊恰貼齊於 x 軸，左端點恰為原點，右端點為(1, 0)，  
如圖 2-13 所示，此時我們可以將蘊含在 Sierpinski gasket 中的變換以矩陣變換   
的形式表示如下： 

xxf ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

5.00
05.0

)(1                           (2.5) 

 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

0
5.0

5.00
05.0

)(2 xxf                     (2.6) 

                         ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

433.0
250.0

5.00
05.0

)(3 xxf                   (2.7) 

 
3. Formula Iteration 
    以起始值代入一個或多個特定的數學函數，所產生的數值再重複代入函數中，

不斷重複無限多次後，即產生碎形。Formula Iteration 是最簡明的疊代類型，但卻可

產生最複雜的碎形，如：Mandelbrot set 和 Julia sets。 
    在複數平面上，以 iz 00 += 為起始值，不斷重複代入(2.8)的兩個函數即產生圖

2-14 之碎形。 

 
⎩
⎨
⎧

+=
−=

1)(
1)(

2

1

zzw
zzw
λ
λ

  (其中 i21 λλλ += ， 12
2

2
1 <+ λλ )             (2.8) 

圖 2-12  Sierpinski gasket 

資料來源：Chaos and Fractals 

 

圖 2-13  IFS Iteration 產生 Sierpinski gasket  

資料來源：http://ecademy.agnesscott.edu/~lriddle/ifs/siertri/siertri.htm 
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2-4 定線複製法( Line-Based Duplication, LBD ) 

  本節主要介紹我們所創造「定線複製法( LBD )」[26]之功能，以及如何產生具有自

我相似或自我仿射之特性的圖形，而達到產生碎形圖形的最終目的。定線複製法的結構

是由產生器( generator )和起始結構( initiator )所組成，產生器包括型( pattern )和基準線

( base-line )兩部份，如圖 2-15。 
 

1. 型( pattern )：由「複製物件群」和「銜接群」所組成。複製物件群中包括線段 
    或圖形構成的圖像元型( pattern elements )，被複製後圖形將不會再改變，但其 
    中所包含的線段則可能將成為下次疊代的基準線，稱為「疊代線」( recurrent  
    line )，這些疊代線即所謂的銜接群，其幾何性質與基準線相同。 

2. 基準線( base-line )：由一條線段構成，與型共存，基準線與型之間的相對位置、 
    大小比例將成為複製的基準關係。 

3. 起始結構( initiator )：由一條或多條線段構成，每條線段自成一座標系統，為 
    預定產生相似物件的預定位置。根據基準線與型的大小比例與相對位置，對應 
    產生複本於起始結構的每條線段上。 

4. 複本：是型的相似圖形，其長寬的大小與位置是以基準線與型的大小比例與相 
  對位置為基準。

 

                      (a)                           (b) 

圖 2-14  The IFS Attractor of transformations 1)(1 += zz λω ; 1)(2 −= zz λω  

資料來源：Fractals Everywhere 
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  基準線與型之間的相對關係，自成一個相對座標系統，在此相對座標系統中，每個

圖像元型各自代表不同的相似變換，而定線複製法的主要概念就是根據基準線與型之間

的相似變換，複製與型相似的複本到起始結構上，它們之間的關係以類比關係呈現： 
 
                   基準線：型 = 起始結構中的線段：複本 
 
如圖 2-16 中，起始結構之線段是基準線的二分之一，因此所產生的複本是型縮小二分

之一的相似形，由三角形邊長佔據的格子數可得知，且複本與起始結構線段的距離也是

型與基準線之距離的一半。 

 
    定線複製法與 L-systems、MRCM 之比較如表 2-3，L-systems 是以語法的方式描述

結構，須倚賴線段長度與旋轉角度來敘述，若缺乏這些資訊會造成描述不易；MRCM 以

「框」為元件，可處理仿射變換，但是框的圖像較不易掌握，與 L-systems 同樣必須在

特殊軟體或特殊介面上才可使用，而定線複製法以「線段」為元件，在一般平台上透過

手動操作即可，是通用型的繪圖，可說是改善了 L-systems 與 MRCM 在使用上的主要困

難。 

 

圖 2-16  定線複製法中的比例關係 

圖 2-15 定線複製法之結構
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表 2-3  定線複製法與 L-systems、MRCM 之比較表 

 
Lindenmayer 

systems 
( L-systems ) 

Multiple Reduction 
Copy Machine 

( MRCM ) 

Line-Based 
Duplication 

( LBD ) 

本質 

語法描述結構 
相似變換 
疊代 

多重多變結構 

視覺化（框） 
仿射變換 
疊代 

視覺化（線段） 
相似變換 
疊代 

用途 植物造型、碎形 碎形 通用繪圖 

特點 描述語法不易 
特殊軟體 

圖像掌握不易 
特殊軟體 

手動操作 
一般平台 

 Aristid Lindenmayer 
(1968) 

Heinz-Otto Peitgen, 
Hartmut Jürgens, 

Dietmar Saupe 
(1992) 

Mingjang Chen 
(2003) 
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第三章 繪製一致性圖案之方法 

    當我們想複製規格相同或相似的物件至預定位置時，對於複雜繁瑣的物件群而言，

以手工操作滑鼠來移動物件，容易產生不可避免的誤差，此時以定線複製法來輔助並設

計適當的起始結構就可控制複本產生的精確位置。 

3-1 相似變換( Similar Transformations ) 

    在第一章曾經提到：相似變換是由等向縮放、旋轉、平移、鏡射所構成。物件透過

相似變換可能被放大縮小、被旋轉某個角度、或被平移到新的位置，而產生與原物件相

似的複本。在本節我們將說明如何使用定線複製法來呈現這四種變換。 
    由於定線複製法的主要概念是根據基準線與型之間的相對關係，複製與型相似的複

本到起始結構上，那麼當產生器(基準線與型的相對位置)已被設計好時，起始結構便控

制了將複本的變換類型。若起始結構只是一條線段時，將線段拉長或縮短，會使複本產

生等向縮放的效果；將線段旋轉一個角度，會使複本產生旋轉的效果；將線段移動一段

距離，會使複本產生平移的效果；對線段做鏡射，則會產生上下顛倒或左右顛倒的複本。

這四種變換除了可單獨使用，也可結合運用，但不同的順序會導致不同的結果，譬如：

「先鏡射再平移」與「先平移再鏡射」是完全不同的，如圖 3-1 之範例，灰色為起始圖

形，比較圖(a)與圖(b)的最後結果，會發現位置並不相同。 

 

3-2 一致性圖案( Uniform Pictures ) 

  由上述知道，起始結構中的各線段無論是經過平移或旋轉，只要保持每條線段皆等

長，透過定線複製法就可一次產生數個規格完全相同的圖形。如下圖(a)，我們想要在點

與點之間加入規格相同的箭頭，即圖(b)的效果。                 

 
圖 3-1  (a) 先鏡射再平移 (b) 先平移再鏡射 
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只需在點與點之間產生連線，並且設計想要的箭頭格式，如圖 3-3 (b)，然後使用定線複

製法，以箭頭取代圖 3-3 (a) 中的每條線段，便可完成圖 3-2 (b)。 

 

3-3 應用( Applications ) 

3-3-1 圖型學繪圖( Graphs ) 

    在數學的領域裡，常常出現由相同的圖形元素所構成的圖，例如圖型學或鋪磁磚 
( tiling )問題等，具有規律的特性。在圖型學中，當探討尤拉迴圈( Eulerian trails )或漢彌

爾頓圈( Hamilton cycles )等問題時，我們常以圖形描繪點與點之間的連線情形來輔助解

題，但是如何才能將點與點之間的連線畫得既平滑又精準，卻總是困擾著使用者，本節

介紹使用定線複製法所繪製的這類圖形。 

 
 

 

圖 3-4  The flower Snark nJ , for n=1,2,3,4 

          
                   (a)                                        (b) 

                            圖 3-2   (a) 原始結構 (b) 想達到的效果 

               
  (a)                                    (b) 

        圖 3-3 (a) 起始結構 (b) 產生器 
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3-3-2 視覺設計( Visual Design ) 

  如果我們對於起始結構稍加設計，使它具有對稱性或安排巧妙的位置，例如：多邊

形、放射線、格線、方陣等基本結構(如圖 3-5)，再適當地調整產生器的構圖、顏色、透

明度等，便能在視覺效果上製造出恰好連接(如圖 3-10)或重疊的美感(如圖 3-8, 3-9)，甚

至是具有錯覺的圖形。 

 
  1. 多邊形：  
    (1) 圖 3-6：以線段構圖而成的產生器，作用於正五邊形和十一邊形的起始結構 
      後，產生星狀以及花瓣圖案。 

    

圖 3-5  起始結構的類型 

 

圖 3-6 多邊形起始結構之範例(1) 
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       (2) 圖 3-7：以物件構圖而成的產生器，作用於三角形和六邊形的起始結構。

   
  2. 放射線： 
    (1) 圖 3-8：以線段構圖而成的產生器，作用於放射線的起始結構，造成重疊的 
      部分，互相交錯產生特殊的效果，上圖在中心交錯構成一個圓且有順時針方 
     向旋轉的感覺，下圖則出現內密外疏，類似花的圖案。 

   

    (2) 圖 3-9：以物件構圖而成的產生器，作用於放射線的起始結構，重疊的區域 
     隨著放射線段的數量增大，適當調整顏色與透明度更能顯現出交錯的美感。 
 

 

圖 3-7 多邊形起始結構之範例(2) 

 

圖 3-8 放射線起始結構之範例(1) 
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  3. 格線： 
    (1) 圖 3-10：以線段構圖而成的產生器，作用於格線的起始結構。上圖的結果線 
      段交錯產生看似風車的圖案，下圖則巧妙地互相連接，邊緣的幾個線頭皆可 
     沿著彎曲的線走至另一面的線頭。 

 

    (2) 圖 3-11：以物件構圖而成的產生器，作用於格線的起始結構。雖然是方正的 
     格線，但作用後的結果反而出現斜格線的錯覺，看似歪斜卻仍是直線。 
        

 

圖 3-9 放射線起始結構之範例(2) 

 

圖 3-10 格線起始結構之範例(1) 
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    4. 更複雜結構：除了上述幾種由系統所提供的結構，我們也可以將疊代幾次後所產 
  生的結果當作起始結構。如圖 3-12 中，先以產生器(a)疊代五次，將所得圖形作為 
  起始結構，並以產生器(b)再疊代一次，即構成由數個正方形往內延伸的圖形。 

 
 
 

 

圖 3-11 格線起始結構之範例(2) 

 

 

圖 3-12  更複雜起始結構之範例 
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第四章 疊代 

4-1 疊代( Recurrent Substitution ) 

  在數學上，疊代( recurrent substitution )的觀念被廣泛地運用在數學解題、函數表示、

電腦演算法，電腦程式語言的架構或一些數學軟體，如 Geometrical Sketchpad ( GSP ) , 
Logo 等，但在定線複製法中，我們是以視覺化的角度來解釋所謂的疊代關係。在此節

我們以設計產生器來呈現疊代的產生過程，並說明如何透過定線複製法以簡單的產生器

與起始結構，產生「疊代」的效果以及複雜的圖形結構。 
    在第二章曾經提到，當型之中的圖像元型被複製後，其中的線段可以被選擇成為下

回合疊代的基準線，為了達到不斷疊代的效果，我們必須指定疊代將發生的位置在哪

裡，被指定的線段稱為「疊代線」( recurrent line )，它在疊代過程中扮演重要的角色，

使疊代位置固定並適當地銜接每次疊代所產生的圖形。 
   疊代線的數量最少為一條，如圖 4-1 中，產生器由球體與一相切線段所組成，上方

線段為疊代線，下方虛線為基準線。每回合疊代根據疊代線與基準線的比例，在球體上

產生一個半徑較小的球體，由於疊代線與球體相切，故每個球體是很精確的相切而無疊

合，並隨著疊代線與球體的傾斜角度，逐漸以順時針方向往內旋，形成一串以球體疊成

的珍珠串，圖 4-2 為前十三回合的疊代過程。 

 

 
  疊代線多於一條的情形，我們以畢達哥拉樹( Pythagorean Tree )為例，見圖 4-3，產

生器由一個正方形與兩垂直線段所構成，底下較粗的線段為基準線。上方的兩垂直線為

疊代線，即下次疊代的基準線，指定了下回合產生複本的預定位置。前七次的疊代過程

 

圖 4-1  珍珠串的產生器 

圖 4-2  珍珠串的疊代過程 
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如圖 4-4 所示，可看出疊代線使得每次疊代所產生的圖形緊密地連接在一起，最後構成

類似樹的圖形，故稱為「畢達哥拉樹」。 

 

4-2 收縮映射( Contraction Mapping )  

    收縮映射( contraction mapping )是經過收縮變換，使得空間上任意兩點之間的距離

減小的映射，反覆疊代後收斂到一個極限圖形。圖 4-5，在正三角形 ABC 中放置兩個小

正三角形 BDE 與 CFG，讓兩個小正三角形與正三角形 ABC 其中兩個角疊合，並將小正

三角形的頂點與左端點產生連線，即DF 為疊代線(或將小正三角形的頂點與右端點產生

連線，即EG 為疊代線)，以正三角形 ABC、疊代線DF 、基準線BC (較粗虛線所表示)
構成產生器，反覆疊代往內產生與自己互切且縮小的複本，越縮越小直到收斂狀態(如
圖 4-6 最左)，就是收縮映射的一個例子。不僅是正三角形，正多邊形也可達到相同的收

斂狀態，見圖 4-6。 

 

圖 4-3  畢達哥拉樹的產生器 

 

圖 4-4  畢達哥拉樹的成長過程 
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  除了相切的例子，相互重疊也是被允許的，如圖 4-7，由半月形逐漸縮小至收斂後，

產生類似鸚鵡螺的圖(e)。 

  

4-3 古典碎形( Classical Fractals ) 

  在 1967 年，碎形幾何之父 Mandelbrot 發表碎形之前，就已經有許多數學家創造了

符合碎形自我相似與無限延展等特徵的規則數理圖形，如 Georg Cantor (1872)，Guiseppe 
Peano (1890)，David Hilbert (1891)，Helge von Koch (1904)等等，這些圖形可說是發展碎

形幾何的基礎，也是規則碎形的典範[48]。 
  有別於使用特殊軟體或程式語言，如 JAVA 或 C++等來幫助繁複而大量的計算以產

生碎形，在本節我們將探討如何以定線複製法或定框複製法來重現這些古典碎形，完全

不需具備程式語言的背景知識，只依靠視覺化的操作便可完成大部分的圖形，是我們的

主要目的。 
    在產生碎形的過程中，每次疊代所產生的線段皆為下回合將產生疊代的疊代線，疊

代無限多次後達到收斂狀態始停止。有些古典碎形我們可以找出它的複製規則，並以定

線複製法的眼光來產生(見附錄三)，通常具有幾個特性： 

 
圖 4-5  收縮映射的產生器 

圖 4-6  Contraction Mappings 

圖 4-7 鸚鵡螺 
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    1. 產生器中的型在疊代前後，與基準線的起始點保持不變。 
      例如圖 4-8 的 Koch Antisnowflake，每一回合疊代之後會有三個頂點保持不變， 
      即基準線的起始點，因此我們將第一回合的三個頂點相連，如圖 4-9 中虛線所示， 
      將起始結構切割成三線段後互相比對，就可得到產生器中的型了。 

 

 
  但其中有些古典碎形的複製規格較難以發現，使得切割難度變高。 
    2. 部分線段為雙向線段。 
   如 4-10 的 Ice Fractal 中，每次疊代所產生的 V 字線段，實為兩雙向線段，因此 
      在下回合疊代時，會往兩側生長，此類碎形具有對稱性質。 

  
    3. 每次疊代後旋轉某個角度。 
      如圖 4-11 的 Peano-Gosper Curve，若將左下的起點與右上的終點虛線相連，會發 
   現每經過一次回合，這條虛線就以逆時針方向旋轉某個角度，但仍是一筆畫的圖。 

 
   圖 4-12的 Sierpinski Arrowhead Curve，也是在每次疊代後旋轉某個角度，在圖 4-13 
   我們可以看到 Sierpinski Arrowhead Curve 未經旋轉的前五次疊代過程，其實圖案 

圖 4-8  Koch Antisnowflake 

 
圖 4-9 切割線段並比對找出產生器中的型 

 

圖 4-10  Ice Fractal 

 

圖 4-11  Peano-Gosper Curve 
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   是一樣的。 

  
    4. 除疊代的線段之外，額外添加某些連接線段。 
   如圖 4-14 的 Hilbert Curve 與圖 4-15 的 S-Shaped Peano Curve 中，除了圖形本身 
   的疊代之外，連接的粗線段也同時在疊代，因此必須加入「merge」的步驟。  

圖 4-12  Sierpinski Arrowhead Curve 

 
圖 4-13  Sierpinski Arrowhead Curve 的產生過程 

圖 4-14  Hilbert Curve 
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    這類的碎形，其產生過程可視為多台影印機負責不同部分的圖形變換，但卻是同時

進行影印的工作，稱為「Networked MRCMs」[31]。 

4-4 仿自然( Artificial Nature ) 

  自然界中的碎形，如植物類的樹木與草、山與岩石的形狀、雲的外觀等等，都具有

自我相似的特性，而我們的定線複製法，不斷地以相同的型取代線段，使得整體與局部

架構同樣具有自我相似的特性，因此，以定線複製法來仿造自然界的碎形，是可以保有

自我相似的。 

4-4-1 古典型 

    首先，我們以五條等長線段構成樹木的雛型，作為產生器中的型，並取與型等高的

線段作為基準線，那麼，產生器就完成如圖 4-16 右上。在以下的例子中，我們皆以一

條直線作為起始結構來進行疊代。樹或矮灌木叢( bush )的例子皆以鉛直線進行。圖 4-20
為前五回合的疊代過程。 

 

 

 

圖 4-15  S-Shaped Peano Curve 

 
圖 4-16  基準線與型等高的樹 
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  能構成樹的型必須有「枝幹」，疊代後才會有所謂的樹幹出現；型的架構中，線段

數目越多，產生的樹越濃密，若線段的分布偏向某一方，則會造成疏與密的差異，如圖

4-17，型的左邊線段多於右邊，使得最後會呈現左密右疏的狀態，其實這是可以從型的

架構預測得到的。圖 4-18 為其他不同產生器所對應產生的樹之範例。 

 

 

4-4-2 草 

  從樹木的範例中，透過型的改變，樹葉的部份可以從頂端逐漸下移到接近根部的位

置，根據植物的特性，草是越靠近根部越為濃密的一種植物，因此我們只要加強根部的

茂密程度，便可模擬出草的構造。 
 

 

 

圖 4-18  不同的產生器所對應的樹 

圖 4-17  左密右疏的樹 
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4-4-3 水草 

    據觀察，型的構造主宰著整棵植物的主要外觀。以九條線段構成圖 4-20 中類似ψ 的

型，連接根部與最頂端作為基準線，作用於稍微傾斜的一直線上，在四回合疊代後產生

一株在水中搖曳的水草。與圖 4-20 同樣的型，但以不同的基準線作組合，如圖 4-21 中，

五株水草的外觀是完全不同類型，但靠近仔細地看每個細微的部份，卻還是相同的，都

是型的縮圖。 

 

 

4-4-4 擬山擬雲 

    在定線複製法模擬山或雲的過程中，起始結構仍是簡單的一條直線，產生器中的型

由四條線段構成，如圖 4-22(a)，經過三至四次的疊代後，逐漸出現山或岩石所獨具有稜

有角的外型。若在最後一次疊代時，以弧線當作型，如圖 4-22(b)，以定線複製法取代所

圖 4-19 草之成長過程 

圖 4-20 水草 

圖 4-21 同型不同基準線的五株水草 
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有的線段之後，將原本的稜角轉為圓滑的蓬鬆感，便出現了類似雲的造型。同樣地，以

圖 4-22(c)的曲線來取代原有的線段，又是另一種山岩的樣子。 

          

4-4-5 輕微的差異 

  根據前幾節，我們已經知道型對於疊代結果是會產生影響的，在這一節將呈現只要

對型稍作微小的改變，所造成的差異會是多麼地超乎想像。在圖 4-23 中，將型(a)的左

右線段往內壓即得到型(b)，而這輕微的擠壓，卻使得最後結果迥然不同。 
 

 
 
圖 4-24 之中的三種型，線段數目是相同的，三者之間的差異在於高度與彎曲程度，其

中圖右的型是最高最彎的，這個特徵也顯現於最後的疊代結果。 

(a)

(b)

(c)

(a)

(b)

(c)

圖 4-22  以定線複製模擬山或雲的外觀 

 
圖 4-23  型之改變對結果的影響(1) 
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    除此，我們還可以賦予線段「鏡射」的屬性，當疊代過程中遇到具備此性質的線段，

是以鏡射變換來處理的，圖 4-25 中，我們在同樣的產生器中，選擇不同的線段並賦予

鏡射的性質，得到七棵類似國畫裡的老樹。 

 

 
 
 
 
 

 

圖 4-24  型之改變對結果的影響(2) 

 

圖 4-25  鏡射性質所產生之老樹 
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第五章 定線複製法之特徵 

5-1 複製過程之分析 

  假設產生器中的型是由 m 條線段與 n 個物件所構成，它們與基準線的相對位置代表

即將作用於起始結構的變換，我們以 miWi ,...,2,1, = 來表示 m 條線段所賦予的變換，以

nmmmiWi +++= ,..,2,1, 表示 n 個物件的變換。 

  令Ｉ為起始結構，當我們對Ｉ執行 k 次的定線複製法，則結果可表示為 

 )(...)()...(
11

21 ,...,2,1,...,,
21 IWWWIWWW iii

kiii

k
m kk

m

−
=

=⊕⊕⊕ Uo                (5.1) 

以 )(...
1121 ... IWWWI iiiiii mmm −

= 表示起始結構中某一線段經過 m 次定線複製法之後的輸出結

果，我們針對此圖形探討其下回合(即執行第 k+1 次定線複製法)的變換情形。 

  在此將第 k+1 次標記為 p。若此次執行後所得到的結果是由線段所組成，也就是針

對前 k 次已產生的所有線段再經過 pW 變換後仍全是線段，故將這些線段表示為

)( ...... 2121 kk iiippiii IWI = ，其中 mpiii k ,...,2,1,,...,, 21 = 。若此次執行後所得到的結果為物件所

組成，也就是針對前 k 次已產生的所有線段再經過 pW 變換成物件群(線複製法根據
kiiiI ...21

的長度與方向，將物件經過縮放、旋轉、平移等變換後貼至某特定位置)，故將這些物

件群表示為 )( ...... 2121 kk iiippiii IWO = ，其中 miii k ,...,2,1,...,, 21 = 且 nmmmp +++= ,...,2,1 。 

    所有經過 k 次定線複製法的結果，可能由線段或物件群所構成，我們將全是線段的

收集起來成為 },...,2,1,...,,|{ 21...21
miiiII kiiik k

== ，其中 ,...2,1,0=k ；全是物件群的則收集起

來成為 },...,2,1,,...,2,1,...,,|{ 121... 121
nmmmpandmiiiIO kpiiik k

+++=== −−
。換個角度來看，

第 k 次的所有可能結果就是把每種變換作用於第 k-1 次的所有可能結果的聯集，所以也

可表示為 )( 11 −=∪= ki
m
ik IWI 與 )( 11 −

+
+=∪= ki

nm
mik IWO 。 

  若 0I 為起始結構中的線段所成之集合， iA 表示第 i回合的執行結果， 0A 為初始狀

況，那麼每一回合的執行結果為 
               00 IA =  
               111 OIA U=  
                              2122 OOIA UU=  

… 
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                              )(
1

i

k

i
kk OIA

=
= UU                (5.2) 

以畢達哥拉樹為例，如圖 5-1，第一回合對 0I 執行定線複製法後，產生線段群 1I 與物件

群 1O ，所以 111 OIA U= ；第二回合只能針對 1A 中的線段群 1I 執行定線複製法，產生線段

群 2I 與物件群 2O ，而物件群 1O 仍舊存在，所以 2122 OOIA UU= ；以此類推，第 k 回合

只能針對 1−kA 中的線段群 1−kI 執行定線複製法，產生線段群 kI 與物件群 kO ，而物件群

121 ,...,, −kOOO 仍舊存在，所以 )( 1 i
k
ikk OIA =∪= U 。若產生器中的型皆由線段所組成，則

kk IA = 。 

 

  接下來，我們探討的是經過 k 回合疊代的線段
kiiiI ...21
。不失其一般性，我們將產生

器之中基準線的兩個端點正規化為(0, 0)和(1, 0)，其中第 j 條線段記為 jÎ ，其長度記為

jr ， jÎ 的兩個端點分別記為 jp̂ 和 jq̂ ，而(0, 0)到 jp̂ 的距離記為 jd 。同樣地，我們假設

起始結構中的線段 I 為(0, 0)至(1, 0)的一條單位線段，經過 k 回合疊代後，
kiiiI ...21
的兩個

端點為
kiiip ...21
和

kiiiq ...21
，

kiiiI ...21
和 I 的夾角為

kiii ...21
θ ，長度為

kiiir ...21
，而

kiiip ...21
和

121 ... +kiiip 的距

離為
kiiid ...21
。那麼

121 ... +kiiiI 的兩個端點為 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

×+=

⋅+⋅+×+=

+++++

++

))sin(),(cos(

)))(sin(),)((cos(

121121121121121

2121212112121121

...............

.....................

kkkkk

kkkkkkkkk

iiiiiiiiiiiiiii

iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii

rpq

IRIRdpp

θθ

αθαθ
   (5.3) 

其中
kkk iiiiiiiiiiii IRIRIR θθθθ ⋅++⋅+⋅= )(...)()( ...... 212211121
，

otherwise
reflection

IR
kiii

⎩
⎨
⎧−

=
1

1
)( ...21

 (5.4) 

    
kk iiiiii rrrr ×××= ...

2121 ...                                                  (5.5) 

                    1st iteration result              2nd iteration result 

111 OIA ∪=                2122 OOIA ∪∪=  

圖 5-1  畢達哥拉樹 
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12121 ,...,,... +
×=

kkk iiiiiii drd                                                   (5.6) 

 

kiiiI ...21
在下回合的疊代中扮演著原本起始線段 I 的角色，與

121 ... +kiiiI 構成一個相對座標系

統。 
 
1. 連通( connected ) / 不連通( disconnected ) 
  若產生器中的型為連通的是指基準線為型之中某兩條線段的端點所連線，如圖 5-3 
(a)為連通的型，但圖 5-3 (b)則屬於不連通的型。由於型(a)的基準線連接的是兩線段的端

點，所以每條線段在疊代後仍保持連接在端點，使得所有疊代的結果在端點的部分能連

接地相當準確，依舊為連通；型(b)的基準線有一端接在端點，但另一端是接在線段上，

所以在疊代的過程中，只能保持其中一端的連接，而使得整體結果是不連通的。在圖 5-3
中，我們可以看到分別將兩種型執行四次定線複製法後的結果，由型(a)所產生的結果為

連通的；由型(b)所產生的結果，則有很多分枝是重疊地散落，而非互相連接的。因此，

如果產生器中的型具有連通的性質，那麼經過 k 回合的疊代後，其結果仍保持連通的性

質。 

 
2. 收斂( converge ) / 發散( diverge ) 

  若產生器之中型的每條線段與基準線的比例皆小於等於 1 ( 1≤
jir )，由(5.5)可得知經

 
   產生器中的第 j 條線段 

 

1 2 k k 1i ,i , ,i ,iI
+L 和

1 2 ki ,i , ,iI L 之間的變換 

The jth line segment is a transformation scaling, rotate and translate. The transformation can be 
represented as λz + c on complex plane. 

圖 5-2  定線複製法之分析 

        
圖 5-3 連通性質 
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過無窮多次的疊代後，
∞iiir ...21
仍小於等於 1( 1...21

≤
∞iiir )，故達到收斂狀態。若產生器之中

型存在一條線段與基準線的比例大於 1 ( 1>tr )，由(5.5)可得知經過無窮多次的疊代後，

∞iiir ...21
可能因為 1>tr 的影響使得乘積大於 1 或小於等於 1： 1...21

>
∞iiir 的線段會達到發散

狀態， 1...21
≤

∞iiir 的線段則會達到收斂狀態，這種只有某些線段是發散的狀況稱為「局部

發散」。 

(1) 當 1=r ， 0=d 時： 

     若產生器中的型只由一條與基準線等長的線段所構成，此線段之左端點與基準 

   線夾θ角且相連，每次疊代以基準線與型相連處為中心點，繞著中心點旋轉θ角 

   產生新線段，疊代 n次後共旋轉 θn 角度，若 θn 恰為 o360 之整數倍，即 

     kn ⋅= o360θ 時，表示在繞了 k 圈後新線段將與基準線重疊，接下來所產生的 

     線段也都會發生重疊的情形。 
kn ⋅= o360θ                        (5.7) 

kn ⋅=
θ

o360                        (5.8) 

     由於 n為疊代次數， k 為環繞的圈數，因此我們必須找到最小整數 k 使得 n亦 

   為整數，而達到收斂狀態。 

   ○1  當 θθ =),360( 時， θ
360 為整數，此時 1=k ， θ

360=n ，表示在疊代 θ
360 次(繞 

    了一圈)之後新線段開始與基準線重疊，最後的圖形以基準線與型相連處 

        為中心點，共有 θ
360 條線段呈放射狀。  

  

 

     ○2  1),360( =θ 時，最小整數 k 必須等於θ才能使 n 成為整數，此時 θ=k ， 

        360=n ，表示在疊代 360 次(繞了θ圈)之後新線段開始與基準線重疊， 

        最後的圖形以基準線與型相連處為中心點，共有 360 條線段呈放射狀。  

 
圖 5-4  o60=θ  
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     ○3  θθ <=< g),360(1 時，最小整數 gk θ= 才使得 gn 360= 也為整數，表示在疊 

     代 g
360 次(繞了 g

θ 圈)之後新線段開始與基準線重疊，最後的圖形以基準 

        線與型相連處為中心點，共有 g
360 條線段呈放射狀。 

(2) 當 1=r ， 0≠d 時： 

     若產生器中的型只由一條與基準線等長的線段所構成，此線段之左端點與基準 

   線夾θ角，距離為 d ( 0≠d )，每次疊代旋轉θ角產生新線段，疊代 n次後共旋 

     轉 θn 角度，若 θn 恰為 o360 之整數倍，即 kn ⋅= o360θ 時，表示在繞了 k 圈後 

     新線段將與基準線重疊，接下來所產生的線段也都會發生重疊的情形，而達到 

     收斂狀態。 

     ○1  當 θθ =),360( 時， θ
360 為整數，此時 1=k ， θ

360=n ，表示在疊代 θ
360 次(繞 

    了一圈)之後新線段開始與基準線重疊，最後的圖形為正 θ
360 邊形的切線， 

        共有 θ
360 條線段呈螺旋狀，中心點為正 θ

360 邊形的任兩邊之中垂線交點。 

 

○2  1),360( =θ 時，最小整數 k 必須等於θ才能使n 成為整數，此時 θ=k ，

360=n ，表示在疊代 360 次(繞了θ 圈)之後新線段才開始與基準線重疊， 
最後的圖形共有 360 條線段呈螺旋環狀(如圖 5-6)，中心點為前兩次疊代 
所產生的 d 之中垂線交點(如圖 5-7)。 

 
圖 5-6  螺旋環狀 

圖 5-5  o45=θ  
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     ○3  θθ <=< g),360(1 時，最小整數 gk θ= 才使得 gn 360= 也為整數，表示在疊 

     代 g
360 次(繞了 g

θ 圈)之後新線段開始與基準線重疊，最後的圖形共有 g
360  

        條線段呈螺旋環狀，中心點為前兩次疊代所產生的 d 之中垂線交點。 
 
    由以上的結果，我們猜想也許存在一種狀況是所謂的「週期性發散」( cyclic 
diverge )，也就是只在某個區間內循環性地跳動，但關於如何找出這個區間，在此我們

稍作保留。 

5-2 The Attractors of IFS by Line-Based Duplication on Complex Plane 

  在第二章我們曾提到疊代函數系統的呈現模式，其中一種是在複數平面上不斷地將

數值代入一個或多個特定的函數而產生碎形，最著名的就是「Mandelbrot set」和「Julia 
sets」。 
    Mandelbrot set 是在起始值 0z (通常選擇 iz 000 += )與常數項 c選定之後，開始將數值

不斷重複地代入 
                                 ),(1 czfz nn =+                 (5.9) 

這個遞迴的二次方程式，經過幾回合的疊代可能出現的情形有兩種：(1)趨近於某特定的

值，或在某些數值之間跳動；(2)發散至無窮大。對於某個 c而言，如果出現第一種情形，

就會被塗上黑色並收集起來成為 Mandelbrot set 的元素；如果出現第二種情形，則會根

據發散的快慢給予特定的顏色作為標記，如圖 5-8。當標記完顏色之後，繼續選擇其他

的 c值重複以上的步驟。 

 

圖 5-8  czz nn +=+1 之 Mandelbrot set 
資料來源：http://users.erols.com/ziring/mandel.html 

 

圖 5-7  中垂線交點即中心點 
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    Julia sets 所使用的函數和 Mandelbrot set 相同，但是 c值是固定的，也就是對於

Mandelbrot set 中的每一個 c值，都存在一個特定的 Julia set，如圖 5-9。Mandelbrot set 和
Julia sets 是息息相關的，但 Mandelbrot set 只有一個，Julia set 卻有無限多個。 

 

5-2-1 The IFS Attractor of { })(),(; 21 zzC ωω   

  Mandelbrot set 與 Julia sets 所使用的函數為非線性的二次式，本節我們將探討由

111 )( czz += λω 和 222 )( czz += λω 兩個線性函數所組成的疊代函數系統，在複數平面的

收斂或發散情形。在 )(1 zω 和 )(2 zω 中， 1λ ， 2λ ， 1c ， 2c 皆為複數(可寫成 bia + 的形式)，
其中 1λ ， 2λ 為控制旋轉與縮放的參數， 1c ， 2c 為控制平移的參數。 
  當選定這四個參數之後，任意選擇一起始點 0z (通常選擇原點為 iz 000 += )作為疊代

的初始值，將 0z 代入 )(1 zω 和 )(2 zω 中分別得到 1z 和 2z ，再將這兩個新數值代入相同的兩

個函數，如此重複疊代，直到數值達到無窮大，達到收斂狀態或僅在某些數值之間跳動

[42]。當兩個函數經過無窮多次的疊代後達到收斂，稱為 IFS 的吸子( attractor )。 

1. 圖 5-10 為 1)(1 += zz λω 和 1)(2 −= zz λω 的吸子： 
  控制旋轉與縮放的參數同為λ，所以 )(1 zω 和 )(2 zω 有相同的縮放參數 λ ；控制平移

的參數分別為 1 和-1，差別只在於平移的方向而已，因此這類型的吸子具有上下對稱的

特質，也可視為由上下兩個相同的圖形經由平移所構成。 

 

                           (a)                          (b)  

圖 5-10  The IFS Attractor of transformations 1)(1 += zz λω ; 1)(2 −= zz λω  
資料來源：Fractals Everywhere 

 
圖 5-9  Mandelbrot set： cz −2

與對應的 Julia sets 
資料來源：Fractals Everywhere 
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2. 圖 5-11 為 1)(1 += zz λω 和 1*)(2 −= zz λω 的吸子： 
   若 bia +=λ ，則 biabia −=+= )*(*λ 為λ的共軛複數， )(1 zω 和 )(2 zω 仍保有相同的

縮放參數 λ ，旋轉角度相同但方向相反，因此這類型的吸子具有左右對稱的特質。 

 

5-2-2 The IFS Attractor of Transformations by Line-Based Duplication Method  

    在本節將以定線複製法來模擬由 111 )( czz += λω 和 222 )( czz += λω 兩個變換所組成

的疊代函數系統達到收斂後的吸子圖形。 )(1 zω 和 )(2 zω 分別由兩條線段來呈現其變換類

型，線段與基準線的長度比即縮放參數，線段與基準線的夾角即旋轉參數，而線段平移

的距離即平移參數。 
    1. zz λω =)(1 與 1)(2 += zz λω  
    由於控制旋轉與縮放的參數相同，平移參數為 0 和 1，我們可以得知是由兩條  
  與基準線等長、夾角相同的線段所構成，若使基準線(0, 0)至(1, 0)的一條單位線段， 
  那麼產生器如圖 5-12 所示，其中一條線段與基準線左端點相連平移為 0，另一條線 
  段與基準線右端點相連平移為 1。 

 

    以圖 5-12 為產生器，透過定線複製法重複疊代，疊代過程如圖 5-13，10 次之 
     後在視覺上達到收斂狀態得到吸子，與圖 5-10 對照之下，是否與圖(b)左下角的圖 
     形類似呢？ 

                             (a)                          (b) 

圖 5-11  The IFS Attractor of transformations 1)(1 += zz λω ; 1*)(2 −= zz λω  
資料來源：Fractals Everywhere 

圖 5-12  zz λω =)(1 ； 1)(2 += zz λω 之產生器 
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    2. zz *)(1 λω = 與 1)(2 += zz λω  
        雖然仍保有相同的縮放參數與旋轉角度，平移參數還是 0 和 1，但旋轉方向是 
    相反的，因此仍是由兩條與基準線等長的線段所構成，只需改變其中一條線段的旋 
    轉方向即可，如圖 5-14，只是將圖 5-12 的其中一條線段作上下對稱。 

 

        以圖 5-14 為產生器，透過定線複製法的重複疊代，在視覺上達到收斂狀態後， 
    得到圖 5-15 的吸子，與圖 5-11 相互對照，會發現我們產生了與圖(b)左下角類似的 
    圖形。 

 

 

圖 5-13 zz λω =)(1 ； 1)(2 += zz λω 的前 10 次疊代過程 

 

圖 5-14 zz *)(1 λω = ； 1)(2 += zz λω 之產生器 

 

圖 5-15 zz *)(1 λω = ； 1)(2 += zz λω 之吸子 
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    同樣的產生器，我們改變兩線段與基準線的夾角，產生的結果大不相同，但卻 
  還是與圖 5-10 和 5-11 的圖形類似，見圖 5-16。 

 
  3. 111 )( czz += λω 與 222 )( czz += λω  
        產生器由兩條長度不同、與基準線的夾角不相同的線段所構成，平移的距離也 
    不同，所有可能收斂的吸子類型如圖 5-17。 

 
 

 

zz λω =)(1 ； 1)(2 += zz λω  

 

zz *)(1 λω = ； 1)(2 += zz λω  

圖 5-16  改變兩線段與基準線的夾角產生之結果 

 
圖 5-17 以定線複製法所產生 111 )( czz += λω ； 222 )( czz += λω 之吸子 
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5-3 維度( Dimension )之探討 

  碎形的特性有：(1) 自我相似；(2)處處不可微分；(3)非整數維度( fractional 
dimension )。在歐幾里德幾何學中，我們所認識的點、線、面或體的維度皆為整數，然

而，碎形卻有非整數的維度。以視覺化的觀點，碎形維度表示圖形粗糙的程度、結構的

複雜度，或者是代表著碎形的長度、面積或體積介於兩次疊代之間的增加速率。 
  關於碎形的維度，有幾種不同的度量方法：(1) Hausdorff Dimension；(2)Self-Similarity 
Dimension；(3) Box-Counting Dimension。後兩種只適用於等長線段所構成之碎形，然而，

定線複製法的使用並不侷限於每條線段必須等長，因此經過數次的疊代之後，可能每條

線段的長度都不盡相同，這樣的碎形便無法以後兩種方法來度量維度，所以在此我們採

用的是「Hausdorff Dimension」的度量方法。在介紹 Hausdorff Dimension 之前，我們必

須先了解 Hausdorff measure 的概念。 

5-3-1 Hausdorff measure 

    本節我們將介紹一些與 Hausdorff Dimension 相關之定義與性質，首先是「Hausdorff 
measure」的概念：U 是 n 維歐幾里德空間 nR 中之任意子集合， },: |sup{||| UyxyxU ∈−=
為 U 的直徑( diameter )；將覆蓋 F 之直徑最多為δ 的集合蒐集起來成為 }{ iU ，即 

                ii UF ∞
=∪⊂ 1               (5.10) 

其中，對於每個 i 必須符合 δ≤< iU0 ，那麼如果 }{ iU 為可數的話，則稱 }{ iU 是 F 的一

個δ 覆蓋( a δ -cover of F )。根據上述，「s-dimensional Hausdorff measure」定義為：若 

           }F ofcover -  a is }{:||inf{)(
1
∑
∞

=

=
i

i
s

i
s UUFH δδ      (5.11) 

則 )(lim)(
0

FHFH ss
δδ→

= 為 F 的 s-dimensional Hausdorff measure，並具有下列特性： 

1. 若 F 為空集合，則 0)( =φsH 。 
2. 若 E 為 F 的子集合，則 )()( FHEH ss ≤ 。 
3. 若 }{ iF 為兩兩之間無交集的 Borel 集合之任意可數集，則 

                   ∑
∞

=

∞

=
=∪

11
)()(

i
i

s
ii

s FHFH                             (5.12) 

其中，Borel 集合是指重複地將開集合或閉集合經過可數次數的聯集或交集後所建造之

集合[21]。另外，介紹一個在運算上常用的性質「Scaling Property」：若 nRF ⊂ 且 0>λ ，

則 
                        )()( FHFH sss λλ =                              (5.13) 

其中 }Fx:x{ ∈= λλF 。 
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5-3-2 Hausdorff Dimension 

    根據(5.11)，如果 st > 且 }{ iU 是 F 的一個δ ( 1<δ )覆蓋，那麼可得到關係式如下：  

                             ∑ ∑−≤
t t

s
i

stt
i UU |||| δ                       (5.14) 

取 infima 後為 

                )()( FHFH sstt
δδ δ −≤                       (5.15) 

接著使 0→δ ，若 ∞<)(FH s 則 0)( =FH t ( st > )，這個讓 )(FH s 從∞跳到 0 的臨界值 s 
( critical value )就是 F 的 Hausdorff Dimension，標記為 FHdim 。 
    若現有定線複製法所產生之碎形 F，有 NFFF ,...,, 21 共 N 條長度不盡相同之線段，與

產生器中的基準線長度比分別為 Nλλλ ,...,, 21 ，根據(5.12)，F 的 Hausdorff Dimension 為 

           )(...)()()( 21 N
ssss FHFHFHFH +++=             (5.18) 

             )(...)()()( 21 FHFHFHFH N
ssss λλλ +++=         (5.19) 

根據 Scaling Property， 

                        )(...)()()( 21 FHFHFHFH ss
N

sssss λλλ +++=       (5.20) 

同除 )(FH s 後可得 

                             s
N

ss λλλ +++= ...1 21                        (5.21) 

如果這 N 條線段的長度為 Nlll ≤≤≤ ...21 且產生器中的基準線長度為 b，則(5.21)等價於 

                             sNss

b
l

b
l

b
l )(...)()(1 21 +++=                    (5.22) 

其中須滿足 1...21 ≤≤≤≤
b
l

b
l

b
l N ，才能使得 F 達到收斂狀態且其 Hausdorff Dimension 介

於合理範圍 21 ≤≤ s 。 
    圖 5-18中，產生器皆為四條線段所構成，它們與基準線的長度比分別為：(a) 3

1
3
1

3
1

3
1 ,,, ； 

(b) 3
1

4
1

5
2

3
1 ,,, ；(c) 3

1
4
1

4
1

3
1 ,,, 。經由四次疊代後的結果如圖右，根據(5.22)，這些圖形的

Hausdorff Dimension 分別如下列運算式： 

    (a) 1)()()()( 3
1

3
1

3
1

3
1 =+++ aaaa ssss                                        (5.23) 

    (b) 1)()()()( 5
2

4
1

3
1

3
1 =+++ bbbb ssss                                        (5.24) 

   (c) 1)()()()( 4
1

4
1

3
1

3
1 =+++ cccc ssss                                        (5.25) 
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可得到 2619.1≈as ， 2513.1≈bs ， 1263.1≈cs ，其中維度最小的(c)在第四次疊代後已幾

乎不再變動趨近收斂狀態，由此可知圖形的維度越小，會越快達到收斂狀態。 
 

 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

圖 5-18  Variations of von Koch Curve 
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第六章 對稱構圖 

  對稱構圖經常出現於各種族群的傳統圖案，尤其是伊斯蘭幾何構圖更是大量地使

用，其中包括十七種基本結構(見附錄二)，有些簡單有些卻相當複雜，而以往繪製對稱

構圖的方式，主要是使用特殊軟體來協助，才能夠處理這些分類繁多的複雜結構，我們

希望能將定線複製法的精神融入，重組結構使得結構層次化且分類單純化後，透過單一

指令呈現繪圖。 

6-1 以定線複製繪製對稱圖之方法 

    由於對稱變換中的平移、旋轉、鏡射與滑動鏡射四種基本操作，皆包含在相似變換

之下(滑動鏡射也只是鏡射與平移的結合)，因此使用定線複製法來製作高對稱性的圖形

是最適合的。 
    我們遵循以下演算法之中的幾項原則，來將傳統的對稱結構轉換成以線段所構成的

起始結構，以便執行定線複製法：

 

    1. 無鏡射之最小元件 
    若想對於某線段產生鏡射後的對稱圖案，我們可以賦予此線段「鏡射」的性質， 
    來告知系統這條被標記的線段在下回合疊代時將產生線對稱的效果，但如果線段的 
    數量過於龐大時，使用者很難以肉眼來判斷哪些線段具有鏡射性質而哪些線段沒 
    有，會容易造成混淆與控制的不便，所以在此我們所討論的定線複製法，線段是不 
    具「鏡射」性質的。然而鏡射並無法以線段反向或雙向線段來解決，因此我們考慮 
    擴大單位格子的選擇，將鏡射先做處理，或選擇其他基準線，將結構分解至無鏡射 
    之最小元件。 

圖 6-1  演算法 
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        如圖 6-2，我們可以看到在 p6m 中會出現鏡射的情形，因此我們將單位格子 
   擴大由兩個直角三角形所組成，而接下來的過程只需要旋轉不再有鏡射，所以(a)就 
   是 p6m 的無鏡射之最小元件。 

 
    2. 不同元件的處理 
        有時候無鏡射之最小元件所簡化的結構可能還過於複雜，我們會選擇擴大元 
    件，也就是將數個無鏡射之最小元件結合成為新的元件，但過度地擴大元件雖然能 
  使結構變得相當簡單，卻也會造成元件內部太複雜，故適當的擴大是必須在兩者之 
    間取得平衡。 
 
    3. 結構性地選擇基準線 
     找到無鏡射的最小元件之後，面臨的問題便是該如何選擇基準線。在選擇基準 
    線時，我們基於「結構性」的考量，以既有的線段為優先選擇，而避免再新增線段； 
    自行創造基準線的變化雖多，但必須考慮超出邊界所產生的問題。 
 
  4. 簡化( reduce )結構  
    原本的五種網狀系統(見附錄一)，經過取代的動作，可解構( decomposition )至 
    較簡單的結構，如圖 6-6，我們以平行四邊形 T 來取代 p6 中的結構，原本的 p6m 
    結構被簡化為 p6。

 
    5. 鏡射處理 
       如果無鏡射之最小元件中出現鏡射的情形，我們必須在設計型之圖樣的時候， 
    利用 Structure 中的對稱( reflection )功能將需要做線對稱的線段全部處理過後，才 
    能以此為產生器執行定線複製法。 

6-2 對稱圖的解構分析 

    上一節所提到的「解構」( decomposition )，我們發現在正方形與六邊形網狀系統中

存在一種對應關係，整理如下列的解構表所示： 

 
 圖 6-2  (a)為 p6m 的無鏡射之最小元件 

圖 6-3  將 p6 簡化為 p6 
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    1. 正方形網狀系統－p4, p4m, p4g： 
      解構表中，左欄為基本結構圖，經過不同元件(灰色區域)的取代可簡化為下 
  欄的解構圖，三者之間的關係如表 6-1 中的箭頭所指示，p4g 結構經過元件 a 之取 
    代會對應至 p4 的結構，他們的關係式可表示為：

 
  但 p4m 與 p4g 之間無法找到適當的取代元件來獲得對應關係。

 
    我們發現這三種基本結構圖分別以不同的元件來取代，卻可對應到相同的解構 
    圖 p4，因此如果同樣選擇正方形元件的右邊為基準線(方向朝上)，那麼對應至解構 
    圖會得到四條基準線所構成的十字型起始結構(方向皆朝內)，如表 6-2 的圖 a。 

 

表 6-1 p4, p4m, p4g 之解構表 

表 6-2 基準線的選擇與對應之結構 

 

圖 6-4  基本結構圖與元件、解構圖之間的關係式 
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        在表 6-2 的最底欄，p4m 以直角三角形的斜邊作為基準線會得到叉叉形狀的起 
    始結構 b，而 p4g 以直角三角形的斜邊作為基準線則會得到菱形起始結構 c，這些 
    都是由解構圖對應得來的起始結構，當我們將這三種起始結構放入正方形網狀系 
    統，巨型結構( macro structure )如表 6-3 所示。圖 6-5 是以圖 a 為起始結構的範例。 
 

 

    2. 六邊形網狀系統－p3, p31m, p3m1, p6, p6m： 
        在解構表中，我們可以看到除了 p3m1、p6 與 p31m 無法找到適當的取代元件 
    來獲得對應之外，其他的結構，兩兩皆有對應關係。如果以平行四邊形為取代元件， 
    則此五種結構皆可對應至解構圖 p3，雖然這樣的元件適用於每個結構來做簡化，但 
    在取代 p6m 的過程中，其平行四邊形的元件裡包含過多複雜的小結構，在操作上並 
    不容易；可是如果取代元件太細小，對應的解構圖就會相對地太複雜，因此必須在 
    兩者之間取得平衡，如表 6-4 中虛線所圈選者是我們認為元件不會過於細小，且簡 

 

表 6-3 起始結構與巨型結構之對應 

 

圖 6-5 以 a 為起始結構之範例 
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    化後的解構圖也不會太複雜的組合。 
   

 
    在表 6-5 與 6-6 中，舉例說明同一個基本結構圖但選擇不同的兩種基準線所對   
  應的解構圖以及起始結構，然而基準線的選擇並不侷限於這兩種。我們將其中三種 
    起始結構(表 6-5 的圖 a, b 和 c)放入六邊形網狀系統，巨型結構( macro structure )如 
    表 6-7。 

 
 

表 6-5 基準線的選擇與對應之結構(1) 

 

表 6-4  p3, p31m, p3m1, p6, p6m 之解構表 
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表 6-6 基準線的選擇與對應之結構(2) 

 

表 6-7  起始結構與巨型結構之對應 
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圖 6-6 以 a 為起始結構之範例 

 

圖 6-7 以 c 為起始結構之範例 
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第七章 多元產生器 

    我們在前幾章所討論的定線複製法，都只有使用單一產生器，而產生器中的型多為

線段所構成，雖然經由這樣簡單的單一產生器，已經可以創造出許多令人驚奇的結果，

但事實上，定線複製法的運用並不侷限於此，是容許數個產生器交互作用的，因此本章

主要介紹多元產生器( multi-generator )的疊代過程及其應用。 

7-1 理論 

  假設有 t 個不同的產生器 tGGG ,..,, 21 ，每個產生器中由 tn ( t=1,2,.. )條線段或物件所

組成，其中的變換可表示為                         

                             )1()1(
2

)1(
11 1

... nwwwG ∪∪∪=  

                             )2()2(
2

)2(
12 2

... nwwwG ∪∪∪=  

                             … 

                            )()(
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1 ... t

n
tt

t t
wwwG ∪∪∪=                      (7.1) 

對於起始結構 I 而言，每次都可以從 tGGG ,..,, 21 之中任選一個產生器來作定線複製，則

起始結構 I 之中的某一條線段在經過 k 回合疊代後的輸出結果為 

                         )))))(((...(( )()()()(
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=        (7.2) 

其中 tm ni ≤≤1 ， tsl ≤≤1 為生產器之選擇順序， ,...2,1=k 為有限次數疊代。 
    舉例來說，若現有 1G 、 2G 和 3G 三種產生器，分別由三條、四條及五條線段所組成

(如圖 7-1 )，即 

               )1(
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)1(
2

)1(
11 wwwG ∪∪=  

                )2(
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                  )3(
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3
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13 wwwwwG ∪∪∪∪=              (7.3) 

我們選擇 1G 為第一次疊代的產生器， 2G 為第二次疊代的產生器， 3G 為第三次疊代的產

生器，則經過三次疊代之後的輸出結果為 

            )))((( )2()3()1(
123321

IwwwI iiiiii =                  (7.4) 

其中 41 1 ≤≤ i ， 51 2 ≤≤ i ， 31 3 ≤≤ i ，共有 60 種組合，也就是有 60 條線段的產生。其中

的線段如 )))((( )2(
4

)3(
5

)1(
2452 IwwwI = ，表示它是起始結構 I，在第一次疊代經過 2G 的 4w 變

換為 4I ，第二次疊代經過 3G 的 5w 變換為 45I ，第三次疊代經過 1G 的 2w 變換最後得到
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452I ，圖 7-1 中較粗黑線段為 452I 的產生過程。 

 
    接下來，我們將多元產生器應用於繪製：(1)仿自然( artificial nature )；(2)貼磚( tiling ) 
與密鋪平面( tessellation )；(3)視覺設計( visual design )。 

7-2 仿自然  

    透過單一產生器的巧妙設計，與基準線的不同選擇，我們已經能夠模擬許多自然界

中的植物，如圖 7-2 之中的圖案，在枝幹、樹葉以及花朵的擬真方面，皆具有極高的相

似度，因此在視覺上會讓我們有認為像薰衣草、楓葉或樹等植物的感覺。 

 

  以單一產生器來使用定線複製法進行疊代，由於從頭到尾都是以同樣的產生器來取

代線段，使得整體的大架構與近看的細部架構是相同的，即具備碎形之「自我相似」的

特性。 
 

圖 7-1 多元產生器之交互運用 

圖 7-2  單一產生器仿自然之範例 
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    而透過多元產生器的交互運用，我們可以創造出更多彷彿相似卻又相異的植物。如

圖 7-3 中，我們有兩種同型但不同基準線的產生器 a 與 b，分別以不同的使用順序來進

行四回合的疊代。圖 7-3(1)是前兩次採用產生器 a，後兩次採用產生器 b 的疊代過程；

圖 7-3(2)則是前兩次採用產生器 b，後兩次採用產生器 a 的疊代過程。如果將兩個結果

對照，會發現雖然兩產生器同型造成細部結構(樹葉部分)是相同的，但是整體看來，兩

者的大架構(枝幹部分)與濃密程度卻是完全不同的，由此可知，前幾次疊代所採用的產

生器會影響整個大架構的外觀，後幾次疊代所採用的產生器則是造成細部架構的造型，

所以產生器的使用順序是會影響最後結果的關鍵因素之一。 

 
    圖 7-4 為三種產生器之範例，以產生器 a 進行第一次疊代，再以產生器 b 進行兩次

疊代，最後以產生器 c 進行一次疊代。然而，以三種產生器來排序完成四次疊代，共有
43 種組合，若有更多種產生器則將創造出更多變的組合，因此我們對於這些結果必須做

「編碼( labeling )」的動作，使得產生器的使用順序能夠一目瞭然，如圖 7-4 的範例，將

被編碼為「abbc」。 
  如果出現某些圖案被編碼為「abxx」，表示前兩次疊代分別使用產生器 a 和 b，那麼

它們在大架構上會是相似的；而如果有某些圖案被編碼為「xxab」，表示後兩次疊代分

別使用產生器 a 和 b，那麼它們在細部結構上會是相似的；疊代次數增多，仍會保有此

原則，故可從編碼上來分辨。 

 

圖 7-3  多元產生器的順序會影響結果 
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  植物在生長過程中，不可避免地受到許多外力因素影響其成長，包括風吹雨打或動

物啃食等干擾，使得整體架構並非相當符合自我相似的特性，故在模擬植物生長的過程

常常會引進「隨意化( randomness )」的想法，是為了更符合植物的真實狀態，在此我們

以「插花」原則之中剪枝與重組的概念來呈現隨意化。圖 7-6 是以此原則所產生之梅與

竹。 

 

圖 7-4  三種產生器之運用與編碼 

 
圖 7-5  多元產生器之範例 
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7-3 鋪磚與密鋪平面 

    「鋪磚( tiling )」是指將任意形狀之磁磚鋪於平面，兩兩之間無縫隙或重疊的情形發

生，譬如常見的磁磚地板、牆壁或天花板都是鋪磚的一種。

         
    使用定線複製法的基礎必須建立於起始結構是由線段所構成的，因此我們須先將鋪

磚的「平面」轉換為「線段」，而數學簡報系統( MathPS )所提供的方法包括：(1)分段 
( polygonal line to segment )；(2)顯示邊( show edges )；(3)線互切( cut line )等功能，可幫

助我們產生線段作為起始結構。譬如圖 7-8，將取消群組的格線適當地調整線段方向，

便得到了起始結構(a)，再以產生器(b)執行定線複製法的結果，即為鋪磚圖案。 

 
圖 7-7  tiling 之範例 

 

圖 7-6  經剪枝、重組後之梅與竹 
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   「密鋪平面( tessellation )」則是以正多邊形來作鋪嵌平面。根據正多邊形之類型可分

為三種：(1) regular tessellation；(2) semi-regular tessellation；(3) demi-regular tessellation。 
1. regular tessellation 是以單一正多邊形來作鋪嵌。 

 

   ,..., 21 nn 稱為點的種類( type of vertex )[16]，表示在正多邊形上任選一頂點，這    

   個頂點是由一個正 1n 邊形、一個正 2n 邊形…所環繞著，若其中包括 s 個正 in 邊 

   形則可簡記為
s

in ，譬如圖 7-10 中 3.3.3.3.3.3 可簡記為 63 ，以此類推。 
2. semi- regular tessellation 是以兩種以上的正多邊形來作鋪嵌。 
3. demi-regular tessellation ( polymorph tessellation )是具有兩種點的種類，又稱為 

2-uniform tessellation。

 

 
圖 7-8  以定線複製法繪製鋪磚圖案 

 
圖 7-9  regular tessellation 只有六角陣、三角陣與方陣三種 

 
圖 7-10  types of vertices 

          圖 7-11 ○a -○c  semi-regular tessellation ○d  demi-regular tessellation 
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    若根據邊與邊之間的相連狀態，則分為兩種：(1) edge-to-edge；(2) non-edge-to-edge。 
    1.  edge-to-edge 是指相鄰的兩正多邊形有某一邊完全重合。 
    2.  non-edge-to-edge 是指相鄰的兩正多邊形有某一邊僅部分重合。 

 
  接著我們示範如何以定線複製法繪製多邊形的 edge-to-edge 與 non-edge-to-edge 圖

形： 
  1. 多邊形 edge-to-edge 的密鋪平面 
        將多邊形顯示邊線並反向之後，每條邊皆可當為基準線，每次疊代時可選擇不  
    同的產生器來對任選的邊產生多邊形，由於定線複製法會根據線段的比例來產生與 
    型相似的多邊形複本，因此不必擔心基準線與疊代線不等長的問題，且所產生的複 
    本必定與已存在之多邊形為 edge-to-edge 相連。如圖 7-13，將五邊形顯示邊線後的 
    五條線段反轉成為順時針方向，並編號為 1 至 5；第一次使用 1 號基準線與五邊形 
    作為產生器，對虛線所圈選的邊以定線複製法產生 edge-to-edge 相連的五邊形 a； 
    第二次使用 3 號基準線與五邊形作為產生器，第三次則使用 4 號基準線，根據與基 
    準線之比例所產生的相似五邊形皆為 edge-to-edge 相連。 

 
        如果是正多邊形的 edge-to-edge，因為顯示邊線之後的每條邊所組成的產生器 
    是相同的，所以其實只有一種基準線。圖 7-14 左邊的三種產生器中，我們皆以底 
    邊作為基準線，一開始我們以正方形產生器讓正三角形的每個邊各長出一個正方 

 
圖 7-12  (a) edge-to-edge  (b) non- edge-to-edge 

圖 7-13  多邊形的 edge-to-edge 
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    形，接著以正六邊形產生器使虛線所圈選的三個邊各長出一個正六邊形，以此類 
    推，所產生的正多邊形之間都是 edge-to-edge 的。 

 
    2. 多邊形 non-edge-to-edge 的密鋪平面 
        由於這類的密鋪平面，是兩相鄰多邊形之間的邊只有部分重合，因此我們將邊 
  線「等分( divide )」成適當的數量，啟動對齊物件的功能後，藉著等分點的吸引力 
  來貼齊。圖 7-15 中，把每個正三角形的邊線皆等分為二，所以在拼貼正六邊形時， 
  可以和正三角形只重合二分之一的邊。 

 
  在這節的內容裡，我們所強調的是圖形間「無重疊」與「無縫隙」之鋪貼，但如果

跳脫這些限制，允許重疊的現象發生或不再強調( non-)edge-to-edge 時，會有更多的發揮

空間來創造出特殊的圖樣，這類的圖樣我們稱之為「partial edge-to-edge」的密鋪平面，

如圖 7-16，左圖中有些多邊形是邊與邊相連，有些則是重疊；右圖中有些多邊形之間僅

以頂點相連。這類型的圖樣，重疊的情形在經過重新切割後可獲得新的網狀結構與型，

依舊屬於密鋪平面，所以使用者在設計圖樣的過程中並不需特別擔心重疊的情形，能更

自由地任意創造，因此在下一節，我們將說明如何以定線複製法來做圖案設計。 

 

圖 7-14  正多邊形的 edge-to-edge 

圖 7-15  non-edge-to-edge 的主要步驟：等分( divide ) 
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7-4 圖案設計 

  想要創造出具有視覺效果的圖樣，產生器與起始結構的設計是首要條件。如圖 7-17
中的七個圖樣，是由放射線的起始結構(a)，進行一次以上的定線複製法所產生的，我們

可以看到有些圖樣是產生器互相交錯而來的，有些則完全不重疊，這都是受產生器之影

響。同樣地，圖 7-18 則是採用格線或方陣的起始結構，雖然圖案或線段之間有重疊或

空隙，但也可視為密鋪平面的一種應用。 

 

 

 
圖 7-17  以放射線為起始結構之圖案設計範例(1) 

 
圖 7-18  以格線及變形為起始結構之圖案設計範例(2) 

 
圖 7-16  partial edge-to-edge 密鋪平面 
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    除了上面這些執行一次定線複製法的成品，我們也可以將「疊代」的概念放進來，

如圖 7-17 中的 c、d、f 就是以放射線為起始結構疊代多次所產生的圖案，其過程如圖

7-19 所分解。圖 7-20 為同樣以放射線進行疊代之範例，但增加疊代次數使線條顯得更

細緻，在視覺上有股典雅的味道。 

 

7-5 其他

圖 7-19 圖案設計之疊代概念 

 
圖 7-20  圖案設計之疊代範例 

圖 7-21  其他範例(1) 
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圖 7-22  其他範例(2) 

圖 7-23  其他範例(3) 

圖 7-24  其他範例(4) 
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第八章 結論 

定線複製法的特點 

定線複製法以視覺化的方式提供相似變換所需要的訊息，讓我們能夠在一般的構圖

平台上，以手動的方式完成定點位移、定角旋轉、定長縮放，以及定線鏡射的動作。操

作者只需要告訴定線複製法相關定位訊息的所在即可，不需要直接輸入相似變換所需要

的位置、角度及縮放比例等數值資料。更重要的是，不需要直接運用滑鼠處理平移、旋

轉、縮放及鏡射，解決了滑鼠操作的不確定性與不準確性，也節省了大量的人力操作。 

定線複製法提供一個通用型的繪圖環境，產生器與起始結構和系統本身並沒有任何

的關聯，所有的型或結構都是自由規格，可運用各種方法產生。此一特性可提供使用者

更具彈性的繪圖空間。比如：幾何對稱構圖、密鋪結構性強，自我相似圖、仿自然及視

覺設計結構性弱。 

設計自我相似圖時，如仿自然，產生器的圖像和最後的結果之間有著相似的感覺，

不過這種感覺並非都非常的強烈，有其模糊性，似乎可以掌握，又不確定。這一個特性

讓使用者設計圖像時有依循的方向，產生的結果卻往往充滿驚奇，這是其他設計自我相

似圖的軟體無法提供的。 

疊代往往需要大量的計算，因此何時停止繼續疊代，是一個重要的課題。在數學的

上，當疊代無窮多次後W(A ) A∞ = ，即稱為達到收斂狀態－數學概念上的收斂。在數值

計算上，我們可以定義一個容忍程度，決定收斂的時機－數值計算上的收斂。如果計算

的結果需要數位化後呈現在電腦螢幕上，那麼容忍的程度就更為寬鬆－數位呈現上的收

斂。以定線複製法疊代繪製圖像時，由於線段具有「素描」的效果，在幾個循環之後，

畫面上的圖像雖然仍在變動中，圖像已經能讓人有所感覺－視覺上的收斂，這是定線複

製法的一個特色。 

未來研發方向 

1. 多元產生器的設計 

    單一的產生器所能繪製的圖像比較單純，然而，在我們的生活中所見到的圖像大部

份是由多種結構所構成，比如大樹的整體形象是由樹幹及較粗的枝幹所構成，它們和細

枝及新芽，結構是不同的。如何運用多元產生器設計圖案的主要結構，次要結構，以至

於末梢微型結構。
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2. 起始結構中屬性的設置 

當起始結構與產生結構中的線段具備多種屬性時，可讓不同的產生器在不同屬性的

起始結構上作用，創造更為複雜精緻的圖案。如圖 4-25，是我們在產生器的各個線段中

賦予不同的「鏡射」組合，產生一系列的圖形變化。屬性的設計與掌控，可協助構圖。 
 

3. 定線複製法、定框複製法與其他複製法則之結合 

  本文所探討之定線複製法，主要是以「線段」作為基準，呈現視覺上的相似變換；

Structural Self-clone Method 中的「定框複製法( Frame-Based Duplication )」，以「框」為

基準，可以處理仿射變換，它的作用比定線複製法強，但是視覺效果不好，操作不易。

如何結合兩者特點，研發更具效果的繪圖環境是未來必要的工作之一。 
 
4. 與繪圖專業軟體結合 

 PowerPoint 只提供簡單的繪圖功能，我們將定線複製法外掛在該軟體上，本文所有

的構圖，都是運用外掛於 PowerPoint 的 MathPS 所繪製而成。簡單的功能，已經能夠發

揮如此強的效益，如果能夠結合繪圖專業軟體，那麼所產生的人力效益將更為強大。 
 
5. 視覺知覺之研究 

    對於所繪製的結果，使用者時常會自動產生一種「感覺像某種事物」的圖像感覺，

針對視覺知覺這方面的研究，我們可以再作更進一步的探討。 
 
 

 

表 8-1 多元產生器之運用 
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附錄一  五種網狀系統 
    重複圖樣的背後必存在由平移基底 u 和 v(見 1-2-3)所組成的網格或網狀系統，這兩

組平行線共可產生五種網狀系統： 
    (1) 鄰邊不等之斜平行四邊形 
       可能的對稱只有 o180 旋轉。 

 
    (2) 矩形 
    可能的對稱有 o180 旋轉，單邊或雙邊的鏡射及滑動鏡射。 

 
    (3) 不含 o60 角之菱形(中心矩形網狀系統) 
       由於菱形的兩對角線是互相垂直且等分，可視為有中心的矩形，故又稱「中 
   心矩形網狀系統」，可能的對稱有 o180 旋轉與鏡射。 

 
 

 

圖 1  鄰邊不等之斜平行四邊形 

資料來源：伊斯蘭的幾何藝術 

 

圖 2  矩形 

資料來源：伊斯蘭的幾何藝術  

圖 3  不含
o60 角之菱形與中心矩形 

資料來源：伊斯蘭的幾何藝術 
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    (4) 正方形 
       可能的對稱有 o90 或 o180 旋轉， o45 或 o90 鏡射。

 
    (5) 含 o60 角之菱形(六邊形網狀系統) 
    這種特殊菱形可被分為兩個正三角形，而環繞一個點的六個正三角形可聚集成

為一個六邊形，故又稱「六邊形網狀系統」，可能的對稱有 o60 、 o120 、 o180 旋轉與 o60
倍角之鏡射與滑動鏡射。

 
 
資料來源： 
[1] Armstrong, M. A., Groups and Symmetry, Springer-Verlag, 1988. 
[2]塞伊德․蔣․阿巴斯( Syed Jan Abas )，阿默․夏克爾․薩爾曼( Amer Shaker Salman ) 
  著，伊斯蘭的幾何藝術，廖純中譯，左岸文化，台北，2004。 
[3] Victor Ostromoukhov, Mathematical Tools for Computer-Generated Ornamental Patterns, 

Artistic Imaging and Digital Typography, Lecture Notes in Computer Science 1375, 
Spring Verlag, pp.193-223, 1998. 

 
 
 
 
 
 
 

 

圖 4  正方形 

資料來源：伊斯蘭的幾何藝術 

 

圖 5  含 o60 角之菱形與六邊形 
資料來源：伊斯蘭的幾何藝術 
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附錄二  十七種圖樣型態 
    即十七種二維圖樣，每種圖樣只出現在特定的網狀系統，如表 1 所示： 

表 1 單位格子形狀與圖樣型態之對應表 

單位格子形狀 圖樣型態 

平行四邊形 p1, p2 
矩形 pm, pg, pmm, pmg, pgg, cm, cmm 
菱形 cm, cmm 
正方形 p4, p4m, p4g 
六邊形 p3, p3m1, p31m, p6, p6m 

 

    以下將介紹「拼貼磁磚式演算法」之表示法，並以此呈現這十七種圖樣形態。表示

法所使用的符號意義如下所示： 
  (1)「T」表示樣本磁磚，即單位格子的形狀。 
    (2)「 HT 」與「 vT 」分別表示以水平或垂直方向為軸將 T 鏡射所得之磁磚。 

    (3)「 ABT 」表示以線段 AB 為軸將 T 鏡射所得之磁磚。   

    (4)「 ∏T 」表示將 T 上下顛倒所得之磁磚。 

   (5)「 PTθ 」表示將 T 繞著點 P 旋轉θ 角度所得之磁磚。 

    (6)「+」表示將兩個磁磚拼貼在一起的動作。  
    (7)「U」表示單位磁磚，可能由數個樣本磁磚所拼貼而成。 
    對於每一種圖樣，我們必須暸解單位磁磚之拼貼過程，包括旋轉與鏡射的方式等

等，並注意每個樣本磁磚的方向。 
 
    (1) p1 

 
 
 
 
 
 
 

 
T = 任意平行四邊形 
U = T 

圖 6  p1 
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    (2) p2 

 

    (3) pm 

 

    (4) pg 

 

    (5) pmm 

 
 

圖 10  pmm 

    

 

T = 任意矩形 
U = T+ vT + ∏T + HT  

圖 9  pg 

    

 

T = 任意矩形 
U = T+ HT  

圖 8  pm 

    

 

T = 任意矩形 
U = T+ vT  

圖 7  p2 

 

 

T = 任意三角形 
U = T+ ∏T  
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    (6) pmg 

 

    (7) pgg 

 
    (8) cm 

 
 
 
 

圖 13  cm 

    

 

T = 任意矩形 
U = T+ vT +T+ vT  

   

 

T = 任意等腰三角形 
U = T+ vT  

圖 12  pgg 

    

 

T = 任意矩形 
U = T+ HT + ∏T + vT  

圖 11  pmg 

   

 

T = 任意矩形 
U = T+ vT + HT + ∏T  
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    (9) cmm 

 

    (10) p4 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

T = 任意正方形 

U = T+ OT90 + OT180 + OT270  

圖 15  p4 

    

 

T = 任意直角三角形 
U = T+ vT + ∏T + HT   

圖 14  cmm 

   

 

T = 任意矩形 
U = T+ ∏T + HT + vT  

+ ∏T +T+ vT + HT  
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    (11) p4m 

 

    (12) p4g 

 
    (13) p3 

 
圖 18  p3 

   

 

T = 任意 o60 , o120 菱形 

U = T+ OT120 + OT240  

T = 任意等腰直角三角形 

BCTTT +=1  

U = 1T + OT 901 + OT 1801 + OT 2701  

 

圖 17  p4g 

  

     

 

T = 任意等腰直角三角形 

ABTTT +=1  

U = 1T + BT 901 + BT 1801 + BT 2701  

圖 16  p4m 
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    (14) p3m1 

 
    (15) p31m 

 
    (16) p6 

 
 
 
 

T = 任意底角為 o30 之等腰三角形 

O
240

O
120 T + T+T1 =T  

U = T1+ ∏1T  

       

       

 

 

圖 21  p6 

圖 20  p31m 

T = 任意底角為 o30  

    之等腰三角形 

ABTTT +=1  

U = T1+ OT 1201 + OT 2401  

    

     

 

T = 任意正三角形 

OPTTT +=  

U = T+ OT120 + OT240  

 

圖 19  p3m1 
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    (17) p6m 

 

 
資料來源： 
[1] Armstrong, M. A., Groups and Symmetry, Springer-Verlag, 1988. 
[2] Grünbaum, B., Shephard, G. C., Tilings and Patterns, W. H. Freeman and Company, New  

York, 1987. 
[3] Shubnikov, A. V., Koptsik, V. A., Symmetry in science and art, Plenum Press, New York,  

1974. 
[4]塞伊德․蔣․阿巴斯( Syed Jan Abas )，阿默․夏克爾․薩爾曼( Amer Shaker Salman )

著，伊斯蘭的幾何藝術，廖純中譯，左岸文化，台北，2004。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

T = 任意 o30 , o60 , o90  

    之直角三角形 

VTTT +=1  

O
240

O
120 T1 + T1+T12 =T  

U = T2+ ∏2T  

PP UUUU 2401202 ++=  

      

      

 

 

圖 22  p6m 
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附錄三  古典碎形之產生器分析 

 

Koch Snowflake 

 

L-systems MathPS 
Axiom         ：F++F++F 
Production Rules：F → F++F++F 

＋ → ＋ 
－ → － 

Parameter      ： =δ 60degrees 

 

 
 

【Line-Based Duplication】 
 
 

Koch Antisnowflake 

 

L-systems MathPS 
Axiom         ：F--F--F  
Production Rules：F → F-F++F-F 

＋ → ＋ 
－ → － 

Parameter      ： =δ 60degrees 

 

 
 

【Line-Based Duplication】 
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Cesàro Fractal 

               

L-systems MathPS 
Axiom         ：F+++F+++F 
Production Rules：F→F++F----F++F  

＋ → ＋ 
－ → － 

Parameter      ： =δ 30degrees 

 

 
 

【Line-Based Duplication】 
 
 

Minkowski Sausage 

 

L-systems MathPS 
Axiom         ：F 2+ F 2+ F 2+ F 
Production Rules：F → 1− F 2+ F 2− F 

＋ → ＋ 
－ → － 

Parameter      ： 1δ 27degrees≒  
=2δ 90degrees 

 

 
 

【Line-Based Duplication】 
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Exterior Snowflake 

 
L-systems MathPS 

Axiom         ：F+F+F+F+F+F 
Production Rules：F→F+F--F+F 

＋ → ＋ 
－ → － 

Parameter      ： =δ 60degrees 

 

 
 

【Line-Based Duplication】 
 
 

Cross-Stitch Curve 

 

L-systems MathPS 

Axiom         ：F-F-F-F 
Production Rules：F → F+F-F-F+F 

＋ → ＋ 
－ → － 

Parameter      ： =δ 90degrees 

 

 

 
【Line-Based Duplication】 
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Levy Tapestry 

 

L-systems MathPS 
Axiom         ：F+F+F+F 
Production Rules：F → E-F-E+E-F-E 

++E-F-E+E-F-E
where |F|=2|E| 

＋ → ＋ 
－ → － 

Parameter      ： =δ 90degrees 

 

 

 
【Line-Based Duplication】 

 
 

Ice Fractal 

                
L-systems MathPS 

Axiom         ：F++F++F 
Production Rules：F → F--E+++E--E 

+++E--F 
where |F|=2|E| 

＋ → ＋ 
－ → － 

Parameter      ： =δ 60degrees 

 
 

 
 

【Line-Based Duplication】 
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Hilbert Curve 

 

L-systems MathPS 

 

  

 

 
 
 

 

Axiom         ：L 
Production Rules：L → +RF-LFL-FR+ 

R → -LF+RFR+FL- 
F → F 
＋ → ＋ 
－ → － 

Parameter      ： =δ 90degrees 【Line-Based Duplication】 
merge 

 
 

S-Shaped Peano Curve 

 
L-systems MathPS 

  Axiom         ：S 
Production Rules：S→SFZFS+F 

+ZFSFZ-F-SFZFS
Z→ZFSFZ-F 

-SFZFS+F+ZFSFZ 
F → F 
＋ → ＋ 
－ → － 

Parameter      ： =δ 90degrees 
【Line-Based Duplication】 

merge 
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Peano Curve 

                  

L-systems MathPS 

Axiom         ：F 
Production Rules：F → FF+F+F 

+FF+F+F-F 
＋ → ＋ 
－ → － 

Parameter      ： =δ 90degrees 

 

 

 
【Line-Based Duplication】 

 
 

Peano-Gosper Curve 

 

L-systems MathPS 

Axiom         ：F 

Production Rules：F → -F+ F + F -F 

                      -FF- F + 
＋ → ＋ 
－ → － 

Parameter      ： 60=δ degrees 

 

 
 

【Line-Based Duplication】 
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Sierpinski Arrowhead Curve 

 
L-systems MathPS 

Axiom         ：L ( +F-F-F+ ) 
Production Rules：L → +R-L-R+ 

R → -L+R+L- 
＋ → ＋ 
－ → － 

Parameter      ： =δ 60degrees 

 

 
 

【Line-Based Duplication】 

 
 
 

Levy Fractal 

 

L-systems MathPS 
Axiom         ：-F+F+F- 
Production Rules：F → E-F-E+E-F-E 

++E-F-E+E-F-E 
where |F|=2|E| 

＋ → ＋ 
－ → － 

Parameter      ： =δ 90degrees 

 

 
 

【Line-Based Duplication】 
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H-Fractal 

 

L-systems MathPS 

Axiom         ： F ( F F ) 

Production Rules：F→  
＋ → ＋ 
－ → － 

Parameter      ： =δ 90degrees 

 

 

 
【Line-Based Duplication】 
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Sierpinski Sieve / Sierpinski Gasket 

 

L-systems MathPS 

 

 

 
【Line-Based Duplication】 

Axiom         ：FXF++FF++FF 
Production Rules：F → FF 

X → ++FXF—FXF 
--FXF++  

＋ → ＋ 
－ → － 

Parameter      ： =δ 60degrees 

 

 

 
【Frame-Based Duplication】 

Iterated Function System 

 
 

r =1/2 
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Sierpinski Carpet 

 
L-systems MathPS 

 
 
  

【Frame-Based Duplication】 

Iterated Function System 

 
 

r = 1/3 
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Box Fractal 

 

L-systems MathPS 

 

 
【Line-Based Duplication】 

 

 then       取代 

【Line-Based Duplication】 

 
 
 

 

 

【Frame-Based Duplication】 

Iterated Function System 

 
 

r =1/3 ⎥
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Cantor Dust 

 

L-systems MathPS 

 
 

 then        取代 

【Line-Based Duplication】 
 
 
  

 
【Frame-Based Duplication】 

Iterated Function System 

 
 

r =1/3 
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Cantor Square Fractal 

 
L-systems MathPS 

Line1：“*”→“*”，“ ”→“ * ” 
Line2：“*”→“*”，“ ”→“***” 
Line3：“*”→“*”，“ ”→“ * ” 

 

 
【Frame-Based Duplication】 

Iterated Function System 

 
 

r =1/3 
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