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摘 要       
在語音辨識的領域上，往往需要使用少量的資料來對模型進行校估藉以使得模型更為強健

(robust)。在語者確認的問題上，時常也需要面對資料量很少的情形之下從事語者模型的訓練

或測試的問題。 

本研究首先提出稀少性資料(sparse data)的輸入情況下，語者確認(speaker verification) 的問

題在混合高斯 GMM (Gaussian mixture model)模型上的度量分數分佈情形會產生和原先假設之

間有落差的現象。本研究稱此種現象為「分佈不匹配(distribution mismatch)的問題」。針對此分

佈不匹配的問題，本研究首先提出使用截尾分佈機率密度函數(truncated probability distribution 

function)的概念來近似。最後以此為基礎，使用次序統計(order statistic)量的概念，推導得出一

個以圖(graph)為基礎的聯合分佈機率模型；可以同時以機率的形式描述完整機率密度函數和截

尾分佈機率密度函數。 

         本研究建立一個以輸入資料，資料之最小值，資料之分佈範圍大小，資料分佈範圍下的累

積機率（覆蓋率）及資料長度五個隨機變數的聯合分佈機率密度函數。配合 Gaussian quadrature 

積分的取樣概念，得出最少取樣點下最精準的估計公式。最終的目的是希望以較優勢的資訊量

補償在傳統的統計推估上，因為資料量稀少所造成的估計標準誤增加的問題。 

最後，本研究以語者語句所獲得之相對於 UBM(universal background model)模型規一化平均

分數對 EER(equal error rate)進行假設檢定(hypothesis test)；由實驗的結果得知，假設檢定可以有

效的減少語者確認時，因為抽樣誤差所造成的誤判。 

本研究的另外的主要成果在於確立稀少性的輸入資訊下，如果要出現原先我們所假設的分

佈狀況的可能性將是一個機率的隨機行為；本研究所得出的結論：「當輸入的樣本數量小於 20

的時候，輸入樣本的覆蓋範圍和原來的假設 PDF 之間會互相匹配一致」的假設必須使用機率

事件來描述才能完全掌握整體隨機變數的特性，而本研究完成了這個機率事件的描述公式。
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ABSTRACT 

It is a frequent facing problem for sparse data input to make a robust 

model testing with speech recognition. This phenomenon also 

encountered in the field of speaker verification with small data enrollment 

to do training or testing. 

A new approach to sparse data input caused problems named 

“distribution mismatch(DM)” was addressed. The core of DM which was 

on account of the coverage of the probability distribution function(PDF) 

of the input data which are applied to GMM(Gaussian mixture model) 

score calculation is not full mapping to the original PDF assumption. 

There maybe be some differences between the original assumption PDF 

to the new one generated by sparse data input and we suggested to using 

the truncated probability distribution function for modeling this situation. 

 The most important addition to be made to what we have said about 

DM is that we have derived a new joint PDF based on graph theory with 

order statistic and the new formula would act as the truncated PDF or the 

original PDF measured by this joint PDF. 

 We have succeeded establishing the joint PDF which is compose of five 

random variables, including the input data, the minimum order of input 
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data, the range of input data, the coverage of input data and the sample 

size of input data to estimate with Gaussian quadrature integration.  

 In the end of experiment, we take a hypothesis test to the equal error 

rate(EER) of the average score per frame of per sentence announced by 

the speaker normalized to the universal background model(UBM) and the 

same score announced by imposter normalize to the UBM model.  

There are good evidences to show that hypothesis test could decrease 

the error probability for speaker verification. The other finding finished 

by this study is that we discover a special fact caused by sparse data 

input. 

 We usually regard the input random variable submitted to a certain 

probability distribution function but it is probabilistic to agree with this 

assumption when the input sample size is less than 20. Finally, we have 

derived the joint probability distribution function about it. 
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1. 緒論 

1.1. 研究緣起 

 語音辨識(speech recognition)是目前在自動化辨識領域之中最為成熟的一門技

術，並且已經進入商品化的階段。在目前的研究項目之中，稀少性資料(sparse data)

的訓練方法是一個熱門的研究領域。我們總是希望以很少的資料得出很好的辨識

結果。但是資料量一但減少，很多統計假設都會產生估計偏差，如何減少這些偏

差就成為稀少性資料輸入的熱門研究對象。 

 

1.2. 研究動機 

在進行語音辨識的起始階段，通常都要進行人機之間的模式校估階段，藉此

來使得辨識的精確度更為提高。通常在這個階段，我們希望利用最少的資料得到

最迅速又正確的結果。這個動作通常我們稱之為語者調適 (speaker adaptation)。

語者調適的前提是我們有足夠的語料訓練基本的辨識模型，然後利用少量的資料

得出其他不存在語者的訓練模型。如果資料量真的很稀少，到了某一個臨界值

(threshold)以下時，是否我們原來對於資料的假設依然正確呢？ 

1.3. 研究方法 

本研究之主要目的在於分析稀少性小樣本的抽樣特性。一般而言，當我們的

抽樣數量變的稀少時，往往會和我們原來的假設有所偏離。本研究稱這種現象為

Distribution Mismatch(DM)，當 DM 現象開始發生時，如果我們能夠使用數學工

具將這種效應清楚地描述出來，則模型與資料之間的一致性將會更好，對於促進

辨識結果會更有幫助。 
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DM 可能發生的另外一個情形，就是遮蔽性的輸入資料。假設我們在實驗室

的錄音行為，有時候為了去除背景的低頻雜音，我們會選擇開始錄音的前一分鐘

左右的訊號為背景成分，然後再將錄音訊號減去背景訊號得出真正乾淨的人體發

音訊號成分。如果我們使用遮蔽資料的分析方式，直接將低頻部份截除是否仍然

可以保持相同辨識率？另外可能產生的疑問？究竟可以截取多少的資料予以忽

略呢？ 

另外可能附帶產生的疑問？如果我們本身擁有完整的資料，卻故意將資料予

以設限(censored data)，只取其中一部分的資料來進行實驗觀察，在這種設限資

料(censored data)的推估下，所可能產稱的最佳利益是為何種？又如何予以應用

呢？ 
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1.4. 語者確認文獻回顧 

 傳統的語者確認方法(Conventional Speaker 

Verification) 
 

 

Parameters of Speaker Verification 

UBM 
Client 

Imposter 

System Cohort 

Parameters 

圖表 1 語者確認上之參數蒐集分類 

Client: 當事人，語者確認時被假設的對象 
 
UBM: universal background model or world model，對照模型；所有非當事人的語

料所構成的聯合模型 
 
Imposter: 偽裝者，在 UBM 的集合中，偽裝成 client 時容易通過受測的個體所成

的集合 
 
Cohort: 同隊集合，假定語料庫中所有的 client model 都已經完成。此時想要檢測
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其中的某ㄧ個 client 時，以該 client 為基準，以統計方法度量尋找 imposter 中的

所有模型參數值，以參數值最接近者，分項組合出最近似受測 client 的模型，作

為對照模型。或者也可以選擇在 UBM 集合中，所得到的測試分數前 Top N 所對

應的 imposters 作為選擇組成 cohort set 的標準。 
 
System parameters:常用的系統參數 
錯誤率：主要包含兩個部份，錯誤發報(false alarm,FA)和失誤(false rejection,FR)。 
門檻值(threshold)：用來判定輸入與料是否隸屬於假設中的當事人(client)的標準

值。常用的兩種門檻值： 
EER(equal error rate):使得 false alarm 等於 false rejection 的門檻值。 
HER(half error rate)：新的門檻值選取是根據前次的錯誤率一半的效用來決定。

HER=1/2(FA+FR)。 
Detection Cost Function (DCF) 偵測成本函數，用來反映整個語者確認系統的好

壞程度。 
 

( | ) ( |FR client FA imposter )DCF C P P FR client C P P FA imposter= ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅

 (1.1) 
常用的典型值： 

imposter0.01    and  P 0.99

10
1

client

FR

FA

P

C
C

= =

=

=
following the NIST recommendation 

 
 
根據語料內容，一般將語音轉化成 MFCC(Mel scale frequency cestral coefficient )
特徵參數，經過向量量化(vector quantization)以及分群(clustering)演算。最後再使

用混合高斯模型 GMM (Gaussian mixture model)，建立語者(client)的模型以及背

景(UBM, universal background model)。以下假設有 M 位 speaker 欲進行 speaker 
verification。則實際上的執行步驟如下： 

使用 EM(Expectation maximization)演算法，對每一位 client 求算 GMM 參數 所

以每一位 client 的 PDF(probability distribution function)都可以使用混合高斯進行

展開。 

 ˆ ˆ( ) ( ) ( )
ˆˆP( ˆ| ) P ( ) ( ; ,s s

j s j jk k
k

x s x c N x u⇒ = ⋅ Σ∑ )s
k  (1.2) 
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ˆ
ˆ( )

( ) :  of client

: mixture weight

，

，

s j
s
k

P x PDF

c

每位當事人的機率密度函數

在client上，每個混合高斯成分的權重值
 

ˆ( )

ˆ( )

:  vector

:  covariance matrix

:  j-th input frame of feature vector

:mixture index

Σ

，

，

，

，

s
k
s
k

j

u mean

x the

k

client上的混合高斯成份平均向量

client上的混合高斯成份協方差矩陣

第j幅輸入MFCC向量

混合高斯成分計數編號

 

 

針對當事人以外的所有受測試語者訓練背景模型 universal background 
model(UBM)參數。通常最簡單的方式是將這些非當事人的 client model 進行平

均。 
 

1
1

( ) ( ) ( )
, ,

,
( ,| ) P ( ) log( ( ; ,i i

j j ji m i m i m
i i m

P x x c N x u
M

Ω Ω
ΩΩ ⇒ = ⋅ Σ

− ∑ ∑ ))iΩ

 (1.3) 

( )
i,m

P ( ) :

c :

i=1,2 M-1,

Ω

Ωi

jx

"

背景模型之機率密度函數

第i位偽裝者的第m個混合高斯成分權重值

偽裝者集合中的語者編號

  

( )
,
( )
,

Ω

ΩΣ

i

i

i m

i m

j

u

x

第i位偽裝者的第m個混合高斯成分平均向量

第i位偽裝者的第m個混合高斯成分協方差矩陣

第j幅輸入MFCC向量

:

: 

:

 

計算概度比值並且進行判斷 

 1
1

ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )

ˆ( ) ( ) ( )
, , ,

,

P ( )
( ) log( ) log( ( ; , ))

P ( )

log( ( ; , )) logi i i

s j s s
j jk k

j k
s

ji m i m i m
i i m

x
llr x c N x u

x

c N x u
M

Ω

Ω

Ω Ω Ω

<

⇒ = ⋅

− ⋅ Σ
−

∑

∑ ∑

ŝ
kΣ

> Λ
 (1.4) 

 

 15



( ) ˆ( | ) ratio ( )
( | )

ˆ (client)

:

⇒ =
Ω

Ω

p x slikelihood LR x
p x

s

x
偽裝者模型

輸入MFCC特徵向量

相似度比

:當事人 模型

:

 (1.5) 

 決策準則 

 
 x

 
 x

ˆ,
( )

,
decide s

if LR x
decide

> Λ ∈⎧
⎨< Λ⎩ ∈Ω  (1.6) 

Λ：自行選定的門檻值  
以上(1.2)到(1.6)就是典型的語者確認過程。 
 

 相似度分數標準化(Likelihood Score 

Normalization) 
上一節所描述的是單一 frame 作為輸入的過程，但實際上這樣的決策風險過高，

並不實用。所以實用上通常是取多個 frame 的輸入分數進行平均。 
 
首先將 GMM 的輸出分數取對數 log(.)運算。GMM 的輸出取 log(.)運算之後將會

形成高斯分佈 

 j llr(x ) log( ( )j )Define LR x⇒ =  (1.7) 

多重輸入 n frame 下之決策分數為： 

 

1 2

1 1Sequence Decision

 is feature vector(MFCC)

ˆ( ) log(P ( )) log(P ( ))

[ , ],

s j j
j j

j n j

llr X x x
n n

X x x x x x

Ω⇒ = −

=

∑ ∑

" "

 (1.8) 

  (1.9) 
decide client
decide imposter

( ( )) log ,
( ( )) log ,

if llr X
if llr X

> Λ⎧
⎨ < Λ⎩

 
式子(1.9)是一般在進行speaker verification的判別式子，但是一般因為語者確

認在應用上的區別，我們會將(1.8)進行所謂的score normalization藉以獲得更好的
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辨識結果。一般語者確認常用的score normalization分別有T norm和Z norm兩種R. 
Auckenthaler et. all.[1], C. Barras and J.-L. Gauvain[2]： 
 

 針對偽裝者模型之分數標準化（Score 

Normalization of Imposters of UBM or Cohort 

Set） 
最基本的分數計算可以使用 UBM 標準化分數，統計輸入的測試語料在當事

人和偽裝者兩個不同集合的平均分數差距。另外 cohort 的分數計算方式也相當近

似，只是 cohort set 通常會選取和當事人（client）比較近似的偽裝者(imposter)，
其餘剩下的 imposters 會被捨去，所以 cohort set 通常是 UBM set 之部分集合。 

 ˆˆ ˆ( , ) log( ( | )) log( ( | ))imposter s j j
j j

S X s p x s p x
n n
γ γ

Ω= −∑ ∑ Ω  (1.10) 

compensating coefficient for independent assumption:γ ：補償係數  

ˆ( , )imposterS X s ：決策分數 

γ 稱為補償係數，用來補償因為假設 client 和 imposter 兩個集合是完全獨立的 
兩個集合所產生的誤差。 
 
 
 
T norm(Test norm):只針對 client 部分的分數進行歸一化的處理。 
 

如果將每次的輸入序列訊號 X 在 client model 上的平均分數

( ˆ ˆlog( ( | ))s j
j

p x s
n
γ ∑ ) 視為是一個隨機變數  ˆ ( )cs X

 
ˆ ( )

_
ˆ ( )

ˆ ( )
ˆ( , ) c

c

c s
T norm

s X

s X u
S X s

σ
X−

=  (1.11) 

ˆ ( )cs Xu ： X 對所有的 imposter 成員 model 所得出的分數平均值 

ˆ ( )cs Xσ ： X 對所有的 imposter 成員 model 所得出的分數標準差 
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這種T norm的好處是它可以離線單獨先進行運算出平均數和標準差。另外一

種T norm的寫法是針對輸入的測試訊號進行score normalization 由Mariethoz, 
J.and  Bengio, S. [3]所發表，假設 X 是某ㄧ句測試語料，如果對所有個別的偽

裝者模型都進行分數計算，然後取得分數歸一化的結果，稱為T norm。 
 

 

 (1.12) 

ˆ ˆ ˆ ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
, ,

,
( ) log( ( ; , )) log( ( ; , ))i is s s

i j j jk k k i m i m i
k i m

llr x c N x u c N x uΩ Ω⇒ ⋅ Σ − ⋅ Σ∑ ∑ ,
i

m
Ω

 
總共有 M-1 位 imposter 模型， 

 

1

1 ˆ ˆ ˆ ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
, , ,

,

( )

log( ( ; , )) log( ( ; ,i i

i
n

s s s
j jk k k i m i m i m

j k i m

llr X

c N x u c N x u
n

Ω Ω Ω

=

⇒

⎧ ⎫⎪ ⎪⋅ Σ − ⋅ Σ⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑ ∑ ∑

�

n

))i

:length of  (1.13) X
 

 
ˆ( , )

_ ( )
ˆ( , )

ˆ( , )
ˆ( , ) i T

T norm i
T X s

llr X s u
S X s

σ
X s−

=  (1.14) 

1

1
1

2

1

1
1

1
1

ˆ( , ) ( )

ˆ ˆ( , ) ( ( ) ( , ))

M
T i

i
M

T i
i

u X s llr X
M

TX s llr X u
M

σ

−

=

−

=

=
−

= −
−

∑

∑ X s

 

0 1

i: index of imposter
s:client

 of frame
M-1: number of imposter

ˆ
[ , , ]

:
j nX x x x x

j index

= " "  
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1( )Mllr X−

圖表 2 T norm 之構成概念 

 
T norm 的精神是測試語料對於 client 和 imposter 兩個模型所可能產生的分數

進行歸一化的處理。

 
 

Z norm(Zero norm): 如果總共有 L 句已知來自於 imposter 的測試語料。

1 2 1[ , , , ],k LX X X X k =" " "L

)

針對偽裝者(imposter)集合所得出的決策分

數 ˆ( ,kS X s 可以視為常態分佈，然後進行歸一化處理即為 Z norm。 

 

Client 

( ) ˆ( , )T iS X s

1( )llr X  T norm 

2( )llr X  
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1( )M Lllr X−

圖表 3 Z norm 之架構 

 
ˆ( , )

( )
ˆ( , )

ˆ( , )
ˆ( , ) Z

Z

i k S X s
Z i k

S X s

llr X s u
S X s

σ

−
=  (1.15) 

1 2 1 2 1 relation of  and M is independent, , , , , , ,k iX k L i M L∈Ω = = −" "  

{ }
1

2

1

1

1

ˆ( , )

ˆ ˆ( , ) ( , )

ˆ( , )

ˆ( , )

Z

Z Z

L
S X s i k

k
L

S X s i k S X s
k

u llr X s
L

llr X s u
L

σ

=

=

=

= −

∑

∑
 

 (1.15)代表將(1.9)序列輸入訊號 X 的 分數進行歸一化

(normalization)。然後再使用歸一化之後的分數來進行語者確認上的判定工作。 

(llr X )

2. 可靠度相關文獻回顧 

在語者確認的問題上，以資料量多寡為依據進行可靠度分析評估的文獻目前

尚付之闕如；在語音的研究問題上，大部分的可靠度分析問題都是以雜訊或是環

境的影響作為研究分析對象。 

 

Client 

1 2

( ) ˆ( , )

,

Z i kS X s

k L= "

1 1( )llr X  Z norm 

2 2( )llr X  
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2.1. 以雜訊為影響基礎之可靠度分析 

一般現存之文獻在評量可靠度的問題時多以雜訊作為影響變因或者整合環

境和辨認器之間的交互行為探討。如Ganchev. et al.[4]，針對時變環境下的雜訊提

出MMSE(Minimum mean square error)的criteria加強語音訊號

MFCC(Mel-Frequency Cepstral Coefficients)的方法，得出近似乾淨(clean)的語音訊

號。Richiardi et all.[
5
]針對較惡劣的環境下語者確認的問題，提出一套信賴度及可

靠度分析的方法，Jonas Richiardi比較大的突破點，是其所建立的評估方法可以適

應當GMM的輸出分數不再假設為常態分佈時依然有效。Chaudhari. et. al. [6]針對

影像及語音雙重資料輸入的情況下，互動式的影音雙重語者辨認器。Chaudhari.

根據所接收的訊號，和原來的訊號成分互相比較之後，建立評分等級，作為處理

訊號時的可靠度依據。 

M. Arcienega, A. Drygajlo[7] 進行融合pitch 與spectral envelope features兩項

特徵參數的語者確認問題。研究中將受到雜訊影響的資料予以捨去，然後使用

Bayesian network的圖論模型輔助求解GMM參數，結果顯示可以有效的提升語者

確認模型在雜訊影響下的可靠度。Leung et al. [8] 等人則是研究語者自身的特性

對模型可靠度的影響，語者本身受到先天性語言學習與發音的影響，即使未來面

對熟析的語言發音時，仍然會受到先天性語言學習所遺留的發音習慣所影響，因

此提出以連接音 (articulatory)為基礎，建構一套條件式發音模型(conditional 

pronunciation modeling)的語者確認機制，結果也能提升語者確認問題在不同語言

之間適用的可靠度。 

可靠度分析的問題實際和語音上的(confidence measure)問題相似，當我們的

語者確認模型要適用到新的環境或者是語者結構產生新的改變，測試語料產生大

幅度的變動時，這時候會想要評估原來所訓練的語者確認模型可以正確工作的可

靠度有多少？如果可靠度不足時，可以重新訓練語者確認模型或者進行模型調適
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(adaptation)，藉此獲得更好的工作模型。 

E. Mengusoglu [9]將一般confidence measure使用在word 或phoneme上的事後

(posterior)與事前(prior)機率比較的概念。轉移到語者確認的問題上進行研究。有

別於以往的作法，E. Mengusoglu 將GMM的參數規劃為兩個state。分別是word

或syllable等級的silence和speech以及phoneme等級的voice和unvoice各兩個state。

以normalization score（如T norm或Z norm）的相關係數(correlation coefficient)進

行inverse Fisher轉換，然後度量系統模型的可靠度，決定是否要對模型進行調適。 

E. Mengusoglu 在語音上比較大的突破，在於將原本應用在 text-dependent 的

confidence measure 工具發展到 text-independent 的語者確認問題上進行應用。 

2.2. 使用統計觀點來看待語者確認中之分數標準化

過程 

本研究的主要觀點在於評估稀少資料輸入情況下對於語者確認模型強健程

度的影響。研究的假設前提認為訓練模型具有強健性。但是當測試環境和訓練環

境產生不匹配的問題時，這時候使用該模型的可靠度剩下多少？ 

本研究首先著眼於 GMM 輸出值取對數之後的分佈行為。如果我們將 GMM

的輸出值取對數之後的結果視為一個隨機變數，一般在處理上都視為常態分佈。 

一般在處理這類的問題時常會使用 T norm 或者是 Z norm 這兩種 score 

normalization 技術，由於前一章已經對 T norm 或者是 Z norm 進行過介紹。此處

便不再贅述。有鑒於 T norm 或者是 Z norm 基本上還是在處理大樣本的問題，使

用上並無法符合本研究小樣本的要求。所以本研究在此處自行提出小樣本的

score normalization 方法。對 GMM 取對數運算的輸出分數進行判別的工作，實

際上可以視為是檢定兩個常態分佈隨機變數的平均值差異現象，我們可以直接將

GMM 的輸出判別過程整理如下： 
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  (2.1) 

ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )
ˆ

( ) ( ) ( )
, ,

,

( ) ( ; , )

( ) ( ; ,i i
i

s s s
s j jk k k

k

j ji m i m i m
i m

p x c x u

p x c x uΩ Ω
Ω

= Ν Σ

= Ν Σ

∑

∑ , )iΩ

)按： ( jp xΩ 模型也可以直接將所有的 speaker 語料輸入，使用 GMM 訓練得出。 

 1
1

ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
, , ,

,

( ) log( ( ; , ))

log( ( ; , ))i i

s s s
j jk k k

k

ji m i m i m
i i m

llr x c x u

c x u
M

Ω Ω Ω

= Ν Σ

− Ν
−

∑

∑ ∑ iΣ
 (2.2) 

 
 

1 2 1, , { },n jX x x x x j n= =⎡ ⎤⎣ ⎦" "= :

 

1

1

1

1 1
1

Approximate student t distribution

ˆ ˆ ˆ ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )

( ) log( ( ))

{log( ( ; , )) log( ( ; , ))}i i i

n
j

j

n
s s s

j jk k k i m i m i m
j k i i m

llr X LR x
n

c x u c x u
n M

=

Ω Ω Ω

=

=

⎧ ⎫⎪ ⎪⇒ Ν Σ − Ν Σ⎨ ⎬−⎪ ⎪⎩ ⎭
⇒

∑

∑ ∑ ∑ ∑

 (2.3) 

 依據統計學的理論，對兩個相關樣本集合的抽樣分佈平均值度量，可以使用

student t 分佈進行等效轉換。所以(2.3)將會近似於自由度為 n-1 的 t 分佈。 

 2
2

Student-t Distribution of sample size n
1
2

11 1 1
2 1

( )
( )

( ) ( ( ))( )
( )

n n

n
f t

tn n
n

π

Γ
=

− Γ − +
−

 (2.4) 

 function
n:sample size of random variable of score normalization

:GammaΓ
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ˆ( | )jp x s

圖表 4 相似度比值視為相關樣本之抽樣行為 

 語者確認在當事人和偽裝者兩個集合上所得的分數是建構在同一串輸入序

列 X 上，所以這兩個集合上的分數比較，可視為相關樣本下的兩個樣本的平均

值差異度量，顏月珠，「商用統計學」[10]。 

 
1

1

1 1

1

1
1

ˆ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
, , ,

,

( ) log( ( ; , ))

( ) log( ( ; , ))
( )

i i

n
s s s

jk k k
j k

M n
ji m i m i m

i j i m

s X c x u
n

X c x u
n M

=

−
Ω Ω Ω

= =

= Ν Σ

Ω = Ν Σ
−

∑ ∑

∑ ∑ ∑ i

X

 (2.5) 

在(2.5)的前假設下，決策分數 llr 可以視為兩個常態分佈的平均值進行

相減所得出的隨機變數。 

( )

 ( ) ( ) ( )llr X s X X= − Ω  (2.6) 

1 2 1, , { },n jX x x x x j n= =⎡ ⎤⎣ ⎦" = " : input testing sequence of feature vector 

  

 Hard Decision 

 傳統的語者確認方法會將所得到的分數和事先我們自己所選定好的門檻值

 ( | )jp x Ω

1 2[ , , , ]j nX x x x x= " "

Dependent Pairwise Sampling 
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來進行比較，如果分數大於門檻值(threshold)，則輸出結果確認是假設中的當事

人(client)，反之，則判定為偽裝者(imposter)。至目前為止，門檻值(threshold)的

選取方式多半只有兩種 EER 或 HER，使用 deterministic 的選取方式來決策。 

1 2

1 1Sequence Decision

 is single frame of feature vector,j=1,2 n

ˆ( ) log(P ( )) log(P ( ))

[ , ],

s j j
j j

j n j

llr X x x
n n

X x x x x x

Ω⇒ = −

=

∑ ∑

" " "
 (2.7) 

  (2.8) 
decide client
decide imposter

( ( )) log ,
( ( )) log ,

if llr X
if llr X

> Λ⎧
⎨ < Λ⎩

: thresholdΛ  
 

 Soft Decision 

因為我們所研究的目標是稀少資料的小樣本情形，所以此處針對小樣本的情

況引入新的 criteria。給予兩個常態分佈的母體，如果抽樣的順序是成對抽取

(pairwise sampling)的模式，同時在兩個母群體中對相同的隨機變數 jx 進行

log likelihood之計算)，此時可以視為相關的小樣本處理。 

  

 ( ) ( ) (k kllr X s X X= − Ω )k  (2.9) 

k : k-th input frame sequence 

 

1

     ( ) ( ), 1

 mean : ( ) ( )

j j j
n

j
j

Let D S x x j n

D

sample D S x x
n

=

= − Ω =

⇒ = =

∑

"

− Ω

 (2.10) 

 

n
2

j
j=12

(D -D)

 variance ( )
n-1

sample s D⇒ =

∑
 (2.11) 

 應用樣本的平均數和變異數，可以得出近似的 t 分佈。 

 
( )

( ) /
D u Dt
s D n
−

=  (2.12) 
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 T 分佈的參數僅和自由度（degree of freedom）有關，df=n-1。  
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圖表 5 difference between normal and student-t distribution 

  

 使用假設檢定的方式計算出 false alarm 和 false rejection 

在統計理論上，兩個相關樣本的平均值差可以使用(2.12)的 t distribution 來近

似。對(2.12)的 t distribution 定義式進行比對，可以寫出原來的 likelihood ratio test

轉換到 t distribution 上的 Hypothesis test 的對應寫法。 

 Condition 輸入序列長度為 n 

 

 檢定是否為 client? Right-tailed test 

 
0

1

0 (1 , 1)

: ( ) log( )
: ( ) log( )

( ) log( )    
( ) / n

D
D
decision xif t t reject

s D n α 0

µ
µ

− −

Η ≤ Λ

Η > Λ
− Λ

= > ⇒ Η

 (2.13) 
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 檢定是否為 imposter? Left-tailed test 

 
0

1

0 (1 , 1)

: ( ) log( )
: ( ) log( )

( ) log( )    
( ) / n

D
D
decision xif t t reject

s D n α 0

µ
µ

− −

Η ≥ Λ

Η < Λ
− Λ

= < − ⇒ Η

 (2.14) 

:  (level of significance)riskα  

P value

Hypothesis test

P value

Hypothesis test

 
圖表 6 Hypothesis test (P value test) 

 如果 training 的結果已經到達 optimization，Hypothesis test 的 p value 將會到

達 minimum。P value 值越小表示相對風險(risk)就會越小，也就是說，這時候的

GMM 參數訓練的結果，其相對於其它的值是風險最小的。 

 本研究之所以稱第二種假設檢定的方法為 soft decision，主要的觀點在於

level of significance α ， 是我們可以自由挑選的一個參數。一般統計上在進行

假設檢定時α 的典型值是 0.1 或 0.05。 

 

小結：T norm 和 Z norm 實際上是上述 t student distribution 的變形處理，然

而在語者確認上的應用卻可以增強模型的強健程度(robustness)。本研究在此處想

要建立稀少資料量(sparse data)之下的語者確認(speaker verification)模型穩定度

(reliability)分析。 

 
本研究欲進行的研究方向： 
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一、 因為取樣數量之減少所造成的分佈不匹配(distribution mismatch)問題之

下的語者確認實驗結果。 

 
 

將原來的機率密度函數進行遮罩處理的研究結果在以往的研究結果中曾經

有相當不錯的成果。最主要的研究方向是和時間有關的應用。例如工業工程上面

用來進行生產線之產品良率估計實驗設計。在大量生產的產品線上，有時候因為

產品的數量太多或者是產品的價錢昂貴，不可能讓研究者等到所有的產品都損壞

之後才去推估全部產品的平均生命週期(lifetime)，這時候就必須假設產品的生命

週期是服從某種分佈，然後研究者將這個分佈的左端或右端進行遮罩(mask)處

理，但是估計時仍然以整個未受遮罩處理的樣本空間為對象做分析。應用這種概

念可以使用少量的時間快速得到整體的實驗結果。工業上在此方面的應用稱為產

品生命週期分析(lifetime analysis)。 

2.3. 工業產品之壽命分析(Lifetime Analysis) 

在大量生產的生產線上，如果想要對所有的產品進行壽命測試得出結果。通

常是費時而且不合乎成本原則的考慮，因為我們無法預知所有的產品其測試時間

需要多久。在以成本為前提的考量之下，通常我們將只會蒐集部分產品進行測

試，其所節省下來的時間就是我們所獲得的效益。 最典型的問題可以想像一般

我們購買電腦時的燒機測試，通常我們只進行了數十個小時的開機測試，如果電

腦仍然能夠正確無誤的工作時，可以推論這台電腦系統在未來的時間裡頭將可以

穩定的工作。 

工業上一般將產品的特性施以測試，將所有產品的性能是否到達所要求的品

質測試過程視為是一種可靠度(reliability)的測試。在規劃這種可靠度的實驗時，

總是希望能夠以最少的時間得到最佳的實驗結果。而以設限資料(censored data)

的方式來蒐集實驗數據取代做完所有實驗即可達成此種目的。 
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H.I. Hamdy[11]使用Pareto distribution來描述產品的生命週期。下列是Hamdy

所舉出的實例，主要的用途是觀測 15 種新興行業從起始到結束的營運時間。 

-5 0 5 10 15 20
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

random variable x

P
r(x

)

Pareto PDF.

a= 1 ,b= 1
a= 1 ,b= 2
a= 1 ,b= 3

 
圖表 7 Pareto 的機率密度函數圖形 

 1( ) ,
a

a
a bp x x b
x +
⋅

= ≥  (2.15) 

 ( ) 1 ,
abD x x b

x
⎛ ⎞= − ⎜ ⎟
⎝ ⎠

≥  (2.16) 

P(x): PDF of Pareto distribution 

D(x): CDF of Pareto distribution 

 

假設公司營運的時間長度符合 Pareto distribution，假定 :i nx ,i=1..k 代表結束

營運的 k 家新興行業。n 為全部起始投入的營運企業總數。 

假設這些新興企業的存活時間（以年為單位）可以使用 Pareto distribution 來

描述。則剩下的(n-k)家新興企業的可能存活時間便是我們想要快速知道的結果。 

Hamdy 以樣本數 n=15 個新興行業運作時間為實驗資料，每個新興行業的運作時
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間至少為一年。根據(2.15) 1( ) ,
a

a
a bp x x b
x +
⋅

= ≥  (2.17) 

則可以知道 b=1，a 在 Pareto distribution 中稱為 shape parameter. 
 Hamdy 只觀察前 10 個新興行業停止運作的時間，求出 shape parameter 

a=4.23。 緊接著，使用次序統計量求出 10 15:{n }Ε =1.28(年)，表示如果每次只觀

察到第 10 種新興行業停業，就停止實驗觀察的總共使用時間平均值。另外再求

出 =2.11(年)。Hamdy 做出結論，如果採用設限資料(censored data)(例

如本例中共有 15 種新興行業需要調查，但是觀察實驗只進行到第 10 個就停止)
進行分析，可能所使用的時間比相同樣本大小的完整資料觀察實驗還要少。在本

例中 

10 10:{nΕ }

10 15 10 101 28 2 11: :{ } . { } .n nΕ = < Ε =  

總共節省了大約 39%的寶貴時間。 

2.4. 醫學上之臨床統計應用(Survival Analysis) 

另外一個應用方向是醫學統計，醫學統計上針對不同病人不同時間之內所獲

得之臨床資料往往無法進行相互之間的比較。例如後天免疫性症候群(AIDS)的患

者，既無法斷定其何時開始感染病菌，也很難推估出這名患者未來還可以存活的

時間有多久；這時候就必須使用從前病人所留下的部份臨床資料來進行統計資料

的全面性推估。醫學統計上的這種特殊統計分析稱為倖存分析(survival analysis)。 

Lagakos et al.[12]曾經對 258 名成人和 37 名兒童進行AIDS的病症觀察研究。研

究觀察期間自 1978 年的 4 月 1 日至 1986 年的 6 月 30 日。在這期間凡是經過確認

已經藉由血液途徑感染病毒，並且在觀察中止時間前產生AIDS病徵者皆列入觀

察對象。其餘已經確認遭到病毒感染，但是於觀察時間結束前尚未產生AIDS病

徵者已以剔除。期觀察紀錄形式如下（僅為部分資料）： 
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表格 1 以觀察期間進行 AIDS 之研究，單位（年） 

Infection time 

(感染期)1

Adult induction time 

(誘導期)2

Children 

induction time 

0.00 5  

0.25 6.75  

0.75 5,5,7.25  

1.00 4.25,5.75,6.25,6.5 5.5 

1.25 4,4.25,4.75,5.75  

1.50 2.75,3.75,5,5.5,6.5 2.25 

1.75 2.75,3,5.25,5.25  

2.00 2.25,3,4,4.5,4.75.5,5.25, 

5.25,5.5,5.5,6 

 

2.25 3,5.5 3 

2.50 2.25,2.25,2.25,2.25,2.5, 

2.75,3,3.25,3.25,4,4,4 

 

 醫學上常使用這種部分時間的觀察資料來進行母體特徵的推估。以本例而

言，在觀察時間區間之內沒有 AIDS 病徵者的樣本將被剔除。這樣子才能節省實

驗的研究時間。在母體行為推論上，雖然有部分的抽樣樣本被刪除，但推估整體

母體的行為時，還是必須包含這些已經被剔除的樣本範圍。 

 

 

 

                                                 
1 傳染期(infection time)：病原侵入至宿主體內的時間 
2
誘導期(induction time)：病原侵入至宿主產生臨床症狀或徵候的期間. 
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3. 截尾分佈之介紹 

 

本研究中的語者確認模型與時間尚無關係，固本研究以資料量的出現與否?

作為遮罩資料的處理前提。本研究將遮罩資料視為是原來的 PDF 函數進行部份

截取(truncation)的結果。本研究將這種原 PDF 經過截取之後新形成的 PDF 函數

稱為 truncated probability distribution function (TPDF). TPDF 的分類上大概有三種

形式，以下以常態分佈(normal distribution)為例進行介紹： 

常態分佈函數 

 
2

2
1

2
σ

πσ σ

− −
= −

( )
( ; , ) exp( ),i

i i
x u

f x u x∞ < < ∞  (3.1) 

random variable of index i
:mean
:standard deviationσ

:ix
u  

一、單一左端點截取常態分佈(Singly left truncated  normal distribution at 

) =i Lx x

 
1

σ
σ = −

−
( ; , )

( ; , , ) ( )
( )

i
Tr i L i L

L

f x u
f x u x UnitStep x x

F x
 (3.2) 

unitstep function

σ
−∞

= ∫( ) ( ; , )

(.) :

Lx
L i iF x f x u dx

UnitStep
 

 
二、單一右端點截取常態分佈(Singly right truncated normal distribution at 

i Rx x= ) 

 1
σ

σ = −
( ; , )

( ; , , ) ( ( ))
( )
i

Tr i R i R−
R

f x u
f x u x UnitStep x x

F x
 (3.3) 
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三、雙截尾常態分佈(Doubly truncated normal distribution at = =,L Rx x x x ) 

 

σ
σ = ×

−

− − −

,
( ; , )

( ; , , )
( ) ( )

( ( ) (

i
Tr i L R

R L

i L i R

f x u
f x u x x

F x F x
UnitStep x x UnitStep x x ))

 (3.4) 

和截尾分佈相關聯的應用方式稱為資料設限(data censoring)，例如因為實驗

的因素得到許多飽和裝況下的訊號成分，這時候可以考慮將高百分位數

(percentile)的訊號成分移除之後進行樣本參數推估的方法。 

 
(一)、 左端設限資料(left censored data)的機率密度函數 
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圖表 8 設限資料(censored data)機率密度函數和原機率密度函數之間的關係 

單一左端點設限常態分佈(Singly left censored normal distribution at ) =i Lx x

 這種狀況下樣本有兩種情形。一是 落在ix (−∞ ⎤⎦, Lx 的區間內，但資料必須

使用設限點(censoring point，在本例之中 =-1)來取代。另一個情況是Lx
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>i Lx x ，這時候將是正常的常態分佈情形。以下我們將這種情形使用數學的方

程式描寫出來。 

 1 ( ; ) ( ; )

( ; , , )

( ( ) ( )) ( ; , )L L

Ce i L
g x x g x x

L L i

f x u x

F x UnitStep x x f x u

σ

σ−= −
 (3.5) 

1  
0, otherwise
,

( )

( ; ) ( )

L
L

L L

if x x
UnitStep x x

g x x Boolean x x

≥⎧
− = ⎨

⎩
= >

 

σ
−∞

= ∫( ) ( ; , )Lx
L i iF x f x u dx  
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圖表 9 standard normal and its censored CDF 
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圖表 10 standard normal and its censored PDF 

 式子(3.5)是機率密度函數的表示式，因為在左端點的位置有一個離散的機率

密度函數起始值，所以累積機率密度函數應為 

 ( ; , , ) ( ; , , ) ( ; , , )Ce i L Ce i L Ce L LF x u x f x u x f x u xσ σ
∞
−∞

= +∫ σ  (3.6) 
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是一個連續機率加上另外一個離散的點機率所形成的累積機率密度函數。結果如

圖表 9 所示。 
 
(二)、 單一右端點設限常態分佈(Singly right censored normal distribution at 

) =i Rx x

參考式子(3.5)，可以得出單一右端點設限常態分佈的機率密度函數 

11σ σ −= −( ; , , ) ( ( )) ( ; , )j
Ce i R R if x u x F x f x u j  (3.7) 

 σ
−∞

= ∫( ) ( ; , )Rx
R i iF x f x u dx  
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4. 截尾分佈之推導 

4.1. 左截尾常態分佈之最大概度估計(Maximum 

Likelihood Estimators for Left Truncated 

Normal Distribution) 

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

0.45

0.5

random variable x

P
r(x

)

standard normal vs. left truncated PDF.

STD normal
truncated area
truncated PDF

 
圖表 11 左截尾長態分佈之圖示 
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:

:

變數定義

全部樣本數量

有效的樣本數量

有效樣本平均值

全體樣本平均值

左截斷點L

N:

n

x:

u:

x

 

probability distribution function of normal distribution
cumulative probability distribution function of normal distribution
probability distribution function of standard normal distributφ

(.) :
(.) :

(.) :

f
F

ion
cumulative probability distribution function of standard normal 

distribution
Φ(.) :

 

 一個單一左截尾常態分佈可表示如下： 

 
1

σ
σ =

−
( ; , )

( ; , , ) ( )
( )

i
i L i

L

f x u
− Lf x u x UnitStep x x

F x
 (4.1) 

2

2
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2
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πσ σ

− −
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( ; , ) exp( ),i

i i
x u

f x u x∞ < < ∞  

unitstep function

σ
−∞

= ∫( ) ( ; , )

(.) :

Lx
LF x f x u dx

UnitStep
 

如果我們是由全部 N 個樣本，其中 c 個樣本被截取，n=N-c 個樣本抽樣所

組成的概度函數則可表示成： 

 ( )1 1
1 2

( ; , )
( ; , , ) ( )

( )
{ }, , ,

n
i

L in
i L

i

f x u
L x u x UnitStep x x

F x
x x i n

σ
σ

=
= −

−

= =

∏

"

L
 (4.2) 

對兩邊取對數，得出 log likelihood 

 1

1

1σ σ
=

=

= − − +

+ −

∑

∑

log{ ( ; , , )} log( ( )) log( ( ; , ))

( )

n
L L

i
n

i L
i

L x u x n F x f x u

UnitStep x x

i

 (4.3) 
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1 1
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將(4.4)式對 u 進行微分得出： 
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σ
σ πσ
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− ⋅
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∂ − ∑
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 (4.5) 

令τ
σ
−

= Lx u
，

0 1
0 1

( ) ( ; , )
( ) ( ; , )

f
F

φ τ τ
τ τ
=

Φ =
 

則(4.5)可進行化簡為 
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 (4.7) 

同理，將 log likelihood 對 standard deviation σ 微分且令其等於零。 
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 (4.10) 
(4.10)繼續進行化簡 
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11
1
τ φ τ

τ σ =

⋅
+ = − + −

− Φ ∑( ) (
( ( ))

n
i

i
x x x u

n
)  (4.11) 

其中(4.11)的右端可以進行展開化簡： 
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 (4.13) 

2S :sample variance 

回到(4.11)式，得出
σ τ

σ
∂

∂
( , , , )L x u

的最簡化形式， 
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 { }2
2

11
1

2τ φ τ
τ σ

⋅
+ = + −

− Φ
( ) ( )

( ( ))
S x u  (4.14) 

結合 0σ τ∂
=

∂
( , , , )L x u

u
的式子，

1
σφ τ

τ
⇒ − =

− Φ
( )( )

( (
x u

))
 (4.15) 

(4.14)，(4.15)總共得出兩個式子，我們的主要目的是想要求出 σ,u 兩個未知

數。所以聯立這兩個方程式是有機會求解出 σ,u 的值。不過主要的問題出在有

三個未知數，τ
σ
−

= Lx u
在這個聯立方成組之中也是未知數。所以在此處，我

們必須進行某種假設條件才可以求解 σ,u 。 

 再將(4.15)的結果代入(4.14)中，(4.14)可以在化簡成為 

 
2

2 2 1
1 1
φ τ τ φ τσ

τ τ

⎛ ⎞⎧ ⎫ ⋅⎜ ⎟⇒ = − + +⎨ ⎬− Φ − Φ⎜ ⎟⎩ ⎭⎝ ⎠
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( ( )) ( ( ))

S  (4.16) 

(4.15)也可以先進行替代化簡， 
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L
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L

x ux x

x x
 (4.18) 

 
 現在如果假設標準差σ 為已知，(4.16)，(4.18)再共同成為新的聯立方程組，標

準差在合併的過程之中可以約分。如此可以得出一個變係數的方程式，使用

最佳數值解來近似。 
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2 2
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φ τ τ φ τ
τ τ

α τ
φ τ τ

τ
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S
x x
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 (4.19)式的左端

2

2−( )L

S
x x

都是可計算的已知數，右端的式子裡頭只剩下一個

變數τ ，於是求解這個變係數的方程式可以得出τ 的最佳值。 
 解出τ 之後，再代回(4.18)式，可以得出標準差σ  

 最後利用定義式τ
σ
−

= Lx u
，就可以估計出來，在完全樣本的考量之下，母

體的最佳平均估計值 。 u

4.2. 右截尾常態分佈之最大概度估計(Maximum 

Likelihood Estimators for Right Truncated 

Normal Distribution) 

2

:

1 2
:
{ }, ,

:
ix x i n

S

= = "

變數定義

全部樣本數量

有效的樣本數量

有效樣本平均值

全體樣本平均值

右截斷點

有效樣本之變異數

R

N:

n

x:

u:

x

 

(.) :
(.) :

(.) :
(.) :

f
F
φ
Φ

常態分佈機率密度函數

常態分佈累積機率函數

標準常態分佈機率密度函數

標準常態分佈累積機率函數

 

 一個單一右截尾常態分佈可表示如下： 

 1
σ

σ = −
( ; , )

( ; , , ) ( ( ))
( )
i

i R i − R
R

f x u
f x u x UnitStep x x

F x
 (4.20) 
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對兩邊取對數，得出 log likelihood 
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將(4.22)式對 進行微分得出： u
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σφ τ

τ
⇒ − =

Φ
( )( )
( )

x u  (4.25) 

同理，將 log likelihood 對 standard deviation σ 微分且令其等於零。 
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回到(4.26)式，得出
σ τ

σ
∂

∂
( , , , )L x u

的最簡化形式， 
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結合 0σ τ∂
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的式子，

σφ τ
τ

⇒ − =
Φ

( )( )
( )

x u  (4.29) 

 
2

2 2 1τ φ τ τ φ τσ
τ τ

⎛ ⎞⎧ ⎫⋅ ⋅⎜⇒ = − − +⎨ ⎬Φ Φ⎜ ⎟⎩ ⎭⎝ ⎠

( ) ( )
( ) ( )

S ⎟  (4.30) 

 

( )( )
( )

( )( )
( )R R

x u

x x x u

σφ τ
τ

σφ τ
τ

⇒ − =
Φ

⇒ − + − =
Φ

 (4.31) 

 

( )( )
( )

( )( )
( )

R
R

R

x ux x

x x

σφ τ σ
τ σ

φ τσ τ
τ

−⎛ ⎞⇒ − = − ⎜ ⎟Φ ⎝ ⎠
⎛ ⎞

⇒ − = −⎜ ⎟Φ⎝ ⎠

 (4.32) 

 

 43



 

2

2

2 2

1( ) ( )
( ) ( )

( , )
( ) ( )

( )
R

S
x x

τ φ τ τ φ τ
τ τ

α ξ τ
φ τ τ
τ

⎛ ⎞⎧ ⎫⋅ ⋅⎜ ⎟− + +⎨ ⎬Φ Φ⎜ ⎟⎩ ⎭⎝ ⎠⇒ =
− ⎛ ⎞

−⎜ ⎟Φ⎝ ⎠

�  (4.33) 

 

 (4.33)式的左端

2

2−( )R

S
x x

都是可計算的已知數，右端的式子裡頭只剩下一個

變數τ ，於是求解這個變係數的方程式可以得出τ 的最佳值。 
 解出τ 之後，再代回(4.32)式，可以得出標準差σ  

 最後利用定義式τ
σ
−

= Lx u
，就可以估計出來，在完全樣本的考量之下，母

體的最佳平均估計值。 
 

4.3. 雙截尾常態分佈之最大概度估計(Maximum 

Likelihood Estimation for Doubly Truncated 

Normal Distribution) 
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常態分佈累積機率函數

標準常態分佈機率密度函數

標準常態分佈累積機率函數
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 最大概度函數 
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對於(4.35)分別對 ,u σ 微分，並且令其等於零。 
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Φ − Φ Φ − Φ

令
τ

 

則(4.36)可以整理出比較簡單的樣子。 

 ( L Rx u )σ− = Θ − Θ  (4.37) 

對σ 微分 
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(4.39)式子中，
( ) ( ),

( ) ( ) ( ) (
L R

L R )R L R L

φ τ φ τ
τ τ τ

Θ = Θ =
Φ − Φ Φ − Φ

令
τ

可以得出上述

的結果。 

這裡的
2(x u− ) 可以利用(4.37)所推導的結果進行疊代之後得出最後的結果。 

2 4 6 8 10
Testing index

0.2

0.4

0.6

0.8

1

AbsHMeanL Double Truncated ML

Origin

Estimated

Truncated

 

圖表 12 雙截尾常態分佈之最大概度母體平均數推估一 

 
Truncated: 經過截尾刪除後的樣本資料 
Estimated:使用 (4.39)的最大概度所推估出來的估計值 
Origin:原始未經過截尾刪除處理的樣本資料 
左截斷點：-1.4 
右截斷點：0.8 
每次使用未受截尾處理的全部樣本數：25， 每次計算一個估計值。 
將每 15 次的推估結果平均之後作為一次測試(Testing)的觀察值，總共進行 10 次

測試。 
圖表 12 是推估由 standard normal distribution N(0,1)所產生的樣本，經過最大概

度函數估計之後的結果。 
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圖表 13 雙截尾常態分佈之最大概度母體平均數推估二 

 
小結：雙截尾分佈的結果並不理想，單截尾分佈的結果較好。 
 

 47



5. 模式建立 

5.1. 模型定義 

全距(range)： 在固定的抽樣數量之下，所得出的抽樣結果經過排序之後由最小

值到最大值之間的區間範圍。 
 
覆蓋率(coverage)：最小值到最大值之間的累積機率(cumulative probability)

5.2. 覆蓋率之實例解釋 

 
圖表 14 相同全距之下所得到之不同覆蓋率結果 ㄧ 

如果對於一個母體取樣不足得時候，我們可能會在相同的全距(range)之下，看到

不同的覆蓋率(coverage)。 

 48



 
圖表 15 相同全距之下所得到之不同覆蓋率結果二 
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0

0.1
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random variable x

P
r(.

)

standard normal and its order statistic PDFs

Normal
Min.
Max.

 

1:nx
:n nx

x

r 

圖表 16 Standard normal distribution and its minimum order and maximum order distribution 
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 圖表 16 是本研究將一個基本的機率密度函數 PDF 和它的相關次序統計量

的隨機變數，以及全距(range)，覆蓋率(coverage)的相互之間關係圖示說明。這

個說明圖將一直沿用到本論文的結尾。本研究的最終目的就是將這些變數寫成聯

合機率密度函數，用來描述稀少資料的隨機行為。 
 
變數定義： 
x : 常態分佈下的隨機變數 

1:nx 最小次序隨機變數(minimum order random variable): 從 所服從的常態分

佈中，隨機抽取 n 個樣本。經過排序後，最小次序的隨機變數。 

x

 

:n nx 最大次序隨機變數(maximum order random variable):從 所服從的常態分佈

中，隨機抽取 n 個樣本。經過排序後，最大次序的隨機變數。 

x

 

r 全距(range)， 1= −:n n nr x x :

( )

：任意對於隨機變數 取 n 個樣本，此 n 個樣本

最大值和最小值的差距。 

x

 

c 覆蓋率(coverage), ，
1

= ∫ :

:
( )n n

n

x
x

c f x dx f x 為 的機率密度函數(probability 

distribution function)，在本研究中為常態分佈。 

x
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5.3. 聯合機率分佈函數(Joint Probability 

Distribution Function) 1 |:( , , , )np x x r c n 之模型

假設與推導 

 

 

r  

1:nx  

x  

c  

圖表 17 圖模式(graph model)下的變數關係 

 如果我們任意對於隨機變數 x 取了 n 個樣本，這些隨機變數的可能分佈範

圍可以透過最小次序 ，全距,1:nx 1= −:n n nr x x : dx

c

c

c

和覆蓋率 

來作更精確的描述。另外 除了會影響 random variable 之外，彼此之

間也會產生交互影響。所以可以考慮使用聯合機率的方式來描述這四個變數之間

的關係，另外一個相關的變數就是樣本大小 ，它直接影響其它四個變數。 

1
= ∫ :

:
( )n n

n

x
x

c f x

1: , ,nx r x

n

實線箭頭部份表示參數 對於隨機變數的影響，虛線雙箭頭表示參

數 彼此之間的交互影響效應。 

1: , ,nx r

1: , ,nx r
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 模式目的 
建立一個評估樣本大小，樣本覆蓋率，樣本覆蓋區間大小，樣本覆蓋區間端點，

樣本自變數四個變數之聯合機率密度函數 

  (5.1) 1:( , , , | )np x x r c n

 

對於任意的隨機變數 從常態分佈的機率密度函數中隨機抽取 n 個樣本

時，我們可以假設它是個雙截尾常態分佈(doubly truncated normal distribution)。 

x

雙截尾常態分佈 

(Doubly truncated normal distribution at 1 1: : :,n n n nx x x x r= = + ) 

 
1 1

1

1 1

: , :
:

: :

( ; , )( ; , , )
( ) (

( ( ) ( ))

n n
n

n n

f x uf x u x x r
F x r F x

UnitStep x x UnitStep x x r
1: )n

σσ + = ×
+ −

− − − −
 (5.2) 

緊接著，令 

 1 1: :( , , , ; , | ) ( ; , | , , , ) ( | , )
( | , ) ( | )

n np x x r c u n p x u x r c n p x r n
p r c n p c n

1:nσ σ= × ×

×
 (5.3) 

其中， 1:( ; , | , , , )np x u x r c nσ 即為(5.2)。以下只要繼續求出 ，1:( | ,np x r n)

( | , )p r c n 和 ( | )p c n 即可完成。 
使用截尾機率密度函數取代原來的全域機率密度函數，建立一個以覆蓋率為基

礎的度量系統並且評估在此環境之下的可靠度。 
 

 如圖表 18，圖表 19，黑色粗線表示截尾分佈，細線代表原來的標準常態分

佈。所謂的可靠度分析，就是我們想要使用能夠掌握的黑色粗線變化來取代細

線，然後去測定黑色粗線受到覆蓋率減少的影響偏離原來的細線程度，和語者確

認辨識率之間的相互關係。 
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圖表 18 標準常態分佈和其截尾分佈因為覆蓋率所產生之落差(一） 
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圖表 19 標準常態分佈和其截尾分佈因為覆蓋率所產生之落差(二) 
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次序統計量 (Order Statistic)提供了一個可以估計全距(range)和覆蓋率

(coverage)的演算方法。 

 次序統計量  
假設我們自一個常態分佈中任意抽取 n 個相互獨立的隨機樣本。 

 。令  是這些隨機

變數經過排序之後由小到大的樣本。這些經過排序之後的隨機變數，可以使用次

序統計量(order statistic)來描述每一個變數的分佈情形。 

1 2 3, , ,......,   nx x x x 1: 2: 3: :, , ,......,   n n n n nx x x x

 
定理一：來自同一個母體的 n 個經過排序之後的樣本。則排序位置由小算到大第

k 個位置的累積機率函數為： 

 : : : :( ) ( )   at least k order statistics = ≤ ≤
k n k n k n k nF x p x x x x

, ])
 (5.4) 

 i:n or even more than k number x( (p k x∈ −∞
 (5.5) 

 ( )1( ) ( )
n

n jn j
j

j k
C F x F x −

=
= −∑  (5.6) 

:k nx ：第 k 個次序統計量的隨機變數 

: :(
k n k nF x ) ：第 k 個次序統計量的累積機率函數 

!
!( )!

n
j

nC
j n j

=
−

 

 第 k 個次序統計量的機率密度函數為 

 ( ) ( )1 1
1:

: ( ) !( ) ( ) ( ) ( )
( )! !k n

n kkk ndF x nf x f x F x F x
dx k n k

−−= ⇒ ⋅ ⋅ −
− −

 (5.7) 
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( ) ( )

( )

( )

1 1

1

1

1 1

1

1

1

:
:

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ( )) ( )

! ( ) ( ) ( )
!( )!

! ( ) ( ) ( ) ( )
!( )!

! ( ) (
( )! ( )!

k n

n n
n jn j n j n j

j j
j k j k

n
n jj

j k
n n jj

j k
n

j k

k n
dF x

f x
dx

C j F x f x F x C F x n j F z f x

n j f x F x F x
j n j

n n j f x F x F x
j n j

n f x F
j n j

−− −

= =

−−

=

− −

=

=

=

= ⋅ ⋅ − + ⋅ − − −

⇒ ⋅ ⋅ ⋅ −
−

− ⋅ − ⋅ ⋅ −
−

⇒ ⋅
− ⋅ −

∑ ∑

∑

∑

∑ ( )

−

( )

( ) ( )

1

1

1

1

1

1
1

1
1

) ( )

! ( ) ( ) ( )
( )!( )!

! ( ) ( ) ( )
( )! !

n jj

n
n mm

m k
n kk

x F x

n f x F x F x
m n m

n f x F x F x
k n k

−−

−−

= +

−−

−

− ⋅ −
− −

= ⋅ ⋅ −
− −

∑

 (5.8) 

 根據(5.8)式我們可以得出最小次序 和最大次序 的機率密度函數： 1:nx :n nx

 
1

1 1 1 1
1

1: : : :

: : : :

( ) ( ) ( ( ))

( ) ( ) ( ( ))

n
n n n n

n
n n n n n n n n

f x n f x F x

f x n f x F x

−

−

= ⋅ ⋅ −

= ⋅ ⋅
 (5.9) 

 有了最小和最大次序分佈的機率密度函數之後，可以定義出全距(range) 
r(range):全距隨機變數 
 

1

1

1:n 2

 r

     x  is i.i.d

=

: :

: :

: :

: :

( , )
( , ) , , ,

( ( ) - ( ))

( ) ( , ) ( )

n n n

n n n

i n i n n n
n

n
n n i n i

Define x x
P x x x y

P x x y x x

F y F x

P x y P x y F y

= −

> ≤

= < ≤ ∀

≤ = ≤ ∀ =

" :

)

 

1 1

1 1

, : : :

: : : : :

( , ) ( , )

( , ) ( ) ( ,

( ) ( ( ) ( ))

n n n n n

n n n n n n n n
n n

F x y P x x x y

P x x x y P x y P x x x y

F y F y F x

⇒ = ≤ ≤

= ≤ ≤ = ≤ − > ≤

⇒ − −

 

如果每次的輸入序列，經過排序之後， 就是最大值， 就是最小值。所:n nx 1:nx
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以也可以直接將 y 用 代替， 用 代替。此處將:n nx x 1:nx 1, : ( , )n nF x y 記為

便於統一符號名稱。 1 1, : : :( ,n n n n nF x x )

  (5.10) ( )1 1 1, : : : : : :( , ) ( ) ( ) ( ) nn
n n n n n n n n n nF x x F x F x F x= − −

 
2

1 1 1 1
1

2
1 11

, : : : , : : :
: :

: : : :

( , ) ( , )

( ) ( ) ( )( ( ) ( ))

n n n n n n n n n n
n n n

n
n n n n n n

f x x F x x
x x

n n f x f x F x F x −

∂
⇒ =

∂ ∂

⇒ − ⋅ ⋅ −

 

進行變數轉換，   1: :n n nr x x= −

 
1 1 1

2
1 1 1 1 11 0

:, : :

: : : : :

( ) ( , )

( ) ( ) ( )( ( ) ( )) ,

n nR x n n

n
n n n n n

f r f x r dx

n n f x f r x F r x F x dx r

∞
−∞

∞ −
−∞

=

− ⋅ ⋅ + + − >

∫

∫
 (5.11) 
n :樣本大小 

( )f x :機率密度函數 
( )F x : 累積機率函數 
r : 全距 

 (5.11)是全距 range 的公式，它和取樣的大小以及隨機變數的機率密度

函數有關係。 

 如果在進行語者確認的過程之中，對於全體母體(population)的涵蓋率有

興趣時，可以引入另外一個物理量 –覆蓋率(coverage)，coverage 所代表的意義

是指 range 範圍之內的累積機率值。我們可以假想 coverage 是對應到某ㄧ位

speaker 的取樣覆蓋率，覆蓋率不夠充份時，可能很容易會和其他的偽裝者之間

的特性產生混淆；如果覆蓋率無法符合預先界定的水準時，可以考慮捨棄該次所

估計的統計參數或者使用補強的措施來增加統計參數的強健(robust)程度。 
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圖表 20 覆蓋率的物理意義 

5.4. 覆蓋率之機率密度函數 ( | )p c n 之計算 

1 1: :( , , , ; , | ) ( ; , | , , , ) ( | , )
( | , ) ( | )

n np x x r c u n p x u x r c n p x r n
p r c n p c n

1:nσ σ= ×

×

×

i n

 (5.12) 

 

 如果我們進行變數轉換，令
:

:
( ) ,1i n

i n

x
xu f x dx

−∞
= ≤ ≤∫ ….. (5.13)。 

於是，我們將會得出一個新的 uniform distribution, ，在這個分佈裡

頭，將會出現一個特性，那就是 range 的值會等於 coverage；然而，任何的 PDF

經過上式(5.13)的轉換之後都會形成 的 PDF，也就是說；我們將可

以獲得一個 distribution free 的通用公式來計算 coverage 的機率。 

:
[0,1]

i nxu U∼

:
[0,1]

i nxu U∼

0 1

1

Range

Coverage

0 1

1

Range

Coverage
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 :
ˆ

n n nx xDe
1:

fine r u u= −�  (5.14) 

 

: 1:

: 1:

:

1:

ˆ

( ) ( )

( ) ( )

n n n

n n n

n n

n

x x
x x

x
x

r u u

f x dx f x dx

f x dx c r

−∞ −∞

= −

⇒ −

= =

∫ ∫

∫
 (5.15) 

r̂:均等分佈 [0,1]的隨機變數因為抽樣所形成的

全距隨機變數
 

i:nx :次序統計量隨機變數  

f(x): 隨機變數 x 的機率密度函數 

c(r): 全距 r所相對應的覆蓋率 

原來，新的 range 會等於原來的 coverage  r̂ ( )c r⇒

所以, ,  ˆ( ( )) ( )r rp c r p r=

從次序統計的理論中可以得出，任何分佈下，其抽樣大小為 n 的樣本全距分

佈為下式:

 

1 1 1 1

2
1 1 1 1 11 0

: :, : : :

: : : : :

( ) ( , )

( ) ( ) ( )( ( ) ( )) ,

n n nR x x n n n

n
n n n n n

f r f x x r dx

n n f x f r x F r x F x dx r

∞
−∞

∞ −
−∞

= +

− ⋅ ⋅ + + − >

∫

∫
 (5.16) 

n :樣本大小 
( )f x :機率密度函數 
( )F x : 累積機率函數 
r : 全距 
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覆蓋率本身是全距的函數 c(r)，但是為了方便起見，在往後的文章中以 c 作

為符號代表。(5.16) 實際上和樣本大小有關係，所以應該把它記為：  

 2
1 1 1 11 : : : :

(

1:

| )

( ) ( ) ( ){ ( ) ( )}n
n n n n

p r n

n n nf x f x r F x r F x dx
∞ −
−∞

=

− + + −∫
 (5.17) 

 

5.5. 使用均等分佈 U[0,1]下的全距分佈公式 作為

覆蓋率的機率密度函數 

r̂

由上一節的分析得出結論，任何機率分佈下，因為抽樣大小所產生的全距，

其所對應的覆蓋率隨機變數；實際上對應到變數轉換之後的均等分佈[0,1]的全距

分佈。在此，我們可以簡單的將均等分佈下的全距公式求出。根據次序統計量的

推導結果，全距公式適用所有的分佈，所以均等分佈的全距公式如下： 

 

 (5.18) 

( )1: 1: 1:

2ˆ1
0

ˆ ˆ( ) ( 1) 1 1
−−

= − ⋅ ⋅ + −∫ n n

nr
x xp r n n u r u du

nx

0

>

0

  (5.19) 
2ˆ ˆ ˆ( 1) (1 ),nn n r r r−⇒ − − >

均等分佈下的全距累積機率函數為  

  (5.20) 1 0ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ( ) ),RF r p r dr r n n r r= = + −∫
所以，原來的隨機變數的覆蓋率機率密度函數為: 

 ( ) 21 1( ) ( ) ( ),np c n n c c c−⇒ = − − >  (5.21) 

原來的隨機變數的覆蓋率累積機率函數為:  
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1 1( ) ( ) ( ( ) ),n

rF c p c dc c n n c c 0−= = + −∫ >  (5.22) 

  

 在這一節中是使用變數轉換的觀點來解決求算覆蓋率的機率密度函

數。所有的機率分佈都可以藉由累積機率的轉換式(5.13)將自身的變數轉換到均

等分佈 U[0,1]之上。在 U[0,1]的分佈下，全距的值會等於覆蓋率的值；所以只要

知道全距的值就等於知道了覆蓋率的值。恰巧的是，覆蓋率並沒有因為變數轉換

而改變（這是定積分的性質）。所以在這裡經由變數轉換的技巧，得出了覆蓋率

的機率密度函數型態。 
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圖表 21 不同的樣本數量下的覆蓋率(coverage) 機率分布 

 圖表 21 是將推導公式(5.21)直接作圖畫出，由結果的圖中可以發現到—當

取樣的樣本數為 20，覆蓋率幾乎都集中在 0.9 附近。也就間接說明，如果研究的

只是一維的資料，覆蓋率不足的現象只會發生在樣本數小於 20 的情況。 
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圖表 22 覆蓋率公式之測試結果 

 圖表 22 是公式(5.22)的累積機率測試結果。四個測試樣本分別針對不同的

平均值(mean)，標準差(std)，樣本數量(sample)，以及門檻值(th)進行測試。試行

(trial)的次數大小分成五個種類，在圖中分別以橫軸的數字 1~5 代表。縱軸代表

這些累積機率值的平均 

 
1 1 1( ) ( ( ( ) ))F th th n n th

N N
− − + −

⇒  (5.23) 

N ：試行次數 
n ：樣本大小 

(.)F ：覆蓋率之累積機率函數 
Trial 所分成的五種不同數量所衍生的類別分類依序為 五

種不同的試行次數，分別對應到橫軸座標的 。 
30 50 100 200 300[ , , , , ]

1 2 3 4 5[ , , , , ]
 由結果可以看出來，本研究所推導的理論值和實際值非常吻合。 

5.6. 條件機率 ( | , )p r c n 之推導 

1 1: :( , , , ; , | ) ( ; , | , , , ) ( | , )
( | , ) ( | )

n np x x r c u n p x u x r c n p x r n
p r c n p c n

1:nσ σ= ×

×

×
 (5.24) 
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:
:
:

r
c
n

全距

覆蓋率

樣本大小
 

從次序統計量中，可以得出 ( | )p r n ， 

 2
1 1 1 11 : : : :

(

1:

| )

( ) ( ) ( ){ ( ) ( )}n
n n n n

p r n

n n nf x f x r F x r F x dx
∞ −
−∞

=

− + + −∫
 (5.25) 
 

2

2

2

2

2

2

1  of normal distribution
2

1 of normal distribution
2

( )

( )

( ; , ) ( ) ,

( ; , ) ( ) ,

x u

t u
x

f x u f x e PDF

F x u F x e dt CDF

σ

σ

σ
πσ

σ
πσ

− −

− −

−∞

=

= ∫

�

�

 

1: :nx 最小次序統計量，任取 n 個隨機標準常態分佈變數，經過排序之後的最

小值。 

r 全距(range):任取 n 個隨機標準常態分佈變數，最大值隨機變數 和最小值

隨機變數 的差值。  

:n nx

1:nx

c 覆蓋率(coverage)： 全距範圍內的 PDF 積分值大小 

n : 樣本數量大小 
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圖表 23 Standard normal distribution and its minimum order and maximum order distribution 

 

現在要寫出 ( | , )p r c n ，它表示覆蓋率和樣本大小固定時所看到的全距 分

佈情形。 仔細看(5.25)式，裡頭的 1 1: :( ) (nF x r F x )n+ − 就是全距變數，只要

讓他固定成某個觀察值，則 ( | , )p r c n 就成功了。 

 條件機率計算剖析 
 首先，先觀察一般條件機率的變化情形。如圖表 24，二維之機率密度函數 

 2 1 2
1

1 1
( , ) ( ),

.
x

f x y x x y
y 3

− ≤ ≤⎧
= + − ⎨ ≤ ≤⎩

 (5.26) 

如果我們想要求取條件機率 ( | )p x y ，一般的作法是計算 2
1

( , )

( , )

f x y

f x y dx
−∫

，其結

果等於 

 

2 1
3

1

( )x x y

y

+ −

+
 (5.27) 

 (5.27)條件機率 ( | )p x y 在 ( , )f x y domain 上的圖形如圖表 25 所示。圖表 
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25 挖空的部份為圖表 26 1 12( | .p x )y = 之圖形。 

 
圖表 24   x^2+x(y-1)之機率密度函數 
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y

 
圖表 25 p(x|y)之所有條件機率 p(x|Y=y)圖形 
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圖表 26 特殊情形 p(x|y=1.12)之 PDF 圖形 

 將圖表 26 1 12( | .p x )y = 之條件機率密度函數進行 x 之定義域積分 

 
2 2
1

50 2 1
159 53

( x x dx
−

)+ =∫  (5.28) 

 由(5.28)可以知道，所謂的條件機率就是指條件值被設定為常數時，其餘的

式子在原來變數的定義域之內可以滿足機率密度函數的定義。 
 由以上的知識，(5.28)式中的條件機率我們可以使用另外一個角度來觀察。 

一、令機率密度函數
2 1 2

1
1 1

( , ) ( ),
.

x
f x y x x y

y 3
− ≤ ≤⎧

= + − ⎨ ≤ ≤⎩
式中的 y=1.12。 

二、求算 1 12( , . )p x y = 之聯合分佈中，x domain 下的機率分佈情形。其結果如

圖表 27 的上方圖形。 

三、以 2
1

1 12

1 12

( , . )

( , . )

p x y

p x y dx
−

=

=∫
得出

250 21 12
159 53

( | . )p x y x x= = + ，這個結果

和(5.28)相同，同圖表 27 之下方圖形。 
由以上的結果顯示出來，如果我們想要求算一個條件機率時，可以使用

一般的求法得出通式，然後再進行選擇從哪一個條件相關值進行 PDF 觀測

（這個動作好像是圖表 25 進行切片的行為，切片的結果就是圖表 26）。每

一個切片都是 PDF 可以滿足機率空間的行為。 
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另外一種作法，就是如圖表 27，直接在聯合分佈中選擇 y=1.12，然後

統計 y=1.12 時，在聯合分佈 1 12( , . )p x y = 中的 x 值所產生的聯合機率值。

(圖表 27 的上圖)。最後，使用 1 12( , . )p x y = 除上 x 值的聯合機率總積分

值(圖表 27 上，
2 3

25
x + x 的曲線下方總面積)。這樣子的做法也可以得出

條件機率式 1 12( | .p x )y = 。 

上述的兩種方法從條件機率的定義式
( , )( | )
( , )

D

p x yp x y
p x y dx

=
∫

來看是

相同並無二致，但實際上在操作上有所區別。端看從何處下手較簡易來執行。 
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圖表 27 先固定觀察值之條件機率密度函數求算 

討論： 

 當條件機率
( , )( | )
( , )

D

f x yp x y
f x y dx

=
∫

在計算上有窒礙難行之處，無法一次得

出整個通式，而恰巧只對其中相關變數 y 的部分值或固定的幾個值有興趣時，

可以考慮使用第二種方法來計算條件機率。 
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圖表 28 組合式條件機率之想法 

 如圖表 28，我們將以往的條件機率計算方式稱為切片(cut)，現在本研究要使

用的方法命名為組合法(ensemble)。當條件機率的通式(general form)容易求出

時，使用切片法可以很容易完成整個隨機變數的樣本活動空間度量。當通式

無法求出時，可以考慮改用組合法，將切片逐一求出，最後組合回來整個想

要觀察的機率空間樣本行為。 
 

 在此將組合法(ensemble)的整個執行程序作成一個列表，以備下一節說明時對

照使用。 
 

 

Cut

Ensemble 
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表格 2 組合法(ensemble)求算條件機率之步驟 

執行動作次序 執行動作內容 
A 指定相關變數 令相關變數為一常數

y=constant 
B 計算聯合分佈下的 x 邊際效用 計算 y=constant, 在 

x domain 下之

probability 
C 執行切片之條件機率計算 

( , tan )( | )
( , tan )

D

f x y cons tp x y
f x y cons t dx

=
=

=∫

畫出方案 b 的圖形，

並且將此圖形對

圖形曲線下方的

總面積進行歸ㄧ

化處理即為所

求。如圖表 27 
 

5.7. 使用聯合機率的角度來思考全距(range)公式 

對於上一小節之全距公式

2
1 1 1 11 : : : :

(

1:

| )

( ) ( ) ( ){ ( ) ( )}n
n n n n

p r n

n n nf x f x r F x r F x dx
∞ −
−∞

=

− + + −∫
 (5.29) 

 

令 ，則 range 公式可以視為全距 r，和覆蓋率 c

的聯合分佈 

1: :( ) (nc F x r F x= + − 1 )n

1:
 2

1 11 : :

( , | )

( ) ( ) ( ) n
n n

p r c n

n n nf x f x r c dx
∞ −
−∞

=

− +∫
 (5.30) 
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圖表 29 覆蓋率對於推估樣本的影響 

現在的條件變數是覆蓋率 c 和樣本大小 n，如圖表 29 所示。覆蓋率如果太

少的話，我們進行估計時所使用的黑色實線會偏離原來的分佈。所以我們有興趣

的範圍只是覆蓋率的部份，在這個前提之下就很適合使用組合法(ensemble)進行

條件機率之求算。 
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 步驟 A 
表格 3 組合法(ensemble)求算條件機率之步驟 

執行動作次序 執行動作內容 
A 指定相關變數 令相關變數為一常數 

y=constant 
B 計算聯合分佈下的 x 邊際

效用 
計算 y=constant, 在 x 

domain 下之 probability 
C 執行切片之條件機率計算 

( , tan )( | )
( , tan )

D

f x y cons tp x y
f x y cons t dx

=
=

=∫

畫出方案 b 的圖形，並且將此

圖形對圖形曲線下方的

總面積進行歸ㄧ化處理

即為所求。如圖表 27 

-1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

0

1

2

3

4

x

x2+3/25 x
P

r(x
,1

.1
2)

-1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2
0

0.5

1

x

50/159 x2+2/53 x

P
r(x

|y
=1

.1
2)

 

 
 

現在要執行上一節所提出求取條件機率觀點的 A 步驟。先令條件變數 c 為

一常數 Cc。 

令  1 1 0: :( ) ( )n nF x r F x Cc+ − − =

組合法(ensemble)之條件機率之求法 

 
( , | )( | , )
( , | )

dr

p r c Cc np r c Cc n
p r c Cc n

=
= =

=∫
 (5.31) 

 
本研究提出的想法，使用dirac 函數來固定覆蓋率的值。則delta

( , | )p r c Cc n= 可以寫成：
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( )

1 1

2
1 1 1 1

1 : :

: : : :

( ,

1:

| )

( ) ( ) ( )

{ ( ) ( ) ( ( ) ( ) )}

n n

n
n n n n

p r c Cc n

n n f x f x r

nF x r F x F x r F x Cc dxδ

∞
−∞

−

= =

− + ×

+ − × + − −

∫

 (5.32) 

 
 (5.32)式是處於積分環境下的公式，考量這種情形，可以考慮使用 dirac delta(.) 
函數來進行展開。它具有以下的性質： 

 ( )( ) ( )f x x a f aδ
∞
−∞

− =∫  (5.33) 

 (5.33)的成立前提是單根(single root)的情況。其效能類似於對函數 ( )f x 進

行取樣， ( ).δ 於是可以視為是取樣函數。 

表格 4 標準常態分佈下，p(r|c=0.95,n=15)之最小 x 左端點求解 

全距(range) 
Second root 

of  1:nx

First root 

of  1:nx

    
3.9200 

-1.9742 -1.9458 

3.9700 -2.1462 -1.8238 
4.0200 -2.2386 -1.7814 
4.0700 -2.3163 -1.7537 
4.1200 -2.3865 -1.7335 
4.1700 -2.4519 -1.7181 
4.2200 -2.5142 -1.7058 
4.2700 -2.5742 -1.6958 
4.3200 -2.6323 -1.6877 
4.3700 -2.6891 -1.6809 
4.4200 -2.7447 -1.6753 
4.4700 -2.7995 -1.6705 

   
 多根的情形： 
表格 4 是標準常態分佈下，覆蓋率固定要求 95%，抽樣大小數量為 15。

求解 1 1 0 95=0: :( ) ( ) .n nF x r F x+ − − ，輸入 r，求解根 的結果。由表1:nx
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中的結果可以發現；當覆蓋率固定時，相同大小的全距會出現在不同的區間

上。也就是說， 的解將不只一個。於是我

們必須討論 dirac delta 函數在大於一個根的情況下表示方法。 

1 1 0: :( ) ( )n nF x r F x Cc+ − − =

 
令 ( ( ))g xδ 為一新的取樣函數，在本研究中等於

。如果令1 1: :( ) ( ) ( )n ng x F x r F x Cc= + − − ( )g x =0 的根不只一個，則

(5.33)的結果將必須重新考慮。 

 

此處 可能會有多個根，此時(5.32)的結果必須參

考多根的 dirac delta 函數寫法。

  

1 1 0: :( ) ( )n nF x r F x Cc+ − − =

( ) 2
1 1 1 1 11: : : :( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) n

n n n nx n n f x f x r F x r F x −Η = − + × + −令 :n

1:n ( ) ( )1 1 1 1 1
1

: : : : :( ) ( ) ( ) ( )j

j

k
n n n n n

j
x g x dx x g x dx

η ε
η ε

δ δ
∞ +
−∞ −

=
⇒ Η ⋅ = Η ⋅∑∫ ∫

 (5.34) 

選擇在 jη 進行泰勒函數展開，假設 0, 0ε ε> → ，我們可以考慮在所有的根 jη

附近將積分區間予以摺疊，於是整個實數軸上的積分效應可以拆開成很多段相

加： 

 

( )

1 1
1

1 1 1
1

2: :

: : :

( )
( ) ( ) ( )( ) ( )

!

( ) ( )( )

j

j

j

j

k j
n 1:j j n j n

j
k

n j n j n
j

g
x g g x O

x g x dx

η ε
η ε

η ε
η ε

η
δ η η η

δ η η

+
−

=

+
−

=

′′⎛ ⎞
′Η ⋅ + − +⎜ ⎟

⎝ ⎠

′Η ⋅ −

∑ ∫

∑ ∫�

dx

 (5.35) 
使用輔助公式 

 1
1 :
:

( )
( ) n

n
x

a x
a

δ
δ =  (5.36) 

則(5.35)可以繼續化簡為： 
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 1 1
1

1
: :( ) ( )

( )
j

j

k
n n j

jj
x x dx

g
η ε
η ε

δ η
η

+
−

=
Η ⋅ −

′
∑ ∫� 1:n  (5.37) 

1

( )

( )

k j

jj g

η

η=

Η
⇒

′
∑  (5.38) 

由(5.34)和(5.38)比對之後，可以得出 

 
1

1
1

:
:

( )
( ( ))

( )

k n j
n

jj

x
g x

g

δ η
δ

η=

−
=

′
∑                (5.39) 

 

最後，根據 根的數量，可以得出以下的歸納做為整理。 1:( ng x )

 
1

1

1 1 1

1
1

1
1

1

0 2

 0

:

:

: : :

:
:

:
:

, ( )

( )
( ) ( ( )) ( ) ,

( )

, ( (

n j

n j

j

j
n n n j

j n xn

j n xn

j f

f
x g x dx g j

g x
x

g x
x

) )

η

η

η

η
δ η

η

∞
−∞

=

=

=⎧
⎪
⎪Η ⇒ = ≥⎨

∂⎪
⎪ ∂⎩

∂
≠

∂

∑∫

，不得為重根，且必須為實數 另外

 (5.40) 

 解釋 1:( ( ))ng xδ 的物理意義 

由前一小節的分析可以了解到，當 1:( ( ))ng xδ
只有一個根的時候，它的功

用類似於取樣。但是當 1:( ( ))ng xδ
有超過一個以上的根時，由公式的結果並無

法直接有所領悟。由於 dirac delta 函數，是一種抽象的定義，在實體的自然界之

中，並無實際的事物可以與之對應，所以只能夠透過間接觀察的方式來進行了解。 

Dirac delta 函數的定義就是單位步級函數(UnitStep(.))的微分 

 1
1

:
:

( ) (n
n

x UnitStep
x

δ 1: )nx∂
=
∂

 (5.41) 

它的對應圖形是在 的地方有一個無限大能量的脈衝。 1 0:nx =
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0 
 

圖表 30 dirac delta 之定義 

 圖表 32 是單位步級函數 UnitStep(.)以及相關的合成函數輸出結果。圖表 

32-1 是原來 的圖形；圖表 32-2 是 )Un ，圖表 32-3

是

1:( nUnitStep x ) nitStep x −2
1 1:(

2
1 1

11
2: :(( )( ))n nUnitStep x x− + 。 

 以圖表 32-2 為例，總共有兩個根。分別在 x=1,x=-1，可以視為在 x=1 及 x=-1

將有兩個不會同時存在的 1 1:( )nUnitStep x − 和  1 1:( )nUnitStep x +

 1
1

1

1  1
1

0  1
:

:
:

, -
( )

, -
n

n
n

if x
UnitStep x

if x
≥⎧

+ = ⎨ <⎩
 (5.42) 

 1
1

1

1  1
1

0  1
:

:
:

,
( )

,
n

n
n

if x
UnitStep x

if x
≥⎧

− = ⎨ <⎩
 (5.43) 

 圖表 32-2 就是同時能夠滿足(5.42)，(5.43)的邏輯輸出結果。現在如果對圖

表 32-2 的圖形進行對 x 的微分，會在 x=-1,x=1 的兩個位置形成兩個脈衝。 

-1 
0 1 

 
圖表 31 UnitStep(x^2-1)之微分輸出結果 

 2 21 1( ) ( ).(UnitStep x x x
x

δ∂
− = −

∂
2 )  (5.44) 

又圖表 31 之輸出結果為 
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 1( ) (x x 1)δ δ− + + −  (5.45) 
(5.44)的結果要等於(5.45)，

2

1

1 11
2 2

0  j=1,2

( ) ( )( )

( )
( ( )) , ( ) ,

( )

k j
j

jj

x xx
x x

x
g x g for

g
k

δ δδ

δ η
δ η

η=

+ −
− = +

−
⇒ = =

′
∑ "

   (5.46) 

 (5.46)是將(5.44)，(5.45)視為相等所得出的結果。至此，我們可以了解到，

( ( ))g xδ 會將所有的根相互之間的影響統一考量，然後輸出。這一點，可以由圖

表 32-2，圖表 32-3 的結果觀察得到。因為 ( ( ))g xδ 正是從圖表 32-2 的結果微

分所推導得出。 
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圖表 32 複合式合成函數在 UnitStep(.)上之結果 

根據上述的歸納原理，可以知道如果 1 1 0: :( ) ( )n nF x r F x Cc+ − − =

k

有 k 個根

滿足(5.40) ， 1, ..j jη = 。則(5.32)的結果成為: 

 
1

0   0 and 
( )

{ }, ( ) ( )
( )

k j
C j C j j

j C j
f and f

f

η
η η

η=

Η
′ η= ≠

′
∑ \∈  (5.47) 
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( ) ( ) 2
1( ) ( ) ( ) ( ) ( )

n
j j j jn n f f r F r Fη η η η η j

−
Η = − + + −  
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1 1 1

0 1 2

1 1 1
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:

: : :

( ) , ,

: : :

:

( ) : ( ) ( )
,

( ) ( ( ) ( ) ) ( ) (
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j
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j C j k

C 1: )j n n n

C n j jx

f x F x r F x Cc
f

f F x r F x Cc f x r f
x

Thus f x f r f

η

η

η

η

η η

= =

=

+ − −

∀

∂′ = + − − = + −
∂
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"
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展開(5.47)式，就可以比較清楚看到全貌，了解為什麼覆蓋率會成為固定值。 

( , | )p r c Cc n= . 

 
1

2

1

1

( )
{ }

( )

( ) ( ) ( ){ ( ) ( )}
{ }

( ) ( )

k j

j C j

nk j j j j

j jj

f

n n f f r F r F

f r f

η

η

η η η η

η η

=

−

=

Η

′

− + + −
⇒

+ −

∑

∑
 (5.48) 

 
( ) 2

1

1

 0 and 

( ) ( )

( ) ( ) ( )
( , | ) {

( ) ( )

( ) ( )

j j
nk j j

j jj

j j j

}

F r F C

n n f f r Cc
p r c Cc n

f r f

f r f

cη η

η η

η η

η η η

−

=

⇒ + − =

− +
⇒ = =

+ −

+ − ≠ ∈

∑

\

此處引入我們所給予的限制式

 (5.49) 

 

在這個小節裡頭，使用了 dirac delta(.)函數的特性，成功的除去了原來 range

公式的積分符號。 

 (5.49)在處理上必須利用 的 domain 做限制捨去增根，然後再進行展

開。另外一個需要注意的是( )

1:nx

( )1 14 4: :n nx x rσ σ− ≤ ∧ + ≤ 也必須考慮加入

（因為常態分佈在 4σ± 以外的機率可以視為零），作為 的限制式，全距 r1:nx
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必須使得 落在限制條件內。 1:nx

根據上述的探討，在此寫出步驟 A 的結果。 

 ( ) 2

1

1

( ) ( )

( ) ( ) ( )
( , | ) {

( ) ( )

j j
nk j j

j jj

F r F Cc

n n f f r Cc
p r c Cc n

f r f
}

η η

η η

η η

−

=

⇒ + − =

− +
⇒ = =

+ −
∑

限制式

 (5.50) 

 

1 2

0 and    

{ ( )=0 0 +

lb (-4 ):
ub (4 ):

:

, ,

( ) ( )

| ( )
j j j j

j j n j j j

f r f and

g lb ub r ub lb lb r ub}

η η η η

η η η η

σ
σ

σ

=

+ − ≠ ∈

∧ ≤ ≤ ∧ ≤ ≤ − ∧ ≤ ≤

⇒
⇒

"

\ 不得為重根

常態分佈的下界

常態分佈的上界

標準差

執行上一節的步驟 B 

表格 5 組合法(ensemble)求算條件機率之步驟 

執行動作次序 執行動作內容 
A 指定相關變數 令相關變數為一常數 

y=constant 
B 計算聯合分佈下的 x 邊際

效用 
計算 y=constant, 在 x 

domain 下之 probability 
C 執行切片之條件機率計算 

( , tan )( | )
( , tan )

D

f x y cons tp x y
f x y cons t dx

=
=

=∫

畫出方案 b 的圖形，並且將此

圖形對圖形曲線下方的

總面積進行歸ㄧ化處理

即為所求。如圖表 27 
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 步驟 B 要開始計算全距(range) r 在覆蓋率為固定常數時的聯合機率分佈
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( , | )p r c Cc n= ，其計算方式就是將(5.50)予以實現即可。首先計算 

 1 1 0: :( ) ( )n nF x r F x Cc+ − − =  (5.51) 

1
1

1 1
2 2 2

:
:( ) ( n
n

x
F x erf )

σ
= + ，如果直接將(5.51)式給予電腦疊代求解，電

腦將只會給出一個最佳解。這樣子的結果並不符合原本的期待，所以此處必須將

使用厄米特多項式(Hermite Polynomials chaos)進行展開。 1:( nF x )

 2
1 1

1
Hermite 1: :

:
( , ) ( ) exp( ) exp( )

i
i

n n i
n

i x x x
x
∂

= − −
∂

2
1:n

1: ]n

 (5.52) 

 
取前面的 15 階多項式來近似 

 
15

1
0

Hermite:( ) [ ,n i
i

F x t i x
=

= ∑  (5.53) 

it ：每一階多項式的迴歸係數 

下一段是標準常態分佈的執行結果，以及所有的迴歸係數 
Linear model: 
       result(x) = t0 + t1*2*x + t2*(-2+4*x^2) + t3*(-12*x+8*x^3) + 
t4*(12-48*x^2+16*x^4) + t5*(120*x-160*x^3+32*x^5) + 
t6*(-120+720*x^2-480*x^4+64*x^6) + t7*(16*x*(-105+210*x^2-84*x^4+8*x^6)) + 
t8*(1680-13440*x^2+13440*x^4-3584*x^6+256*x^8) + 
t9*(32*x*(945-2520*x^2+1512*x^4-288*x^6+16*x^8)) + 
t10*(-30240+302400*x^2-403200*x^4+161280*x^6-23040*x^8+1024*x^10) + 
t11*(64*x*(-10395+34650*x^2-27720*x^4+7920*x^6-880*x^8+32*x^10)) + 
t12*(665280-7983360*x^2+13305600*x^4-7096320*x^6+1520640*x^8-135168* 
x^10+4096*x^12) + 
t13*(128*x*(135135-540540*x^2+540540*x^4-205920*x^6+34320*x^8-2496*x^10
+64*x^12)) + 
t14*(-17297280+242161920*x^2-484323840*x^4+322882560*x^6-92252160*x^8+
12300288*x^10-745472*x^12+16384*x^14) + 
t15*(256*x*(-2027025+9459450*x^2-11351340*x^4+5405400*x^6-1201200*x^8+1
31040*x^10-6720*x^12+128*x^14)) 
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      effitients (with 95% tonfidente bounds): it

       t0 =         0.5  (0.5, 0.5) 
       t1 =      0.1629  (0.1629, 0.1629) 
       t2 =  2.351e-017  (-3.047e-007, 3.047e-007) 
       t3 =   -0.004524  (-0.004524, -0.004524) 
       t4 =  2.242e-018  (-3.687e-008, 3.687e-008) 
       t5 =   0.0001131  (0.0001131, 0.0001131) 
       t6 = -2.389e-019  (-2.84e-009, 2.84e-009) 
       t7 = -2.242e-006  (-2.242e-006, -2.241e-006) 
       t8 =  6.527e-021  (-1.538e-010, 1.538e-010) 
       t9 =  3.607e-008  (3.604e-008, 3.611e-008) 
       t10 =  -7.42e-024  (-6.425e-012, 6.425e-012) 
       t11 = -4.883e-010  (-4.898e-010, -4.869e-010) 
       t12 = -4.218e-024  (-1.318e-013, 1.318e-013) 
       t13 =  4.919e-012  (4.897e-012, 4.941e-012) 
       t14 =  2.263e-026  (-4.225e-015, 4.225e-015) 
       t15 = -5.687e-014  (-5.792e-014, -5.583e-014) 

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

x

F(
x)

Hermite fit the CDF of standard normal

 
圖表 33 常態分佈之累積機率函數使用 Hermite Polynomials 展開 

 

其次判斷 1 1 0: :( ) ( )n nF x r F x Cc+ − − = 解出來的根是否合乎限制式？ 
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1 2

0 and    

{ ( )=0 0 +

lb (-4 ):
ub (4 ):

:

, ,

( ) ( )

| ( )
j j j j

j j n j j j

f r f and

}g lb ub r ub lb lb r ub

η η η η

η η η η

σ
σ

σ

=

+ − ≠ ∈

∧ ≤ ≤ ∧ ≤ ≤ − ∧ ≤ ≤

⇒
⇒

"

\ 不得為重根

常態分佈的下界

常態分佈的上界

標準差

 在這個階段，先將 的範圍予以界定，然後將 r 的抽樣值視為輸入（r 的

抽樣範圍是

1:nx

0 8[ , ]σ ）；如此一來， 1 1 0: :( ) ( )n nF x r F x Cc+ − − = 就只剩下一

個變數，於是可以開始求根。 

 建立端點，減少電腦運算時間 

 因為每取一個 r 值輸入，就要求解一次 15 階的多項式根。所以此階段的演

算將非常耗費電腦執行的時間。所以此階段要準備進行一項資料的搜尋動作，找

尋 range r 的 domain 中開始對應到聯合機率值不等於零的兩個端點。在兩個端點

內的有效區間執行 range r 的取樣輸入即可。如此才能夠節省下大量的演算時間。 

因為 range r 的分佈區間從 0 到8σ ，我們不知道 r 的 domain 從何時開始有聯合

機率值開始對應；所以此處剛開始使用大範圍間距取樣，當發現有聯合機率開始

對應不為零時，使用更小的取樣間距，以二分搜尋法找尋下一個不為零的端點，

重覆此一步驟，直到搜尋間距小於事先界定的範圍以內才停止。 
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尋找端點，建立有效密集取樣區間 

使用二分搜尋法尋找端點 

0 8σ  

 

 留下合乎限制式的根 
以下表格 6 是以 n=15，覆蓋率 c=0.95 所計算得出的結果。二分搜尋法在 3.92
和 5.62 找到最佳端點。在最佳端點的有效區間之內，取樣間距是 0.05 
 由表中可以發現，Hermite polynomials 所解出的根有兩個，直接疊代法只能

求出一個根。Hermite polynomial 所求出的第一個根和疊代法所得出的結果幾乎

是一致的。 
表格 6 使用 Hermite polynomials 求解與直接疊代法之求解比較 

Hermite polynomial chaos Iteration 
覆蓋率 

r 
Second 1:nx First  1:nx 1:nx  

3.9200 -1.9742 -1.9458 -1.9539
3.9700 -2.1462 -1.8238 -1.8244
4.0200 -2.2386 -1.7814 -1.7817
4.0700 -2.3163 -1.7537 -1.7539
4.1200 -2.3865 -1.7335 -1.7336
4.1700 -2.4519 -1.7181 -1.7180
4.2200 -2.5142 -1.7058 -1.7056
4.2700 -2.5742 -1.6958 -1.6956
4.3200 -2.6323 -1.6877 -1.6874
4.3700 -2.6891 -1.6809 -1.6806
4.4200 -2.7447 -1.6753 -1.6749
4.4700 -2.7995 -1.6705 -1.6702
4.5200 -2.8535 -1.6665 -1.6662
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4.5700 -2.9069 -1.6631 -1.6628
4.6200 -2.9599 -1.6601 -1.6600
4.6700 -3.0124 -1.6576 -1.6575
4.7200 -3.0645 -1.6555 -1.6555
4.7700 -3.1163 -1.6537 -1.6538
4.8200 -3.1678 -1.6522 -1.6523
4.8700 -3.2191 -1.6509 -1.6511 
4.9200 -3.2702 -1.6498 -1.6501
4.9700 -3.3210 -1.6490 -1.6492
5.0200 -3.3717 -1.6483 -1.6485
5.0700 -3.4222 -1.6478 -1.6479
5.1200 -3.4726 -1.6474 -1.6474
5.1700 -3.5229 -1.6471 -1.6469
5.2200 -3.5731 -1.6469 -1.6466
5.2700 -3.6233 -1.6467 -1.6463
5.3200 -3.6735 -1.6465 -1.6460
5.3700 -3.7237 -1.6463 -1.6458
5.4200 -3.7741 -1.6459 -1.6456
5.4700 -3.8245 -1.6455 -1.6455
5.5200 -3.8750 -1.6450 -1.6454
5.5700 -3.9252 -1.6448 -1.6453
5.6200 -3.9750 -1.6450 -1.6452
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 執行上一節的步驟 C 
表格 7 組合法(ensemble)求算條件機率之步驟 

執行動作次序 執行動作內容 
A 指定相關變數 令相關變數為一常數 

y=constant 
B 計算聯合分佈下的 x 邊際

效用 
計算 y=constant, 在 x 

domain 下之 probability 
C 執行切片之條件機率計算 

( , tan )( | )
( , tan )

D

f x y cons tp x y
f x y cons t dx

=
=

=∫

畫出方案 b 的圖形，並且將此

圖形對圖形曲線下方的

總面積進行歸ㄧ化處理

即為所求。如圖表 27 
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 現在準備畫出圖表 27-1 圖形。所需使用之公式 

 
( ) 2

1

1( ) ( ) ( )
( , | ) {

( ) ( )

nk j j

j jj

n n f f r Cc
p r c Cc n

f r f

η η

η η

−

=

− +
⇒ = =

+ −
∑ }  (5.54) 

將前一節整理完所留下有效的 r 值逐一代入(5.54)式中就會得出圖表 27-1。然後

再對曲線下的面積進行歸ㄧ化相除就會得出圖表 27-2 的條件機率。也就是

( | , )p r c Cc n= 。
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圖表 34 p(r|c,n)之 PDF,n=15 
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圖表 35 p(r|c,n)之 PDF 單根與多根之比較 
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圖表 36 p(r|c,n)單根與多根之比較 
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5.8. 條件機率  1:( | , )np x r n

1:n1 1: :( , , , ; , | ) ( ; , | , , , ) ( | , )
( | , ) ( | )

n np x x r c u n p x u x r c n p x r n
p r c n p c n

σ σ= ×

×

×

)

 (5.55) 

利用條件機率的定義式子就可以求出 ： 1:( | ,np x r n

 

1

1
1

2
1 1 1 1

2
1 1 1 1

1
1

:

:
:

: : : :

: : : :

( , | )
( | , )

( | )

( ) ( ) ( )( ( ) ( ))
( ) ( ) ( )( ( ) ( ))

n

n
n

n
n n n n

n
n n n n

dx

p x r n
p x r n

p r n

n n f x f x r F x r F x
n n f x f x r F x r F x

−

−

=

− + + −
⇒

− + + −∫
 (5.56) 

圖形如圖表 37，因為形狀連續而且足構平滑，可以考慮使用 gaussian quadrature
來近似展開。Gaussian quadrature 有好幾種定義和計算方式，在此考慮

Gauss-Hermite formula 進行定積分的近似展開： 

  (5.57) 
2 2

2

1

( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )i

b b x x
a a

m
i m i m

i

h x

h x dx e h x e dx

e h w R xγ γ γ

−

=

⎧ ⎫= ⎨ ⎬
⎩ ⎭

⎧ ⎫⇒ +⎨ ⎬
⎩ ⎭

∫ ∫

∑

對於任意形狀連續且曲線足夠平滑的函數 

iγ :第 m 階的 Hermite polynomials 令其等於零時所有的根 

( )m iw γ :weighting coefficient
1

22
1

2

Hermite

!( )
( )

m
m i

m i

mw
m

πγ
γ

−

−

=
⎡ ⎤⎣ ⎦

 

( )mR x :誤差項

2

2  
2 2

!( ) ( )
( )!

m
m m m

mR x h
m x
π ∂

=
∂

x  

  (5.58) 
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2

1
1

2
1 1 1 1

1

1

:
:

: : : :

( , | )
( | , )

( | )

( ) ( ) ( )( ( ) ( ))

( ) ( )i

n
n

n
n n n n

m
i m i

i

p x r n
p x r n

p r n

n n f x f x r F x r F x

e h wγ γ γ

−

=

=

− + + −
⇒

⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭

∑

 (5.59) 

圖表 37 是 在 n=15，不同的 r 值圖形，最右方是原來 range 的機率

分佈。 

1:( | ,np x r n)
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 PDF of Min. Order v.s r  = 3

 PDF of Min. Order v.s r  = 5

 PDF of Min. Order v.s r  = 7

 
圖表 37 Xmin dependent on r and n 

圖表 38 是測試不同的取樣數量之下，使用 gauss quadrature 近似 ranage 的機率

密度函數及累積機率函數。 
 

圖表 39 則是 n=15，使用 gauss quadrature 近似 兩個機率密

度函數的結果。從以上的結果可以看出來，只要取樣的數量足夠，使用 gauss 
quadrature 來近似機率密度函數所產生的誤差幾乎可以忽略不計。 

1:( ), ( | , )np r p x r n
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圖表 38 Gaussian quadrature 積分取樣數量測試一 
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圖表 39 Gaussian quadrature 積分取樣測試二 
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最後的結果 
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 (5.60) 
x ：常態分佈隨機變數 
n ：樣本大小 

1:nx ：從常態分佈之中隨機抽取 n 個變數，經過排序在最小位置的隨機變數 

( )f x ： 之機率密度函數 x
( )F x ： 之累積機率函數 x

1:n n nr x x= − :

: )

，全距隨機變數 

1:( ) (n n nc F x F x= − ，覆蓋率，全距範圍下之累積機率值，亦為一隨機變數 

Cc ：覆蓋率 的某個固定常數值 c

iγ :第 m 階的 Hermite polynomials 令其等於零時所有的根 

( )m iw γ :weighting coefficient
1

22
1

2

Hermite

!( )
( )

m
m i

m i

mw
m

πγ
γ

−

−

=
⎡ ⎤⎣ ⎦

 

jη ： 0( ) ( )j jF r F Ccη η+ − − = 的根， jη 須滿足以下限制式（假設有 k 個滿

足） 
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1 2

0 and    

{ 0

0 + }
, ,

( ) ( )

| ( ) - ( ) -

( )

j j j j

j j k j j j

j

f r f and

F r F Cc lb ub

r ub lb lb r ub

η η η η

η η η η

η
=

+ − ≠ ∈

+ = ∧ ≤

∧ ≤ ≤ − ∧ ≤ ≤

"

\ 不得為重

≤

根

lb (-4 ):
ub (4 ):

:

σ
σ

σ

⇒
⇒

常態分佈的實際合理下界

常態分佈的實際合理上界

標準差

 

{ } 2

1

( ) ( ) ( ) ( )
( , , ) { }

( ) ( )

n
k j j j j

j jjdr

f f r F r F
Z r c n

f r f

η η η η

η η

−

=

⎡ ⎤+ + −⎢ ⎥= ⎢ ⎥+ −⎢ ⎥⎣ ⎦

∑∫  

( , , )Z r c n 就是計算步驟 中，聯合機率C ( , | )p r c Cc n= 曲線下的面積。 

5.9. 組合切片，進行區間估計 

 (5.60)只是一個固定覆蓋率(coverage)下的點估計(point estimation)效應。如果

我們想要針對不同的覆蓋率進行區間估計(interval estimation)時，就必須計算出

不同的點估計效應，然後進行組合推估。 

0 1 2 3 4 5 6 7 8
0
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10

15

20

25

Range

P
r(.

)

Single Root v.s MultiRoots PDF of Pr(r|c=0.95)

Single Root
Multi-Roots

 
圖表 40 p(r|c,n)之 PDF,n=15 

 每一個切片的剖面圖都是類似圖表 40，所以應該將有興趣估計的覆蓋率區

間進行覆蓋率取樣，以獲得最佳的估計結果。表格 8 就是整個從點估計到區間

估計的執行過程。 
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表格 8 切片組合之影響路徑 
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圖表 41 n=10, PDF of coverage 
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 在表格 8 中的圖表 41 中，覆蓋率大於 0.85~1 之間的範圍是我們對輸入語

者資料的覆蓋率有興趣的範圍。其下方的雙箭頭區間表示相對應的範圍區間正在

使用切片進行組合。下方左邊的圖型是圖表 34 的正視圖。 
 由本節的分析可以知道，覆蓋率的取樣多寡將會影響整個聯合機率的估計結

果。因為覆蓋率的分佈是一個連續函數，所以比較好的處理方式，應該是將有興

趣的區間分散成很多個和切片對照的小區間來計算機率值。 

5.10. 再一次使用 gaussian quadrature 

在 5.8 中，本研究曾經使用 hermite-gauss 的數值積分演算法來近似全距(range)

的分佈，主要的用意是希望避開積分符號。這裡考慮在度使用 gaussian 

quadrature；會有這樣的想法，主要是因為現在所面對的課題正是切片數量與精確

度之間的關係。究竟要算出多少片的切片來進行組合，才能精準的近似到我們所

能夠容忍的誤差範圍以內？ 
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 Gauss-Legendre Integration 

考慮一個任意區間上的定積分 ，Gauss-Legendre 積分的主要應用

是將這個積分轉到 的區間上，使用 Legendre 正交多項式進行展開。 

( )
b
a

h x dx∫
1 1[ ,− ]

 21 1 0 1 2
2

( ) ( ) , , ,
!

v
v

v v vLegendre polynomial P x x v
v x

∂
⇒ = − =

∂
"

 (5.61) 
(5.61)是一個 v 階的 Legendre polynomial 公式。在區間 1 1[ , ]− 上會形成一個

complete orthogonal set。其轉換進行式如下： 

 

1
1

1
1

1

2 2 2

2 2
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以下，本研究用實際的例子比較 Gauss-Legendre integration 和一般積分近似

法之間的效率。以下是實際的標準常態分佈計算 4 4[ , ]− 之間的累積機率，使用

Gauss-Legendre 積分，取樣點數和積分近似結果。 
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表格 9 Gauss-Legendre 積分結果分析 

{取樣點數，近似結果} 
取樣點數=13， 

{取樣位置 xτ ，權重值}( ( )vw )τξ } 

884, 0.8285135869455158<,
85, 1.059056043914255<,
86, 0.9823506486292622<,
87, 1.0045374967517489<,
88, 0.9988645254752475<,
89, 1.0001616381338159<,
810, 0.9998937524987197<,
811, 0.99994415164309<,
812, 0.9999354505731359<,
813, 0.9999368377840447<,
814, 0.9999366324202007<,
815, 0.9999366607873392<,
16, 0.999936657115609

ijjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjj

−3.93673 0.161936
−3.67039 0.368486
−3.20631 0.555494
−2.5694 0.712584
−1.79397 0.831264
−0.921833 0.905133

0. 0.930206
0.921833 0.905133
1.79397 0.831264
2.5694 0.712584
3.20631 0.555494
3.67039 0.368486
3.93673 0.161936

yzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzz
k {  

8 <<

2 2

1 1
2 2

the th root of 

weight coefficient
1

 

,

: ( )
( - )( ) :

( - )( ( ))

v

v
v

b a b ax

P x
b aw

P

τ τ

τ

τ
τ τ

ξ ξ

ξ τ

ξ
ξ ξ

− +
= + − < <

⇒
′
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index
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0.95
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PrH.L

 
圖表 42 Gauss-Legendre 取樣積分的結果 
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由上述的結果分析可以了解，使用 Gauss-Legendre 進行取樣數值積分，只要大

約取 12 個樣本點就可以得出近似完美的結果（積分結果趨近於 1）。 
應用 Gauss-Legendre 積分的概念，我們可以成功的使用組合切片的概念來拼

湊出原來的機率密度函數。例如，我們如果想要估計在固定的樣本數量 n=15 的

情況之下，覆蓋率大於 0.85 以上的成本函數，其整體操作程序如下： 
表示式 

  (5.64) 
1

1 10 85
 : :.

( , , , | ) ( , , , , )n np x x r c n Cost x x r c n dxdx drdc⋅∫ ∫∫∫ 1:n

0

 首先計算出切片的位置 
考慮使用 16 點的 Gauss-Legendre 積分，覆蓋率(c)的機率密度函數為： 

  (5.65) ( ) 21 1( ) ( ) ( ),np c n n c c c−⇒ = − − >

則 16 個切片的近似結果： 

881, 0.8574609342373792<,
82, 0.6910463328813958<,
83, 0.6814941099154919<,
84, 0.6814142104225789<,
85, 0.6814140245862208<,
86, 0.6814140244542831<,
87, 0.6814140244542619<,
88, 0.6814140244542567<,
89, 0.681414024454257<,
810, 0.681414024454255<,
811, 0.6814140244542067<,
812, 0.681414024454209<,
813, 0.6814140244543205<,
814, 0.6814140244539989<,
815, 0.6814140244548879<,
16, 0.68141402445534078 <<  

由上述的結果可以臆測，其實只要切四片即可；所以此時可以立即修正為只

切四片： 
位置和權重值分別為 
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表格 10 覆蓋率>0.85，n=15 時的最佳切片位置 

tCc  位置 權重值 

t=1 0.860415 0.0260891 
t=2 0.899501 0.0489109 
t=3 0.950499 0.0489109 
t=4 0.989585 0.0260891 

(5.64)的估計式子現在可以表示成為： 
 

 (5.66) 

1
1 1 10 85

4
1 1 4

1

1 1
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: : :.
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p x x r c n Cost x x r c n dxdx drdc

p x x r c n p x r n p r c Cc n p c Cc w

Cost x x r c n dxdx dr
=

⋅

⇒ =

∫ ∫∫∫

∑∫∫∫ t=
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 (5.67) 

所以(5.64)式的結果為： 
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 (5.69) 
x ：常態分佈隨機變數 
n ：樣本大小 

1:nx ：從常態分佈之中隨機抽取 n 個變數，經過排序在最小位置的隨機變數 

( )f x ： 之機率密度函數 x
( )F x ： 之累積機率函數 x

1:n n nr x x= − :

: )

，全距隨機變數 

1:( ) (n n nc F x F x= − ，覆蓋率，全距範圍下之累積機率值，亦為一隨機變數 

tCc ：覆蓋率c 的某個固定常數值 

iγ :第 m 階的 Hermite polynomials 令其等於零時所有的根 
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( )Hm iw γ :weighting coefficient for the m-th order of i-th root of Hermite 

polynomial 
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jη ： 0( ) ( )j jF r F Ccη η+ − − = 的根， jη 須滿足以下限制式（假設有 k 個滿
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[ , ]a b ：我們想要估計的覆蓋率區間範圍 
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6. 實驗設計 

 
首先將 TCC300 語料分成四個部份，分別是當事人(client)，背景模型(world 

model,UBM or Cohort)，還有偽裝者(imposter)以及部分的語料作為系統參數訓練

使用。 
Client set:用來計算每個語者的個別 GMM 模型 
 
World set: 使用來計算 UBM (Universal background model)或同隊(Cohort)模型 
 
Imposter set: 作為偽裝者，用來測試 client model 
 
Development set：使用作為系統其他參數推估 

測試主題一 
 基本的實驗參數結果比較測試 

測試主題二： 
使用統計上的假設檢定方式，以 soft decision 的形式來進行可靠度分析，並且和

以往的 hard decision 結果進行比較。 
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6.1. 稀少資料的隨機分佈現象 
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P
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Xmax= 2.388
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圖表 43 模型之參數變化 

 由上圖的结果知道，當樣本數量稀少時，實際上數量比較少的樣本組其覆蓋

率不一定就會比較少；只是樣本數量比較少的組別其覆蓋率大於樣本比較大的組

別的機率相對而言會比較小，這個現像就是本研究所推導描述的聯合機率的內

容。 

測試主題三： 
如果已知受檢驗的隨機變數是一個常態分佈，在同時擁有變數集合本身 ，

集合最小值 ，集合分佈區間大小

x

1  or : mnx x in range ，以及集合分佈區間所佔

之總體覆蓋率coverage 和樣本大小 的聯合機率分佈時，是否可可以有效地提

升辨識率？ 
n
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6.2. 實驗環境設定  

我們想進行語者確認之分析，使用交通大學電信工程學系語音實驗室

TCC300 語料庫進行分析。 
語者確認之型式：text independent 
 
使用分析工具：HTK(Hidden Markov Model Toolkit)工具程式及其相關之MASV 
shareware(Munich Automatic Speaker Verification)進行小規模程式改寫。 
 
實驗假設情況：我們想使用 TCC300 語料庫進行語者確認之研究，以句子(sentence)
作為分析個體。但是 TCC300 每位語者之語料發音多在 20 句之內，符合本研究

稀少性輸入資料之假設。 

 
圖表 44 以句子為觀察單位，則每位語者的資料量是稀少的 

首先，修該第一章之假設，將所有的語料以語者作為單位，分成四個互相獨立的

集合。 
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Parameters of Speaker Verification 

UBM 
Client 

System 

Imposter Parameters 

圖表 45 語者確認上之參數蒐集分類 

各個方塊之參數使用如下： 
一、UBM(Universal background model or World model)集合內的語者，所有的

語者資料訓練一個 GMM 模型。 
 

二、Client 集合內的語者，每位語者使用自己的語料訓練屬於自己的 GMM
模型。 

 
三、System parameters:用來求取系統參數使用，HER(half error rate), 

ERR(equal error rate)。 
 

四、Imposter 集合內的語者，不需要訓練任何模型。 
 

五、假設所有的語者識別只使用一個系統臨界值(threshold)來進行判定。 
 
符號： 

假設 client 語者之中，第 位 speaker 需要被確認，則第 個 GMM client 模型。

記為 ，

ic ic

ˆ
ics icx 表示來自第 位 client 語者的語料。 ic
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有 k 位 imposter 預備進行偽裝測試，
kIx 表示第 k 位 imposter 的語料。 

UBM 模型記為Ω  
假設 GMM 模型的輸出取對數運算之後會服從高斯分佈，這個高斯分佈隨機

變數我們稱它為分數(score)。定義下列二種判別測試： 
一自我判別測試(self testing)： 

1

1

1

1

, ,

,

ˆ( | )
,

( | )
,

ˆ( ) log( ( ( ) | ))

log( ( ( ) | )) log

n

i j i j ici

n

i j

j

c cc s
i j

j

cc
i j

J x p x s
d

p x
d

λ

λ

λ

λ

=

Ω
=

=

− Ω

∑

∑

c

− Λ
 (6.1) 

 

,
(

i jcJ x ) ：自我判別測試函數，

0

0
, ,

, ,

( ) ,

( ) ,
i j i j

i j i j

c c

c c

J x x client

J x x imposter

⎧ > ∈⎪
⎨

< ∈⎪⎩

 

 

,i jcx ：屬於 client 中的第 i 位 speaker，第 j 句語料發音。 

,
( )

i jcx λ ：client 集合中，第 i 位 speaker 所說的第 j 句話，其中的第λ 個 phone

或 syllable(視分析單元大小而定)， 1 2, njλ = "  

nj ： 所包含的 phone 總數量 
,i jcx

ˆ
ics ：client 集合中，第 i 位 speaker 的 GMM 模型 

,
ˆlog( ( ( ) | ))

i j ic cp x sλ ：client 集合中，第 i 位 speaker 所說的第 j 句話，其中的

第λ 個 phone 對應到自己的模型 所獲得的 score。 ˆ
ics
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ˆ( | )
,

ic s
i jd ：來自於 client 集合中的第 i 位語者所說的第 j 句話，對應到自己的

GMM 模型之下進行 force alignment，該句話中的所有 phones 所單獨對應的

duration 總和。 

ˆ
ics

,
log( ( ( ) | ))

i jcp x λ Ω ：client 集合中，第 i 位 speaker 所說的第 j 句話，其中的

第λ 個 phone 對應到 UBM 模型Ω所獲得的 score。 
 

( | )
,
c

i jd Ω
：來自於 client 集合中的第 i 位語者所說的第 j 句話，對應到 UBM 的

GMM 模型下進行 force alignment，該句話中的所有 phones 所單獨對應的 duration
總和。 

Ω

Λ：threshold 
 
 表格 11 是 client 集合中，編號 0001 的語者對自己的 16mixtures GMM 模型

進行 force alignment 的結果。分割單元使用的是 syllable，因為執行的語者確認

形式為 text independent，所以所有的 syllable 都 tie 成一個名稱為 gmmstate 的

GMM 模型。 
終止時間減去起始時間就是該 syllable 所對應的 duration。 

 
由實驗的結果可以觀察得出，第一個 syllable 與其它的 syllable 分數互相差

距過大，故每句話的第一個 syllable 分數都予以忽略不計入平均計算。 
 

表格 11Client 對自己的模型 force alignment 的結果 

起始時間 終止時間 GMM 名稱 分數(Score) 
0 91099997 gmmstate -50202.347656 
91100000 91200000 gmmstate -54.636047 
91200000 91300000 gmmstate -53.327332 
91300000 91400000 gmmstate -56.178677 
91400000 91500000 gmmstate -52.698994 
91500000 91600000 gmmstate -54.373470 
91600000 91700000 gmmstate -55.059395 
91700000 91800000 gmmstate -56.624462 
91800000 91900000 gmmstate -52.812164 
91900000 92000000 gmmstate -56.019474 
92000000 92100000 gmmstate -54.247986 
92100000 92200000 gmmstate -58.101490 
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92200000 92300000 gmmstate -54.202251 
92300000 92400000 gmmstate -56.527683 
92400000 92500000 gmmstate -58.027462 
92500000 92600000 gmmstate -57.978786 
92600000 92700000 gmmstate -57.719040 
.相同於上表格的內容，client 對於 UBM 模型也會得出如表格 11 的 force 
alignment 結果。 

 將所有的資料代入公式(6.1) 中，計算出
,

(
i jcJ x ) ，它的意義為該句話在平

均每個 frame 之下所獲得的的相對分數（因為式子中減去 UBM 模型和 logΛ 的

分數，所以稱此時的分數為相對分數）。 
如果先暫時假設 threshold=0，則此時所計算出來的相對分數由小到大依序為： 

表格 12 自我判別分數統計 

自我判別分數 相對應語句編號 
-0.5132 #0 
-0.5074 #2 
-0.3142 #3 
-0.2562 #7 
-0.1588 #6 
-0.0988 #5 
-0.0704 #1 
0.1915 #4 
0.3059 #8 

 表格 12 的內容如果判讀出現錯誤時，此時 false rejection 就會發生。 
定義二： 
偽裝者判別測試(Imposter testing) 

 
1

1

1

1

, ,

,

ˆ( | )
,

( | )
,

ˆ( ) log( ( ( ) | ))

log( ( ( ) | )) log

k j k j ici

k j

j

I I cI s
k j

j

II
k j

J x p x s
d

p x
d

τ

τ

λ

λ

λ

λ

=

Ω
=

=

− Ω

∑

∑ − Λ

 (6.2) 

,k jIx ：來自於偽裝者集合(imposter set)中，第 k 位 speaker，所說的第 j 句話。 

其餘的變數意義同(6.1)的解釋。 
 定義二之偽裝者判別測試是相對於定義一來描述的，如同定義一的結果，在

偽裝者判別測試上，我們也可以制定出相對分數。 
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 偽裝者判別測試和自我判別測試最大的不同點在於資料量之多寡，因為此時

我們想要一次推估出整個偽裝者(imposter)集合所可能產生的 false alarm rate。所

以偽裝者在語者確認的處理上通常都是以集合型態出現，不會面臨稀少資料量的

問題。 本例中偽裝者集合的句子總數量為 145，偽裝者判讀如果出現錯誤時，

此時所犯的錯誤為 false alarm。 

6.3. 將自我判讀及偽裝者測試所得之相對分數視為

隨機分佈處理 

 我們可以將偽裝者測試和自我判別測試視為兩個分佈(distribution)處理。在

第二章文獻回顧的部份，本研究曾經提到這種平均值（整句話中平均每個 frame
所獲得的 score）的差所形成的新隨機變數可以視為常態分佈來處理。 
 語者確認上如果使用 EER(equal error rate)來作為臨界值(threshold)選定的條

件時，分佈處理可以使用累積機率(cumulative probability)來表示比較明確。 
 

 
圖表 46 使用 CDF 來描述與處理語者確認之臨界值選取 

 圖表 46 將兩種測試使用累積機率函數(CDF)來進行描述時，EER 的選取點

就剛好是兩個 CDF 函數的交點。 
 

Imposter testing correct 

but self testing error 

EER 

Self testing correct but 
imposter testing error 

CDF 
function 

 105



-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2
0

50

100
FR(blue) v.s FA(red) of imposter tests

score per frame normalized to world model

C
D

F(
.)

 
圖表 47 使用 10 句話的語料進行 EER 策定之結果 

圖表 47 是使用十句語料進行 EER 預測的結果。其結果並不好。 
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6.4. 問題的分析 
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圖表 48 問題分析示意圖 

 圖表 48 右方藍色線條表示自我測試，左方紅色線表示偽裝者測試。累積機

率函數的交點就是 EER 的最佳參考值。因為藍色線條表示為 client 進行 self 
testing 的結果，所以他的變異性比較小，使用比較陡峭的常態分佈來表示。紅色

線條表示整體 imposter testing 的分佈，其變異性較大，所以使用比較平緩的常態

分佈來描述。 
 根據本研究的結論，當輸入資料量稀少時，會引發分佈不匹配（distribution 
mismatch）的問題。如下圖之黑色虛線所示，這時候我們很可能會在資訊不齊全

的情況下認為底下的黑色分佈是原來的分佈。當然這時候所產生的誤認情況，有

可能還會增加錯誤率的產生。 
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圖表 49 稀少性輸入資料所引發的誤差增加問題 
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圖表 50 EER 往左方移動，會導致 false alarm 增加 

 圖表 50 中，推估的機率密度函數和真正原來的機率密度函數比較起來往左

方漂移，結果是 EER 也會往左方移動，決策時會導致 false alarm 增加。 
 

 108



0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Orig. FR.PDF
Orig. FR.CDF
reverse FA. CDF
Truncated PDF
Estim. FR.PDF
Estim. FR.CDF

 
圖表 51 EER 往右方移動，會導致決策時的 false rejection 增加 

下圖是一個標準常態分佈和它的最大和最小次序統計量分佈。現在我們將圖

表 51 中的 speaker false rejection. PDF 使用下圖中的元素來描述。 
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:n nx

x

r 

圖表 52 標準常態分佈下的最大和最小次序統計量分佈 
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依據模式所得出的公式，我們可以定義如下： 
x：自我判別測試(self testing) 項目，可能會導致 false rejection 的輸出相對分數，

即
,

( )
i jcx J x⇒  

 

 

1

1

1

1

, ,

,

ˆ( | )
,

( | )
,

ˆ( ) log( ( ( ) | ))

log( ( ( ) | )) log

n

i j i j ii
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i j

j

c cc s
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cJ x p x
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p x
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=

− Ω

∑
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s

− Λ
 (6.3) 

處理程序上，先假設 threshold 1Λ = 。隨機變數 是由兩個平均數x

1 1

1 1
, ,ˆ( | ) ( | )

,,

ˆlog( ( ( ) | )) log( ( ( ) | ))
n n

i j i ji

j j

c i cc s c
i ji j

p x s p x
dd λ λ

λ λΩ
= =

− Ω∑ ∑ 相減所得

出，可以視為常態分配處理，單位是（score/per frame）。 

,i jcx ：屬於 client 中的第 i 位 speaker，第 j 句語料發音。 

底下的數學式子，為了簡化符號內容， 都記作 。 
,i jcx x

n ：樣本大小，也就是每一位 speaker 自我判別（self test）的輸出分數總數量，

這個數量值也會等於每一位 speaker 在語料庫中所說的句子數量總數。 

1: :nx 最小次序統計量，每一位 speaker 經過自我判別所輸出的 n 個隨機標準

常態分佈變數，經過排序之後的最小值。 

r 全距(range): 每一位 speaker 經過自我判別所輸出的 n 個隨機標準常態分佈變

數，最大值隨機變數 和最小值隨機變數 的差值。  :n nx 1:nx

c 覆蓋率(coverage)： 全距範圍內的 PDF 積分值大小 

x ：自我判別的輸出分數，假設為常態分佈，
2( , )x N u σ∼  
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 本研究已經建立完成 1:, , , | ; ,nx x r c n u σ 的聯合分布型態如下， 

 1 1: :( , , , ; , | ) ( ; , | , , , ) ( | , )
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 (6.5) 

x ：常態分佈隨機變數 
n ：樣本大小 

1:nx ：從常態分佈之中隨機抽取 n 個變數，經過排序在最小位置的隨機變數 

( )f x ： 之機率密度函數 x
( )F x ： 之累積機率函數 x

1:n n nr x x= − :

: )

，全距隨機變數 

1:( ) (n n nc F x F x= − ，覆蓋率，全距範圍下之累積機率值，亦為一隨機變數 

Cc ：覆蓋率 的某個固定常數值 c
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iγ :第 m 階的 Hermite polynomials 令其等於零時所有的根 

( )m iw γ :weighting coefficient
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jη ： 0( ) ( )j jF r F Ccη η+ − − = 的根， jη 須滿足以下限制式（假設有 k 個滿

足） 
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6.5. 實驗 Case 1：基本組態實驗性能測試 

輸入狀況組態： 
輸入特徵向量：39 維 MFCC (MFCC_E_D_A) 
Mixture component: 64 
基本 speaker 分成四群，imposter 15 人，client 20 人，world set 20 人(for UBM)，
development set 8 人，總共 63 人。 
 
HTK 操作方面，以 flat start 先進行粗估，然後再進行微調。所有的 client model
總共進行兩次微調，UBM model 則進行三次微調。 
 
Corpus 之處理：包含所有的語音元素，且視為同一個元素。此因只有一個 GMM
模型，所以所有的語音元素都會被相等對待視之。此處為了簡化處理，所以使用

比較大的 syllable 作為基本分析單元。 
 實驗的結果如下圖： 
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圖表 53 64mixtures,speaker verification 
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圖表 54 16mixtures, speaker verification  
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表格 13 基本實驗之結果 

項目 EER mean FA mean FR mean Threshold 
64 mixtures 30.68 31.64 30.6 0.002168 
16 mixtures 34.51 35.17 34.5 -0.001723 

 
這個結果並未如 MASV 所描述一般，可以達到接近 80%的確認率。但是本研究

的先決條件是在稀少性的輸入資料量，所以本研究的結果尚且差強人意。 
由上圖的實驗結果可以知道，mixture 數目增加，對語者確認上的工作是有

幫助的。原來是 16 個 mixture，結果確認率 66%，增加 mixture 之後，確認率幾

乎接近 70%。 
下列表格是偽裝者對受測者當事人的結果統計，由統計的結果，可以作為重

新對 speaker 分類進行測試時的考量依據。 
 
 
偽裝者，共有二十人（imposter set） 
speakerlist{test_set}=['0002','0007','0009','0010','0013','0017','0023','0025','0027','003
0','0037','0047','0048','0049','0050','0051','0053','0055','0058','0059'];共有二十人 
 
當事人，共有十五人(client set) 
speakerlist{training_set}=['0005','0006','0012','0014','0018','0020','0021','0026','0032','
0035','0039','0040','0043','0054','0057'];共有十五人 
 由統計表中可以約略發現，編號'0032','0035','0039','0040','0043'被偽裝成功的

次數明顯比較低。這些 speaker 的特性可以在新一輪的 training set 做為分類的依

據。 
下表是 imposter 偽裝成功統計 

表格 14 偽裝者對受測者之成功次數統計分佈 

 0002 0007 0009 0010 0013 0017 0023 0025 0027 

0005 6 3 3 4 5 2 5 4 5 

0006 5 5 3 6 3 4 5 4 7 

0012 8 4 3 7 4 6 5 5 6 

0014 7 4 4 7 5 7 7 5 6 

0018 7 7 5 6 8 6 6 4 5 

0020 7 7 5 5 8 4 5 3 6 

0021 8 5 3 6 5 5 5 3 4 

0026 1 5 2 3 2 4 2 1 3 

0032 1 1 2 2 4 2 2 1 2 

0035 2 0 0 2 1 3 1 1 2 
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0039 1 0 0 2 3 3 0 2 2 

0040 1 0 2 1 4 3 0 1 5 

0043 1 1 1 1 4 3 0 1 1 

0054 3 5 4 2 2 5 3 2 2 

0057 4 7 5 3 4 6 6 2 5 

 
 0030 0037 0047 0048 0049 0050 0051 0053 0055 0058 0059 

0005 3 2 2 2 5 4 3 8 4 6 2 

0006 4 4 3 4 3 5 4 6 6 5 4 

0012 5 4 1 4 5 4 3 6 7 5 6 

0014 7 4 4 4 6 6 4 5 7 5 7 

0018 6 6 4 7 6 5 4 2 8 4 8 

0020 7 6 6 6 9 6 5 4 6 4 8 

0021 5 6 1 4 4 5 2 3 4 3 5 

0026 1 0 1 1 1 2 1 1 4 1 4 

0032 3 7 2 4 3 3 4 2 3 2 3 

0035 2 3 0 3 3 2 4 1 4 1 3 

0039 1 4 1 3 1 2 2 1 3 2 3 

0040 2 6 1 3 2 1 3 1 4 2 4 

0043 1 4 1 3 3 2 3 0 1 3 2 

0054 3 3 3 4 4 4 3 1 3 4 5 

0057 5 4 4 4 5 3 4 4 5 4 4 

 

6.6. 實驗 Case 2 將稀少性樣本視為 truncated 

probability distribution 處理 

 
在 case 1，本研究使用 normal distribution 處理稀少性輸入樣本。現在 case 2

使用 truncated normal distribution 來處理稀少性的輸入樣本問題。輸入 client set
中的某一位 speaker 全部 n 句語料。計算出 empirical mean 和 empirical variance。 

 
1

1 n

j
x

n
x

=
= ∑  (6.6) 
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 2

1

1 (
n

j

2)S x x
n =

= −∑  (6.7) 

,i jcx x⇐ ：屬於 client 中的第 i 位 speaker，第 j 句語料發音經過 self testing 計

算得出相對於 UBM model 的相對平均分數。單位(score/per frame) 
將 empirical mean 和 empirical variance 代入(6.5)作為起始疊代參數，利用第

四章所使用的 truncated probability distribution maximum likelihood estimation 估計

出新的 mean 和 variance。然後使用新的 mean 和 variance 作為 self testing 的分數

分佈，最後進行決策。 

0 1
0 1

( ) ( ; , )
( ) ( ; , )
x f x
x F x

φ =
Φ =

 

由第四章所推導之關係，

1

1 1

: :

: : : :

( ) ( )
,

( ) ( ) ( ) ( )
n

L R
n n n n n n

x x
x x x x

n nφ φ
Θ = Θ =

Φ − Φ Φ − Φ
令 ，則     

( L Rx u )σ− = Θ − Θ               (6.8)     

 { }2
1 1: : (n L n n Rx x S xσ Θ − Θ + = + −2 2)u  (6.9) 

(6.8)和(6.9)有兩個式子，剛好可以解開兩個未知數 ,u σ 。 

 
結果： 
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圖表 55 truncated probability distribution function ML test 

 總共有十五位當事人(client)，所以結果分成十五組陳列。每一個點代表二十

位 imposter 的 EER 總體估計值。由結果可以發現，truncated probability distribution 
maximum likelihood estimator 的表現欠佳，只有在分佈情形很明顯不對稱的時

候，truncated estimator 表現會比 empirical mean（Case 1）來的好。 
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6.7. 使用 Hypothesis Test 輔助判別 

 檢定已知的 imposter 是否為 client? right-tailed 

test 

,

0

1

0 (1 )

0

: ( ) log
: ( ) log

( )
   

( ) /
 

α

µ
µ

−

Η ≤ Λ

Η > Λ

= >

⇒ Η

k jI

D
D
J x

if z z
s D n

reject
s(D):整體imposter的標準差

n:imposter 整個集合的句子總數

 

0H ：虛無假設 

1H ：對立假設 

( )
1 1

1 1
, ,ˆ( | ) ( | )

,,

ˆ: log( ( ( ) | )) log( ( ( ) | ))
k j i k jci

j j

I c II s I
k jk j

D p x s p x
dd

τ τ

λ λ
µ λ Ω

= =
λ− Ω∑ ∑  

整個 imposter 集合的句子總數量是大樣本，所以採 z 分數檢定 
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 檢定已知的 client 是否為 imposter? left-tailed 

test 

,

0

1

0 (1

0

: ( ) log
: ( ) log

( )
   

( ) /
 

α , 1)

µ
µ

− −

Η ≥ Λ

Η < Λ

= < −

⇒ Η

i jc
n

D
D
J x

if t t
s D n

reject

i

i

s(D):client語者c的標準差

n:語者c的句子數量

 

( )
1 1

1 1
, ,ˆ( | ) ( | )

,,

ˆ: log( ( ( ) | )) log( ( ( ) | ))
n n

i j i i ji

j j

c c cc s c
i ji j

D p x s p x
dd λ λ

µ λ Ω
= =

λ− Ω∑ ∑  

Client set 中的任何一位 speaker 的句子總數量在本實驗之中設定最多不會超

過 10 句話，屬於小樣本，所以採用 t 分數檢定。 

ic

使用 Hypothesis Test 輔助之結果 

表格 15 使用假設檢定輔助判別的結果分析 

        16 Mixtures        64 Mixtures 

FR 
tests 

FR hits FA tests FA hits FR 
tests 

FR hits FA tests FA hits 原始 

465 255 2490 888 465 251 2490 774 

alpha=0.05 465 25 2490 127 465 21 2490 121 

alpha=0.1 465 45 2490 247 465 38 2490 223 

 由表格 15 可以知道，speaker verification 的 GMM 模型由 16 mixtures 上升
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至 64 mixtures 之後，所減少的錯誤率部分主要來自於 false alarm 的減少。表格

中的兩個顯著水準(level of significance)值 alpha=0.05 和 alpha=0.1 都是單尾檢定

值。

,

 

1 0 05 1 0 11 645    1 285. .. , .z z− −= =

1 0 05 10 1 1 0 110 11 833   1 383. , . ,. , .t t− − − −− = − − = −

 由假設檢定的結果可以知道，speaker verification 如果使用假設檢定作為輔

助判別時，錯誤率可以有效地大幅降低。但是不論 alpha 等於 0.05 或 0.1，16 
mixtures 和 64 mixtures 相對於假設檢定的輸出結果機乎相同。 

6.8. 實驗 Case 3 

若每一位 speaker 有 n 句語料。採用 leave one out 的模式，每次使用 n-1 句

語料計算 和1 1: , ,nx r c− ,u σ ，則我們將會擁有 n-1 組資料。將此 n-1 組資料代入

公式中，
1 1: :( , , , ; , | ) ( ; , | , , , ) ( | , )

( | , ) ( | )
n np x x r c u n p x u x r c n p x r n

p r c n p c n
1:nσ σ= × ×

×
 

 取 likelihood 值最大的一組進行語者確認使用？ 

計算方式：以權重方式相加： 

當 n-1 個 sample 輸入確立之後， 1 1 1 1:( | , ), ( | , ), ( |np x r n p r c n p c n 1)ω
− − − − ，

三者將成為已知，此時便可以視為權重值，然後將此 n-1 組的權重值相加作為最

終的判別分數。 

1
1 1

1

1 1

1

1 1 1

: :

:

( , , , ; , 1| ) ( ; , | , , , )

( | , ) ( | , ) ( | )

n
n n

n

p x x r c u n p x u x r c n

p x r n p r c n p c n

ω

ω
ω

σ σ
−

−
=

−

= −

− × − × −

∑ ×
(6.10) 

ω ：組別，共有 n-1 組 
 此處採用 leave one out 的概念在於希望將潛在的高斯成份通通都萃取出來進

行權重值相加，然後以分數較高者作為 client 當事人的 self testing normal 
distribution 參數。 
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圖表 56 將潛在的高斯成份進行權重值相加 
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表格 16 綜合比較不同的實驗操作結果 

項目 EER mean FA mean FR mean Threshold 
64 mixtures 30.68 31.64 30.6 0.002168 
16 mixtures 34.51 35.17 34.5 -0.001723 
64 mixtures 29.26 30.72 29.2 -0.002374 

表格 16 中灰色的部份就是 leave one out 的結果。由結果可以發現，leave one out
和同樣是 64 mixtures 的 GMM baseline 實驗結果並無明顯差異；也就是說，本

實驗方法並沒有達到實質降低錯誤的效用。 
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7. 結論與未來展望 

一、稀少資料量的可靠度分析在語音問題的分析尚未被提出討論，本研究進

行了最初步的探討。 

二、本研究在截尾分佈（truncated distribution)和原假設分佈之間已經築起一

座橋樑，未來應該還有努力空間。 

三、在語者確認的系統實做時，未來可以考慮加入假設檢定，減少過多的錯

誤。 

四、Hypothesis test 的結果顯示雖然 mixture 數量和辨識率有關，但若加上

Hypothesis test 時，mixture 數量和辨識結果關係不大。 
五、語者確認的問題上，64 個高斯單元是比較合適的系統設定。 
六、在語音結構方面，更細小或多元的分類也可一併考慮使用，比如除去呼

吸聲，short pause 等。 
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