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在一個交替更新過程上的連續時間馬可夫鏈 

 

學生 : 黃宇葶                     指導教授 : 彭南夫  博士 

 

國立交通大學統計學研究所 碩士班 

 

摘     要 

    在本篇論文中，我們考慮一個連續時間馬可夫鏈在 r 個階段為一

個周期的交替更新過程之動態運轉狀態的系統中被觀察。主要目的是

研究整個過程的極限狀態，和嵌入式過程在每個階段起始被觀察的極

限狀態。討論此系統服從三種分配分別是常數函數與時間是定值、指

數、 韋柏，整個過程的極限機率分配可以以嵌入式過程的穩定狀態

機率之形式推導出來。另外我們會檢查馬可夫性質發現一個有趣的

事，即使是指數分配仍不具有馬可夫性質和另外會導出一定理說明整

個過程的漸近齊次性。最後先舉一些實際的例子了解這些理論可運用

在哪些方面，之後我們將前面所推導的理論加以應用，試著模擬幾種

情況，將得到的結果進一步討論，以達成目標。 

 

關鍵字: 交替更新過程，連續時間馬可夫鏈，M/M/1 排隊。 
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Continuous Time Markov Chains On A System 

Following An Alternating Renewal Process 

 

Student : Yu-Ting Huang        Advisor : Dr. Nan-Fu Peng 

 

Institute of Statistics National Chiao Tung University 
 

Abstract 

 

  A continuous time Markov chain observed on a system following the 

dynamic behavior of an alternating renewal process is studied. The 

limiting probability of the process is derived. The characteristics of the 

process are examined. Examples of application are given. 

 

Keywords: Alternating renewal process, Continuous time Markov chain, 

M/M/queue. 
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一、 緒論 

在有限的資源下，一家工廠老闆欲購買機器以達最大產量並獲 

得最高利潤，因此許多菁英們紛紛尋找各種方法以獲得老闆賞識，

其中一人使用本篇之方法找出符合老闆期望的機器數量。初步想法:

每台機器的狀況為馬可夫鏈，工廠工作時間固定為三班制(每八小

時為一班，第一班早班:早上八點到下午四點，第二班午班:下午四

點到零晨零點，第三班:晚班零晨零點到早上八點)，不間斷地有人

來輪班，每三班為一個週期，這三班各有一個馬可夫鏈(Markov 

chain)在運作且各有各的轉置率(transition rate)。早班的人精神狀況

較佳、效率佳，一旦遇到機器故障的時候立即處理，午班的人精神

狀況比早班差，因此效率相對也比較低，所以當發現機器故障時處

理的速度較慢，晚班的人精神不佳，時常機器故障卻沒人發現造成

產量減少，有時會到發現才修理，有時會一直到換早班的人才發

現。所以透過此篇想法，找出每台機器在長期的時間「好」的機率，

「中等」的機率，「壞」的機率，最後老闆決定欲購買機器數量以

達到最大產量並獲得最高利潤。 

 
 

我們將上述想法具體的表示在這篇論文中，我們考慮一個連續

時間馬可夫鏈(continuous time Markov chain) ( )tX 在 r 個階段的一

個交替更新過程(alternating renewal process)的動態運轉狀態的系統

中被觀察。因此，考慮一個多階段的更新時間系統序列為
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ },......,,...,,,...,,...,,,,...,, 2
1

1
1

21
2

2
2

1
21

2
1

1
1 ++ nnnn

rr YYYYYYYYYY 互相獨

立，皆為正的而且是非退化(non-degenerate)的隨機變數，(see Karlin 

and Taylor, p207)。 

( ) ( ) ( ) ( )⋅1
1

3
1

2
1

1 ~,.....,, FYYY
iid

 

( ) ( ) ( ) ( )⋅2
2

3
2

2
2

1 ~,.....,, FYYY
iid

 

M 

( ) ( ) ( ) ( )⋅r

iid
rrr FYYY ~,.....,, 321  

( )tX 在各個Y 中有不同的 iQ ， ri ,...,2,1= ，其中 iQ 為微矩陣。 

 

我們假設 ( )tX 成功的以 ,.....2,1,,...,2,1,,...,2,1 rr 階段通過系統且

在不同階段的 ( )tX 可能有不一樣的參數但在其他方面在原來的鏈

中仍保有他的性質。一個典型的例子:M/M/1 queue 關於 service 

breakdown 描述於 Avi-Itzhak and Noar (1963) 或是 一個更普遍的

模型-a Markov modulated queue 由Regterschot and de Smit (1986)提

出。備註這篇論文所討論的模型屬於 the family of switching 

processes 在 Anisimov (1977)可找到，或是最近有關的作品 在

Anisimov(1995)中。 

 

    在第二部份中，說明隨機過程的理論包含基本定義及性質。 

 

    在第三部份中，我們研究整個過程的極限狀態，和嵌入式過程

(the embedded processes)在每個階段起始被觀察的極限狀態。討論

Y 服從三種分配分別是常數函數與時間是定值、指數(exponential)、 

韋柏(Weibull)，整個過程的極限機率分配 (limiting probability 

distribution)可以以嵌入式過程的穩定狀態機率之形式推導出來。 
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    在第四部份中，我們會檢查馬可夫性質發現一個有趣的事，即

使是指數分配仍不具有馬可夫性質和另外會導出一定理說明整個

過程的漸近齊次性(asymptotic homogeneity)。 

 

在第五部份中，先舉一些實際的例子了解這些理論可運用在哪

些方面，之後我們將前面所推導的理論加以應用，試著模擬幾種情

況，將得到的結果進一步討論，以達成目標。 
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二、 隨機過程理論 

一個隨機過程(Stochastic processes) ( ){ }TttXX ∈= , 是收集一組

隨機變數，一般解釋 t 為時間，稱 ( )tX 是在時間 t 的狀態。如果T 是

可數的集合則稱 X 是離散時間隨機過程; 若T 是連續的集合則稱

X 是連續時間隨機過程。 

 

 

如果是一個可數的過程 ( ){ }0, ≥ttN ，此過程中區間時間

(interarrival times)是獨立且相同分配，則此可數過程稱為一個更新

過程(Renewal processes)。 

 

     

若一個隨機過程 ( ){ }0, ≥ttX ，狀態有{ },.....2,1,0 ， ( )tX 有一個性

質是存在某時間點會使它重新開始，此過程稱為再生過程

(Regenerative processes)。 

 

 

{ },...2,1,0, =nX n 呈現出有限的或是可數的可能值。若 iX n = 表

示此過程在時間n的狀態是 i。我們假設

{ } ijnnnn PiXiXiXiXjXP ====== −−+ 0011111 ,,.....,,  

，所有的狀態為 jiiii n ,,,.....,, 110 − ， 0≥n 。 ijP 表示此過程在時間n時

狀態為 i 則時間 1+n 時會到狀態 j 的機率，此機率只與前一刻有關

但跟過去、未來無關。 
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0≥ijP ， 0, ≥ji ，∑
∞

=

=
0

1
j

ijP ， L,2,1,0=i ，P表示 one-step 轉制

機率 ijP 的矩陣，所以我們可得 

MM

K

M

K

K

1210

121110

020100

PPP

PPP
PPP

P

ii

=  

稱這個隨機過程{ },...2,1,0, =nX n 為離散時間馬可夫鏈(Discrete time 

Markov chain)。 

 

 

離散時間馬可夫鏈中一個機率分配{ }L,3,2,1, =jjπ ，如果

0,
0

≥= ∑
∞

=

jPP
i

ijij π 且
( )

j
n

ij
n

P π=
∞→

lim ，稱{ }L,3,2,1, =jjπ 為穩定狀態機

率分配(stationary probability distribution)。 

     

 

連續時間馬可夫鏈之定義與離散時間馬可夫鏈很類似，只是時

間的差別，此隨機過程 ( ){ }0, ≥ttX ，如果 0, ≥ts ， L,2,1,0=i ，

L,2,1,0=j ， ( )ux ， su ≤≤0 ，目前在狀態 i 經過時間 t 到狀態 j 的

機率為 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }suuxuXisXjstXPtPij ≤≤===+= 0,,  

      ( ) ( ){ }isXjstXP ==+=  

，給定目前的狀態與過去、未來皆獨立，稱 ( ){ }0, ≥ttX 為連續時間

馬可夫鏈(Continuous time Markov chain)。 
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    如果我們將 iτ 表示此過程在轉移到不同的狀態之前停留在狀

態 i的總時間，則 ( ) ( )tPstsP iii >=>+> τττ ， 0, ≥∀ ts ，因此這個

隨機變數 iτ 是無記憶性(memoryless)且是指數分配。此連續時間馬

可夫鏈每次進入狀態 i會有一些性質如下: 

 

 

( )a  iτ 是此過程在轉移到不同的狀態之前停留在狀態 i的總時間且

為指數分配，具有一個比率(rate)為 iv 。 

( )b  當此過程離開狀態 i 到下一個狀態 j 的機率為 ijP ，滿足

1=∑
≠ ji

ijP 。 

根據 ( )a 、 ( )b 可得 ijiij Pvq = ， ji ≠∀ ，其中 ijq 稱從 i 到 j 的轉置率

(transition rate)。 

 

 

此連續時間馬可夫鏈的極限機率(Limiting probability): 

( )
∑

==
∞→

i i

i

j

j

ij
t

j

v

v
tPP

π

π

lim     ( )c  

其中 jπ 是
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

∑
∑

1
i

i

i
ijij P

π

ππ
    ( )d 的唯一解。 

從 ( )c 、 ( )d 中得到 jP 是
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

∑
∑

j
j

i
ijiijj

P

PPvPv

1  的唯一非負解。 
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相同地， ijiij Pvq = 可得 ∑=
i

ijijj qPPv ， ijq :從 i 到 j 的轉置率。 

其中 0>iq ， i∀ ， ∞<≤ ijq0 ， i
ji

ij qq =∑
≠

⇒  

( )( ) iiiij qqqQ −== , ， 

滿足 01
~~

=Q ， ( )K,1,11
~
=′ ， ( )K,0,00

~
=′ ， 

Q :微矩陣(infinitesimal matrix)。 

 

 

在馬可夫鏈的應用: 

M/M/1 queue: 

    此模型中，客人以 Poisson 分配進入店裡，只有一個服務人員

以指數分配來服務客人，如果已經有客人正在被服務，那不能再給

其他的客人進入，他們只能離開。 

 

    下一章節會利用這些基本理論及定義幫助解決問題。 
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三、 X(t)的極限機率分配 

考慮一個多階段的更新時間系統序列為

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ },......,,...,,,...,,...,,,,...,, 2
1

1
1

21
2

2
2

1
21

2
1

1
1 ++ nnnn

rr YYYYYYYYYY ，在每一個

階段都有一個馬可夫鏈在運作，而 iQ 為 ( )tX 在 ( )i
jY 的轉置率，

ri ,...,2,1= ， ,...,...,2,1 nj = ，假設 ( ) tQ
i

ietP = 表示為當這個系統在階

段 i ， ri ,...,2,1= ，時間是 t 的時候， ( )⋅X 的轉置機率矩陣(transition 

probability matrices)。我們考慮嵌入式過程 ( )i
nX 定義為

( ) ( ) ( ) ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ += ∑∑∑

−

=

−

= =

1

1

1

1 1

i

k

k
n

n

t

r

k

k
t

i
n YYXX ， ri ,...,2,1= ， ,......3,2,1=n 。因此 ( )i

nX 是

( )tX 在第n個周期(cycle)從階段 i 為起始之狀態。 

 

( ) ( ) 可夫鏈形成嵌入式離散時間馬L,, 1
2

1
1 XX  

( ) ( ) 可夫鏈形成嵌入式離散時間馬L,, 2
2

2
1 XX  

M 
( ) ( ) 可夫鏈形成嵌入式離散時間馬L,, 21

rr XX  

 

假設 ( )i
nX 的極限機率向量存在， ri ,...,2,1= ，且列向量(row 

vector)表示為 ( )iπ 。然後在馬可夫鏈中一個標準結果提出如下， 
( ) ( )i

irii
i AAAAA ππ =−+ 111 ......  

式子中的矩陣 ( ) ( ) ( )∫∫
∞∞

==
00

dttfetdFtPA tQ
iii

i ， ri ,...,2,1= 。 
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利用黎曼和(Riemann sum)來表示 iA 的近似值: 

( )∑
=

∆≅
n

i
iiii ttftMA

1
)( ， largen : ， 

其中

m

itQ

m
tQItMe i ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=≅ )( ， km 2= ， largem : ，只需作k 次。 

轉置機率矩陣                  極限機率列向量 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

r1
1

1r1 AAA        XX forAAA ⋅⋅⋅=⇒⋅⋅⋅ 2
1

~

1

~

1

~

1
22 :,......., πππ  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1r2

2
11r2 AAAAXX for AAAA ⋅⋅⋅=⇒⋅⋅⋅ 3

2

~

2

~

2

~

2
23 :,......., πππ  

M 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

12~~~212 :,......., −− ⋅⋅⋅=⇒⋅⋅⋅ r1r
rrrrr

1r1r AAAAXX for AAAA πππ  

 

( ) ( )
k

j

ik

ij AΠ
−

=
=

1

ππ ， rji ≤≤≤1 ， 

 
( ) ( )

k

j

k
k

r

ik

ij AA ΠΠ
−

==
=

1

1
ππ ， rij ≤≤≤1 ， 
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Lemma: 

如果所有嵌入式過程 ( )i
nX ， ri ,...,2,1= 的極限機率皆存在，且列向

量(row vector)表示為 ( )iπ ，則 
( ) ( )i

irii
i AAAAA ππ =−+ 111 ......        ( )1  

( ) ( )
k

j

ik

ij AΠ
−

=
=

1

ππ ， rji ≤≤≤1 ， 

( ) ( )
k

j

k
k

r

ik

ij AA ΠΠ
−

==
=

1

1
ππ ， rij ≤≤≤1 。 

其中矩陣 ( ) ( ) ( )∫∫
∞∞

==
00

dttfetdFtPA tQ
iii

i 。 

 

Proof:  

在公式 ( )1 中 ( )1π 存在保證 ( )jπ 會存在。此外，當 ji = 即證明了

公式 ( )1 。不失一般性，我們證明當 rji ≤≤≤1 的情形，列向量

( ) ( )j
ji

i AA ππ −−1... 右乘 111 ...... −+ jrjj AAAAA 及應用公式 ( )1 經由代數的方

式可以得到 ( ) ( )j
ji

i AA ππ −−1... 是矩陣 111 ...... −+ jrjj AAAAA 的一個列特徵

向量(row eigenvector)，而他的特徵值(eigenvalue)為 1。由於，從公

式 ( )1 得到 ( )jπ 也是一個列特徵向量而且特徵值也是 1，我們可以得

到 
( ) ( ) ( )jj

ji
i cAA πππ =−−1...       ( )2  

其中c為某常數。 

 

由於 ( )
1... −ji

i AAπ 和 ( )jπ 都是機率分配向量，所以在公式 ( )2 兩邊

都右乘一個行向量(column vector) 1
~
，經過代數運算左式

( ) ( )( ) 011... 1
~

1 =−=×−−
j

ji
i AA ππ ，右式為 ( ) ccc j =×=× 11

~
π ，左式=

右式使得 0=c ，此 lemma 證明完成。 
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3.1 Y 服從韋柏分配  

假設在系統中每個階段停留的時間 ( )i
nY 服從韋柏( ii γα , )，

ri ,...,2,1= ， ,...2,1=n ，期望值(mean)為 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+Γ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

i

r

i r
i 111
1

α
。在這個假

設之下，如果 ri ,...,2,1= ，轉置機率矩陣 ( )tPi  有一個微矩陣 iQ ，

然後我們可以計算出公式 ( )1 的 iA 為 

( )∫
∞

− −=
0

1 exp dttteA iii r
iii

tQ
i αγα γ       ( )3  

 

無法直接積分得到 iA ，所以用下列方法表示出 iA 的近似值。 

利用黎曼和(Riemann sum)來表示 iA 的近似值: 

( ) ( ) ( ) j
r

jijii

n

j
j

r
iii

tQ
i ttttMdttteA iiiii ∆−≅−= −

=

∞
− ∑∫ αγααγα γγ expexp 1

10

1  

largen : ，其中

m

itQ

m
tQItMe i ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=≅ )( ， km 2= ， largem : ，只需k 次。 

備註:這個假設的 iQ 所有特徵值保證公式 ( )3 的無窮級數是收斂的。 

 

觀察得知，如果此過程開始的狀態服從穩定狀態機率分配，在

系統中每個階段的起始的地方，此過程 ( )tX 自己重新開始。因此

( )tX 是一個再生過程。假設此過程 ( )tX  有一個極限機率分配

( ),...,...,, 10 nππππ = 。然後，如果我們觀察此過程從第一期間的起

始開始，在此再生過程得到標準結果(see for Theorem3.7.1, p141, 

Ross[1996] ) 

( ){ }jtXP
tj =≡

∞→
limπ   

[ ]
[ ]cycle a of timeE

cycle a duringj   statein time of amountE
=       ( )4  
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公式 ( )4 運用代數推導出下面的公式 ( )5  

( ) ( ) ( )

∑

∫ ∫∑

=

∞
−

=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+Γ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −

=
r

k k

r

k

t
r

kkkk

r

k

k

r

dtttdssP

k

kk

1

1
0 0

1

1

111

exp

α

αγαπ
π

γ

 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

∑

∫ ∫∑ ∫Π

=

∞
−

=

∞
−

−

=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+Γ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=
r

k k

r

k

t
r

kkkk

r

k

r
kkki

k

i

r

dtttdssPdttttP

k

kkkk

1

1

0 0

1

1 0

1
1

1

1

111

expexp

α

αγααγαπ γγ

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

∑

∫∑ ∫Π

=

∞

=

∞
−

−

=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+Γ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=
r

k k

r

k

r
kk

r

k

r
kkki

k

i

r

dsssPdttttP

k

kkk

1

1

01 0

1
1

1

1

111

expexp

α

ααγαπ γ

 

 

( ) ( ) ( )

∑

∑ ∫Π

=

=

∞−

=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+Γ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

=
r

k k

r

k

r

k

r
kki

k

i

r

dsssPA

k

k

1

1

1 0

1

1

1

111

exp

α

απ
 

其中 iA 的定義在公式 ( )3  

 

備註:公式 ( )5 的第一個等式意思是此過程在狀態 j 的平均時間也可

以說此過程在這個系統每一個階段是狀態 j 所佔的比重的平均時

間。第二個等式直接運用前面所提出 Lemma 導出的。第三個至第

四個等式運用代數計算及用公式 ( )3 定義 iA 表示。公式 ( )5 當此過程

考慮從階段 1 起始點開始所推導出來的。 
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無法直接積分得到π ，所以用下列方法表示出π 的近似值。 

利用黎曼和(Riemann sum)來表示π 的近似值: 

( ) ( ) ( )

∑

∑ ∑Π

=

= =

−

=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+Γ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∆−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

≅
r

k k

r

k

r

k

n

j
j

r
jkji

k

i

r

sssMA

k

k

1

1

1 0

1

1

1

111

exp

α

απ

π  

largen : ，其中 ( )
m

k
k m

sQ
IsMsP ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=≅ )( ， km 2= ， largem : ，只需

作k 次。 

 

同理地，如果我們觀察此過程是從階段 i 起始點開始，

ri ,...,2,1= ，我們可以得到公式 ( )6 如下: 

( ) ( ) ( )

∑

∑ ∫Π

=

=

∞−

=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+Γ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

=
r

k k

r

k

r

ik

r
kkj

k

j

i

r

dsssPA

k

k

1

1

0

1

1

111

exp

α

απ
π  + 

( ) ( ) ( )

∑

∑ ∫ΠΠ

=

−

=

∞−

==

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+Γ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

r

k k

r

k

i

k

r
kkj

k

j
j

r

j

i

r

dsssPAA

k

k

1

1

1

1 0

1

11

111

exp

α

απ

( ) ( ) ( )

∑

∑ ∫

=

=

∞

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+Γ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=
r

k k

r

k

r

ik

r
kk

k

r

dsssP

k

k

1

1
0

111

exp

α

απ
 

其中 ri ,...,2,1= ，方便註釋 ( ) ( )11 ππ =+r 。 

 

備註: ( )i
nX ， ri ,...,2,1= 的極限機率存在表示此周期長度期望值是有

限的，因此 ( )tX 的極限機率是存在的。 
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Remark 1:在 ( )6 的情況之下，如果 ( ) ( ) ( )tPtPtP r=== .....21 ，則

( ) ( ) ( )rππππ ==== ...21 ，這是直覺可知是正確的，因為這個情況

下，此過程在這個系統中是獨立的。 
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3.2 Y 服從指數分配  

假設在系統中每個階段停留的時間 ( )i
nY 服從指數( iα )，

ri ,...,2,1= ， ,...2,1=n ，是韋柏的特例(當 1=kγ )，期望值為
iα

1
。在

這個假設之下，如果 ri ,...,2,1= ，轉置機率矩陣 ( )tPi  有一個微矩陣 

iQ ，其中 iQ 所有特徵值的絕對值都會小於 iα ，然後我們可以計算

出公式 ( )1 的 iA 為 

( )∫
∞

−=
0

exp dtteA ii
tQ

i
i αα       ( )7  

 

若 ∑
∞

=

+=
1 !n

nn
itQ

n
tQIe i ， 

我們可以將公式 ( )7 另外表示為 

( )∫ ∑
∞ ∞

=

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=

0 1
exp

!
dtt

n
tQIA ii

n

nn
i

i αα        

( )∑ ∫
∞

=

∞

−=
0 0

exp
!n

i
n

n
ii dttt

n
Q

α
α  

n

n i

iQ
∑
∞

=
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
≅

0 α
 

備註:這個假設的 iQ 所有特徵值保證公式 ( )7 的無窮級數是收斂的。 
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公式 ( )4 運用代數推導出 ( )8  

( ) ( ) ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡= ∫ ∫∑

∑

∞
−

=

=

0 01

1

1
1 t

t
kk

r

k

k

r

k k

dtedssP kααπ

α

π  

( ) ( ) ( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ∫ ∫∑ ∫Π

∑

∞
−

=

∞
−

−

=

=

0 01 0

1

1

1

1

1
1 t

t
kk

r

k

t
ii

k

i
r

k k

dtedssPdtetP ki αα ααπ

α

 

( ) ( ) ( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ∫∑ ∫Π

∑

∞
−

=

∞
−

−

=

=

01 0

1

1

1

1

1
1 dsesPdtetP s

k

r

k

t
ii

k

i
r

k k

ki αααπ

α

 

( ) ( ) ( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
×⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ∫∑ ∫Π

∑

∞
−

=

∞
−

−

=

=

k

s
kk

r

k

t
ii

k

i
r

k k

dsesPdtetP ki

α
ααπ

α

αα 1
1

1
01 0

1

1

1

1

 

( )
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ∑ Π
∑ = =

=

r

k
i

k

ik
r

k k

A
1 1

1

1

1
1

1
α

π

α

 

其中 iA 的定義在公式 ( )7  

 

備註:公式 ( )8 的第一個等式意思是此過程在狀態 j 的平均時間也可

以說此過程在這個系統每一個階段是狀態 j 所佔的比重的平均時

間。第二個等式直接運用前面所提出的 lemma 導出的。第三個及

第四個等式運用代數計算。第五個等式將公式 ( )7 定義 iA 表示。公

式 ( )8 當此過程考慮從階段 1 起始點開始所推導出來的。 
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同理地，如果我們觀察此過程是從階段 i， ri ,...,2,1= 起始點開

始，我們可以得 

( )
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ΠΠ∑∑ Π
∑ ==

−

== =

=

j

k

j
j

r

j

i

k k

r

ik
j

k

ijk

i

r

k k

AAA
11

1

1

1

11
1

1
αα

π

α

π         ( )9  

從 ( )8 、 ( )9 及 Lemma，我們可以說明下面的定理 

 

Theorem 1:  

    我們考慮一個連續時間馬可夫鏈 ( )tX 在 r個階段的一個交替更

新過程的動態運轉狀態的系統中被觀察。如果此系統 ( )i
nY 服從指數

( iα )， ( )tX 及嵌入式過程 ( )i
nX ， ri ,...,2,1= ， ,...2,1=n 的極限機率存

在，則 

( )
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ΠΠ∑∑ Π
∑ ==

−

== =

=

j

k

j
j

r

j

i

k k

r

ik
j

k

jk

i

r

k k

AAA
11

1

11

1

11
1

1
αα

π

α

π  

  ( )∑
∑ =

+

=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

r

k

k

k
r

k k

1

1

1

1
1

1 π
α

α

 

其中 ri ,...,2,1= ，方便註釋 ( ) ( )11 ππ =+r 。 

 

備註: ( )i
nX ， ri ,...,2,1= 的極限機率存在表示此周期長度期望值是有

限的，因此 ( )tX 的極限機率是存在的。 

 

Remark 1:在 Theorem 1 的情況之下，如果 ( ) ( ) ( )tPtPtP r=== .....21 ，

則 ( ) ( ) ( )rππππ ==== ...21 ，此過程在這個系統中是獨立的。 
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3.3 Y 服從 ( )
⎩
⎨
⎧

<
≥

=
i

i
i ct   if   

ct   if   
tF

0
1

， ri ,...,2,1=   

假設在系統中每個階段停留的時間 ( )i
nY 服從 ( )

⎩
⎨
⎧

<
≥

=
i

i
i ct   if   

ct   if   
tF

0
1

是一個固定分配與時間無關，期望值為 ic ， ri ,...,2,1= ， ,...2,1=n 。

在這個假設之下，如果 ri ,...,2,1= ，轉置機率矩陣 ( )tPi 有一個微矩

陣 iQ ，然後我們可以計算出公式 ( )1 的 iA 為 

( ) ( ) ( ) ( ) iii cQ
ii

tQ
ii ecPtdFetdFtPA ==== ∫∫

∞∞

00

      ( )10   

備註:這個假設的 iQ 所有特徵值保證公式 ( )10 的無窮級數是收斂的。 

 

公式 ( )4 運用代數推導出下面的公式 ( )11  

( ) ( ) ( )⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡= ∫ ∫∑

∑

∞

=

=

0 01

1

1 t

k

r

k

k
r

i
i

tdsdFsP
c

ππ  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ∫ ∫∑ ∫Π

∑

∞

=

∞−

=

=

0 01 0

1

1

1

1

1 t

k

r

k
i

k

i
r

i
i

tdsdFsPtdFtP
c
π  

( ) ( ) ( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛= ∫ ∫∑ Π

∑

∞

=

−

=

=

0 01

1

1

1

1

1 t
sQ

r

k
ii

k

i
r

i
i

tdsdFecP
c

kπ  

( ) ( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛= ∫∑ Π

∑ =

−

=

=

k

k

c
sQ

r

k
ii

k

i
r

i
i

dsecP
c 01

1

1

1

1

1 π  

( )
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛= ∫∑ Π

∑ =

−

=

=

k

k

c
sQ

r

k
i

k

i
r

i
i

dseA
c 01

1

1

1

1

1 π  

其中 iA 的定義在公式 ( )10  
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假設 ( ) ∫=
k

k

c
sQ dsesM

0

， ( ) ( ) kkcQ
k esMQI   satisfiessM =+ ，  

( ) ( ) ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛= ∑ Π

∑ =

−

=

=

r

k
i

k

i
r

i
i

AsM
c 1

1

1

1

1

1 ππ  

 

備註:公式 ( )11 的第一個等式意思是此過程在狀態 j 的平均時間也

可以說此過程在這個系統每一個階段是狀態 j 所佔的比重的平均

時間。第二個等式直接運用前面所提出的 lemma 導出的。第三個

至第四個等式運用代數計算。第五個等式將公式 ( )10 定義 iA 表示。

最後一個等式用M 來表示之。公式 ( )11 當此過程考慮從階段 1 起始

點開始所推導出來的。 

 

利用黎曼和(Riemann sum)來表示π 的近似值: 

( ) ( ) ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ∆⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛≅ ∑∑ Π

∑ ==

−

=

=

n

i
ii

r

k
i

k

i
r

i
i

ssMA
c 11

1

1

1

1

1 ππ ， largen : ， 

其中

m

itQ

m
sQIsMe i ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=≅ )( ， km 2= ， largem : ，只需作k 次 

 

同理地，如果我們觀察此過程是從階段 i， ri ,...,2,1= 起始點開

始，我們可以得到公式 ( )12 如下: 

( )
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ∑ ∫ΠΠ∑ ∫Π

∑

−

=

−

===

−

=

=

1

1 0

1

110

1

1

1 i

k

c
sQ

j

k

j
j

r

j

r

ik

c
sQ

j

k

ij

i
r

i
i

k

k

k

k dseAAdseA
c
ππ   

( )
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
= ∑ ∫
∑ =

=

r

k

c
sQk

r

i
i

k

k dse
c 1 0

1

1 π  

其中 ri ,...,2,1= ，方便註釋 ( ) ( )11 ππ =+r 。 
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備註: ( )i
nX ， ri ,...,2,1= 的極限機率存在表示此周期長度期望值是有

限的，因此 ( )tX 的極限機率是存在的。 

 

Remark 1:在 ( )12 的情況之下，如果 ( ) ( ) ( )tPtPtP r=== .....21 ，則

( ) ( ) ( )rππππ ==== ...21 ，這是直覺可知是正確的，因為這個情況

下，此過程在這個系統中是獨立的。 

 

Remark 2:此分配是固定的與時間無關，所以

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ },......,,...,,,...,,...,,,,...,, 2
1

1
1

21
2

2
2

1
21

2
1

1
1 ++ nnnn

rr YYYYYYYYYY 仍是馬可

夫鏈。不論從哪個時間去觀察此過程，都可以找出 iQ ， ri ,...,2,1= 。 
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四、 此過程的特色(Characteristics of process) 

這章節我們利用一個例子來說明觀察的 ( )tX 在一個交替更新

過程中可能不會保有馬可夫的性質，即使此過程在任何給定的階段

是馬可夫且每個階段停留的時間是服從指數分配。如果過程在每個

階段是齊次性(homogenous)，我們可以證明 ( )tX 是漸近齊次性

(asymptotically homogenous)。 

 

Example 1: 

考慮一個連續時間馬可夫鏈，狀態為{ }1,0 ，所以此過程是在二

個階段交換的更新開始系統中觀察，其中 ααα == 21 。假設此馬可

夫鏈決定於微矩陣 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
=

KK
KK

Q
1
0

1 及 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
=

δδ
δδ

1
0

2Q ， 21 ,QQ 依

據系統是在階段 1 還是在階段 2，其中K 是一個很大的正數且 0>δ

相對於K 是很小的正數，所以 K<< δ0 ，表示在階段 1 的時候，狀

態變動很快，而在階段 2 的時候，狀態幾乎維持原來的狀態沒什麼

變動。 

 

如果
α

ε 10 << 則 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( ) ( ) ( )[ ]02,0,01Pr

02,1,01Pr

=−=−==+>

=−=−==+

εεε

εεε

tXtXtXtX

tXtXtXtX
 

上面兩個機率式子的條件機率意指在系統中的階段概似(likelihood 

of stage)。 
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註釋:第一個式子表示給定時間 t (fixed)的狀態是 0，前一刻是 1，再

前一刻是 0，可得到此情況是在階段 1，所以在時間 t的下一刻會是

1 的機率會很大;第二個式子表示給定時間 t 的狀態是 0，前一刻是

0，再前一刻是 0，可得到此情況是在階段 2，所以在時間 t 的下一

刻會是 1 的機率會很小，所以前者機率會大於後者機率，但這樣的

情況就不具有馬可夫的性質。 

 

Theorem 2: 

假設 ( )tX 在系統中每個階段都是齊次性(homogenous)，令 iQ 是

微矩陣在階段 i 與時間是獨立的。然後 ( )tX 的近似微矩陣

(asymptotically infinitesimal matrix)Q會是 ∑
∑=

=

=
r

i
ir

j j

i QQ
1

1

1

1

α

α
，因此整

個過程是漸近齊次性(asymptotically homogenous)。 

 

Proof: 

令 ( )tsij 是系統的轉置機率從階段 i 到階段 j ，其中 ri ,...,2,1= ， 

rj ,...,2,1= 。然後對於整理過程微矩陣在時間 t 為 ( ) ( )∑
=

=
r

j
ij QtstQ

1
1 。

考慮此系統視為一個再生過程並且使用公式 ( )4 ，我們可以得到

( )
∑
=

∞→
=

r

j j

i
jt

ts

1

1 1

1

lim

α

α
，Theorem 2 得證。 

 

 

 



 23

五、 例子 

機器分成三個狀態為
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

良好

中等仍可運作

壞了

   
   

   

2
1

0
，工人分成三班制 3=r  

(早、午、晚)，通常早班精神最好，所以照顧較完善，修理速度快

有效率。午班其次，晚班狀況較差，有時機器壞了也沒有即時處理

等到隔天輪班的人才發現，既使發現修理效率也較不好，所以

321 ,, QQQ 有一些條件、規定。 

 

( ) ( ) ( ) ( )   FYYY
iid

⇒⋅1
1

3
1

2
1

1 ~,.......,,  

( )tX 在此Y 中得到 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−

−−
=

21202120

1010

02010201

0
2
1
0

aaaa
aa

aaaa
Q1  

 

( ) ( ) ( ) ( )⇒⋅2
2

3
2

2
2

1 ~,.......,, FYYY
iid

 

( )tX 在此Y 中得到 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−

−−
=

21202120

1010

02010201

0
2
1
0

bbbb
bb

bbbb
Q2  

 

( ) ( ) ( ) ( )   FYYY
iid

⇒⋅3
3

3
3

2
3

1 ~,.......,,  

( )tX 在此Y 中得到 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−

−−
=

21202120

1010

02010201

0
2
1
0

cccc
cc

cccc
Q3  
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條件: 

Repair rate(修理的比率) 

010101 cba >> ， 020202 cba >>  

Break rate(機器壞掉的比率) 

101010 cba << ， 202020 cba << ， 212121 cba <<  

必成立的條件: 

cbattttt ,,, 21200201 =<> ，其中  

利用上章節介紹的方法，及上述的條件，找出極限機率。 

 

這個過程隨著時間及其他因素使得機器的系統狀態產生變

化，試著將此情況以流程圖來表示，能更方便、容易了解所有可能

狀態的變化及發生原因: 

 

修理

良好 中等 壞掉

自然損壞
人為疏忽
自然損壞

人為疏忽

人為疏忽

自然損壞

2 1 0

 

 

圖一  電動平板貨架運作的狀況 

 



 25

模擬結果: 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−
=

31.019.012.0
016.016.0
09.03.039.0

2
1
0

Q1 ，
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−
=

35.02.015.0
02.02.0
06.025.031.0

2
1
0

2Q  

 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−
=

45.025.02.0
03.03.0
05.02.025.0

2
1
0

3Q ，

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−
=

29.019.01.0
03.03.0
11.039.05.0

2
1
0

4Q  

 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−
=

41.02.021.0
04.04.0
07.027.034.0

2
1
0

5Q ，

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−
=

5.021.029.0
041.041.0
05.021.026.0

2
1
0

6Q  

 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−
=

321
022
358

2
1
0

7Q ，
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−
=

532
033
246

2
1
0

8Q ，

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−
=

5.65.33
044
5.15.35

2
1
0

9Q  

 

 

(1) Y 服從指數( iα )， ri ,...,2,1=   

 

   Q  
321 ,, QQQ  321 ,, QQQ  

[ ]321 ,, ααα  [3, 21, 10] [20, 8, 4] 

( )1πv  [0.3542, 0.5681, 0.0777] [0.4657, 0.4688, 0.0654] 

πv  [0.3458, 0.5749, 0.0793] [0.4624, 0.4716, 0.0660] 
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Q  
321 ,, QQQ  321 ,, QQQ  

[ ]321 ,, ααα  [0.8, 0.5, 0.2] [0.1, 0.5, 0.7] 

( )1πv  [0.4980, 0.4410, 0.0609] [0.4289, 0.5079, 0.0632] 

πv  [0.4606, 0.4729, 0.0665] [0.3259, 0.5948, 0.0793] 

 

 

    Q  
654 ,, QQQ  654 ,, QQQ  

[ ]321 ,, ααα  [3, 21, 10] [20, 8, 4] 

( )1πv  [0.4197, 0.4731, 0.1073] [0.5323, 0.3887, 0.0790] 

πv  [0.4079, 0.4816, 0.1104] [0.5286, 0.3913, 0.0801] 

 

 

    Q  
654 ,, QQQ  654 ,, QQQ  

[ ]321 ,, ααα  [0.8, 0.5, 0.2] [0.1, 0.5, 0.7] 

( )1πv  [0.5759, 0.3570, 0.0671] [0.5239, 0.3943, 0.0818] 

πv  [0.5394, 0.3834, 0.0772] [0.3944, 0.4895, 0.1161] 

 

 

    Q  
987 ,, QQQ  987 ,, QQQ  

[ ]321 ,, ααα  [3, 21, 10] [20, 8, 4] 

( )1πv  [0.3340, 0.5400, 0.1260] [0.3988, 0.4933, 0.1079] 

πv  [0.2448, 0.5943, 0.1609] [0.3681, 0.5130, 0.1189] 
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    Q  
987 ,, QQQ  987 ,, QQQ  

[ ]321 ,, ααα  [0.8, 0.5, 0.2] [0.1, 0.5, 0.7] 

( )1πv  [0.4307, 0.4690, 0.1003] [0.4245, 0.4745, 0.1011] 

πv  [0.3672, 0.5133, 0.1195] [0.2288, 0.6059, 0.1653] 

 

(2)Y 服從韋柏( ii γα , )， ri ,...,2,1=  

 

Q  
321 ,, QQQ  321 ,, QQQ  

[ ]321 ,, ααα  [1/3, 1, 1/2] [1, 1, 1/2] 

[ ]321 ,, γγγ  [1, 4, 1] [1, 19, 1] 

( )1πv  [0.9746, 0.0209, 0.0044] [0.9307, 0.0577, 0.0116] 

   πv  [0.7936, 0.1648, 0.0418] [0.7316, 0.2194, 0.0491] 

 

 

Q  
654 ,, QQQ  654 ,, QQQ  

[ ]321 ,, ααα  [1/3, 1, 1/2] [1, 1, 1/2] 

[ ]321 ,, γγγ  [1, 4, 1] [1, 19, 1] 

( )1πv  [0.9752, 0.0200, 0.0048] [0.9341, 0.0534, 0.0125] 

πv  [0.7689, 0.1828, 0.0485] [0.7243, 0.2206, 0.0553] 
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Q  
987 ,, QQQ  987 ,, QQQ  

[ ]321 ,, ααα  [1/3, 1, 1/2] [1, 1, 1/2] 

[ ]321 ,, γγγ  [1, 4, 1] [1, 19, 1] 

( )1πv  [0.9581, 0.0346, 0.0073] [0.8948, 0.0869, 0.0184] 

πv  [0.2793, 0.5356, 0.1853] [0.3235, 0.5156, 0.1611] 

 

(3) Y 服從 ( )
⎩
⎨
⎧

<
≥

=
i

i
i ct   if   

ct   if   
tF

0
1

， ri ,...,2,1=  

 

    Q  
321 ,, QQQ  654 ,, QQQ  

    c  8 8 
( )1πv  [0.5331, 0.4084, 0.0585] [0.6006, 0.3391, 0.0603] 

πv  [0.3369, 0.5837, 0.0794] [0.4154, 0.4730, 0.1116] 

 

    Q  
987 ,, QQQ  321 ,, QQQ  

    c  8 1 
( )1πv  [0.4333, 0.4667, 0.1000] [0.4450, 0.4906, 0.0644] 

πv  [0.2286, 0.6077, 0.1637] [0.3886, 0.5360, 0.0754] 

 

    Q  
654 ,, QQQ  987 ,, QQQ  

    c  1 1 
( )1πv  [0.5352, 0.3869, 0.0779] [0.4333, 0.4667, 0.1000] 

πv  [0.4636, 0.4393, 0.0971] [0.2360, 0.6008, 0.1631] 
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六、 應用實例  

Example: 

某一家公司製造大量優質的產品，二十四小時不能停止生產

線，一旦斷電損失慘重所有在線上正在製造的產品全部都報銷，所

以必需要很了解每台機器的狀態，此公司可以利用上述的方法找出

每台機器的壽命，老闆就可以決定需要多少台機器串聯起來在線上

運作，需要幾條生產線並聯起來，希望發生斷電的機率是萬分之一

要相當的小，當有一條發生問題還有其他的生產線可以繼續運作及

生產中的產品轉移到其他生產線，這樣可以讓損失降到最低。 

 

 

 
 

圖二       線路與機器位置分配 
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Example: 

園區的某大公司想要讓公司產品量產，目標想花最小的錢得到

最高的產量，使公司獲益最大，所以貴公司可以試著採用此方法，

每台機器服從同一個分配，分別在不同的時段但在同一個部門，算

出每台的極限機率，決定要幾台串聯在一起，再看需要幾條生產線

串聯起來，最後達到最想要的產量。 

 

Example: 

買一台新車狀態都是良好的，但經過一段時間可能是人為因素

(碰撞、過度使用…等等)或是自然磨損(零件老舊或是秏損完…等)

使得車的狀況變為中等，定期保養又可恢復到好一點的狀況，但有

時損壞太嚴重就必需送修，最多也只能恢復到中等狀態，這也是可

以經由此法來推算出車子的極限機率。 

 

Example: 

    考慮一個 M/M/1 queue，這系統是機器運轉與修理期間在交

替，每一個情況都服從指數分配。當機器在運轉期間，這個系統操

作視為 M/M/1 queue，當壞掉的期間，沒有顧客使用且顧客上門發

現壞了會很灰心失望而會以一個常數機率離開。此外，如果機器在

時間T 壞掉，則在系統中的時間 +T 顧客離開的人數假設服從一個二

項分配(binomial distribution)。將這個例子算出極限機率分配 π 。 

 

我們考慮這個問題，將它看成三個階段的交替更新過程，分別

命名為運轉期間，機器壞掉發生期間，修理期間。每個期間假設服
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從指數分配，這三個階段的期望值分別為
1

1
α

，
2

1
α

，
3

1
α

。利用

Theorem 1，我們將解決這個問題，其中讓
2

1
α

收斂到 0。 

2α 為一個固定值，由 Theorem 1 推導出 

( ) ( ) ( )
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++

++
= 321

3

3
21

2

2
1

1

1

321

111
111

1 AAAAAA π
α

π
α

π
α

ααα

π  

讓 ∞→2α ，可得到 ( ) ( )
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

+
= 321

3

3
1

1

1

31

11
11

1 AAAA π
α

π
α

αα

π  
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七、 結論 

 
在本篇論文中，我們考慮一個連續時間馬可夫鏈在 r 個階段為

一個周期的交替更新過程之動態運轉狀態的系統中被觀察。討論此

系統服從三種分配分別是常數函數與時間是定值、指數、 韋柏，

整個過程的極限機率分配可以以嵌入式過程的穩定狀態機率之形

式推導出來。其中系統服從常數與韋柏分配的，不能直接積分求

得，所以是以黎曼和方法來表示近似值。 

 

另外我們會檢查馬可夫性質發現一個有趣的事，即使是指數分

配仍不具有馬可夫性質和另外會導出一定理說明整個過程的漸近

齊次性(asymptotic homogeneity)。 

 

所以透過此篇想法在有限資源下用r=3的情況，求出每台機器

在長期的時間「好」的機率，「中等」的機率，「壞」的機率，達到

我們的目標。 
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附錄 

程式碼: 

(1) Y 服從指數(α ) 

Q(:,:,1)=[-0.39 0.3 0.09 ; 0.16 -0.16 0 ; 0.12 0.19 -0.31]; 

Q(:,:,2)=[-0.31 0.25 0.06 ; 0.2 -0.2 0   ; 0.15 0.2 -0.35]; 

Q(:,:,3)=[-0.25 0.2  0.05 ; 0.3 -0.3 0   ; 0.2 0.25 -0.45]; 

%Q 按照上面的規則找出適當的，即可帶入替換。 

alpha=[20 8 4];   %alpha 依情況及規定找出適當的帶入。 

syms t x y z; 

for i=1:3, 

B(:,:,i)=int(expm(Q(:,:,i)*t)*alpha(i)*exp(-alpha(i)*t),t,0 , inf); 

end 

z=1-x-y; 

X=[x y z]; 

Ans=X*B(:,:,1)*B(:,:,2)*B(:,:,3)-X; 

S=solve(Ans(2),Ans(3)); 

p1=[S.x S.y 1-S.x-S.y]; %根據 Lemma 公式求得的 

AA=eye(3); psum=zeros(3); 

for i=1:3, 

AA=AA*B(:,:,i); 

psum = psum + AA/alpha(i);   end 

p=( p1/(1/alpha(1) + 1/alpha(2) + 1/alpha(3) ))*psum;   %p 即為所求 

sum(p)   %進一步確認機率和是否為 1。 



 35

(2) Y 服從韋柏( γα , ) 

alpha=[1 1 0.5]; r=[1 19 1]; n=30; 

 %alpha 及 gamma 依情況及規定找出適當的帶入。 

Q(:,:,1)=[-0.39 0.3 0.09 ; 0.16 -0.16 0 ; 0.12 0.19 -0.31]; 

Q(:,:,2)=[-0.31 0.25 0.06 ; 0.2 -0.2 0   ; 0.15 0.2 -0.35]; 

Q(:,:,3)=[-0.25 0.2  0.05 ; 0.3 -0.3 0   ; 0.2 0.25 -0.45]; 

%Q 按照上面的規則找出適當的，即可帶入替換。 

syms x y z t; 

for j=1:3, 

p(:,:,j)=zeros(3); 

for i=1:n,   t=i/n;   bata(j)=1/alpha(j); 

g= expm(Q(:,:,j)*t)*r(j)*t^(r(j)-1)*exp(-t^r(j)/bata(j))/bata(j)/n; 

p(:,:,j)=p(:,:,j)+g  end  end 

z=1-x-y;  X=[x y z];   Ans=X*p(:,:,1)*p(:,:,2)*p(:,:,3)-X; 

S=solve(Ans(2),Ans(3)); 

p1=[S.x S.y 1-S.x-S.y];  %根據 Lemma 公式求得的 

AA=eye(3); psum=zeros(3); 

for i=1:3, 

AA=AA*p(:,:,i); 

psum = psum + AA*gamma( (n+1)/r(i) )/gamma( n/r(i)+1 ) 

*bata(i)^(1/r(i))/r(i);  end 

w=p1*psum; %w 即為所求    

if (abs(sum(w)-1)<0.0005);   

%進一步確認近似的機率和是否非常接近 1。 
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(3) Y 服從 Constant(與時間為定值) 

c=8;n=10000; 

Q(:,:,1)=[-8 5 3 ; 2 -2 0 ; 1 2 -3]; 

Q(:,:,2)=[-6 4 2 ; 3 -3 0 ; 2 3 -5]; 

Q(:,:,3)=[-5 3.5 1.5 ; 4 -4 0 ; 3 3.5 -6.5]; 

%Q 按照上面的規則找出適當的，即可帶入替換。 

for i=1:3; 

A(:,:,i)=expm(Q(:,:,i)*c);   end 

syms x y z; 

z=1-x-y; 

X=[x y z]; 

Ans=X*A(:,:,1)*A(:,:,2)*A(:,:,3)-X; 

S=solve(Ans(2),Ans(3)); 

p1=[S.x S.y 1-S.x-S.y];   %根據 Lemma 公式求得的 

AA=eye(3); p=zeros(3); 

for j=1:3, 

if (j>1) 

AA=AA*expm(Q(:,:,j-1)*c);   end 

psum=zeros(3); 

for i=1:n, 

psum=psum+expm(Q(:,:,j)*c*i/n)*c/n;   end 

p=p+psum*AA;   end 

w=p1*p/(c*3);  %w 即為所求 

sum(w);  %進一步確認機率和是否為 1。 




