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摘      要 

 

 本篇論文主要是想探討，當馬可夫過程中加入更新隨機干擾，變

成非馬可夫過程之後，此非馬可夫過程的模型之穩定狀態機率。此

外，因為模型的穩定狀態機率計算較為繁複，我們提出另ㄧ個計算比

較容易的馬可夫過程穩定狀態機率，來近似此非馬可夫過程的模型之

穩定狀態機率。在論文中，我們是將模型套用在可修復系統上，並且

會舉數個例子來比較兩者的結果。 

 

關鍵字：馬可夫過程，穩定狀態機率，干擾，更新過程。 
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The Steady State Probabilities of A Repairable System following 

A Markov Process Subject to Renewal Random Interventions 

 

 

Student：Chen-Yun Hung                  Advisor：Dr. Nan-Fu Peng 

 

 
 Institute of Statistics 

National Chiao Tung University 

 

 

Abstract 

 

 This thesis is focused on deriving the steady state probabilities of a 

non-Markov process obtained from a Markov process subject to renewal 

random interventions. In addition, we propose the steady state 

probabilities from a different but related Markov process which can be 

computed easily and with high precision to the steady state probabilities 

from a non-Markov process. In this thesis, a non-Markov process is 

applied in a repairable system, and several examples are presented. 

 

Keywords：Markov process, steady state probability, intervention, 

renewal process. 
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第一章 緒論 

 

1-1 研究動機 

 

    生產線上的機器操作員，往往會因為某些人為的疏失而導致錯誤

的發生。錯誤一旦發生，機器的損害即跟著產生，於是機器操作員開

始變得謹慎小心，而發生錯誤的機率就變小，因為錯誤造成機器損害

的衝擊也跟著變小。但是，隨著時間的過去，機器操作員的謹慎小心

會隨著時間的增加而逐漸消失，因此發生錯誤的機率就又上升，因為

錯誤造成機器損害的衝擊也跟著變大。所以，不論何時錯誤發生，機

器操作員又重新開始他的警覺心。這個現象如此週而復始，本篇研究

主要是想探討有此過程的模型之穩定狀態機率 (steady state 

probability)，並先將模型在此節中分析說明如下四點： 

(1) 我們將原始模型的狀態假設為單一因子。因為過程停留在任一個 

    狀態而尚未轉換到下一個狀態所花的時間是一指數分配

(exponentially distributed)，所以我們視這個原始模型是一個有微

矩陣(infinitesimal matrix) 的連續時間馬可夫過程(continuous 

time Markov process){ }，而

Q

0),( ≥ttY )(tY 是在時間 t的時候，原始

過程的狀態。此馬可夫過程(Markov process){ }0), t( ≥tY 的轉置機

率矩陣(transition probability matrix)為 

QtetP =)(  

(2) 現在，假設有一連串的干擾過程加入，且這些干擾的發生是根據 

    更新過程(renewal process)。令兩個連續干擾之間的間隔時間有個  

    發生率(hazard rate) )(tλ ，因為 
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( )
dt

tFd
tF

tf
tF
tft )(1ln

)(1
)(

)(
)()( −−

=
−

==λ  

( ))(1ln)( tFddtt −−=λ  

( ))(1ln)(
0

tFdxx
t

−−=∫λ  

    所以間隔時間之機率密度函數(probability density function)是 

∫−=
t

dxxttf
0

))(exp()()( λλ  

而這些干擾所造成的瞬間影響，有個和時間有關的影響矩陣(time   

dependent impact matrix) )(tD ： 則代表當有一個干擾發生於 )(tDij

時間 t，在時間 +t 時，過程從狀態 i到狀態 j的機率。 

(3) 在此加入干擾後的模型中有個很重要的特點：當一個循環(cycle) 

定義為兩個連續干擾中間經過的一段時間，則每一個干擾造成立 

即影響之後，下一個循環(cycle)會立即回復到最初的環境，也就 

是干擾的發生率與干擾所造成的損害衝擊又重新開始。這樣的行 

為使得這樣的過程運作就像是一個再生過程(regenerative  

process)。因此， )(tD 的 t和 )(tλ 的 t是一樣的，而時間 t是從前一 

次干擾完後開始算起。 

(4) 原始的模型再加入干擾之後，因為干擾的發生率 )(tλ 和時間有 

    關，干擾所造成的瞬間影響矩陣 )(tD 也和時間有關，整個過程已 

    經不具有遺失記憶性(memoryless property)，不符合馬可夫性質 

    (Markovian property)，所以整個過程是一個非馬可夫過程      

    (Non-Markov process){ }0),( ≥ttX ，而 )(tX 是在時間 t的時候，整 

    個過程的狀態。但是，當給定兩個連續干擾的間隔時間是 t，中 

    間的過程即是有微矩陣(infinitesimal matrix)Q的馬可夫過程  
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    (Markov process)。     

 

1-2 研究目的 

 

    此篇研究是將 1-1 說明的非馬可夫過程(Non-Markov process)之

模型，應用於存在人為疏失的工廠裡之可修復生產線上。研究目的如

下： 

(1) 利用此篇研究求得工廠生產線之狀態是良好的穩定狀態機率  

    (steady state probability)，以評估是否需要多花成本在降低人為疏 

    失的發生。 

(2) 提供另ㄧ個計算過程比較容易的馬可夫過程(Markov process)穩 

    定狀態機率(steady state probability)，來近似此非馬可夫過程 

    (Non-Markov process)的模型之穩定狀態機率(steady state  

    probability)，以節省計算時間。 

 

1-3 研究方法 

 

    本篇研究運用離散時間馬可夫鏈(discrete time Markov chain)、連

續時間馬可夫鏈(continuous time Markov chain)和更新過程(renewal 

process)的相關理論，以及發生率(hazard rate)的定義，解決推導過程

中所遇到的問題。另外，一個矩陣積分的一般定義是需要先知道：我

們定義矩陣的積分為矩陣中每個元素個別積分，也就是說對任意矩陣

A， 

∫∫ = ijij AA)(  
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1-4 研究架構 

 

    除了在本章所介紹的研究動機、研究目的與研究方法之外，在第

二章中，我們將簡單陳述一些隨機過程的相關理論與定義；在第三章

中，將推導這個加入干擾過程的模型之穩定狀態分配；而在第四章，

我們將提供一個計算相對簡單的馬可夫過程(Markov process)穩定狀

態機率(steady state probability)向量π ′v，去逼近此論文中所探討之非馬

可夫過程 (Non-Markov process)的模型穩定狀態機率 (steady state 

probability)向量β ′
v
，並且將兩者利用數個例子的結果做個比較，例子

分別有二元(binary)、三元(ternary)及四元(quaternary)的模型，根據不

同的模型，機器的狀態則分別具有不同的程度，例如：二元(binary)

的狀態是假設包含好與壞兩種；三元(ternary)的狀態則是假設包含

好、中、壞三種；第五章是結論。我們將以上的說明藉由研究架構圖

更完整且更清楚的呈現如圖 1-1： 
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研究架構圖 

  

 

緒論 

第
一
章 研究 研究 研究 研究 

動機 目的 方法 架構 

研究理論 

隨機 

過程 

離散時間 

馬可夫鏈

連續時間 

馬可夫鏈

更新 

過程
發生率

第
二
章

穩定狀態機率

第
三
章 

嵌入式離散時間馬可 模型穩定狀態機率 
夫鏈之穩定狀態機率

穩定狀態的近似分配

第
四
章

模型穩定狀態 

的近似分配

模型穩定狀態機率與穩

定狀態近似分配之比較 

第
五
章

結論 

圖 1-1 研究架構圖 

資料來源：本研究整理 

 5



第二章 研究理論 

 

 在尚未進入第三章及第四章之前，第二章根據[1]和[3]，簡單地

說明必須先了解的相關理論基礎與定義。 

 

2-1 隨機過程 

 

 隨機過程(stochastic process) { }TttXX ∈= ),( 是隨機變數(random 

variable)的集合。我們一般都解釋 t為時間，而 )(tX 是過程在時間 t時

的狀態。假若T是一個可數的集合，則稱 X 是離散時間隨機過程

(discrete time stochastic process)；若T是連續的，則稱 X 是連續時間

隨機過程(continuous time stochastic process)(Ross [3])。 

 

2-2 離散時間馬可夫鏈 

 

 隨機過程(stochastic process){ }K,2,1,0, =nX n 序列中，可能的值是

有限或是可數，除非另外有說明，不然可能的值之集合為非負整數

。當 ，代表過程在時間 時的狀態是 i；如果下ㄧ個狀

態是 ，則有一個轉置機率(transition probability) ，令

是任意狀態且 ，則 

{ }L,2,1,0 iX n = n

j ijP jiiii n ,,,,, 110 −L

0≥n

       { } ijnnnn PiXiXiXiXjXP ====== −−+ 0011111 ,,,,| L  (2.2.1) 

此隨機過程 (stochastic process)我們就稱它為離散時間馬可夫鏈

(discrete time Markov chain)。式子(2.2.1)可以解釋為：一個離散時間

馬可夫鏈(discrete time Markov chain)，任意未來狀態 的分配只與1+nX
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現在的狀態 有關，而與過去的狀態 無關，此也就是

馬 可 夫 性 質 (Markovian property) 。 而 在 轉 置 機 率 (transition 

probability) 的限制上， 

nX 110 ,,, −nXXX L

ijP

L,1,0,1;0,,0
0

==≥≥ ∑
∞

=

iPjiP
j

ijij  

且我們令轉置機率矩陣(transition probability matrix) P為 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

OMM

OMM

LL

LL

1110

0100

PP
PP

P  

(Ross [3])。 

 

2-2-1 嵌入式離散時間馬可夫鏈 

 

我們知道時間是連續的，狀態也是隨時間在改變。但是，當過程

只看某些時間點的狀態{ }K),(),( 10 ττ XX ， =)( iX τ 過程在時間點 iτ 的

狀態，則當它們具有馬可夫性質(Markovian property)，也就是說：當

過程停留在某一時間點狀態而尚未轉換到下一個時間點狀態所花的

時間呈現指數分配 (exponentially distribution)，具有遺失記憶性

(memoryless property)，所以未來狀態的分配只與現在的狀態有關，而

與過去的狀態們無關。我們就稱這些時間點的狀態{ }K),(),( 10 ττ XX

形成一個嵌入式離散時間馬可夫鏈(embedded discrete time Markov 

chain) (Ross [3])。 

 

2-2-2 穩定狀態機率 
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【定義】 

我們說一個機率分配 { }0, ≥jPj 是馬可夫鏈 (Markov chain)的定態

(stationary)分配，當 

0,
0

≥=∑
∞

=

jPPP
i

ijij  

(Ross [3])。 

《推論》 

令 是一個定態(stationary)分配，則 { } 0,0 ≥== jjXPPj

{ } { } { } j
i

iji
i

PPPiXPiXjXPjXP ======= ∑∑
∞

=

∞

= 00
0011 |  

並且根據歸納法， 

{ } { } { } j
i

iji
i

nnnn PPPiXPiXjXPjXP ======= ∑∑
∞

=

∞

=
−−

00
11|  

因此一開始的機率分配是定態(stationary)分配，則當 ，狀態 有 0≥n nX

相同的分配(Ross [3])。 

  

 

 而當每一個狀態的分配皆為定態(stationary)分配，我們說此離散

時間馬可夫鏈(discrete time Markov chain)的狀態是處於穩定狀態

(steady state)，所以穩定狀態機率(steady state probability)向量α′v 就會

滿足 

Pαα ′=′ vv  

P是轉置機率矩陣(transition probability matrix) (Ross [3])。  

  

2-3 連續時間馬可夫鏈 
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 當 連 續 時 間 隨 機 過 程 (continuous time stochastic 

process){ 具有馬可夫性質(Markovian property)：未來狀態的

分配只和現在狀態有關，而與過去狀態是獨立的。則，我們說連續時

間隨機過程(continuous time stochastic process)

}0),( ≥ttX

{ }0),( ≥ttX 是連續時間

馬可夫鏈(continuous time Markov chain)，而 =)(tX 過程在時間 t的狀

態。換句話說，當所有的 0, ≥ts ，非負整數 suuxji ≤≤0),(,, ， 

{ } { }isXjstXPsuuxuXisXjstXP ==+=<≤===+ )(|)(0),()(,)(|)(
(Ross [3])。 

 

假設 iτ 是過程停留在狀態 i而尚未轉換到另一個不同狀態的停留

時間，則當所有的 0, ≥ts ， 

( ) ( )tPstsP iii >=>+> τττ |  

因此，隨機變數 iτ 具有遺失記憶性(memoryless property)且必須為指數

分配(exponentially distribution)。並且，連續時間馬可夫鏈(continuous 

time Markov chain){ 當它進入狀態 i，是一個有以下性質之

隨機過程(stochastic process) (Ross [3])： 

}0),( ≥ttX

(1) iτ 是比率(rate)為 iν 的指數分配(exponentially distribution)。 

(2) 當過程離開狀態 ，到下一個狀態i j的機率為 ， 。 ijP ∑
≠

=
ij

ijP 1

  

 

當 ， ji ≠

ijiij Pq ν=  

我們稱 是 到ijq i j的轉換率(transition rate)。而∑ ∑
≠ ≠

==
ij ij

iijiij Pq νν 。另
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外，要清楚的是， 和 是不同的， 是指現在在狀態 ，經

過時間

)(tPij ijP )(tPij i

t到狀態 的機率，換句話說，當j 0, ≥ts ， 

( )isXjstXPtPij ==+= )(|)()(  

(Ross [3])。 

 

2-3-1 KOLMOGOROV微分方程式 

 

【引理】  

(1) i
ii

t t
tP ν=−

→

)(1lim  
0

(2) ij
ij

t
q

t
tP
=

→

)(
lim

0
， ji ≠  

(3) ，∑
∞

=

=+
0

)()()(
k

kjikij sPtPstP 0, ≥∀ ts  

(Ross [3])。 

 

【定理】 Kolmogorov逆向方程式(backward equations) 

對所有的 ，且ji, 0≥t ， 

)()()( tPtPqtP iji
ik

kjikij ν−=′ ∑
≠

 

(Ross [3])。 

《推導》  

將 兩邊同時減去 ，式子變成 ∑=+
k

kjikij tPhPhtP )()()( )(tPij

[ ] )()(1)()()()()()()( tPhPtPhPtPtPhPtPhtP ijii
ik

kjikij
k

kjikijij −−=−=−+ ∑∑
≠

當兩邊同時除以 且取極限，當 趨近於零， h h
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⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −

−=
−+

∑
≠→→

)()(1)()(lim
)()(

lim
00

tP
h

hPtP
h

hP
h

tPhtP
ij

ii
kj

ik

ik
h

ijij

h
 

因此， 

)()()( tPtPqtP iji
ik

kjikij ν−=′ ∑
≠

 

(Ross [3])。 

 

【定理】 Kolmogorov順向方程式(forward equations) 

對所有的 ，且ji, 0≥t ， 

)()()( tPtPqtP ijj
jk

ikkjij ν−=′ ∑
≠

 

(Ross [3])。 

 

2-3-2 轉置機率矩陣的計算 

 

定義 、))(()( tPtP ij= ))(()( tPtP ij′=′ 、 )( ijqQ = ，且 

0<−=−= ∑
≠ik

ikiii qq ν ，則當 )1,,1,1(1 K
v
=′ 、 )0,,0,0(0 K

v
=′ ，Q具有 01

vv
=Q

的性質，換句話說，微矩陣 的列和為零(Ross [3])。 Q

 

在 2-3-1 節，我們可以將 Kolmogorov 逆向方程式(backward 

equations)表示成 

)()( tQPtP =′  

將 Kolmogorov順向方程式(forward equations)表示成 

QtPtP )()( =′  

因此，得到轉置機率矩陣(transition probability matrix) )(tP 為 
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( )∑
∞

=

≡=
0 !

)(
i

i
Qt

i
QtetP  

(Ross [3])。但是，如果用上式的展開式來計算 )(tP ，會有兩個非常

沒有效率的原因(Ross [3])： 

(1) 因為微矩陣(infinitesimal matrix) 中包含正值及負值，在計算  Q Q

的次方上，會有四捨五入的誤差問題。 

(2) 我們計算必須要接近無限多項以趨近真值。 

  

所以，我們計算 )(tP 選擇使用 

n

n

x

n
xe ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

∞→
1lim  

也就是 

n

n

Qt

n
QtIe ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

∞→
lim  

令 ，kn 2=
n

QtItM +=)( ，可以得到 ，於是只需要( ) ( ) k
tMtM n 2)()( = k

次矩陣相乘即可求得 )(tP (Ross [3])。 

 

2-3-3 穩定狀態機率 

 

 當 0>t 、 是連續時間馬可夫鏈(continuous time Markov chain)的

微矩陣(infinitesimal matrix)，則連續時間馬可夫鏈(continuous time 

Markov chain)的穩定狀態機率(steady state probability)向量

Q

π ′v 需滿足， 

QtetP πππ ′=′=′ vvv )(  

兩邊同時對 t微分，且 t代零，我們可以得到 

Qπ ′=′ vv
0  
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則利用 1=∑
i

iπ 可以得到唯一解π ′v (Ross [3])。 

 

因此，在已知 ∑
≠

=
jk

jkj qν 、∑ =
i

ijiq 0π 以及 1=∑
i

iπ 的情況之下， 

                    ∑
≠

=−=
ji

ijijjjjj qq ππνπ             (2.3.3.1) 

=jjνπ 過程離開 j的比率(rate)； =∑
≠ ji

ijiqπ 過程進入 j的比率(rate)。而

因為 ijiij Pq ν= ， 是嵌入式離散時間馬可夫鏈(embedded discrete time 

Markov chain)的轉置機率(transition probability)，(2.3.3.1)又可寫成 

ijP

∑
≠

=
ji

ijiijj Pνπνπ  

所以嵌入式離散時間馬可夫鏈(embedded discrete time Markov chain)

的穩定狀態機率(steady state probability) iα 可以表示為 

                        
∑

=

k
kk

ii
i νπ

νπα                  (2.3.3.2) 

連續時間馬可夫鏈(continuous time Markov chain)的穩定狀態機率

(steady state probability) iπ 也可以表示為   

                       
∑

=

k
kk

ii
i να

ναπ                  (2.3.3.3) 

(2.3.3.2)與(2.3.3.3)是由於兩個穩定狀態機率(steady state probability)

的關連而來的(Ross [3])。 

 

 另外，我們也可以將連續時間馬可夫鏈(continuous time Markov 

chain)的穩定狀態機率(steady state probability) jπ 看成是一個在長時間

下，過程停留在狀態 所占全部時間的比例， j
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t
jt

tj
的所有時間，過程停留在狀態到時間從0lim

∞→
=π  

(Ross [3])。 

 

2-4 更新過程 

 

 如果有一個可數的過程，它任兩個連續事件的間隔時間是任意的

分配，且分配彼此獨立與相同，則我們稱這個可數的過程是一個更新

過程(renewal process) (Ross [3])。 

 

 ㄧ般來說，令{ 是個非負的獨立隨機變數(random 

variable)序列，且有共同的分配 。為了避免一些不必要的討論，假

設

}L,3,2,1, =nX n

F

{ } 10)0( <== nXPF 。 則是第nX )1( −n 個事件與第 個事件的間隔

時間。在 且 的假設下，可以令期望間隔時間為 

n

0≥nX 1)0( <F

[ ] ∫
∞

==
0

)(xxdFXE nµ  

而 ∞≤< µ0 。現在再令 是第 個事件發生的時間，可知 nS n

1,,0
1

0 ≥== ∑
=

nXSS
n

i
in  

所以當 )(tN 代表在時間 t所發生的事件數，可以表示成 

{ }tSntN n ≤= :sup)(  

(Ross [3])。 

 

【定義】 

我們稱可數過程 是一個更新過程(renewal process)，而{ 0),( ≥ttN } )(tN

代表在時間 t所發生的事件數(Ross [3])。 
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2-4-1 再生過程 

 

 一 個狀態空間是 { 的隨機過程 (stochastic process) 

，

}L,2,1,0

{ }0),( ≥ttX =)(tX 過程在時間 t的狀態，存在特定時間點具有過程

重新開始之性質。換句話說，假設時間是連續的過程，存在一個時間

點為 ，越過 就好像整個過程又從零開始；當時間超過 的

也存在，它們都具有和 一樣的性質。這樣的隨機過程

(stochastic process)，我們就稱之為再生過程 (regenerative process) 

(Ross [3])。 

1S 1S 1S

L,, 32 SS 1S

 

 是由更新過程(renewal process)發生事件的時間點所構

成。我們定義一個循環(cycle)為時間直至一個更新(renewal)事件的發

生(Ross [3])。 

{ L,, 21 SS }

 

【定理】 

當 ， [ ] ∞<1SE

{ } [ ]
[ ]一個循環的總時間

的所有時間，過程停留在狀態內一個循環

E
jEjtXPP

tj ==≡
∞→

)(lim  

(Ross [3])。 

 

【論點】 

一個再生過程(regenerative process)，當 [ ] ∞<1SE ， 

[ ]
[ ]ㄧ個循環的總時間

的時間在狀態停留，過程內一循環的時間在狀態停留，過程時間0到

E
jE

t
jt

t
=

∞→
lim

的機率為 1(Ross [3])。 
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2-5 發生率 

 

 定義發生率(hazard rate)為 

               
[ ]

x
xXxxXxPx

x ∆
≥∆+<≤

=
→∆

|lim)(
0

λ          (2.5.1) 

如果 是連續隨機變數(continuous random variable)，且分配函數

(distribution function)為 、機率密度函數(probability density function)

為

X

F

f ，則 

[ ]
dx

xFd
xF

xfx )(1ln
)(1

)()( −−
=

−
=λ  

從(2.5.1)，我們可以將 xx ∆)(λ 解釋成是一個個體已經活到 x歲，將在 

下一個很短暫的時刻 x∆ 內發生事件的趨近機率(Klein et al. [1])。 

 

 而發生率(hazard rate) )(xλ 可以是各種形式，例如：隨時間遞增、

隨時間遞減，或是和時間無關的常數。它唯一的限制是 

0)( ≥xλ  

(Klein et al. [1])。 
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第三章 穩定狀態機率 

 

在第一章的緒論裡，我們知道模型中干擾的發生是根據發生率為

)(tλ 的更新過程(renewal process)，且整個過程就像是一個再生過程

(regenerative process)，此性質即是解出模型穩定狀態機率(steady state 

probability)的關鍵。3-1 節中，我們先利用干擾點的狀態序列形成一

嵌入式離散時間馬可夫鏈(embedded discrete time Markov chain)的性

質，求出模型干擾點的穩定狀態機率(steady state probability)。而後，

藉著 3-1 節的結果與穩定狀態機率(steady state probability)的定義，

3-2 節裡再推導出模型的穩定狀態機率(steady state probability)。  

 

3-1 嵌入式離散時間馬可夫鏈之穩定狀態機率 

 

首先，將加入干擾的過程只看干擾點的狀態{ }K),(),( 10 ττ XX ， 

0τ 1τ 2τ tL
 

=)( iX τ 過程在時間點 iτ 的狀態。當{ }K),(),( 10 ττ XX 具有馬可夫性質

(Markovian property)，也就是說：當過程停留在狀態 )( iX τ 而尚未轉

換到下一個狀態 )( 1+iX τ 所花的時間呈現指數分配 (exponentially 

distributed)，具有遺失記憶性，所以未來狀態的分配只與現在的狀態

有關，而與過去的狀態們無關。則，{ }K),(),( 10 ττ XX 是一個嵌入式

離散時間馬可夫鏈(embedded discrete time Markov chain)，我們要利用

嵌 入 式 離 散 時 間 馬 可 夫 鏈 (embedded discrete time Markov 

chain) { K),(),( 10 }ττ XX 的 轉 置 機 率 矩 陣 (transition probability 
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matrix)，以求得干擾點之穩定狀態機率(steady state probability)向量

α′v 。因為 )(tP 與 )(tD 是獨立的，所以 )()( tDtP 是在給定兩連續干擾間

隔時間為 t的轉置機率矩陣(transition probability matrix)，為了消除條

件機率，則我們必須將 )()( tDtP 乘上 t的機率密度函數 )(tf ，再對 t作

積分，因此 

∫ ∫
∞

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

0 0

)(exp)()()( dtdxxttDtP
t

λλ

}

 

是嵌入式離散時間馬可夫鏈(embedded discrete time Markov chain) 

{ K),(),( 10 ττ XX 的轉置機率矩陣(transition probability matrix)。則嵌

入式離散時間馬可夫鏈(embedded discrete time Markov chain) 

{ K),(),( 10 }ττ XX 的穩定狀態機率(steady state probability)向量α′v 會滿

足 

                     (3.1.1) αλλα ′=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−′∫ ∫

∞
vv

0 0

)(exp)()()( dtdxxttDtP
t

再加上 1=∑
i

iα ，即可求得α′v 唯一解。另外， iα 也可表示為， 

m
im

mi
的次數加總個干擾點中，狀態是

∞→
= limα  

m是干擾的次數。 

 

3-2 模型穩定狀態機率 

 

 我們定義一個循環(cycle)是兩個連續發生的干擾中間經過的一段

時間。現在，以全部的過程來看，也就是加入干擾之後的模型，狀態

的穩定狀態機率(steady state probability)應為： i
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T
iT

Ti
的所有時間，過程停留在狀態到時間從0lim

∞→
=β  

，當分子與分母同時除以循環(cycle)個數 (n ∞→n )，則根據大數法

則， iβ 也等於：一個循環(cycle)裡，停留在狀態 i的期望(平均)時間占

一個循環(cycle)的期望(平均)時間的比例。因此，加入干擾後的整體

模型穩定狀態機率(steady state probability)向量β ′
v
就會滿足， 

∫ ∫

∫ ∫ ∫
∞

∞

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−′

=′

0 0

0 0 0

)(exp

)(exp)()(

dtdxx

dtdxxtdxxP

t

t t

λ

λλα
β

v

v
                   

                

∫ ∫

∫ ∫
∞

∞

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−′

=

0 0

0 0

)(exp

)(exp)(

dtdxx

dtdxxtP

t

t

λ

λαv

              (3.1.2)           

β ′
v
即可求得。 

 

其中，在(3.1.2)式，分母的來由是因為一個循環(cycle)的期望時間

為 

∫
∞

=
0

)()( dttFcycleE  

所以 

∫ ∫
∞

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

0 0

)(exp)( dtdxxcycleE
t

λ  

而(3.1.2)式分子方面的解釋，先推導時間從零到 t間，過程停留在狀

態 的期望(平均)時間： i

利用指標函數 
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⎩
⎨
⎧ =

=
..0

)(1
)(

wo
ixXif

xI  

且令 為時間從零到)(tSi t間，過程停留在狀態 i所花的時間，則 可

以表示成 

)(tSi

∫=
t

i dxxItS
0

)()(  

於是，在時間從零到 t間，過程停留在狀態 的期望(平均)時間是 i

           (3.1.3) ( ) ( ) ( )∫ ∫∫ ====
t tt

i dxixXPdxxIEdxxIEtSE
0 00

)()()()(

  

現在，因為(3.1.3)的 是在給定( )(tSE i ) t的情況下，過程停留在狀態 i的

期望(平均)時間，所以加上消除條件機率的因素，整個過程的穩定狀

態機率(steady state probability)向量β ′
v
的分子為 

dtdxxtdxxP
tt

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
′ ∫∫ ∫

∞

00 0

)(exp)()( λλαv  

而 ( ) =′ ixP )(αv 從穩定狀態機率(steady state probability)向量為α′v 的干

擾點開始，過程在時間 x時，為狀態 i的機率。另外，在(3.1.2)式中的

機率密度函數(probability density function) 

∫ ∫

∫
∞

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

0 0

0

)(exp

)(exp

dtdxx

dxx

t

t

λ

λ
 

是一個均衡分布(equilibrium distribution)，也就是兩個連續干擾間隨

機抽取任一時間，此時間和上一個干擾的間隔時間與和下一個干擾的

間隔時間兩者之機率密度函數(probability density function)。 
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雖然 的算式已經求得，但是，要求得β ′
v

β ′
v
並非一件容易的事，因

為至少需要找到所有 的特徵值，才可以解出 ，參見[2]。

所以在計算

Q QtetP =)(

β ′
v
時，我們利用[3]所介紹相對簡單的方法去逼近β ′

v
，也

就是利用

n

n
QtI

2

2
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + 去逼近 以解出QtetP =)( β ′

v
，這個方法只需要選取

適當 次矩陣相乘即可。而在利用軟體計算nn =2log2 α′v 及 中的積分

時，可利用黎曼和積分來解決問題。在下一章中，我們將會提供另ㄧ

個模型穩定狀態的近似分配

β ′
v

π ′v ，且會舉幾個例子來比較β ′
v
及π ′v 兩個

式子。 
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第四章 穩定狀態的近似分配 

 

 因為模型的穩定狀態機率(steady state probability)向量 之計算

較為繁複，所以在第四章的第一節中，我們提供一個馬可夫過程

(Markov process)的穩定狀態機率(steady state probability)向量

β ′
v

π ′v ，去

逼近為非馬可夫過程(Non-Markov process)的模型之穩定狀態機率

(steady state probability)向量 β ′
v
。而向量π ′v 在計算上相對地比較簡

易，且在第二節中我們會將兩者以例子作個比較，並發現到一個有趣

的現象，就是β ′
v
與π ′v 的值相當接近。 

 

4-1 模型穩定狀態的近似分配 

 

假設現在 

λλ =)(t  

DtD =)(  

分別是干擾的發生率與干擾所造成的影響矩陣，它們都是常數構成

的，和時間沒有關係，則任兩個連續干擾的間隔時間互相獨立且分配

相同，都是指數分配(exponentially distributed)。再加上原始模型就是

屬於馬可夫過程(Markov process)的條件，所以整個加入干擾的過程仍

具有遺失記憶性(memoryless property)，也是ㄧ個馬可夫過程(Markov 

process)，符合馬可夫性質(Markovian property)：未來狀態的分配只與

現在的狀態有關，而與過去的狀態無關。而加入干擾的模型之微矩陣

(infinitesimal matrix)就可以推得是 

[ ]IDQ −+ λ                    (4.1.1) 

列和為零。因此，假設現在 
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)()( tt λλ =  

)()( tDtD =  

分別是干擾的發生率與干擾所造成的影響矩陣，它們皆與時間有關。

雖然事實上，任兩個連續干擾的間隔時間已經不是指數分配

(exponentially distributed)，所以整個加入干擾的過程不再具有遺失記

憶性(memoryless property)，而非馬可夫過程(Non-Markov process)，

但是，如果我們仍然把整個過程利用一個馬可夫過程(Markov process)

來計算的話，(4.1.1)的式子使我們有動機將 

[ ]ItDtQ −+ )()(λ  

乘上均衡分布(equilibrium distribution)再對 t作積分，假設這就是整個

馬可夫過程(Markov process)的模型之微矩陣(infinitesimal matrix) 

[ ]{ }

dtdxx

dtdxxItDtQ
Q

t

t

∫ ∫

∫ ∫
∞

∞

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−+

=

0 0

0 0

)(exp

)(exp)()(
ˆ

λ

λλ
 

則，有此微矩陣(infinitesimal matrix)Q的馬可夫過程(Markov process)

模型之穩定狀態機率(steady state probability)向量

ˆ

π ′v 會滿足 

0ˆ ′=′
vvQπ  

而 是零向量，加上0′
v

∑ =
i

i 1π 的條件，我們要的π ′v 即可求出。 

 

4-2 模型穩定狀態機率與穩定狀態近似分配之比較 

 

    根據第三章所推導的模型穩定狀態機率(steady state probability)

向量β ′
v
與本章第一節所提出的模型穩定狀態之近似分配向量π ′v ，我

們在本節以例子將兩者作個比較，並把演算過程利用 matlab 執行。
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底下分別是兩者的演算流程圖： 

模型穩定狀態機率 step1 

開始 

給定Q ) (),(),(, zerosCtDt =λ  

c
itbtoaiFor == ,   

 

10  1 tojFor =

102
) ()( QteyetP +=  

)()()( tPtPtP ×=

j  

cdxxttDtPCC
t

÷⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−×××+= ∫

0

)(exp)()()( λλ

i  

CdtdxxttDtP
t

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−∫ ∫

∞

0 0

)(exp)()()( λλ

α ′v  

圖 4-1 演算流程圖〈一〉 
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模型穩定狀態機率 step2 

 

給定 αλ ′= v), (),(, zerosCtQ  

c
isbtoaiFor == ,   

10  1 tojFor =  

102
) ()( QseyesP +=  

)()()( sPsPsP ×=

j  

cdxxsPCC
s

÷⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−×+= ∫

0

)(exp)( λ

i  

CdtdxxtP
t

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−∫ ∫

∞

0 0

)(exp)( λ  

∫ ∫
∞

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−÷×′=′

0 0

)(exp dtdxxC
t

λαβ vv

結束

圖 4-2 演算流程圖〈二〉 
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模型穩定狀態的近似分配 

開始 

給定Q ) (),(),(, zerosCtDt =λ  

c
itbtoaiFor == ,   

[ ]{ } cdxxeyetDtQCC
t

÷⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−×−++= ∫

0

)(exp) ()()( λλ  

i  

∫ ∫
∞

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=

0 0

)(exp

ˆ

dtdxx

CQ
t

λ
 

π ′v  

圖 4-3 演算流程圖〈三〉 

 

  

     

    例題中分別是呈現 matlab執行後的結果： 

【例題一】(Q與 )(tD 是 2X2 矩陣) 

〈一〉 

當 

 26



⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
=

22
11

Q ，
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

−
=

−− tt ee
tD

1
2
1

2
1

)( ， 1)( =tλ  

β ′
v
和π ′v 分別為 

( )3721.0,6279.0
43
16,

43
27

≅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=′β

v
 

( )3750.0,6250.0
8
3,

8
5

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=′πv  

〈二〉 

當 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
=

22
11

Q ，
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

−
=

−− tt ee
tD

1
2
1

2
1

)( ， 01.0)( =tλ  

β ′
v
和π ′v 分別為 

( )3350.0,6650.0≅′β
v

 

( )3344.0,6656.0≅′πv  

〈三〉 

當 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
=

22
11

Q ，
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

−
=

−− tt ee
tD

1
2
1

2
1

)( ， 100)( =tλ  

β ′
v
和π ′v 分別為 

( )3355.0,6645.0≅′β
v

 

( )3356.0,6644.0≅′πv  

 

【例題二】(Q與 )(tD 是 3X3 矩陣) 

〈一〉 
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當 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−

=
505

220
2
1

2
11

Q ，

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

=

−−

100
100

2
11

2
10

)(

1010
tt

ee

tD ， 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

−
101

2
1)(

t

etλ  

β ′
v
和π ′v 分別為 

( )1563.0,1701.0,6736.0≅′β
v

 

( )1559.0,1701.0,6740.0≅′πv  

〈二〉 

當     

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−

=
505

220
2
1

2
11

Q ，

( ) ( )

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −+

=
100
100

cos1
2
11cos

2
10

)(

tt

tD ，

( )tt sin1
2
1)( +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=λ  

β ′
v
和π ′v 分別為 

( )2013.0,2141.0,5846.0≅′β
v

 

( )1992.0,2162.0,5846.0≅′πv  

 

【例題三】(Q與 )(tD 是 4X4 矩陣) 

〈一〉 

當 
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⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−

−

=

5005
1100
2
11

2
30

4
1

2
11

4
7

Q ，

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

= −−

−−−

1000
1000

100

1
2
1

2
10

)( 1010

101010

tt

ttt

ee

eee

tD ，  

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

−
101

2
1)(

t

etλ  

β ′
v
和π ′v 分別為 

( )1242.0,3441.0,2050.0,3265.0≅′β
v

 

( )1240.0,3457.0,2049.0,3252.0≅′πv  

〈二〉 

當 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−

−

=

5005
1100
2
11

2
30

4
1

2
11

4
7

Q ，

( ) ( ) ( )

( ) ( )

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−+

−++

=

1000
1000

cos1
2
11cos

2
100

cos1
2
11cos

4
11cos

4
10

)( tt

ttt

tD ， 

( )tt sin1
2
1)( +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=λ  

β ′
v
和π ′v 分別為 

( )1645.0,3132.0,1889.0,3332.0≅′β
v

 

( )1637.0,3133.0,1892.0,3336.0≅′πv  

  

 

 以上的三個例子，我們可以發現不論例子中包含的函數是遞增、

遞減或是震盪，亦或發生率(hazard rate)是大是小，β ′
v
及π ′v 的值都很
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接近，大約準確到小數點後兩位數左右。所以，從這樣的結果來觀察，

好像是不是馬可夫過程(Markov process)變得不是那麼重要了。因此，

在模型的穩定狀態機率(steady state probability)向量β ′
v
比較難計算的

情況下(包括利用

n

n
QtI

2

2
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + 去逼近 與用Q的特徵值來解

兩種情形)，如果沒有要求準確度要非常高，也就是可以忍

受小於 0.01 以下的誤差，則這個時候，我們可以選擇容易計算的

QtetP =)(

QtetP =)(

π ′v ，

來近似我們想要的結果。 
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第五章 結論 

 

 當生產線尚未加入「人為疏失引發錯誤」這項干擾時，整個系統

我們可以看成是一個具有微矩陣(infinitesimal matrix)Q且符合馬可夫

性質(Markovian property)的模型。此時，要求模型的穩定狀態機率

(steady state probability)向量是非常容易，只要穩定狀態機率(steady 

state probability)向量π ′v 滿足 

0′=′
vvQπ  

0′
v
是零向量，再加上∑ =

i
i 1π 的條件，π ′v 即可求出。 

 

 但是，工廠生產線的運作往往不是那樣的單純，生產線的狀態除

了受到內在因素的作用，同時也會受到許多外來因素的影響，例如：

人為疏失引發錯誤。此篇論文主要就是探討，當生產線加入了「人為

疏失引發錯誤」這項干擾，整體已經是一個非馬可夫過程(Non-Markov 

process)時，此模型的穩定狀態機率(steady state probability)向量，也

就是第三章所推導出來的(3.1.2)式 

∫ ∫

∫ ∫ ∫
∞

∞

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−′

=′

0 0

0 0 0

)(exp

)(exp)()(

dtdxx

dtdxxtdxxP

t

t t

λ

λλα
β

v

v
 

                

∫ ∫

∫ ∫
∞

∞

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−′

=

0 0

0 0

)(exp

)(exp)(

dtdxx

dtdxxtP

t

t

λ

λαv

 

所以，當生產線經過很長一段的時間，在(3.1.1)與(3.1.2)式中的Q、
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)(tD 與 )(tλ 也已經被估計出來，利用此篇研究就可以計算出模型的穩

定狀態機率(steady state probability)向量；在要求快速運算或是先初步

了解整體狀態的概況之下，亦可以使用第四章所提出之穩定狀態的近

似分配π ′v 來求得。 

 

 而在工廠方面，得到生產線加入人為疏失引發錯誤這項干擾的整

個過程之穩定狀態機率(steady state probability)，主要是想了解生產線

處於狀態是良好的穩定狀態機率(steady state probability)是否在可容

忍範圍以內，因為人為疏失幾乎不能避免。如果經過縝密仔細的評估

之後，整個系統狀態良好的穩定狀態機率(steady state probability)真的

低於沒有人為疏失的生產線之機率太多，此時，或許多花一些成本在

改善降低這樣的問題是有必要的。 
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