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摘 要 

 

 在日常生活或生物基因方面，變數之間總會有影響與被影響的情

形發生；在這篇文章中，最主要的目標是希望將變數間有因果關係的

資料，經由統計的方法，判斷出因果圖形結構之方向性，及探討模型

假設對其結果之影響。 

 在這個領域之中，有很多科學家及統計學家提出了一些方法如：

線性模型(D’haeseleer et al, 1999)、非線性模型(Weaver et al, 1999)、布

爾數學邏輯網路模型 (Kauffman 1993, Somogyi and Sniegoski, 1996)

等；隨後，Murphy and Mian (1998) 和 Friedman(1999)等人提出貝氏

網路模型（Bayesian Network）。在這篇文章中，試著結合貝氏的概念

並探討使用概似函數的方法來分析變數間的因果關係，並希望能判斷

出變數間圖形之方向性。 
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Abstract 
  

In daily life or biological gene, there always exists variables which 
inference other variables or are influenced by some others. In this paper, 
our main goal is to analyze the variables which have causality by using 
statistical methods, to determine the directionality among causality 
graphs, and to find out the impact of model assumption on those methods.  
 
 In this field, lots of scientists and statisticians have proposed several 
methods, for example, linear models (D’haeseleer et al., 1999), nonlinear 
models (Weaver et al., 1999), and Boolean networks (Kauffman 1993, 
Somogyi and Sniegoski, 1996), etc. However, there should be some 
assumptions in all of these models. Murphy and Mian (1998) and 
Friedman et al. (1999) have suggested that use Bayesian network models 
of gene expression networks to get some improvements. In this paper, we 
discuss the concept of Bayesian’s method and using likelihood functions 
to analyze the causality between two and three variables. We hope to 
determine the direction between variables. 
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第一章 緒論  

在資訊發達及人類對於生物科技如此研發的現今，我們取

得資料或生物資訊比以往容易了些，無論是所需的時間或是經

費也都比以往經濟了許多；在這樣大量的資料中，應如何分析

才能充份使用到每個觀測到的資訊且不遺漏任何資訊，並將資

料充分應用到分析上，且使用最有效的方法得到欲解決問題之

答案，正是目前統計學家都會面臨到的問題。  

而在分析資料的過程中，通常會先討論變數與變數彼此之

間的相關性，更進一步會討論變數與變數之間是否有所謂的因

果關係，也有學者將「是否有因果關係」闡述為「是否有像親

代與子代之間的關係」？  

究竟因果關係是什麼，底下舉生活上的例子來說明：身高

與體重之間是否有因果關係？一般而言，若把身高與體重視為

兩個變數，經過簡單的統計分析，結果會顯示出這兩個變數是

有相關性的；而這兩個變數彼此之間有沒有因果關係呢？不失

一般性可以說，從身高這個變數的角度來看，身高增加時體重

自然而然會隨著身高的增加而增加，而若從體重這個變數的角

度來看，加重體重時身高並不一定會因體重的增加而增加。  

底下我們分成兩種情況來說明：(ⅰ) 如果有兩個人，其中一
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人身高較高，則此人體重也會傾向比另一人還重；(ⅱ) 如果是同

一人，我們想辦法將其身高變高，則此人在身高變高的同時，

體重也應會變重；反過來，如果我們設法將此人體重變重，此

時身高同時變高的可能性並不會很大。由上述，在(ⅰ) 中我們只

能看出身高與體重有關係；在(ⅱ) 中可發現某一變數受另一變數

的影響，我們說這兩變數具有因果關係。在此例中，身高可稱

之為體重的「因」或「親代」，另一方面，體重可稱之為身高的

「果」或「子代」。從上述我們可以發現，如果每人只有一筆資

料，我們只能看出關係，而無法看出因果關係。  

若以圖形的角度來看，要如何表示變數之間的因果關係

呢？底下先將上述身高體重的例子用變數命名之以方便用圖形

說明：變數A表示身高，變數B表示體重，變數C代表一隱藏變

數（ latent variable）；藉由這三個變數可以表示出 12 種以上的

因果關係†(註一)，而在上例的因果關係則可能有下列幾種情況： 

(ⅰ) A→B：身高對於體重是直接影響的關係，且是身高影響

體重而不是體重影響身高；  

(ⅱ) A→C→B：身高對於體重是間接影響的關係，亦即身高

                                                 
†註一：三個變數的圖形結構可以有底下 12 種可能：  

A→B→C、A→C→B、B→A→C、B→C→A、C→A→B、C→B→A 
A→B←C、A→C←B、B→A←C 
B←A→C、A←B→C、A←C→B 
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和體重這兩個變數之間隱藏了某些變數，而身高這個變

數影響了某一隱藏變數，且這個隱藏變數直接影響了體

重這個變數；也因此我們才能從資料發現身高這個變數

對於體重這個變數是有影響的；但事實上，從資料中我

們未必可以發現是否有一個隱藏變數存在。  

  在日常生活中或是生物基因方面，當分析出變數與變數之

間有相關性時，並不代表變數之間有著因果關係，是需再更進

一步的分析才能確定是否有所謂的因果關係。在不知道哪一個

變數才是「因」或「親代」的情況時，要如何做才能得知變數

之間正確的因果關係是當前很多學者想探討的問題；而本文主

要的目標是希望將變數間有因果關係的資料，分析出其正確的

因果關係及判斷出圖形的方向性。  
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第二章 文獻回顧  

  本文主要的目標是希望分析出資料的因果關係及判斷出圖

形的方向性，在文獻上有很多統計學家使用各種不同的方法來

描述基因網路模型，如：線性模型（D’haeseleer et al, 1999）、

非線性模型（Weaver et al, 1999）、布爾數學邏輯網路模型

（Boolean Networks）（Kauffman 1993, Somogyi and Sniegoski, 

1996）等；但使用這些方法需要在底下兩個限制條件下才適用： 

（ i）每個變數都是可觀測的，亦即不能有所謂的隱藏變數；  

（ ii）所有在每個變數之間的關係需是決定性的（deterministic）。 

因此 Murphy and Mian (1998)和 Friedman(1999)等人建議使

用貝氏網路模型（Bayesian Network）來設法改善其不足之處，

貝氏網路在處理因果關係的領域上是很普遍卻也很重要的一個

方法。  

2-1 貝氏網路法及其優缺點 

  什麼是貝氏網路法呢？Heckerman 在 1995 年指出貝氏網路

是一個根據先驗資料（ prior）所架構出圖形模式（ graphical 

model）的方法；簡單來說就是使用圖形結構分析隨機變數之間

的因果關係。底下我們分成兩個部分來說明，一開始我們先說
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明是使用何種圖形結構：貝氏網路法是使用一個有方向性且沒

有循環的圖形結構（Directed Acyclic Graph，簡稱 DAG）（Peral 

and Verma, 1991），由一些頂點（node）和連接頂點的邊（edge）

所組成，圖形中的每一個頂點都代表一個隨機變數，而每個位

於點和點之間的邊再加上有方向性的單箭號（directed edge），

則代表這兩個相鄰的點之間的因果關係，若是 A→B 則表示 A

直接影響 B；以圖一來說明，圖中共有 5 個頂點、4 條有向邊

（directed edge），也就是有 A、B、C、D、E 五個隨機變數，及

AC
JJJG

、 BC
JJJG

、 、 四條有向邊，從圖一我們可以看出 A 和 B

是 C 的親代，C 是 D 和 E 的親代，亦即 C 是 A 和 B 的子代，D

和 E 是 C 的子代；在因果關係中，有時將親代稱為因、子代稱

為果。從圖一也可以看出，A 和 C、A 和 D、A 和 E、B 和 C、

B 和 D、B 和 E、C 和 D、C 和 E 及 D 和 E 皆是相關的。  

CD
JJJG

CE
JJJG

A B

C

D E

圖一：五個變數之 Bayesian Network 圖形 
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接著要繼續探討隨機變數間的因果關係，我們以條件機率

的觀點做為出發點，想從條件機率的角度去看整個模型的機率

密度函數。在列出整個模型的機率密度函數之前，我們先描述

在條件機率方面，若要探討因果關係之前需先討論的兩種關係： 

(ⅰ) 條件獨立：意指給定 X、Y、Z 三個隨機變數當中的隨機

變數 Z 時，若此時隨機變數 Y 所得之訊息對於隨機變

數 X 並沒有任何額外的訊息時，我們說在給定隨機變

數 Z，隨機變數 X 和 Y 會條件獨立；以圖一的關係來

看，給定 C 時，D 和 E 會條件獨立，另外給定 C 時，

A 和 D 及 B 和 E 亦會條件獨立。  

(ⅱ) 邊際相關：意指無論是在 causal chains i → m → j 或

causal forks i ← m → j 兩種情況下，只要變數 i 和變數

j 相關，而若給定變數 m 時，變數 i 和變數 j 會條件獨

立時，此時我們稱變數 i 及變數 j 是邊際相關；以圖一

中的關係來看，將變數 C 視為變數 m、變數 D、E 分

別視為變數 i、 j，由於 D 和 E 是相關的，而若給定 C

時，D 和 E 會條件獨立，因此可以發現 D 和 E 是邊際

相關，同理亦可以得知 A 和 D、B 和 E 是邊際相關。  

值得一提的是：在一有方向性且沒有循環的圖形結構 G
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中，對於任何隨機變數若給定其親代，則此隨機變數會與親代

的親代還有親代的其它子代有條件獨立的因果關係。在這樣的

DAG 圖形結構中，還有一個值得留意的性質：沒有子代的變數

或有子代但沒有給定子代的親代，彼此之間是獨立的；有了子

代，且給定子代後的親代是相關的。以生活上的方式來說，沒

有子孫的配偶或有子孫但沒有給定子孫的配偶，彼此之間是獨

立的；有了子孫，且給定子孫後的配偶就是相關的了。  

而貝氏網路究竟有什麼優點呢？Spirtes 等人在 2000年指出

下列五項：  

（ i）  能夠很明確的把  DAG 圖形結構中的因果關係與統計上

的假設相關聯起來；＜ they explicitly relate the directed 

acyclic graph model of the causal relations among the gene 

expression levels to a statistical hypothesis.＞  

（ ii）  包含了先前所提及的模型，如：線性模型、非線性模型、

布爾數學邏輯網路模型（Boolean Networks）等，而且把

Hidden Markov Models 視為其特例；＜ the include all of 

the aforementioned models, and Hidden Markov Models, as 

special cases.＞  

（ iii）  在觀測到的資料中，已開發了很多演算法是適合貝氏網

路的；＜ there are already well developed algorithms for 
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searching for Bayesian networks from observational data＞  

（ iv）  允許隨機的元素及隱藏變數的存在；＜ they allow for the 

introduction of a stochastic element and hidden variables＞  

（v）  允許資料被搜集的過程有明確的模型；＜ they allow 

explicit modeling of the process by which the data are 

gathered.＞  

  在介紹完貝氏網路的優點後，我們回過頭來談機率模型的

部分，接著描述出其機率密度函數；在貝氏網路的結構中我們

仍舊以條件機率的角度為出發點，由於事件有前因後果，因此

會先有親代才有子代，所以我們利用 來表示在一有方向性且

沒有循環的圖形結構 G 中隨機變數 的親代，接著以條件機率

分配函數

G
iPa

iX

( )G
i iP X Pa 表示隨機變數 在給定親代 後的條件機

率分配，再利用隨機變數之間的條件獨立關係及機率論中的一

些性質，就可以把所有欲考慮的隨機變數其機率密度函數分解

（ factorized）成數個給定親代 後的條件機率分配函數之乘

積；以一般式來表示的話，隨機變數

iX G
iPa

G
iPa

( )1 2, , , nX X X… 的聯合機率密

度函數可寫成底下的形式：  

( ) ( )1 2
1

, , ,
n

G
n i

i

P X X X P X Pa
=

=∏… i  
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以圖二為例，在貝氏網路結構中，隨機變數 ( )1 2 3 4 5, , , ,X X X X X

之聯合機率密度函數若利用機率論中的性質，可以寫成底下這

種形式：  

( )1 2 3 4 5, , , ,P X X X X X  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 3 1 2 4 1 2 3 5 1 2 3, , , , ,P X P X X P X X X P X X X X P X X X X X= 4,  

  而從圖二中可以發現，在給定 時， 和 會條件獨立，

因此

1X 2X 3X

( )3 1 2,P X X X ＝ ( )3 1P X X ；同理給定 2X 或 3X 時， 1X 會和 4X 條

件獨立，即 ( )4 1 2 3, ,P X X X X ＝ ( )4 2 3,P X X X ；而 ( )5 1 2 3 4, , ,P X X X X X

＝ ( )5 4P X X 也是相同的道理；由上面的式子，我們可以將聯合

機率密度函數簡化成底下的形式，使得在計算時可以簡單很多： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 4 5 1 2 1 3 1 4 2 3 5 4, , , , ,P X X X X X P X P X X P X X P X X X P X X=  

X1

X2 X3

X4

X5

圖二：五個相關變數之 Bayesian Network 圖形 
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經由圖形之間的因果關係及機率論的性質，我們對於隨機

變數 ( )1 2, , , nX X X… 可以寫出一個唯一的分配（distribution）；但

有時，我們所寫出來的聯合機率密度函數和圖形結構之間並不

是一對一（one-to-one）的對應，也就是說，雖然一個圖形結構

只能簡化出一個唯一的分配，但有可能會有一個以上的圖形結

構對應到同一個分配函數；比如下面三個圖形結構，在 DAG 圖

形結構中所寫出來的聯合機率密度函數會是相同的。  

 

由於上面三個 DAG 圖形結構有相同的「骨架」，亦即在不

考慮方向性時，其圖形結構相同皆為 A－B－C，且變數間的因

果關係有相同的獨立關係，此時我們說這兩個圖形是等價的

（Equivalent）。這三個等價的圖形結構之因果關係皆為如下：A

和 B 相關、B 和 C 相關及給定 B，A 和 C 會是條件獨立；也因

此我們無法直接從資料中得知，上述三個圖形結構中的哪個圖

圖三：三個密度函數相同的 DAG 圖形結構

A C 
B

B

C 

A C
B 

A

（c） （a） （b）
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才是資料的真正圖形結構。從另一角度來看，上述三個圖形的

模型分別可表示成如下：  

Model（a）： ( ) ( ) ( ),  ,  and P A P B A P C B  

Model（b）： ( ) ( ) ( ),  ,  and P B P A B P C B  

( ) ( ) ( ),  ,  and P C P B C P A BModel（c）：  

經由簡單的計算可以驗證上述三個模型之密度函數皆等同

於 P

所以在貝氏網路法中，要分析隨機變數之間的因果關係

時，需

無法確定何者才是正確的圖形

結構

( )AB 。  

先將資料中所有因果關係之任何有可能的 DAG 圖形結構

都畫出來，接著考慮前人的經驗累積、各個專家的知識經驗及

任何可以提供我們分析圖形結構的資訊，也就是根據所謂的先

驗分配以及資料，經過程式運算，再看哪一個圖形結構所得的

隨機變數之聯合機率密度函數值的後驗分配會是最大的，經由

這個方法使得有可能的 DAG 圖形結構變少，也使得我們有更大

的機會選到正確的圖形結構。  

由於在等價的圖形中我們並

，但我們一定可以將所有等價的圖形結構表示成一個唯一

的「部分有方向性且無循環」的圖形結構（Partially Directed 

Acyclic Graph，簡稱 PDAG），在 PDAG 的圖形結構中，A→B
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表示所有等價的圖形都包含 A→B 這個因果關係；A－B 則表示

在等價的圖形中，A 和 B 之間的因果關係有的為 A→B，有的則

為 A←B，而我們還無法確認出方向性，因此記為 A－B。在 PDAG

的圖形結構中，有時我們可以確認出當中某些隨機變數之間的

關係，但並不是全然都可以的。  

  事實上真正的因果圖形結構是無法完全確認出的，由於我

所有可觀測的變數

 

們無法確認實際上會有多少個隨機變數，因此在我們設法畫出

可能的圖形結構時，可能會有更多不同的圖形結構產生，而在

每個可能的圖形結構中，還可能會有各種不同的隱藏變數存

在，如此一來，會組合成更多不同的圖形結構，而不同的圖形

結構會導致不同的因果關係，不同的因果關係會形成不同的聯

合機率密度函數，再加上 DAG 圖形結構的可能組合是與我們所

觀測到的隨機變數個數之間呈現指數倍關係，層層累積下來，

可能的組合個數會大到根本無法繼續做因果關係的分析；所以

我們在做因果關係的分析時，為了能找到適當的 DAG 圖形結

構，必需做適當的假設，在一些條件限制下，才能找出適當的

DAG 圖形結構，底下列出較常見的假設：  

（ i）Causally Sufficient Assumption：在

集合中，任何兩變數都不會被集合以外的變數所影響。

12 



（ ii）

（ iii）

2-2 文獻中提及的方法 

件限制下，再加上前人的經驗累積、

專家

2-2.1 PC Algorithm 

的資料中，隨機變數之間的因果關係，利

用 PC

，對於任何一對變數 A 和變數 B，尋找

Causal Markov Assumption：在給定親代後，任何變數

都會與其非子代（non-descendants）之變數條件獨立。 

Causal Faithfulness Assumption：當中所有的條件獨立

關係是繼承 Causal Markov Assumption；換個說法：沒

有多餘的獨立關係了，因為所包含的獨立關係已經足

夠了。  

在上面的三個假設條

的知識經驗等等，可以使所有有可能的圖形結構之範圍縮

小。接著介紹一些文獻中提及的用來分析貝氏網路的方法。  

將我們欲所觀測

 Algorithm（Verma and Pearl, 1990）來分析變數之間的條

件獨立關係，將所得的關係依底下三個步驟來建構與資料最接

近的 DAG 圖形結構：  

Step1：在變數集合 V 中

是否存在集合 ABS ，使得給定集合 ABS ，變數 A 和變數 B

會條件獨立；當 存在這樣的集合不 ABS 時，我們在變數 A
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和變數 B 之間畫一條沒有方向性的 ，且這兩事件之間

是為若且唯若的關係（ if and only if）。  

對於每對不相鄰的變數 A 和變數 B，一一

邊

Step2： 確認兩變數之

間所有的共同相鄰變數（common neighbor）是否屬於集

合 ABS 。若屬於集合 ABS 時則繼續確認的動作；反之，若

兩變數之共同相鄰變數 C 不屬於集合 ABS 時，則將兩箭

號指向變數 C，亦即 A→C←B。  

Step3：在我們設法確認出變數之間的因果關係方向性時，需遵

 （ i）在此步驟我們畫新的箭號時不能增加新的 v-結構；  

畫

守底下兩個條件：  

  我們簡單利用圖形 A→B←C 解釋何謂 v-結構。若將圖形

成底下圖四的格式時，可發現圖形呈現一個 v 字型，且兩變數

皆指向另一變數；而因果關係為：A 和 C 在沒有給定 B 之前是

獨立的，在給定 B 之後則為相關。  

 
 

A C

B

圖四：v-結構 v-structure）（
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（ ii）在此步驟我們畫新的箭號時不能產生循環結構；  

  圖形 A→B→C→A 是為一 directed cycle，而圖形 A→A 則

否，我們稱之為 self-loops，。  

步驟 3 似乎有些抽象，Meek 在 1995 年提出只要依照底下

四個規則去做就足夠滿足步驟 3：  

R1：當A→B存在且A和C不相鄰時，將B－C畫成B→C；  

R2：當A→C→B存在時，將A－B畫成A→B；  

R3：當A－C→B和A－D→B皆存在且C和D不相鄰時，將A－

B畫成A→B；  

R4：當  A－C→D和C→D→B皆存在，C和B不相鄰，且A 和

D相鄰時，將A－B畫成A→B。  

前面有說明過，即使在同樣的條件獨立關係下也有可能建

構出不唯一的圖形結構，需再利用其它資訊，如：事件發生的

先後順序、專家的專業知識等等資訊，才能使我們再次縮減範

圍，而儘可能得到唯一的一個 DAG 圖形結構。  

2-2.2 Score Function 

Heckerman 等人在 1995 年提出一個廣為流傳的貝氏方法，

在給定資料 D 之下，在每個圖形 G 中利用所得的後驗分配求出

一個分數函數（Score function） ( ):S G D ，而我們所定義的這個
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分數為後驗機率函數的對數值，會和 ( )P

料 D

G D 成正比，因此當後

驗機率函數值愈高，也就是在給定的資 下，此圖形 G 的可

能性愈高時， ( ):S G D 的分數亦會愈高：  

( ) ( ) ( ) ( ):  lo logD P G c= = + +  

式子中的 c 是與圖形 G 無關的一個常數，而  

g logS G P G D P D G

( ) ( ) ( ),  P D G P D G P G dθ θ θ= ∫Θ ，  

由此可發現，圖形 G 之先驗機率函數 ( )P G 與 ( )P Gθ 的選取

是會直接影響圖形 G 的分數函數 ( ):S G D 。

  取得分數後，更進一步使用靴環法（B

 

ootstrap）來瞭解基

2-2.3 Ideal Interventions 

分數函數，接著我們可以設法將方

法整

因之間交互作用的潛在模型。接著使用此結果來推論統計信心

指數（statistically confident feature），並使用這個準則來分析相

關因果影響的分析。  

前面提及了圖形等價及

合使得能找出更多因果關係的方向性；此法我們稱之為

Ideal Interventions（Pearl, 2001）。在等價的圖形中，我們設法固

定當中某一個隨機變數的值，如此一來會使原先等價圖形的因

果關係產生變化，我們試著從這些變化確認出更多的方向性，
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漸漸地會有愈來愈多因果關係的方向性被確定出來，使 PDAG

中不確定的關係可以逐漸被確認出來。底下利用一個簡單的例

子實際說明這個方法，圖形 1G ：A→B→C 及圖形 2G ：A←B→C

兩個等價的 DAG 圖形結構，

若我們控制變數 B 使之為一固定值，此時圖形在 1G 中，變數 A

無法影響變數 B 了，而在圖形 2G 中，變數 B 仍舊保留影響變數

A 的關係；則兩個原本等價的 AG 圖形結構將不再是等價關

係，此時再使用分數函數做比較，選擇分數比較高的那個圖形

結構。如此一來，PDAG 圖形結構中，因果關係的方向性又多

確定出一個了，使有可能的圖形結構之範圍縮小。  

有著相同的因果關係及獨立關係，

D

2-2.4 Indicator Function 

如果要檢定在給定變數 Z 之下，變

數 X

把焦點回到條件獨立，

和變數 Y 是否條件獨立，我們必需檢驗在已知變數 Z 的情

況下，X 和 Y 之間並沒有路徑可以傳遞訊息。我們利用一個指

標函數（Indicator Function）來轉化這些抽象的訊息，將圖形結

構的可能性稱為圖形結構的一個特徵（feature），如：圖形結構

中存在著 X→Y 的因果關係、或給定變數 Z，則變數 X 和變數 Y

會條件獨立…等特徵；指標函數設為如下：  
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( ) 1  ,     when  G satisfies the feature
0  ,          otherwise                       

f G
⎧

= ⎨
⎩

 

而可反應我們對某一特徵的信賴程度，亦即後驗機率函數則可

表示為如下：  

( )( ) ( ) ( )G
P f G D f G P G D=∑  

若我們完全沒篩選，而將所有 score 高的圖形結構列舉出來

會很沒有效率，因為圖形結構的可能組合與隨機變數的個數是

呈現指數倍成長的，所以我們必需把有代表性的圖形結構篩選

出來，並把我們有興趣的特徵列出。Friedman 等人在 1999 年提

出了無母數的靴環法（Non-Parametric Bootstrap），Friedman and 

Koller 在 2001 年又提出了一個更精確但花費也更多的 MCMC 

simulation。雖然 Friedman 等人在 2000 年利用靴環法模擬出來

的資料和我們所觀測到的模型是吻合的，但也提出此法的錯誤

比例是很高的；因為即使一個有高信賴程度的特徵沒有被偵測

出來，並不代表這個特徵不存在於我們的圖形結構，而是因我

們觀測到的這些資料沒有辦法強力支持這個特徵的存在。  
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第三章   判斷變數間之方向性  

統計學家及生物學家在分析因果關係有使用各種不同的方

法，前面提及的大多是以貝氏為主的方法；貝氏方法一開始先

主觀地相信參數 θ 是來自於某一分配，再客觀地根據搜集的資

料對於模型做修正；亦即需給定先驗分配（prior distribution），

接著再根據資料修正參數 θ 的模型，而求得後驗分配（posterior 

distribution）。由於先驗資料是很主觀的，所以我們的方法是設

法著重在概似函數（Likelihood function）上面，而概似函數需

要知道資料的模型才能做，因此在底下的方法中會探討若模型

假設錯誤會造成什麼影響，並以數個不同的模型去做模擬，而

誤差函數（Error function）亦會以數個不同的型式做模擬。  

在分析因果關係的方向性之前，我們仍需先判斷資料中有

哪些變數彼此之間是獨立的，或具有條件獨立的關係，在分析

之前，先介紹在本文中所使用的檢定獨立方法。  

3-1 檢定獨立的方法－Kendall’s Tau 

  在文獻中有關檢定獨立的方法不只 Kendall’s Tau 法，還有

其它方法，如：Spearman Rank-Order Correlation Coefficient, 

Chi-Square Test, Pearson Product Moment Correlation（簡稱
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Pearson’s r）， ...等，但由於 Kendall’s Tau 法能檢定出的範圍比

較廣，不像有些方法只能檢定出是否為“線性＂相關；再加上

其檢定之結果不會受到資料轉換的影響，尤其是在單調

（monotone）的資料下；更有學者提及：當資料不是來自鐘形

分配且樣本個數小於 20 的情況下，此法是最適合的，底下網頁

有更進一步的說明。  

http://canis.tamu.edu/wfscCourses/WFSC620/ex ercises/ExerciG.htm

基於上述之原因，我們採用 Kendall’s Tau 法，底下對此法稍做

說明；另外在附錄中，列出了一些不同的模型種類，其樣本數

和型一誤差的關係表：  

Kendall’s Tau 的統計量依樣本數不同會有底下兩種表示法： 

( )2
N

C D−
=τ（ i） ：此時統計量可表示為   ；在觀測的資料中，

對於所有數對 和 ，將

40N <

),( ii yx ),( jj yx ( )( )i j i jx x y y 0− − > 的個數記為

C，而 的個數記為 D；在( )( )i j i jx x y y− − < 0 0( )( )i j i jx x y y− − = 的部

分，將數對中 的個數記為 ，而ji xx = xN ji yy = 的個數記為 ，當

的個數很大時，Kendall’s Tau 的統計量則需修

正成如下：  

yN

( )( )i j i jx x y y− − = 0

( ) ( )2 2
N N

x y

C D

N N
τ −
=

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− × −⎣ ⎦ ⎣ ⎦
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而在文獻 Encyclopedia of Statistical Sciences Volume Ⅳ 

(Samuel Kotz & Normal L. Johnson)中有提及當樣本個數

時，Kendall’s Tau 即會服從常態分配，在程式的模擬驗證中，

確實發現在樣本數大於 10 時是會服從常態分配。  

10N >

（ ii） ：此時需再對所求得之統計量做如下的轉換，

且統計量：

40N ≥

2 (2 5)
9 ( 1)

N
N N

t τ
× × +
× × −

= 仍舊服從常態分配。  

我們利用 Kendall’s Tau 來檢驗因果關係圖形結構中，隨機

變數是否獨立，及是否有條件獨立的關係存在。  

變數之間是否獨立只需利用上述提及的方法，將欲檢測的

兩個變數作分析而得一統計量，再利用常態分配加以檢定即可

得知；而變數之間是否有條件獨立的關係則需再做進一步分析。 

底下欲探討的問題是：給定變數 Z，變數 X 和變數 Y 之間

是否有條件獨立的關係？先前我們在判斷變數間是否有獨立的

關係，皆是看“兩個＂變數之間是否獨立；若要看條件獨立的

關係，我們可以使用這個觀點做為出發點，將三個變數之間的

條件獨立關係設法轉化成只需藉由看兩個變數的獨立關係即可

得知。將變數 X 和變數 Y 對於變數 Z 做分組，再分別去看在變

數 Z 的每組值中（ jZ c= ）變數 X 和變數 Y 是否獨立；其中 j

的範圍會依樣本個數及分組個數而改變，在變數 Z 的每一組值
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中，變數 X 和變數 Y 的個數皆不能太小（一般會使之大於 5），

以免影響分析。我們使用 Rank 離散化變數 Z 的方式將變數 X

和變數 Y 對於變數 Z 做分組，依序列為底下數個步驟：  

Step 0：原始數對為 ( ), ,    1,...,i i iZ X Y i n= 。  

Step 1：將資料 1,..., nZ Z 取 Rank，稱為 1,..., nR R 。  

Step 2：使用 iRInt
n k
⎡
⎢
⎣ ⎦

⎤
⎥將原始的連續資料離散化成 k 組，記為

1 2

1 1 1 2 2 2
1 2 1 2 1, ,..., , , ,..., ,..., ,...,

k

k k
i i iR R R R R R R R j

i，R 之上標下標分別

表示第 j 組中第 i 個，而每組中分別有 ji 個， 1,...,j k= 。 

Step 3：檢查每個 ji 是否都夠大足以分析。  

Step 4：將每組之 j
iR 值原對應的數對 ( ), j

i iX Y 分別收集起來。 

Step 5：對於每組之 ( ), j
i iX Y 分別做 Kendall’s Tau，來檢驗當

Z j= 時之 ( ), j
i iX Y 是否獨立。  

  若當每組之變數 X 和變數 Y 皆獨立時，則我們認定在給定

變數 Z 的條件下，變數 X 和變數 Y 有條件獨立的關係；反之，

只要有一組變數 Z 的值會使變數 X 和變數 Y 相關，則我們認為

在給定變數 Z 的條件下，變數 X 和變數 Y 不符合條件獨立的關

係。而更進一步的判斷方式及更詳細的分析請見林育仕（2005）。 
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3-2 貝氏概念與概似函數  

若以數學式來表示貝氏的概念，一般會將先驗分配記為

( )π θ ，而資料的分配記為 ( )f x θ ，則後驗分配可寫成如下式子： 

( ) ( ) ( ) ( )x f x m xπ θ θ π θ=           （3-2-1） 

當中的 是資料的邊際分配：( )m x ( ) ( ) ( )m x f x dθ π θ θ= ∫  

  底下的分析接著上述再進一步的假設參數 θ 裡仍存在一個

參數 λ，亦即可寫成如下的型式：資料 X 服從函數 f 分配，

( )X f x θ∼ ，參數 θ 的先驗分配為 ( )θ π θ λ∼ ，則 ( ),X θ 的聯合分

配為 ( ) ( ) ( ),X f xθ θ π θ λ∼ ，接著對參數 θ 做積分可得資料 X 的邊

際分配 ( )X h x λ∼ ： 

( ) ( ) ( )h x f x dλ θ π θ λ θ= ∫        （3-2-2） 

由於上式中只有參數 λ 是未知，因此利用已知的資料將函數最

大化，以求得參數 λ 的 MLE（Maximum Likelihood Estimator）： 

( ) ˆmax     h x
λ

λ λ⇒  

此時我們的資料仍舊服從函數 f 分配， ( )X f x θ∼ ，而參數 θ 的

先驗分配則可寫成 ( )ˆθ π θ λ∼ ，當中的 λ̂是函數 h 之 MLE，所以藉

由上述兩個式子（3-2-1）及（3-2-2）可以得知參數 θ 的後驗分配

是和 ( ) ( ˆf x )θ π θ λ 成正比。 
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3-3 使用貝氏概念及概似函數判斷兩個變數間之方向性 

實際在計算的過程，會發現函數 h，即式子（3-2-2）當中的

積分並不是那麼容易求得，因此我們藉由參數 θ 的後驗分配會

與函數 ( ) ( ˆf x )θ π θ λ 成正比的關係為出發點，再利用分配的性質

進而求得 λ̂。一開始先從只有兩個變數的圖形結構開始，欲分析

變數 X 和變數 Y 之間的因果關係方向性究竟為 X→Y 或 X←Y？  

Step 1：求出代表圖形結構 X→Y 的概似函數。  

首先假設資料服從 ( )X XX f x θ∼
� �

， ( ),YY X f y x Yθ∼
� � ��

，且參數

的先驗分配中仍存在一個參數 λ， ( )X X Xθ π θ λ∼ ， ( )Y Y Yθ π θ λ∼ ，

由以上假設我們可以得到底下的式子：  

( ) ( ) ( ), , ,X Y X X Y Yf x y f x f y xθ θ θ=
� �� �

θ
�

    （3-3-1） 

( ) ( ) ( ), ,X Y X Y X X Y Yπ θ θ λ λ π θ λ π θ λ=    （3-3-2） 

從上小節我們知道參數 θ的後驗分配會與函數 ( ) ( ˆf x )θ π θ λ 成正

比，因此得到： ( ) ( ) ( )ˆ ˆ, , , , , ,X Y X Y X Y X Yx y f x yπ θ θ θ θ π θ θ λ λ∝
� �� �

，在這樣

一個比例的式子下，只需再利用任何分配的機率密度函數之積

分值恆為 1 的性質，即可把參數 ( ),X Yθ θ 的後驗分配寫出來；接

著使用上述的式子將資料 X、Y 的概似函數寫成如下：  

( ) ( ) ( )
( )1

, , , ,
, ,

, ,
X Y X Y X Y

X Y

X Y

f x y
f x y

x y

θ θ π θ θ λ λ
λ λ

π θ θ
= � �

� �
� �

  （3-3-3） 
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使用上式（3-3-3）求出參數 ( ),X Yλ λ 的 MLE： ( )ˆ ˆ,X Yλ λ ，再將 ( )ˆ ˆ,X Yλ λ

代回上式而求得圖形結構 X→Y 之概似函數 ( )1
ˆ ˆ, ,X Yf x y λ λ

� �
。  

Step 2：求出代表圖形結構 Y→X 的概似函數。  

如同 Step 1 的方法，假設資料的分配服從 ( )Y YY f y θ∼
� �

，而

( ),XX Y f x y Xθ∼
� � � �

，且參數的先驗分配中仍存在一個參數 λ，其分

配為 ( )Y Y Yθ π θ λ∼ ， ( )X X Xθ π θ λ∼ ，由以上假設我們可以得到底下

的式子：  

( ) ( ) ( ), , ,Y X Y Y X Xf y x f y f x yθ θ θ=
� �� �

θ
�

       （3-3-4） 

( ) ( ) ( ), ,Y X Y X Y Y X Xπ θ θ λ λ π θ λ π θ λ=        （3-3-5） 

同理我們可以得到： ( ) ( ) ( )ˆ ˆ, , , , , ,Y X Y X Y X Y Xy x f y xπ θ θ θ θ π θ θ λ λ∝
� �� �

，再

利用分配的機率密度函數之積分值恆為１的性質，可寫出參數

( ),Y Xθ θ 的後驗分配；再將資料 X、Y 的概似函數寫成如下：  

( ) ( ) ( )
( )2

, , , ,
, ,

, ,
Y X Y X Y X

Y X

Y X

f y x
f y x

y x

θ θ π θ θ λ λ
λ λ

π θ θ
= ��

��
��

      （3-3-6） 

使用上式（3-3-6）求出參數 ( ),X Yλ λ 的 MLE： ( )ˆ ˆ,Y Xλ λ ，將 ( )ˆ ˆ,Y Xλ λ 代

回上式而求得圖形結構 Y→X 之概似函數 ( )2
ˆ ˆ, ,Y Xf y x λ λ

��
。  
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Step 3：判斷圖形結構何者的可能性最大？  

  經由 Step 1 及 Step 2 可得兩圖形結構之概似函數，欲知何

者的可能性最大可利用一簡單的式子得知：  

( )
( ) ( )

1

1 2

ˆ ˆ, ,

ˆ ˆ ˆ ˆ, , , ,

X Y

X Y Y X

f x y
k

f x y f y x

λ λ

λ λ λ
=

+
� �

� �� �
λ

        （3-3-7） 

當 1
2k > 時，判定資料 X、Y 兩者之間的圖形結構為 X→Y；反之

當 1
2k < 時，則判定資料 X、Y 兩者之間的圖形結構為 Y→X；若

當 1
2k = 時，我們則需再尋找額外的資訊加以判斷資料之因果關

係方向性。  

  若當對於資料 X、Y 之間的因果關係方向性之認知不是等

價時，亦即認為圖形結構 X→Y 及 Y→X 兩者之間的可能性並非

相同時，則可使用更一般性的式子，當 Prior 設為 p 時：  

( )
( ) ( )

1

1 2

, ,
1

, , , ,
X Y

X Y Y X

pf x y
k w

pf x y qf y x

λ λ

λ λ λ λ
= +

+
� �

� �� �

here p q =

)

  （3-3-8） 

3-4 考慮 間不同的機率模型 ( ,X Y

  在上一小節中，我們使用一般式來推導出判斷圖形結構之

概似函數；下面將列出(1) Normal 及(2)Exponential 兩種機率模

型的概似函數公式，並模擬 Normal、Exponential、Cauchy、Double 

Exponential、Gamma 等五種分配的資料，分別測試若模型假設

26 



錯誤，我們能否判斷出正確之圖形結構。一開始先導出分配為

Normal 之概似函數公式。  

3-4.1 間機率模型為 Normal 分配 ( ,X Y )

假設資料分配服從 ( )2,X XX N θ σ∼
�

， ( )2,Y YY X N Xθ σ∼
� � �

，且參數

的先驗分配中仍存在一個參數 λ， ( ),1X XNθ λ∼ ， ，記

為（模型 3-4.1）；藉由上節之步驟 1 可得圖形結構 X→Y 之概似

函數

( ,1Y YNθ λ∼ )

( )1
ˆ ˆ, ,X Yf x y λ λ

� �
：  

( )( )

( )2
2

22 2

2 22 2 2

1 exp
2 22

i i

i

x y
i xi

X YX i Y

yx nX

n x σ σπ σ σ

⎧ ⎫∑−−⎪ ⎪∑− −⎨ ⎬
+ + ⎪ ⎪

⎩ ⎭

∑∑
∑

 

同理可以求得圖形結構 Y→X 之概似函數 ( )2
ˆ ˆ, ,y xf y x λ λ

��
：  

( )( )

( )2
2

22 2

2 22 2 2

1 exp
2 22

i i

i

y x
i yi

Y XY i Y

Xy nY

n y σ σπ σ σ

⎧ ⎫∑−−⎪ ⎪∑− −⎨ ⎬
+ + ⎪ ⎪

⎩ ⎭

∑∑
∑

 

經由上述兩個式子再利用上節之步驟 3 我們可以導出一判斷圖

形結構公式其資料服從 Normal 分配：  

( )( )

( )

( )( )

( )

( )
( )( )

( )

2

2

2 2

2 2

22 2

2 22 2 2

2 22 2 2 2

2 2 2 22 2 2 2 2 2

1 exp
2 22

1 1exp 1 exp
2 2 2 22 2

i i

i

i i i i

i i

x y
i xi

X YX i Y

x y y x
i ix yi i

X Y Y XX i Y Y i Y

yx nX
p

n x
k

y Xx nX y nY
p p

n x n y

σ σπ σ σ

σ σ σ σπ σ σ π σ σ

⎧ ⎫∑−−⎪ ⎪∑− −⎨ ⎬
+ + ⎪ ⎪

⎩ ⎭=
⎧ ⎫ ⎧∑ ∑− −− −⎪ ⎪ ⎪∑ ∑− − + − − −⎨ ⎬ ⎨

+ + + +⎪ ⎪ ⎪
⎩ ⎭ ⎩

∑∑
∑

∑ ∑∑ ∑
∑ ∑

⎫
⎪
⎬
⎪
⎭
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3-4.2 模擬五種不同分配，使用之公式資料服從 Normal 分配 

底下我們除了模擬出 Normal 的資料驗證其合理性外，並模

擬來自不同分配的資料；在假設（模型 3-4.1）是對的情況下，

測試若分配假設錯誤的情況下能否判斷出正確之圖形結構；設

定樣本數為 100，重覆 1000 次，列出其在不同的分配及不同的

先驗分配選擇下，判斷正確的次數，此時的先驗分配如同上述，

假設 Prior 為 p 的情況。  

在列出表格前，對於這篇文章中資料的模型分配代號先做

個註記，接著列出部分模擬結果：  

N：Normal Distribution、Exp：Exponential Distribution、

DE：Double Exponential Distribution、G：Gamma、C：Cauchy 

 

( )0.5,2.0N  ( )2,3.0N  ( )0.5Exp ( )0.5Exp     X 
 

   Y 
p 

( )3.0 ,5.0N x  ( )22 5 1,2N x x+ − ( )0.02
xExp ( )22 1 1x x Exp+ + +

0.1 56 1000 1000 1000 
0.2 633 1000 1000 1000 
0.3 968 1000 1000 1000 
0.4 995 1000 1000 1000 
0.5 1000 1000 1000 1000 
0.6 1000 1000 1000 1000 
0.7 1000 1000 1000 1000 
0.8 1000 1000 1000 1000 
0.9 1000 1000 1000 1000 
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( )1.0,2.4DE  ( )1.0,2.4DE  ( )5.0,1.5Cauchy     X 
 

   Y 
p 

( )2.3 0,4x DE+  ( )2 2 5 0,4x x DE+ − + ( )23 5 0x x Cauchy+ + + ,5

0.1 233 994 1000 
0.2 696 998 1000 
0.3 960 1000 1000 
0.4 996 1000 1000 
0.5 997 1000 1000 
0.6 1000 1000 1000 
0.7 1000 1000 1000 
0.8 1000 1000 1000 
0.9 1000 1000 1000 
  

( )5.0,1.5Cauchy  ( )1,1Gamma  ( )1,1Gamma     X 
 

   Y 
p 

( )1.5 0,5x Cauchy+  ( )3 1,5 (x Gamma+ )22 3 7 1,5x x Gamma− + +

0.1 610 0 2 
0.2 685 8 3 
0.3 847 29 4 
0.4 998 51 4 
0.5 999 84 5 
0.6 999 121 7 
0.7 1000 187 8 
0.8 1000 288 12 
0.9 1000 419 17 

從上面的表格中，發現除了 Gamma 分配並無法使用此法直

接有效的判斷出圖形結構外，在其餘的模型下皆可以判斷出正

確的圖形結構；仔細觀察 Gamma 分配的結果可以發現  Prior 的

選取會大大地影響結果，於是我們希望能避免使用 Prior，以免
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直接影響結果；而這當中也可能是因為 Normal 分配較有不易分

辨出圖形結構的情況產生，於是我們先試著用不同的資料模型

再做分析，底下將模型由 Normal 分配換成 Exponential 分配。  

3-4.3 間機率模型為 Exponential 分配 ( ,X Y )

假設資料 ( )XX Exp θ∼
�

‡（註二）， ( )Y
XY X Exp θ∼

� �
，且參數的先

驗分配中仍存在一個參數λ， ( )X XExpθ λ∼ ， ( )Y Exp Yθ λ∼ ，記為（模

型 3-4.3）；藉由上述方法可得圖形結構 X→ Y之概似函數

( )1
ˆ ˆ, ,X Yf x y λ λ

� �
：  

( ) ( ) ( )
( )1

2 1 21 11 1
n

i i
i in n

i i

y yn X x x
x x

− +
− ⎡ ⎤

⎡ ⎤Γ + Π +⎢ ⎥⎣ ⎦
⎣ ⎦

∑ ∑ ∑  

同理可以求得圖形結構 Y→X 之概似函數 ( )2
ˆ ˆ, ,Y Xf y x λ λ

��
：  

( ) ( ) ( )
( )1

2 1 21 11 1
n

i i
i in n

i i

x xn Y y y
y y

− +
− ⎡ ⎤

⎡ ⎤Γ + Π +⎢ ⎥⎣ ⎦
⎣ ⎦

∑ ∑ ∑  

經由上述兩個式子，及假設 Prior 為 p 時，可將判斷圖形結構之

公式整理成如下：  

( )

( ) ( )( )1

n
i

i i
i

n n
i i

i i i i
i i

xp y y
y

x yp y y p x x
y x

k
⎛ ⎞

Π ⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛
Π + − Π⎜ ⎟ ⎜

⎝ ⎠ ⎝

∑ ∑
=

∑ ∑ ∑ ∑ ⎞
⎟
⎠

                                                

 

上式即為資料服從 Exponential 分配（模型 3-4.3）的公式。  

 
‡註二： 1

X
EX θ=  
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3-4.4 模擬四種不同分配，使用之公式資料服從 Exponential 

本節採用的判斷公式中，資料是服從 Exponential 分配，我

們亦想知道，在假設（模型 3-4.3）是對的情況下，測試若分配

假設錯誤能否判斷出正確之圖形結構；仍舊設定樣本數為 100，

重覆 1000 次，列出其在不同的分配及不同的先驗分配選擇下，

判斷正確的次數；此時之先驗分配亦如同上述，假設 Prior 為 p

的情況。  

在下頁的兩個表格中，由於 Exponential 分配皆為正數，所

以捨棄了 Cauchy 分配，只採用了四種不同機率模型，而變數間

以線性及二次兩種關係去模擬；在 Normal、 Exponential、

Gamma、Double Exponential 四種模型中，除了與判斷公式同模

型的 Exponential 分配，無論變數間是線性或二次關係，皆可以

判斷出正確的圖形結構；而其餘三種模型中，若變數間為線性

關係時，除非 p＞0.5，否則無法判斷出正確的圖形結構；反之，

變數間為二次關係時，只要 p＞0.1 時，則可將正確的圖形結構

判斷出。接著我們想再更進一步的使準確度提高，尤其是在變

數之間為線性關係的情況下。  
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( )8,2N  ( )10,2N  ( )3,2Gamma  ( )3,2Gamma     X 
 

   Y 
Prior 

( )6 ,1N x  ( )22 5 ,2N x x+ ( )5 1,5 (x Gamma+ )2 1,5x x Gamma+ +

0.1 0 575 0 1000 
0.2 0 1000 0 1000 
0.3 0 1000 0 1000 
0.4 0 1000 0 1000 
0.5 724 1000 2 1000 
0.6 1000 1000 34 1000 
0.7 1000 1000 233 1000 
0.8 1000 1000 661 1000 
0.9 1000 1000 950 1000 

 

( )0.5Exp  ( )0.2Exp  ( )12,1.2DE  ( )12,1.2DE     X 
 

   Y 
Prior 

( )0.02
xExp  ( )22 1 1x x Exp+ + + ( )10 0,2x DE+ ( )22 4 0,2x DE+ +

0.1 1000 966 0 353 
0.2 1000 967 0 948 
0.3 1000 967 0 1000 
0.4 1000 967 0 1000 
0.5 1000 967 699 1000 
0.6 1000 968 999 1000 
0.7 1000 968 1000 1000 
0.8 1000 968 1000 1000 
0.9 1000 969 1000 1000 

3-5 直接使用概似函數判斷兩個變數間之方向性 

  若只有兩個變數，則圖形方向性只有兩種可能： X→Y 及

X←Y，底下先設法求出代表其中一個圖形結構的概似函數，
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另一個圖形結構則可直接利用其相對的變數關係，即可求得。  

  首先假設資料的分配為 ( )X XX f x θ∼
� �

， ( ), YY XY X f y x θ∼
� � ��

，因

此我們可以得到圖形結構 X→Y 之概似函數：  

( ) ( ) ( ), , ,X Y X X YY XL x y f x f y xθ θ θ=
� �� �

θ
�

 

為了求出上式中參數的 MLE，一般會先取自然對數，接著將求

出的 MLE ( )ˆ ˆ,X Yθ θ 代回上式而求得圖形結構 X→Y 之概似函數：  

( ) ( ) ( )ˆ ˆ ˆ ˆ, , ,X Y X X YY XL x y f x f y xθ θ θ=
� �� �

θ
�

  （3-5-1） 

同理可得圖形結構 X←Y 之概似函數為：  

( ) ( ) ( )ˆ ˆ ˆ ˆ, , ,Y X Y Y XX YL y x f y f x yθ θ θ=
� �� �

θ
�

)

   （3-5-2） 

  最後我們只要比較由式子（3-5-1）及（3-5-2）所得的兩個

概似函數值之大小即可判斷出實際資料之圖形結構為何者。  

3-5.1 考慮 間的機率模型為線性關係之 Normal ( ,X Y

假設資料中 X、Y 兩個變數都來自常態分配，而變數間是

為線性關係，並採用來自常態分配的誤差，依照上小節之方法

設法判定出有最大概似函數值的圖形結構。  

首先假設資料的分配為 ( )2,X XX N µ σ∼
�

， ( )2, YY X N aX b σ+∼
� � �

，

記為（模型 3-5.1），由此模型假設我們可以得此圖形結構 X→Y
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之概似函數：  

( )2 2, , ,X X YL x y µ σ σ
� �

( ) ( )2 2

2 22 2

2 2
1

1 1   
2 2

i X i i

X Y

x yn

i X Y

e e
µ
σ σ

πσ πσ

− −
− −

=

=∏
ax b−

 

( )
( )

( )
( )2 2

1 1
2 2

n n
2 22 22 22   2  

n n
i X i ii i

X Y

x y

X Ye e
µ

σ σπσ πσ
= =

− −
− −− −
∑ ∑

=
ax b−

 

( )2 2ln , , ,X X YL x y µ σ σ⇒
� �

 

( ) ( ) ( ) ( )2 2
1 1

2 2
2 2

2 22 2
ln 2 ln 2

n n
i X i ii i

X Y

x y ax bn n
X Y

µ

σ σ
πσ πσ= =

− −∑ ∑= − − − −
−

 

將 ( 2 2ln , , ,X X YL x y )µ σ σ
� �

函數對參數作偏微，可得到參數之 MLE： 

ˆX Xµ = ， ( )
22 1

1
ˆ n

X in i
x Xσ

=
= −∑ ， 

1 1 1
2

2

1 1

ˆ

n n n

i i i i
i i i

n n

i i
i i

n x y x y
a

n x x

= = =

= =

−
=

⎛ ⎞
− ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑ ∑

∑ ∑
， ˆ ˆb Y aX= −  

( ) 22 1
1

ˆ ˆn
Y i in i

y Y a x Xσ
=
⎡ ⎤= − − −⎣ ⎦∑ ， 

將 ( )2 2ˆ ˆ ˆ, ,X X Yµ σ σ 代回函數 ( )2 2, , ,X X YL x y µ σ σ
� �

而求得圖形結構 X→Y 之

概似函數：  

( )
22

2 2 2 2

1 1 1

2ˆ ˆ ˆ, , , ( ) ( ) ( )( )

n
n n n n

X X Y i i i i
i i i

eL x y X X Y Y X X Y Y
n
πµ σ σ

−−

= = =

⎧ ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪⎛ ⎞= − − − − −⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭
∑ ∑ ∑� �

 

同理我們可以求得圖形結構 X←Y 之概似函數： 

( )
22

2 2 2 2

1 1 1

2ˆ ˆ ˆ, , , ( ) ( ) ( )( )

n
n n n n

Y Y X i i i i
i i i

eL y x Y Y X X Y Y X X
n
πµ σ σ

−−

= = =

⎧ ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪⎛ ⎞= − − − − −⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭
∑ ∑ ∑��
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  由上述兩步驟中求得的兩個函數，我們可以發現，其實兩

個函數之值永遠會相等，亦即在兩變數之間為線性關係時，我

們無法直接由概似函數判斷出正確之圖形結構；無論資料的模

型為何，所得之函數值都相同。底下將線性關係改為二次關係，

用同樣的方法，看結果如何？  

3-5.2 考慮 間的機率模型為二次關係之 Normal ( ,X Y )

在二次關係中，仍舊以 X、Y 兩個變數都來自常態分配為

例，而誤差來自常態分配，依照上述的步驟設法判定出有最大

概似函數值的圖形結構。  

首先假設資料服從 ( )2,X XX N µ σ∼ ， ( )2 2, YY X N aX bX c σ+ +∼ ，

由以上假設我們可得圖形結構 X→Y 之概似函數： 

( )2 2, , ,X X YL x y µ σ σ
� �

( )
( ) ( )22 2

11
2 2

n
2 2 22 2 22   

nn
i i ii X ii

X Y

y ax bx cx

X Y e e
µ

σ σπ σ σ
==

− − −−
− −−

∑∑
⎡ ⎤= ⎣ ⎦   

將上式函數取自然對數再對參數作偏微，可得到參數之 MLE： 

ˆX Xµ = ， ( )
22 1

1
ˆ n

X in i
x Xσ

=
= −∑ ， 

( )
2 2

2 2 2

2ˆ XX XYX Y XX

XX X X XX

S S S S
a

S S S

−
=

−
，

( )
2 2 2 2

2 2 2

2
ˆ XYX X X Y X X

XXX X X X

S S S S
b

S S S

−
=

−
  

21
1

ˆˆ ˆ n
in i

c Y a x bX
=

= − −∑  

( ) ( ) ( )
2

2 2 21 1
1 1

ˆˆ ˆn n
Y i i i in ni i

y Y a x x b x Xσ
= =
⎡ ⎤= − − − − −⎢ ⎥⎣ ⎦∑ ∑ ， 
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當中之 ( )( )1

n
AB i ii

S A A B
=

= − −∑ B ；再將 ( )2 2ˆ ˆ ˆ, ,X X Yµ σ σ 代回概似函數

( 2 2, , ,X X YL x y )µ σ σ
� �

，進一步求得圖形結構 X→Y 之概似函數： 

( ) ( )

( ) ( )
( )

2

2

2 2 2 2 2

2 2 2

22 2 2 2

2 2

2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , 2

22

n

n

X X Y X Y

n
XY XX XYXX X Y X Y X X

XX YY

XX X X XX

L x y e

S S S S S S Se S S
n S S S

µ σ σ π σ σ

π

−

−
−

⎡ ⎤= ⎣ ⎦

⎧ ⎫⎡ ⎤− −⎪ ⎪⎛ ⎞ ⎢ ⎥= +⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎝ ⎠ −⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

� �
 

同理圖形結構 X←Y 之概似函數可直接將上式之 X、Y 互換而得

( ) ( ) 222 2 2 2ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , 2
n

Y Y X Y XL y x eµ σ σ π σ σ
−

⎡ ⎤= ⎣ ⎦��
。 

3-5.3 模擬五種分配資料，以二次關係之 Normal 公式做判斷 

  底下我們將模擬在不同的資料模型中，若仍沿用上小節中

資料為 Normal 分配，而使用變數之間為二次關係所導出之概似

函數，欲知是否可以判斷出正確的圖形結構？只要當實際資料

的圖形結構之概似函數值大於等於另一圖形結構函數值即為判

斷正確。底下使用 100、1000 兩種樣本數做模擬，皆重覆 1000

次，列出判斷正確的次數。 

Case 1：資料為 Normal 分配，且變數之間的關係為線性關係。 

資料 X 資料 Y 樣本數 正確次數 樣本數 正確次數

N(1,1) N(-3X+7,1) 100 491 1000 487 
N(1,3) N(X+5,5) 100 489 1000 475 
N(3,2) N(6X-2,6) 100 532 1000 480 
N(0,1) N(-3X+1,3) 100 479 1000 530 
N(0,5) N(-X+10,2) 100 484 1000 495 
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從上表發現，在 Normal 分配下，若兩變數之間為線性關係

時，不容易判斷圖形是為 X→Y 或 X←Y。此為合理結果，由於

在線性關係方面，當 X 為 Y 的線性時亦可寫成 Y 為 X 的線性；

在這個例子中，我們也可以將 X 為 Y 的二次寫成 Y 為 X 的二次，

因此兩圖形被判斷正確的可能性皆為一半左右。  

Case 2：資料為 Normal 分配，而變數之間的關係為二次關係。  

資料 X 資料 Y 樣本數 正確次數 樣本數 正確次數

N(1,1) N(X2-3X+7,1) 100 1000 1000 1000 
N(1,3) N(4X2+X+5,5) 100 1000 1000 1000 
N(3,2) N(2X2+6X-2,6) 100 1000 1000 1000 
Ｎ(0,1) Ｎ(5X2-3X+1,3) 100 1000 1000 1000 
Ｎ(0,5) Ｎ(2X2-X+10,2) 100 1000 1000 1000 

從上表發現，在 Normal 分配下，若兩變數之間為二次關係

時，無論資料變異有多大，皆可判斷出正確的圖形結構 X→Y

或 X←Y。  

Case 3：資料為 Exponential 分配，變數間的關係為線性關係。  

資料 X 資料 Y 樣本數 正確次數 樣本數 正確次數

Exp(5) -X+10+Exp(5) 100 0 1000 0 
Exp(3) -3X+7+Exp(1) 100 1 1000 0 
Exp(2) -2X+6+Exp(5) 100 104 1000 0 
Exp(1) X+1+Exp(0.5) 100 160 1000 6 
Exp(1) 2X+1+Exp(2) 100 137 1000 7 

從上表發現，在 Exponential 分配，若兩變數之間為線性關

係時，不容易判斷圖形是為 X→Y 或 X←Y。  
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Case 4：資料為 Exponential 分配，變數間的關係為二次關係。  

資料 X 資料 Y 樣本數 正確次數 樣本數 正確次數

Exp(5) 2X2-X+10+Exp(5) 100 989 1000 1000 
Exp(1) X2+X+1+Exp(0.5) 100 998 1000 1000 
Exp(3) 6X2-3X+7+Exp(1) 100 999 1000 1000 
Exp(2) X2-2X+6+Exp(5) 100 998 1000 1000 
Exp(1) X2+2X+1+Exp(2) 100 1000 1000 1000 

從上表發現，在 Exponential 分配，若兩變數之間為二次關

係時，無論資料變異有多大，幾乎皆可判斷出正確的圖形結構

X→Y 或 X←Y；在這個模擬結果中，我們亦發現，誤差項的變

動對於判斷結果似乎不是很重要。  

Case 5：資料為 Double Exponential 分配，而變數間為線性關係。 

資料 X 資料 Y 樣本數 正確次數 樣本數 正確次數

DE(5,1) -X+10+DE(0,1) 100 303 1000 288 
DE(1,1) X+1+DE(0,1) 100 309 1000 278 
DE(3,3) -3X+7+DE(0,3) 100 347 1000 363 
DE(2,4) 2X+1+DE(0,2) 100 369 1000 375 
DE(1,6) -2X+6+DE(0,5) 100 381 1000 357 

從上表發現，在 Double Exponential 分配下，若兩變數之間

為線性關係時，不容易判斷圖形是為 X→Y 或 X←Y。  

Case 6：資料為 Double Exponential 分配，而變數間為二次關係。 

資料 X 資料 Y 樣本數 正確次數 樣本數 正確次數

DE(5,1) 2X2-X+10+DE(0,1) 100 1000 1000 1000 
DE(1,1) X2+X+1+DE(0,1) 100 1000 1000 1000 
DE(3,3) 6X2-3X+7+DE(0,3) 100 1000 1000 1000 
DE(2,4) X2+2X+1+DE(0,2) 100 1000 1000 1000 
DE(1,6) X2-2X+6+DE(0,5) 100 1000 1000 1000 
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從上頁的表格發現，在 Double Exponential 分配下，若兩變

數之間為二次關係時，無論資料變異有多大，皆可判斷出正確

的圖形結構 X→Y 或 X←Y；在這個模擬結果中，我們亦發現，

誤差項的變動對於判斷結果似乎不是很重要。  

Case 7：資料為 Cauchy 分配，而變數之間的關係為線性關係。 

資料 X 資料 Y 樣本數 正確次數 樣本數 正確次數

C(5,1) C(-X+10,1) 100 48 1000 4 
C(1,1) C(X+1,1) 100 46 1000 7 
C(1,6) C(-2X+6,5) 100 67 1000 13 
C(2,4) C(2X+1,2) 100 78 1000 15 
C(3,3) C(-3X+7,3) 100 90 1000 17 

從上表發現，在 Cauchy 分配下，若兩變數之間為線性關係

時，不容易判斷圖形是為 X→Y 或 X←Y。  

Case 8：資料為 Cauchy 分配，而變數之間的關係為二次關係。 

資料 X 資料 Y 樣本數 正確次數 樣本數 正確次數

C(5,1) C(2X2-X+10,1) 100 992 1000 998 
C(1,1) C(X2+X+1,1) 100 986 1000 1000 
C(3,3) C(6X2-3X+7,3) 100 999 1000 1000 
C(2,4) C(X2+2X+1,2) 100 991 1000 1000 
C(1,6) C(X2-2X+6,5) 100 994 1000 1000 

從上表發現，在 Cauchy 分配下，若兩變數之間為二次關係

時，無論資料變異有多大，皆可判斷出正確的圖形結構 X→Y

或 X←Y。  

 

39 



Case 9：資料為 Gamma 分配，而變數之間的關係為線性關係。 

資料 X 資料 Y 樣本數 正確次數 樣本數 正確次數

G(1,6) -X+10+G(1,2) 100 1 1000 0 
G(1,1) -X+5+G(1,5) 100 6 1000 0 
G(5,1) -3X+7+G(1,1) 100 320 1000 42 
G(3,3) 6X-2+G(1,6) 100 318 1000 112 
G(2,4) 2X+1+G(1,3) 100 231 1000 139 

從上表發現，在 Gamma 分配下，若兩變數之間為線性關係

時，不容易判斷圖形是為 X→Y 或 X←Y。  

Case 10：資料為 Gamma 分配，而變數之間的關係為二次關係。 

資料 X 資料 Y 樣本數 正確次數 樣本數 正確次數

G(5,1) X2-3X+7+G(1,1) 100 1000 1000 1000 
G(1,1) 4X2-X+5＋G(1,5) 100 1000 1000 1000 
G(3,3) 2X2+6X-2+G(1,6) 100 1000 1000 1000 
G(2,4) 5X2+2X+1+G(1,3) 100 1000 1000 1000 
G(1,6) 2X2-X+10+G(1,2) 100 1000 1000 1000 

從上表發現，在 Gamma 分配下，若兩變數之間為二次關係

時，無論資料變異有多大，皆可判斷出正確的圖形結構 X→Y

或 X←Y；在這個模擬結果中，我們亦發現，誤差項的變動對於

判斷結果似乎不是很重要。  

由以上 10 個 Cases，我們在此做個小整理，若資料中的變

數為二次關係時，無論是何種分配我們皆可判斷出正確的圖形

結構；反之，資料中的變數為線性關係時，仍無法直接由（模

型 3-5.2）判斷出正確的圖形結構，整理的表格如下頁所示。  
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資料模型 變數間為線性關係 變數間為二次關係 

Normal   

Exponential   

Double Exponential   

Cauchy   

Gamma   

3-6 直接使用概似函數判斷三個變數間之方向性 

  若有 X、Y、Z 三個變數時，圖形之因果關係方向性有底下

三種類型： X→Y→Z、 X→Z←Y、 Y←X→Z，而圖形 中

X、Y、Z 三個變數的位置若置換順序有 6 種組合的可能，圖形

、 各有 3 種組合的可能；詳細的 12 種組合情形已在第一章

時列出，底下即開始分析代表這三類圖形結構的概似函數，每

一類型中，X、Y、Z 三個變數的順序僅以其中一個組合為代表，

亦即當圖形類型相同，而三個變數的順序若有改變時，概似函

數中只要變數做相對應的代換即可。  

Step 1：求出代表圖形結構 X→Y→Z 的概似函數  

假設資料 ( )X XX f x θ∼
� �

， ( ), YY XY X f y x θ∼
� ��

， ( ), ZZ YZ Y f z y θ∼
� � � �

，

由以上假設我們可以得到此圖形之概似函數：  

( ) ( ) ( ) ( )1 , , , , , ,X Y Z X X Y ZY X Z YL x y z f x f y x f z yθ θ θ θ θ θ=
� �� � �� � �
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為了求出參數的 MLE，一般會對上式取自然對數，接著將求出

的 MLE ( )ˆ ˆ ˆ, ,X Y Zθ θ θ 代回上式而求得圖形結構 X→Ｙ→Ｚ之概似函

數 ( )1
ˆ ˆ ˆ, , , ,X Y ZL x y z θ θ θ

�� �
。  

  而在 X、Y、Z 三變數的資料中，依照同樣的方法求得圖形

結構 X→Z→Y 之概似函數：  

( ) ( ) ( ) ( )1
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , , ,X Z Y X X Z YZ X Y ZL x z y f x f z x f y zθ θ θ θ θ θ=

� �� � �� � �
 

同理，可求出圖形結構相對應關係為 A→B→C 之概似函數：  

Y→X→Z： ( )1
ˆ ˆ ˆ, , , ,Y X ZL y x z θ θ θ

���
 

Y→Z→X： ( )1
ˆ ˆ ˆ, , , ,Y Z XL y z x θ θ θ

� ��
 

Z→X→Y： ( )1
ˆ ˆ ˆ, , , ,Z X YL z x y θ θ θ

� � �
 

Z→Y→X： ( )1
ˆ ˆ ˆ, , , ,Z Y XL z y x θ θ θ

� ��
 

Step 2：求出代表圖形結構 X→Z←Y 的概似函數  

假設資料 ( )X XX f x θ∼
� �

， ( )Y YY f y θ∼
� �

， ( ),, , , ZZ X YZ X Y f z x y θ∼
� � � � � �

，

，由以上假設我們可以得到此圖形之概似函數：     where X Y⊥

( ) ( ) ( ) ( )2 ,, , , , , ,X Z Y X X Y Y ZZ X YL x z y f x f y f z x yθ θ θ θ θ θ=
� �� �� � � �

)

 

接著求出參數之 MLE ( ˆ ˆ ˆ, ,X Y Zθ θ θ 並代回上式而求得圖形結構 X→

Z←Y 之概似函數 ( )2
ˆ ˆ ˆ, , , ,X Z YL x z y θ θ θ

�� �
。  
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  依照同樣的方法求得圖形結構 X→Y←Z 之概似函數：  

( ) ( ) ( ) ( )2 ,
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , , ,X Y Z X X Z Z YY X ZL x y z f x f z f y x zθ θ θ θ θ θ=

� �� �� � ��
 

同理，可求出圖形結構 Y→X←Z 之概似函數：  

( ) ( ) ( ) ( )2 ,
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , , ,Y X Z Y Y Z Z XX Y ZL y x z f Y f z f x y zθ θ θ θ θ θ=

���  

Step 3：求出代表圖形結構 Y←X→Z 的概似函數  

假設資料 ( )X XX f x θ∼
� �

， ( ), YY XY X f y x θ∼
� ��

， ( ), ZZ XZ X f z x θ∼
� � � �

，

   where Y Z X⊥ ，由以上假設我們可以得到此圖形之概似函數：  

( ) ( ) ( ) ( )3 , , , , , ,Y X Z X X Y ZY X Z XL y x z f x f y x f z xθ θ θ θ θ θ=
� �� � �� � �

)

 

接著求出參數之 MLE ( ˆ ˆ ˆ, ,X Y Zθ θ θ ，並將之代回上式而求得圖形結

構 Y←X→Z 之概似函數 ( )3
ˆ ˆ ˆ, , , ,Y X ZL y x z θ θ θ

���
。  

 依照同樣的方法求得圖形結構 X←Y→Z 之概似函數：  

( ) ( ) ( ) ( )3
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , , ,X Y Z Y Y X ZX Y Z YL x y z f y f x y f z yθ θ θ θ θ θ=

� �� �� � � �
 

同理，可求出圖形結構 X←Z→Y 之概似函數：  

( ) ( ) ( ) ( )3
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , , ,X Z Y Z Z X YX Z Y ZL x z y f z f x z f y zθ θ θ θ θ θ=

� � �� �� � �
 

Step 4：判斷圖形結構何者的可能性最大？  

  經由上述三個步驟，我們可以得到 X、Y、Z 三個變數中所

有可能圖形結構之概似函數，共 12 個；由這 12 個概似函數值
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中，我們可以找出值為最大的。當最大值只有一個圖形結構時，

我們判定此概似函數值所對應之圖形結構為我們所尋求之因果

關係圖；反之，當最大值不只一個時，我們只能判斷出和資料

之因果關係圖等價的圖形結構。  

  在本小節中，我們使用一般式來推導出判斷圖形結構之概

似函數；下面將直接推導出 ( ), ,X Y Z 三變數皆來自 Normal 分配

的概似函數公式，仍舊會分成線性關係及二次關係。並使用程

式模擬 Normal、Exponential、Double Exponential、Cauchy、Gamma

等五種分配的資料，當中包含了變數間關係為線性及二次的資

料，分別測試若假設錯誤，我們能否判斷出正確之圖形結構。  

3-6.1 考慮 ( ), ,X Y Z 間的機率模型為線性關係之 Normal 

  假設 X、Y、Z 三個變數都來自常態分配，而變數間是為線

性關係，並採用來自常態分配的誤差，依照上述四個步驟設法

判定出有最大概似函數值的圖形結構。  

Step 1：求出代表圖形結構 X→Y→Z 的概似函數  

首先假設資料分配服從 ( )2,X XX N µ σ∼
�

， ( )2, YY X N aX b σ+∼
� � �

，

( )2, ZZ Y N cY d σ+∼
� �

，由以上假設我們可以得此圖形結構之概似函

數如下頁所示： 
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( )2 2 2
1 , , , , ,X X Y ZL x y z µ σ σ σ

�� �
 

( ) ( ) ( )2 2

2 22 2

2 2 2
1

1 1 1    
2 2 2

i X i i i i

X Y

x y ax bn

i X Y Z

e e e
µ
σ σ

πσ πσ πσ

− − −
− − −

=

=∏
2

22 Z

z cy d
σ

− −

 

( )
( )

( )
( )

( )
( )2 2

1 1
2 2

n n n
2 22 2 22 2 22   2  2  

n n
i X i i i ii i

X Y

x y ax b

X Y Ze e e
µ

σ σπσ πσ πσ
= =

− − −
− − −− − −
∑ ∑ ∑

=

2
1

22

n

i

Z

z cy d

σ
=

− −

 

( )2 2 2
1ln , , , , ,X X Y ZL x y z µ σ σ σ⇒

�� �
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2
1 1

2 2
2 2 2

2 2 22 2
ln 2 ln 2 ln 2

n n
i X i i i ii i

X Y

2
1

22

n

i

Z

x y ax b z cy dn n n
X Y Z

µ

σ σ
πσ πσ πσ= =

− − −∑ ∑= − − − − − −
σ

=
− −∑  

將 ( 2 2 2
1ln , , , , ,X X Y ZL x y z )µ σ σ σ

�� �
函數對參數作偏微，可得到參數之 MLE： 

ˆX Xµ = ， ( )
22 1

1
ˆ n

X in i
x Xσ

=
= −∑ ， 

1 1 1
2

2

1 1

ˆ

n n n

i i i i
i i i

n n

i i
i i

n x y x y
a

n x x

= = =

= =

−
=

⎛ ⎞
− ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑ ∑

∑ ∑
， ˆ ˆb Y aX= −  

( ) 22 1
1

ˆ ˆn
Y i in i

y Y a x Xσ
=
⎡ ⎤= − − −⎣ ⎦∑ ， 

1 1
2

2

1 1

ˆ

n n n

i i i i
i i i

n n

i i
i i

n y z y z
c

n y y

= = =

= =

−
=

⎛ ⎞
− ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑ ∑

∑ ∑
1 ， ˆ ˆd Z cY= −  

( ) 22 1
1

ˆ ˆn
Z i in i

z Z c y Yσ
=
⎡ ⎤= − − −⎣ ⎦∑  

( )2 2 2ˆ ˆ ˆ ˆ, , ,X X Y Zµ σ σ σ 代回函數 ( )2 2 2
1 , , , , ,X X Y ZL x y z µ σ σ σ

�� �
而求得圖形結構  

X→Y→Z 之概似函數 ( )2 2 2
1 ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , ,X X Y ZL x y z µ σ σ σ

�� �
。 

  而在 X、Y、Z 三變數的資料中，依照同樣的方法求得圖形

結構 X→Z→Y 之概似函數： ( )2 2 2
1 ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , ,X X Z YL x z y µ σ σ σ

�� �
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同理，可求出圖形結構相對應關係為 A→B→C 之概似函數：  

Y→X→Z： ( )2 2 2
1 ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , ,Y Y X ZL y x z µ σ σ σ

���
 

Y→Z→X： ( )2 2 2
1 ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , ,Y Y Z XL y z x µ σ σ σ

� ��
 

Z→X→Y： ( )2 2 2
1 ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , ,Z Z X YL z x y µ σ σ σ
� � �

 

Z→Y→X： ( )2 2 2
1 ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , ,Z Z Y XL z y x µ σ σ σ
� ��

 

Step 2：求出代表圖形結構 X→Z←Y 的概似函數  

假設資料分配為 ( )2,X XX N µ σ∼
�

， ( )2,Y YY N µ σ∼
�

， ，  where X Y⊥

( )2, , ZZ X Y N aX bY c σ+ +∼
� � � � �

，由以上假設我們可以得到此圖形之概

似函數： 

( )2 2 2
2 , , , , , ,X Y X Z YL x z y µ µ σ σ σ

�� �
 

( ) ( ) ( )2 2

2 22 2

2 2 2
1

1 1 1    
2 2 2

i X i Y i i i

X Y

x y zn

i X Y Z

e e e
µ µ
σ σ

πσ πσ πσ

− − −
− − −

=

=∏
2

22 Z

ax by c
σ
− −

 

( )
( )

( )
( )

( )
( )2 2

1 1
2 2

n n n
2 22 2 22 2 22   2  2  

n n n
i X i Y i i ii i i

X Y

x y

X Y Ze e e
µ µ

σ σπσ πσ πσ
= = =

− −
− − −− − −
∑ ∑ ∑

=

2
1

22 Z

z ax by c

σ

− − −

  

( )2 2 2
2ln , , , , , ,X Y X Z YL x z y µ µ σ σ σ⇒

�� �
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2
1 1

2 2
2 2 2

2 2 22 2
ln 2 ln 2 ln 2

n n
i X i Y i i ii i

X Y

x yn n n
X Y Z

µ µ

σ σ
πσ πσ πσ= =

− −∑ ∑ ∑= − − − − − −
2

1
22

n

i

Z

z ax by c

σ
=

− − −
 

將 ( 2 2 2
2ln , , , , , ,X Y X Z YL x z y )µ µ σ σ σ

�� �
函數對參數作偏微，得參數之 MLE： 

ˆX Xµ = ， ( )
22 1

1
ˆ n

X in i
x Xσ

=
= −∑ ， 

ˆY Yµ = ， ( )
22 1

1
ˆ n

Y in i
y Yσ

=
= −∑ ， 
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( ) ( )( )
( )

21 1 1
1 1

2 21
1

ˆ
ˆ

ˆ ˆ

n n
n i i Y n i i n ii i

n
n i i X Yi

1

n
ii

XZ x z YZ y z XY x
a

XY x y

σ

σ σ
= =

=

− − − −
=

− −

∑ ∑
∑

y
=∑

， 

( ) ( )1 1
1 1

2

ˆ
ˆ

ˆ

n n
n i i n i ii i

Y

a XY x y YZ y
b

σ
= =

⎡ ⎤− − −⎢ ⎥⎣ ⎦=
∑ ∑ z

 

( ) ( ) ( )
2

2 1
1

ˆˆ ˆn
Z i i in i

z Z a x X b y Yσ
=
⎡ ⎤= − − − − −⎣ ⎦∑  

再將 ( )2 2 2ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , ,X Y X Z Yµ µ σ σ σ 代回函數 ( )2 2 2
2 , , , , , ,X Y X Z YL x z y µ µ σ σ σ

�� �
而求得圖

形結構 X→Z←Y 之概似函數 ( )2 2 2
2 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , , ,X Y X Z YL x z y µ µ σ σ σ

�� �
。 

  而在 X、Y、Z 三變數的資料中，依照同樣的方法求得圖形

結構 X→Y←Z 之概似函數： 

( )2 2 2
2 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , , ,X Z X Y ZL x y z µ µ σ σ σ

�� �
 

同理，可求出圖形結構 Y→X←Z 之概似函數：  

( )2 2 2
2 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , , ,Y Z Y X ZL y x z µ µ σ σ σ

���
 

Step 3：求出代表圖形結構 Y←X→Z 的概似函數  

假設資料的分配服從 ( )2,X XX N µ σ∼
�

， ( )2, YY X N aX b σ+∼
� � �

，

( )2, ZZ X N cX d σ+∼
� � �

，    where Y Z X⊥ ，由以上假設我們可以得到

此圖形之概似函數： 

( )2 2 2
3 , , , , ,X Y X ZL y x z µ σ σ σ

���
 

( ) ( ) ( )2 2

2 22 2

2 2 2
1

1 1 1    
2 2 2

i X i i i i

X Y

x y ax bn

i X Y Z

e e e
µ
σ σ

πσ πσ πσ

− − −
− − −

=

=∏
2

22 Z

z cx d
σ

− −

 

( )
( )

( )
( )

( )
( )2 2

1 1
2 2

n n n
2 22 2 22 2 22   2  2  

n n
i X i i i ii i

X Y

x y ax b

X Y Ze e e
µ

σ σπσ πσ πσ
= =

− − −
− − −− − −
∑ ∑ ∑

=

2
1

22

n

i

Z

z cx d

σ
=

− −
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( )2 2 2
3ln , , , , ,X Y X ZL y x z µ σ σ σ⇒

���
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2
1 1

2 2
2 2 2

2 2 22 2
ln 2 ln 2 ln 2

n n
i X i i i ii i

X Y

2
1

22

n

i

Z

x y ax b z cx dn n n
X Y Z

µ

σ σ
πσ πσ πσ= =

− − −∑ ∑= − − − − − −
σ

=
− −∑  

將 ( 2 2 2
3ln , , , , ,X Y X ZL y x z )µ σ σ σ

���
函數對參數作偏微，可得參數之 MLE： 

ˆX Xµ = ， ( )
22 1

1
ˆ n

X in i
x Xσ

=
= −∑ ， 

1 1 1
2

2

1 1

ˆ

n n n

i i i i
i i i

n n

i i
i i

n x y x y
a

n x x

= = =

= =

−
=

⎛ ⎞
− ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑ ∑

∑ ∑
， ˆ ˆb Y aX= −  

( )2
2 1

1
ˆˆ ˆn

Y i in i
y ax bσ

=
= − −∑ ， 

1 1 1
2

2

1 1

ˆ

n n n

i i i i
i i i

n n

i i
i i

n x z x z
c

n x x

= = =

= =

−
=

⎛ ⎞
− ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑ ∑

∑ ∑
， ˆ ˆd Z cX= −  

( )2
2 1

1
ˆˆ ˆn

Z i in i
z cx dσ

=
= − −∑  

再將 ( )2 2 2ˆ ˆ ˆ ˆ, , ,X Y X Zµ σ σ σ 代回函數 ( )2 2 2
3 , , , , ,X Y X ZL y x z µ σ σ σ

���
，進而求得圖形

結構 Y←X→Z 之概似函數 ( )2 2 2
3 ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , ,X Y X ZL y x z µ σ σ σ

���
。 

  而在 X、Y、Z 三變數的資料中，依照同樣的方法求得圖形

結構 X←Y→Z 之概似函數： 

( )2 2 2
3 ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , ,X X Y ZL x y z µ σ σ σ

�� �
 

同理，可求出圖形結構 X←Z→Y 之概似函數：  

( )2 2 2
3 ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , ,X X Z YL x z y µ σ σ σ

�� �
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Step 4：判斷圖形結構何者的可能性最大？ 

  由上述三個步驟中可得到 12 個概似函數，而每個概似函數

在代入 MLE 估計值後形式都可表示成下式：  

( ) ( ) ( ) ( )
n n nn n n

2 2 22 2 22 2 2ˆ ˆ ˆ ˆ, , 2   2  2  1,2,3i MLE X Y ZL x y z e e e iθ πσ πσ πσ
− − −− − −

= =
�� �

 

上式可整理成 ( ) ( ) 23 2 2 2ˆ ˆ ˆ2
n

X Y Zeπ σ σ σ
−

⎡ ⎤
⎣ ⎦ ；由於取了 2

n
− 次方後，每一個概

似函數值都變的相當小，而會影響我們判斷概似函數的大小。

由於函數 ( ) 2
n

f x x−= 為一遞減函數，因此為了找出概似函數

( ) ( ) 23 2 2 2ˆ ˆ ˆ2
n

X Y Zeπ σ σ σ
−

⎡
⎣

⎤
⎦ 的最大值，需找出 ( ) ( )3 2 2 2ˆ ˆ ˆ2 X Y Zeπ σ σ σ⎡ ⎤

⎣ ⎦的最小值。 

  在程式模擬過程中，我們發現若三個變數間之關係若為線

性，不可能判斷出有「一個」最大概似函數值的圖形結構，因

為在線性關係中，那些等價的圖形結構之概似函數會相等，因

此大部分都只能判斷出符合資料因果關係的等價圖形結構。比

如資料的因果關係為：X→Y→Z 時，我們模擬出來的概似函數

中，底下三個圖形結構值會相同：  

X→Y→Z、Z→Y→X、X←Y→Z 

而上述三圖之等價關係為：給定 Y，X 和 Z 會條件獨立，記為

類型 。同理，底下兩類圖形之等價關係，亦會使其概似函數

值相同：  
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(i)給定 Z，X 和 Y 會條件獨立，記為類型 ： 

X→Z→Y、Y→Z→X、X←Z→Y 

(ii)給定Ｘ，Ｙ和 Z 會條件獨立，記為類型 ： 

Y→X→Z、Z→X→Y、Y←X→Z 

3-6.2 模擬五種分配資料，以線性關係之 Normal 公式做判斷 

底下我們亦將模擬在不同的資料模型中，若仍用上小節中

資料為 Normal 分配且變數間為線性關係所導出之概似函數，是

否可以判斷出正確的圖形結構？只要當實際資料的圖形結構之

概似函數值大於或等於所有其它之圖形結構函數值即為判斷正

確。在底下的模擬過程中，樣本數皆設定為 100，重覆試驗 1000

次，而原始資料之圖形結構為 X→Y→Z；表中第四欄為判斷出

與正確圖形結構等價的圖形次數，亦即當圖形結構為類型 ：X

→Y→Z、Z→Y→X 及 X←Y→Z，此三個圖形結構函數值為所

有圖形結構函數值中最大的次數。表中第五欄將判斷錯誤部分

中次數最多的圖形結構類型及判斷次數列出，前 、 類如上小

節所述，類型 ：給定 Z，X 和 Y 會條件獨立、類型 ：給定 X，

Y 和 Z 會條件獨立；而類型 ：X→Z←Y、類型 ：X→Y←Z

及類型 ：Y→X←Z。  

從下頁表發現，在上述之資料模型中，若資料中變數間的
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關係和判斷公式中變數間的關係同為線性關係時，幾乎皆可判

斷出和正確圖形結構 X→Y→Z 等價的圖形結構；當資料中變數

間的關係為二次而判斷公式中變數間的關係為線性時，能判斷

出等價圖形結構的模型僅有 Gamma 分配，在其它模型分配下，

則很難判斷出來。列出部分模擬結果後，我們接著考慮變數間

的關係為二次的情況，先導出判斷公式後亦使用程式模擬之。  

資料 X 資料 Y 資料 Z 等價 類型 

Ｎ(1,1) Ｎ(X+0.5,4) Ｎ(2Y+6,3) 983 : 17

Ｎ(2,5) Ｎ(X2-3X+7,2) Ｎ(4Y2+2Y-1,5) 410 :505

Exp(1) 2X+2+Exp(2) 4Y+6+Exp(3) 911 : 89

Exp(2) X2+3X-5+Exp(2) 2Y2-2Y+5+Exp(3) 372 :365

DE(2,3) -X+10+DE(0,2) 2Y-5+DE(0,1) 959 : 41

DE(2,5) X2-3X+7+DE(0,2) 4Y2+2Y-1+DE(0,5) 304 :564

C(2,3) C(-3X+7,2) C(2Y-5,1) 923 : 69

C(2,3) C(X2-3X+7,2) C(3Y2+2Y-5,1) 445 :521

G(3,1) -3X+7+G(1,2) 2Y-5+G(1,1) 985 : 15

G(3,1) X2-3X+7+G(1,2) 3Y2+2Y-5+G(1,1) 1000  

 

3-6.3 考慮 ( ), ,X Y Z 間的機率模型為二次關係之 Normal  

  在二次關係中，仍舊以 X、Y、Z 三個變數都來自常態分配

為例，而誤差來自常態分配，依照上述四個步驟設法判定出有

最大概似函數值的圖形結構；因為方法相同，所以部分推論過

程則不列出。  

  底下分成四個步驟說明之。  
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Step 1：求出代表圖形結構 X→Y→Z 的概似函數  

首先假設資料服從 ( )2,X XX N µ σ∼
�

， ( )2 2, YY X N aX bX c σ+ +∼
� � � �

，

( )2 , 2
ZZ Y N dY eY f σ+ +∼

� � � �
，由以上假設我們可得圖形之概似函數： 

( )2 2 2
1 , , , , ,X X Y ZL x y z µ σ σ σ

�� �
 

( )
( ) ( ) ( )2 22 2 2

1 11
2 2 2

n
3 2 2 22 2 2 22    

n nn
i i i i i ii X i ii

X Y Z

y ax bx c z dy ey fx

X Y Z e e e
µ

σ σ σπ σ σ σ
= ==

− − − − − −−
− − −−

∑ ∑∑
⎡ ⎤= ⎣ ⎦  

將上式函數取自然對數再對參數作偏微，可得到參數之 MLE： 

ˆX Xµ = ， ( )
22 1

1

n
X in i

x Xσ
=

= −∑ ， 

( )
2 2

2 2 2

2ˆ XX XYX Y XX

XX X X XX

S S S S
a

S S S

−
=

−
，

( )
2 2 2 2

2 2 2

2
ˆ XYX X X Y X X

XXX X X X

S S S S
b

S S S

−
=

−
  

21
1

ˆˆ ˆ n
in i

c Y a x bX
=

= − −∑  

( ) ( ) ( )
2

2 2 21 1
1 1

ˆˆn n
Y i i i in ni i

y Y a x x b x Xσ
= =
⎡ ⎤= − − − − −⎢ ⎥⎣ ⎦∑ ∑ ， 

( )
2 2

2 2 2

2
ˆ YY YZY Z YY

YY Y Y YY

S S S S
d

S S S

−
=

−
，

( )
2 2 2 2

2 2 2

2ˆ YZY Y Y Z Y Y

YYY Y Y Y

S S S S
e

S S S

−
=

−
  

21
1

ˆ ˆ ˆn
in i

f Z d y eY
=

= − −∑  

( ) ( ) ( )
2

2 2 21 1
1 1

ˆ ˆn n
Z i i i in ni i

z Z d y y e y Yσ
= =
⎡ ⎤= − − − − −⎢ ⎥⎣ ⎦∑ ∑  

再將 ( )2 2 2ˆ ˆ ˆ ˆ, , ,X X Y Zµ σ σ σ 代回函數 ( )2 2 2
1 , , , , ,X X Y ZL x y z µ σ σ σ

�� �
而求得圖形結

構 X→Y→Z 之概似函數 ( )2 2 2
1 ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , ,X X Y ZL x y z µ σ σ σ

�� �
。 

  同樣的方式可以得到下頁所列五個圖形結構之概似函數： 
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X→Z→Y： ( )2 2 2
1 ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , ,X X Z YL x z y µ σ σ σ

�� �
 

Y→X→Z： ( )2 2 2
1 ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , ,Y Y X ZL y x z µ σ σ σ

���
 

Y→Z→X： ( )2 2 2
1 ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , ,Y Y Z XL y z x µ σ σ σ

� ��
 

Z→X→Y： ( )2 2 2
1 ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , ,Z Z X YL z x y µ σ σ σ
� � �

 

Z→Y→X： ( )2 2 2
1 ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , ,Z Z Y XL z y x µ σ σ σ
� ��

 

Step 2：求出代表圖形結構 X→Z←Y 的概似函數  

假設資料服從 ( )2,X XX N µ σ∼
�

， ( )2,Y YY N µ σ∼
�

， ，   where X Y⊥

( )2 2, 2, ZZ X Y N aX bX cY dY e σ+ + + +∼
� � � � � � �

，由以上假設我們可以得到此

圖形之概似函數： 

( )2 2 2
2 , , , , , ,X Y X Z YL x z y µ µ σ σ σ

�� �
 

( )
( ) ( ) ( )22 2 2 2

11 1
2 2 2

n
3 2 2 22 2 2 22     

nn n
i i i i ii X i Y ii i

X Y Z

z ax bx cy dy ex y

X Y Z e e e
µ µ

σ σ σπ σ σ σ
== =

− − − − −− −
− − −−

∑∑ ∑
⎡ ⎤= ⎣ ⎦  

將上式函數取自然對數再對參數作偏微，可得到參數之 MLE： 

ˆX Xµ = ， ( )
22 1

1

n
X in i

x Xσ
=

= −∑ ， 

ˆY Yµ = ， ( )
22 1

1

n
Y in i

y Yσ
=

= −∑ ， 

再由下列聯立方程組解出參數 ( )ˆ ˆˆ ˆ, , ,a b c d ： 

2 2 2 2 2 2 2

2 2

2 2 2 2 2 2 2

2 2

i i i i i i i i i i

i i i i i i i i i i

i i i i i i i i i i

i i i i i i i i i i

a X X b X X c Y X d Y X Z X
a X X b X X c Y X d Y X Z X

a X Y b X Y c Y Y d YY Z Y
a X Y b X Y c Y Y d YY Z Y

⎧ + + + =
⎪ + + + =⎪
⎨ + + + =⎪
⎪ + + + =⎩

∑ ∑ ∑ ∑ ∑
∑ ∑ ∑ ∑ ∑
∑ ∑ ∑ ∑ ∑
∑ ∑ ∑ ∑ ∑
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2 21 1 1 1
1 1 1

ˆ ˆˆ ˆ ˆn n n
i i in n n ni i i

e Z a x b x c y d y
= = =

= − − − −∑ ∑ ∑ ∑ 1

n
ii=
 

( ) ( ) ( )
2

2 2 21 1
1 1

ˆ ˆn n
Z i i i in ni i

z Z d y y e y Yσ
= =
⎡ ⎤= − − − − −⎢ ⎥⎣ ⎦∑ ∑  

再將 ( )2 2 2ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , ,X Y X Z Yµ µ σ σ σ 代回函數 ( )2 2 2
2 , , , , , ,X Y X Z YL x z y µ µ σ σ σ

�� �
而求得圖

形結構 X→Z←Y 之概似函數 ( )2 2 2
2 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , , ,X Y X Z YL x z y µ µ σ σ σ

�� �
。 

  同樣的方式可以得到下列圖形結構之概似函數： 

X→Y←Z： ( )2 2 2
2 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , , ,X Z X Y ZL x y z µ µ σ σ σ

�� �
 

Y→X←Z： ( )2 2 2
2 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , , ,Y Z Y X ZL y x z µ µ σ σ σ

���
 

Step 3：求出代表圖形結構 Y←X→Z 的概似函數  

假設資料分配服從 ( )2,X XX N µ σ∼
�

， ( )2 2, YY X N aX bX c σ+ +∼
� � � �

，

( )2 2, ZZ X N dX eX f σ+ +∼
� � � �

，    where Y Z X⊥ ，由以上假設我們可得

圖形之概似函數： 

( )2 2 2
3 , , , , ,X Y X ZL y x z µ σ σ σ

���
 

( )
( ) ( ) ( )2 22 2 2

1 11
2 2

n
3 2 2 22 2 2 22    

n nn
i i i i i ii X i ii

X Y Z

y ax bx c z dx ex fx

X Y Z e e e
µ

σ σ σπ σ σ σ
= ==

− − − − − −−
− − −−

∑ ∑∑
⎡ ⎤= ⎣ ⎦

2

 

將上式函數取自然對數再對參數作偏微，可得到參數之 MLE： 

ˆX Xµ = ， ( )
22 1

1

n
X in i

x Xσ
=

= −∑ ， 

( )
2 2

2 2 2

2ˆ XX XYX Y XX

XX X X XX

S S S S
a

S S S

−
=

−
，

( )
2 2 2 2

2 2 2

2
ˆ XYX X X Y X X

XXX X X X

S S S S
b

S S S

−
=

−
  

21
1

ˆˆ ˆ n
in i

c Y a x bX
=

= − −∑  
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( ) ( ) ( )
2

2 2 21 1
1 1

ˆˆn n
Y i i i in ni i

y Y a x x b x Xσ
= =
⎡ ⎤= − − − − −⎢ ⎥⎣ ⎦∑ ∑ ， 

( )
2 2

2 2 2

2
ˆ XX XZX Z XX

XX X X XX

S S S S
d

S S S

−
=

−
，

( )
2 2 2 2

2 2 2

2ˆ XZX X X Z X X

XXX X X X

S S S S
e

S S S

−
=

−
  

21
1

ˆ ˆ ˆn
in i

f Z d y eY
=

= − −∑  

( ) ( ) ( )
2

2 2 21 1
1 1

ˆ ˆn n
Z i i i in ni i

z Z d x x e x Xσ
= =
⎡ ⎤= − − − − −⎢ ⎥⎣ ⎦∑ ∑ ， 

再將 ( )2 2 2ˆ ˆ ˆ ˆ, , ,X Y X Zµ σ σ σ 代回函數 ( )2 2 2
3 , , , , ,X Y X ZL y x z µ σ σ σ

���
而求得圖形結

構 Y←X→Z 之概似函數 ( )2 2 2
3 ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , ,X Y X ZL y x z µ σ σ σ

���
。 

同樣的方式可以得到下列圖形結構之概似函數： 

X←Y→Z： ( )2 2 2
3 ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , ,X X Y ZL x y z µ σ σ σ

�� �
 

X←Z→Y： ( )2 2 2
3 ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , ,X X Z YL x z y µ σ σ σ

�� �
 

Step 4：判斷圖形結構何者的可能性最大？ 

  上面三個步驟中，我們仍舊可以整理出式子：  

( ) ( ) ( ) ( )
n n nn n n

2 2 22 2 22 2 2ˆ ˆ ˆ ˆ, , 2   2  2  1,2,3i MLE X Y ZL x y z e e e iθ πσ πσ πσ
− − −− − −

= =
�� �

 

因此和線性的做法相同，為了找出概似函數 ( ) ( ) 23 2 2 2ˆ ˆ ˆ2
n

X Y Zeπ σ σ σ
−

⎡ ⎤
⎣ ⎦ 的

最大值，我們需找出 ( ) ( )3 2 2 2ˆ ˆ ˆ2 X Y Zeπ σ σ σ⎡ ⎤
⎣ ⎦的最小值。 

  在二次關係的程式模擬過程中，通常都可以將變數間為二

次關係的因果關係之圖形結構判斷出來。比如二次關係的資料

之因果關係為：X→Y→Z 時，通常模擬出來的概似函數中，我
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們可以很容易的發現圖形結構 X→Y→Z 相對應的值會“最

小＂，亦即其概似函數的值會是最大的。即使我們使用不同的

分配去模擬，結果在二次關係時仍舊是不錯的。  

3-6.4 模擬五種分配資料，以二次關係之 Normal 公式做判斷 

底下我們亦將模擬在不同的資料模型中，若仍用上小節中

資料為 Normal 分配所導出之概似函數，是否可以判斷出正確的

圖形結構？只要當實際資料的圖形結構之概似函數值比所有其

它之圖形結構函數值大即為判斷正確。在底下的模擬過程中，

樣本數皆設定為 100，重覆試驗 1000 次，而原始資料之圖形結

構為 X→Y→Z，表中第四欄為判斷正確圖形結構的次數，第五

欄列出判斷成其它圖形結構的次數僅列出次數最高的類型及判

斷次數，共有底下幾種可能之類別；類型 ：Z→Y→X、類型 ：

X←Y→Z、類型 ：X→Z→Y、類型 ：Y→Z→X、類型 ：Y

→Z→X、類型 ：Y→X→Z、類型 ：Z→X→Y、類型 ：Y←

X→Z 及類型 ：X→Y←Z。  

從下頁表發現，在上述之資料模型中，若資料中變數間的

關係與判斷公式中變數間的關係同為二次關係時，幾乎都可以

判斷出正確的圖形結構 X→Y→Z，僅在模型結構為 Cauchy 時判

斷正確率約為 0.988。但當資料中變數關係為線性而判斷公式中
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變數間的關係為二次時，僅有在模型結構為  Exponential 時，判

斷正確率為 0.931，其它的模型結構皆小於 0.5，判斷正確的比

率仍舊不高。  

資料 X 資料 Y 資料 Z 正確 類型 

Ｎ(2,5) Ｎ(-3X+7,2) Ｎ(2Y-1,5) 398 :382

Ｎ(2,5) Ｎ(X2-3X+7,2) Ｎ(4Y2+2Y-1,5) 1000  
Exp(3) 2X+2+Exp(5) 4Y+6+Exp(2) 931 : 65

Exp(3) 2X2+2X+2+Exp(5) 3Y2+4Y+6+Exp(2) 1000  
DE(2,3) -X+10+DE(0,2) 2Y-5+DE(0,1) 246 :419

DE(2,3) 2X2-X+10+DE(0,2) 3Y2+2Y-5+DE(0,1) 1000  
C(2,3) C(-3X+7,2) C(2Y-5,1) 41 :709

C(2,3) C(X2-3X+7,2) C(3Y2+2Y-5,1) 988 :  5

G(3,1) -3X+7+G(1,2) 2Y-5+G(1,1) 80 :565

G(3,1) X2-3X+7+G(1,2) 3Y2+2Y-5+G(1,1) 1000  

綜合以上，我們從模擬的結果可以發現，模型改變會影響

我們的判斷結果；當資料與判斷公式有相同模型或變數間的關

係相同，不論同為線性或同為二次時，我們幾乎都可以判斷出

確切的結果；只是當變數間關係為線性的時候，我們有時需要

再藉由一些其它的資訊幫助分析。當模型或變數間的關係皆不

相同時，判斷正確的比率相對的減少很多。由此可見，在做分

析之前，我們最好要做好 Model Checking 的動作，以期能得到

更佳的分析結果。  
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第四章  結論 

分析出資料的因果關係及判斷出圖形的方向性有很多方

法，尤其以貝氏網路的方法最受矚目，但難度比較高。在此我

們探討使用貝氏概念及概似函數的判斷準則，及模型假設對結

果的影響；當資料中的變數關係與判斷公式中的變數關係一致

時，我們幾乎都可以判斷出圖形的方向性；而資料中的變數若

為線性關係時，需再藉由其它的資訊，如：專家的知識經驗、

時間的先後順序等等才能更準確的判斷出其圖形結構。  

在分析的過程中，我們可以發現，當誤差太大時，會混淆

資料的資訊而影響我們判斷的準確度；因此，如何設法消除那

些影響我們判斷的雜訊，或將雜訊所代表的意義分析出來，亦

是一個值得探討的問題。  

此外，在本文中，我們只有探討兩個變數及三個變數間的

因果關係，如何延伸到很多個變數及複雜化變數間的關係，甚

至我們是否可以將變數分類，使得每一類當中只有小數量的變

數，再將各類變數做結合，進而推廣到大數量變數的因果關係，

亦是一個可以深入研究的問題。  
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附 錄  

 

  底下的數據是以 , ~ (0,1)     X error N where X error⊥ 為根據所模

擬出來的結果，模型組合方式有很多種，一一列於表格上方，

若依誤差的不同共分成五大類，列為如下：  

（Ⅰ）誤差用加的；  

（Ⅱ）誤差用乘的，變異數不變；  

（Ⅲ）誤差用乘的，變異數改變；  

（Ⅳ）誤差為指數次方，變異數不變；  

（Ⅴ）誤差為指數次方，變異數改變；  

當中每個表格共四欄，每欄的內容如下：  

第一欄：型一誤差，α= 0.02, 0.05,及 0.10 三種；  

第二欄：當樣本數為表格中所列之大小時，p-value 的期望值會

小於所設定之型一誤差；  

第三欄：當樣本數為表格中所列之大小時，在所設定的型一誤

差下，型二誤差（模型假設列於各表格上方）的期望

值會小於所設定之 α 值；  

第四欄：第二欄及第三欄所得之 Kendall’s Tau 平均值。  
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（Ⅰ）誤差用加的；  

(1) 當誤差為變數的十倍時  Y = 0.1X + error   
0.02 700 2000 0.064 
0.05 600 1500 0.064 
0.10 400 1000 0.063 

 
(2) 當誤差為變數的五倍時  Y = 0.2X + error   

0.02 170 600 0.124 
0.05 130 400 0.126 
0.10 90 300 0.129 

 
(3) 當誤差為變數的兩倍時  Y = 0.5X + error    

0.02 30 100 0.297 
0.05 30 70 0.296 
0.10 20 50 0.301 

 
(4) 當誤差和變數一樣大時  Y = X + error          

0.02 15 35 0.502 
0.05 10 25 0.519 
0.10 10 15 0.521 

 
(5) 當變數為誤差的二倍時  Y = 2.0X + error       

0.02 10 15 0.706 
0.05 10 15 0.694 
0.10 5 10 0.726 

 
(6) 當變數為誤差的三倍時  Y = 3.0X + error        

0.02 10 15 0.795 
0.05 10 10 0.789 
0.10 5 10 0.814 

 
(7) 當變數為誤差的四倍時  Y = 4.0X + error       

0.02 10 10 0.850 
0.05 10 10 0.830 
0.10 5 10 0.861 
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(8) 當變數為誤差的五倍時  Y = 5.0X + error        
0.02 10 10 0.876 
0.05 5 5 0.866 
0.10 5 5 0.891 

 

（Ⅱ）誤差用乘的，僅平移，變異數不變；  

 (1) 一樣大，平移 0  Y = X error×           

0.02 10 15 0.760 
0.05 10 15 0.752 
0.10 5 10 0.749 

 
(2) 一樣大，平移 0.2  Y = X × ( 0.2 + error )       

0.02 150 600 0.139 
0.05 90 400 0.144 
0.10 70 300 0.150 

 
(3) 一樣大，平移 0.5  Y = X × ( 0.5 + error )          

0.02 25 100 0.344 
0.05 20 70 0.359 
0.10 15 40 0.366 

 
(4) 一樣大，平移 1.0  Y = X × ( 1.0 + error )       

0.02 10 30 0.607 
0.05 10 20 0.603 
0.10 10 15 0.615 

 
(5) 一樣大，平移 2.0  Y = X × ( 2.0 + error )       

0.02 10 10 0.825 
0.05 5 10 0.818 
0.10 5 10 0.822 

 
(6) 一樣大，平移 3.0  Y = X × ( 3.0 + error )       

0.02 10 10 0.889 
0.05 5 10 0.888 
0.10 5 10 0.884 
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(7) 一樣大，平移 4.0  Y = X × ( 4.0 + error )       

0.02 10 10 0.914 
0.05 5 10 0.914 
0.10 5 5 0.918 

 
 

（Ⅲ）誤差用乘的，不僅平移，變異數亦改變；  

(1) 誤差 var=0.75，平移 0  Y = X × error75.0          

0.02 10 10 0.725 
0.05 10 10 0.753 
0.10 5 10 0.769 

 

(2) 誤差 var=0.75，平移 0.2 Y = X × ( 0.2 + 75.0 error )     

0.02 110 500 0.159 
0.05 70 300 0.168 
0.10 50 190 0.175 

 

(3) 誤差 var=0.75，平移 0.5 Y = X × ( 0.5 + 75.0 error )   

0.02 20 90 0.383 
0.05 15 50 0.403 
0.10 10 30 0.425 

 

(4) 誤差 var=0.75，平移 1.0 Y = X × ( 1.0 + 75.0 error )   

0.02 10 25 0.633 
0.05 10 15 0.655 
0.10 5 10 0.683 

 

(5) 誤差 var=0.75，平移 2.0 Y = X × ( 2.0 + 75.0 error )   

0.02 10 15 0.822 
0.05 5 10 0.842 
0.10 5 10 0.835 
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(6) 誤差 var=0.75，平移 3.0 Y = X × ( 3.0 + 75.0 error )   

0.02 10 10 0.887 
0.05 5 10 0.902 
0.10 5 10 0.887 

 
 

（Ⅳ）誤差為指數次方，變異數不變；  

 (1) 平移 0  Y = X  exp× error          
0.02 10 10 0.723 
0.05 10 10 0.743 
0.10 5 10 0.718 

 
(2) 平移 0.2  Y = X ( 0.2 + exp× error )    

0.02 10 15 0.755 
0.05 10 10 0.779 
0.10 5 10 0.727 

 
(3) 平移 0.5  Y = X ( 0.5 + exp× error )    

0.02 10 15 0.799 
0.05 5 10 0.815 
0.10 5 10 0.766 

 
 

（Ⅴ）誤差為指數次方，變異數改變；  

 (1) 誤差variance=0.4  Y = X ×  exp( 0.2 ×  error )     
0.02 7 9 0.926 
0.05 5 10 0.933 
0.10 5 5 0.906 

 

(2) 誤差variance=2  Y = X ×  exp ( 2  ×  error )    

0.02 9 15 0.688 
0.05 10 15 0.703 
0.10 7 9 0.663 
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(3) 誤差variance=4  Y = X ×  exp ( 2 ×  error )     
0.02 9 17 0.643 
0.05 10 15 0.650 
0.10 7 11 0.624 

 
(4) 誤差variance=9  Y = X ×  exp ( 3 ×  error )     

0.02 11 19 0.599 
0.05 10 15 0.598 
0.10 5 5 0.585 

 
(5) 誤差variance=16  Y = X ×  exp ( 4 ×  error )     

0.02 11 19 0.585 
0.05 10 20 0.578 
0.10 7 13 0.572 

 
(6) 誤差variance=25  Y = X ×  exp ( 5 ×  error )     

0.02 11 23 0.566 
0.05 10 20 0.559 
0.10 7 13 0.559 
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