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附錄二 如何計算推演算符矩陣的乘積 

在(4-4)式我們定義了總演進算符，其為 3 個演進算符依"地幔演進算符、地

核演進算符、地幔演進算符"的乘積，並在(4-5)式列出了它的計算結果。當然您

最基本的可以直接將它們 3 者相乘，然後整理而出(4-5)與(4-6)式的結果。不過

若是那樣的話，您最好有電腦來幫忙，否則將是工程浩大的工作。但是，對於

這類單式矩陣的乘積，數學上有個處理技巧，我們將它詳細的處理過程列舉如

下。這一部分的內容主要是從[40]獲得的相關資訊，然後自行加入並整理出較

明確的計算過程。  

由於直接相乘不好計算，所以我們得將單一個演進算符做點變型。在 (4-3)式

中，以地幔演進算符為例，首先將所有的角度化成二倍角﹕  
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接著利用以下公式，並將共同的相位提出來。但是由於我們先前一再重覆地強

調過，提到矩陣以外的相位由於不會影響到機率的計算，所以我們在算式中就

乾脆也不把它們寫出來，而直接令提出相位前後的兩個矩陣相等，在此請各位
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讀者務必要注意一下。  
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之後的情勢便形成﹕  
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您可以很容易觀察到，第二列的非零相位是獨立運算的，它在相乘時並不會與

其他的元素混合，意即在總演進算符中這一項只是簡單的純數乘積。所以 3 個

演進算符乘起來時，就有 2 個地幔項(係數為 2)，及 1 個地核項(係數為 1)，彼

此的相位相加，最後所得到的也就是(4-5)與(4-6)式所列出來的結果。  

然後我們要計算其他有牽涉到混合的項時，先去除無關混合的第二行第二

列的元素，令剩餘的二階矩陣為 m
eQ 。而根據複變函數及線性代數的理論(讀者

請自行查詢相關書籍)， m
eQ 可用二階 Pauli 矩陣作展開﹕  
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其中的 )2cos,0,2(sin 131313
mmm θθn −=

∧
，為一單位向量，而 mφ 已在(4-7)式定義。至

於 Pauli 矩陣的定義相信您在很多量子力學的書籍都可以查的到﹕  
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(B-2)式末尾的指數函數展開過程只需依其泰勒展開式一項項展開便可整理出

此結果，在此不再贅述，或者您也可以參考量子場論的書籍，其內容有很多用

到這類的計算。  

剩下的過程大致明朗，您只要耐心地把 3 個二階矩陣乘出來即可﹕  
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雖然算起來還是有點麻煩，但已經是比一開始簡化許多。在計算時，提供您一

個好用的 Pauli 矩陣展開公式﹕  

)())((
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×•+•=•• baσibabσaσ                                    (B-5) 

其中
∧
a 與

∧
b 為兩單位向量。而且由下面的表示式﹕  
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配合(B-5)與(B-6)我們可得﹕  
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×•+−=•• cmmccm nnσiθθnσnσ                   (B-7) 

當您在計算(B-4)式時，只會留下前面的 )22cos( 1313
mc θθ − 項，後面的外積項無需

再作展開，因為最後它們都會互相抵消。  


