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液態鉛的動力學性質研究 

學生：黃楷智  

 

指導教授：吳天鳴 教授  
 

 

國立交通大學物理研究所碩士班  

摘 要       

本篇論文致力於利用分子動力模擬及瞬間正則模探討液態鉛的各

項動力學性質，文中分別探討兩種不同理論基礎的虛擬液態鉛位能，

並比較一系列的動力學性質結果以了解兩者的差異，包括粒子徑向分

布函數、靜態結構因子、動態結構因子、粒子速度相干函數、瞬間正

則模態密度以及參與比例，並試圖尋找瞬間共振模，最後的結論為如

果在虛擬液態鉛位能中的核心排斥力部分有反曲點的話，就可以發現

瞬間共振模的存在，且瞬間共振模的態密度分布會隨著溫度的升高而增

加。
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The Study of Dynamic Properties of Liquid Pb 

Student：Kai-Chih Huang  

 

Advisors：Dr. Ten-Ming Wu 
 

 

Institute of Physics 
National Chiao Tung University 

ABSTRACT 
 
 
 

The main purpose of this thesis is to explore several dynamic properties of liquid Pb, using the 

molecule dynamic simulation and the instantaneous normal mode analysis. Two potentials of liquid 

Pb based on different theories are discussed, and the results of their dynamic properties, including 

radial distribution function, static structure factor, dynamic structure factor, velocity autocorrelation 

function, density of state and participation ratio, are compared in order to investigate the differences. 

Attempt is also made to find out the instantaneous resonant modes in liquid Pb in this study. It is 

concluded that the existence of instantaneous resonant modes can be found in the case that there is a 

reflection point in the repulsive core of the liquid Pb potential. It is found out that the density of 

states of instantaneous resonant mode increases with the increase of temperature.
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第一章 

緒論 

在液體、非晶態固體 (armophus)等系統中，因為系統的無序性，

不具有週期性晶格結構，所以很難長時間的追蹤其運動的軌跡，然而

在短時間我們可以利用一些技巧，像是利用簡諧近似 (Harmonic 

approximation)等方法，可以描述系統的瞬間動力性質，上述的方法

稱為瞬間正則模 (instantaneous normal mode 以下簡稱 INM)分析

[6][7]。而在過去的研究中 [5]，發現在非晶態固體或是超冷液體

(supercoolede liquid)中，有一種低頻的準侷限 (qusailocalized)正則模

(NM)，稱之為共振模 (resonant mode,以下簡稱 RM)，在系統中扮演著

相當重要的角色，近年來，研究的觸角慢慢延伸到液體系統 [2][3][4]，

因此，瞬間共振模 (instantaneous resonant mode 以下簡稱 IRM)在液體

中所扮演的角色漸漸成為一個很值得探討的主題，而 INM 的方法就

非常適合用在對液體的研究上，而瞬間一詞旨在強調無序系統的極短

時間有效性。  

要得到 INM 的結果需求解一系列瞬間系統組態的 Hessian 

matrix(或 dynamic matrix)，理論模擬上求得一系列系統組態的方法有

二，其一為蒙第卡羅 (Monte Carlo，以下簡稱 MC)，另一個方法為分

子動力模擬 (Molecule Dynamic simulation，以下簡稱 MD 

simulation)，在本篇論文中採用後者。在理論模擬上要研究液體中的

各項動力學性質，MD simulation 是相當有效的工具，而在實驗上，

大都採用非彈性中子散射實驗 (Inelastic Neutron Scattering,以下簡稱

INS)或是非彈性 X 光散射實驗 (Inelastic X-ray Scattering,以下簡稱

IXS)來探討液體的動力學性質，為了更加了解模擬實驗結果和真實世

界的液態系統之間的差異，文中會將模擬的結果和實驗的結果作一個
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比較分析。  

在之前的研究中顯示 [2]，在某些液態金屬 (liquid metal)中，如鎵

金屬 (Gallium)，由於在系統位能的排斥力部分 (repulsive core)有一個

反曲點，因此造成 IRM 的發生，本論文將對象放在液態鉛 (liquid lead)

上，想知道在真實世界的液態鉛是否會存在 IRM，而液態鉛的虛擬位

能也是一個探討已久的課題 [1]，本論文中我們分別探討兩個不同的

虛擬鉛位能系統，從結果可以發現，如果系統位能在排斥力部分具有

反曲點的話，則我們就可以找到 IRM，這點和前面有關液態鎵的研究

結論是一致的。  

  下面第二章中解釋我們所使用的兩種不同的虛擬鉛位能系統和

一些我們要探討的動力學性質理論基礎。第三章闡述我們所使用的模

擬實驗方法和一些詳細數據。第四章則將模擬的結果配合圖表表示並

分析比較。第五章則是最後的結果討論與結論。  
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第二章  

理論  

（一） Pair potential 

本篇論文中採用兩種不同的液態鉛虛擬位能，分述如下：  

（ 1）假位能（ Pseudopotential）  

在真實世界中，液態金屬的組成包括離子及價電子，故其位能應

包含三項，分別為系統中離子與離子的作用力、離子與電子之間的作

用力還有電子與電子之間的作用力。在電腦模擬時，需要系統的位能

才能進行實驗，但我們很難精確的掌握上述三項的每一個作用力，特

別是系統粒子數目越多時，模擬位能的工作就變得更加複雜，因此有

理論學家將液態金屬中的電子看成均勻的電子海，而可將三項作用力

簡化成只有離子與離子之間的作用力，這也就是我們所採用的第一個

位能－鉛假位能（Lead Pseudopotential），應用 first-principles 

generalized energy-independent nonlocal model-pseudopotential 

(GEINMP) theory，液體金屬的假位能函數可由下式得到 [12] 

( ) ( ) 







Ω−=Ω ∫

∞

0

/sin;21);(
2

krkkdkFrV r

Zeff

π  

其中Ω是原子體積，Zeff是等效離子之原子量，k 是波向量， ( )Ω;kF 是

exchange-correlation factor。  

理論上，此為一個虛擬的位能，但是卻可以有效的將真實世界中

液態金屬裡離子間行為充分的表現出來。以下簡稱假位能為位能 A。 

 

（２）Model potential 

模擬作用位能的方法有很多種，本篇論文中所採用的第二個虛擬

位能引述自 [8]，利用一個固定的模型，但其中總共有７個可以調整
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的參數，藉由和實驗的靜態結構因子 ( )kS 反覆作比較進而調整出能夠

表達真實世界中液態鉛行為的位能，但能夠和實驗資料吻合的的參數

可能不只一組，並且在得到此位能後，利用計算系統擴散係數並和實

驗值作比對來當作一個確認的條件，藉由上述兩個物理量來確認此位

能的正確與否。此位能較為特別的是不受系統的溫度和密度影響，雖

然是針對鉛在 623K 時的狀況模擬出來的，但用在 1170K 時卻可以和

實驗在 1170K 的靜態結構因子 ( )kS 一樣有很好的吻合，從圖一和圖二

中可以看到此位能所模擬出的兩個不同溫度下之 ( )kS 和實驗值的比

對，除了在 k值大約 1 A-1左右的地方有比較明顯的誤差以外，大體上

都和實驗值很符合，而我們採用的各項參數都跟 [8]裡的一樣，一個

不同的地方在 [8]中使用的粒子數目是 16384 顆而我們接下來的一系

列的電腦模擬中採用的粒子數目是 500 顆。此虛擬位能的形式如下： 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( )

( ) ( )( )

( ) ( )

A284.3

A3.418

0.90
5.102

2cos

 for                                                        , 0

 for                 , exp

  for                                                        , 0

  for                       , exp

1

3
3

2

1

3
33

2

2
1

22
2

2
2

1

1
1

1

12
1

1
1

321

=

×=

=
=

=








≥

<−





 −

=









≥

<−







=

++=

−

−

−

b

meva

meva
meva

rKrarV

br

brbrc
r
ba

rV

cr

crcr
r
barV

rVrVrVrV

F

其中各項參數如下
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1-

2

1

2

A5417.1

5.0c
A72.5c

A83.4b

=

=
=

=

FK

 

以下簡稱為位能 B。  

  首先我們比較上述兩個不同的虛擬鉛位能系統，從圖三中可以看

出位能 A 會隨著溫度的變化而有些微的不同，當溫度越高時，能量的

最低點會越低，但能量最低點之後的 Friedel part 則沒有太大的差異。

而位能 B 的特性是不會隨著溫度的改變而不同，可以用在兩個不同的

溫度上，一為接近熔點（約 600K）的 623K，另一個溫度為明顯高出

許多的 1170K。從圖四中可以看到位能 A 和位能 B 有明顯的差別，首

先，位能 B 在核心排斥力（repulsive core）的部分較位能 A 弱，從位

能零點截距σ的取值可知位能 B 系統中的虛擬液態鉛粒子直徑較位

能 A 系統中虛擬液態鉛粒子直徑大，而兩個位能中之能量最低點的位

置上，位能 B 較位能 A 明顯較遠離零點，顯示在位能 B 中的兩粒子

間達到最穩定狀態的距離較遠，而過了能量最低值後的 Friedel part

的震盪幅度則明顯較位能 A 小。 

 

（二）粒子徑向分佈函數 (radial distribution function) ( )rg 和  

靜態結構因子 (static structure factor) S(k) 

粒子徑向分佈函數 (radial distribution function) ( )rg 是在描述系統

中所有粒子在空間中的分佈情況，選擇任意一顆粒子，並以自身為座

標的中心，觀察其它粒子在空間中隨著 r變化的分佈情形，空間中粒

子的總數 N可表示成：  

( )∫
∞

≈⋅⋅⋅
0

24 Nrdrrg πρ                                   （１） 
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其中 ρ代表系統的密度，從 (1)式中的 ( ) 24 rrg πρ ⋅⋅ 說明了以中心粒子的

眼光所觀察到由 r 到 rdr + 之間的粒子數目，從 (圖五 )中我們可以看

出，在空間中，系統粒子是呈現層次性的分佈的。圖中的第一個波峰

代表最接近中心粒子的粒子數目，第二個波峰代表次接近中心粒子的

粒子數目，以此類推，當 ∞→r ，則 ( ) 1→rg ，是表示中心粒子所感受

到的系統密度已無太大的變化，因此可視為一常數。 

靜態結構因子 (static structure factor) ( )kS 是經由 INS 和 IXS 實驗

所觀察到的結果，而我們可藉由上述的粒子徑向分佈函數 1)( −rg 做傅

利葉轉換後得到： 

( ) ( )[ ] ( )[ ] 1exp1
0

+⋅⋅⋅⋅−⋅= ∫
∞

rdrkirgkS ρ                         （２） 

(圖六 )中 ( )kS 的最大波峰位置 maxk ，
max

2
k
π
值對應到 (圖一 )中 ( )rg 振盪波

波長。從圖中可看出，當 k ∞→ ，則 ( ) 1→kS 。 

 

（三）粒子速度相干函數 (velocity autocorrelation function) )(tC  

  歸一化的粒子速度相干函數(velocity autocorrelation function) 

)(tC 的定義為：  

( ) ( )
( ) ( )00

0
)(

vv

vtv
tC

⋅

⋅
=                                    （３）

其中， ( )tv 是粒子在時間 t 的速度。在系統中，隨著時間的變動而粒

子的速度也會跟著改變，粒子速度相干函數就是觀察當我們以一顆粒

子為觀察中心時，此粒子隨著時間所發生的速度變化與時間ｔ＝０時

速度的相關程度，從（圖七）中我們可以看到隨著時間的變化，粒子

速度相干函數 )(tC 會漸漸趨近於零，因為系統中粒子會和其他的粒子

有所碰撞，隨著時間的演化，此時的粒子速度 ( )tv 會和最初速度 ( )0v 的
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關聯性變得越來越低。另外我們會看到 )(tC 會有負值，是因為當粒子

在運動的時候，剛開始可能會受到週遭粒子分布的影響，而被暫時阻

擋住，經過一段時間的運動後就可以突破此侷限。在 IXS 或 INS 的

實驗中並無法直接得到粒子速度相干函數 )(tC 的數值，大部分都是藉

由電腦 MD simulation 得到。 

 

（四）中間散射函數 (intermediate scattering functions) ( )tkF ,  與  

動態結構因子 (dynamics structure factor) ( )ω,kS   

 

( )ω,kS 為可以在 IXS 或 INS 實驗中觀察到的密度波動頻譜 (density 

fluctuation spectrum)，但在電腦 MD simulation 中，我們無法直接得

到動態結構因子 ( )ω,kS ，必須要先求得中間散射函數 (intermediate 

scattering functions) ( )tkF , ：  

( )tkF , ＝ ( ) ( )01
kk t

N −
⋅⋅ ρρ                  （４） 

其中 ( )tkρ 是密度波動 (density fluctuations)的平面波： 

( ) ( )[ ]∑
=

⋅⋅=
N

j
jk tRkit

1
expρ                   （５） 

其波向量 (wavevector)為 k ，將 (4)式做時間的傅利葉轉換後就可得到

動態結構因子 (dynamics structure factor) ( )ω,kS ：  

( ) ( ) ( )∫
∞

∞−

⋅⋅⋅⋅⋅= dttitkFkS ω
π

ω exp,
2
1,               （６） 

根據理論和實驗結果，可在密度頻譜中得到三個勞倫茲分量（圖八），

在 0=ω 處的波峰稱為 Rayleigh 波峰，Rayleigh 波峰關係到系統的熱
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擴散，當系統溫度愈高，波峰就愈寬；而在 kcS±=ω 處的波峰稱為

Brillouin 波峰，此分量關係到系統中的聲速 ( )Sc ，此三個波峰的寬度

都和 2k 成正比，如果我們將 ( )ω,kS 的頻譜積分，範圍從頻率的負無限

大到正無限大，則可以得到下列關係式： 

( ) ( ) ( )∫
∞

∞−

== 0,
2

, kFkSdkS
π
ωω                               （７）

而經由理論計算所得到的 ( )ω,kS 和實驗觀察所得到的 ( )ω,exp kS 曲線，會

因為兩項因素而有所差異：  

（１）平衡因子 (detail  balance)。  

（２）儀器解析度 (instrument resolution)。 

兩者之間的關係我們用下列式子表示：  

( ) ( ) ( ) ( )∫ ⋅−⋅⋅
−−

= ωωωω
ω

ωω dRkS
Tk

TkkS
B

B '
exp ,

/exp1
/,             （８） 

(8)式中積分內第一項即平衡因子 (detail  balance)，其中的符號 Bk 為波

茲 曼 常 數 ， T 為 系 統 溫 度 ， 第 三 項 為 儀 器 解 析 度 (instrument 

resolution)，通常以高斯函數代替。而經由實驗得到的 ( )ω,exp kS 頻譜在

呈 現 時 經 常 會 用 對 稱 後 的 動 態 結 構 因 子 （ symmetrized dynamic 

structure factor） ( )ω,~ kS 來表示，關係如下： 

( )ω,~ kS ＝ ( )×− TkB2/exp ω ( )ω,exp kS               （９） 

 

（五）瞬間正則模 INM(instantaneous normal mode)與 

態密度 ( )ωD （density of state） 

  有別於固體，在液體中，分子沒有固定的晶格結構，因此想要長

時間追蹤液體分子的位置變化相當困難。因此，我們可以利用一個在

固態物理中用到的技巧，對系統取極短時間的系統組態，然後利用簡
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協近似來探討其中的性質。就稱為瞬間正則模(instantaneous normal 

mode)，以下稱 INM。 

  首先定義系統組態為 ( )..., ,3,21 rrrR ≡ ，假設此系統在某一瞬間的總

位能為 ( )0RV ，經過很短時間的運動後，此時系統的組態發生變化，

而我們可以利用簡協近似的方法得到此時的位能為： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )000000 2
1 RRRVRRRRRVRVRV tttt −⋅∇∇⋅−+−⋅∇+≈    (１０ ) 

其中 ( ) FRV −≡∇ 0                    

   ( ) DRV ≡∇∇ 0  

F  是瞬間作用力； D 稱作 Hessian matrix（ dynamic matrix），為

系統位能的二次微分矩陣，定義如下：    

µνµν

µνµν

µνµν

]ˆˆ)()ˆˆ(
)(

[)]([

;][

;][

''
3

'

;

;

ijijijijij
ij

ij
ijij

jl
jlij

ijij

rrrVrr
r
rV

r

jiD

jiD

+−Ι=Τ

=Τ=

≠Τ−=

∑
≠

 

其中 i , j 為粒子的 index，μ,ν表示 x 軸、y 軸或是 z 軸，I3為 3×3

之單位矩陣。  

每一個瞬間系統組態，都有不同的作用力和 Hessian matrix，

求解此 Hessian matrix 是一個本徵問題，解後可得到本徵值 )( 0
2 Rαω

（ eigenvalue）和本徵向量（ eigen vector），求得的本徵值開平方

後即為該模α的頻率，但頻譜並非全部都是實數，也有虛數的可

能，表示該模並不穩定。經由電腦 MD simulation 求得一系列的瞬

間系統組態後，求解 Hessian matrix，將其本徵值作統計分析後，

即可得到系統的歸一化態密度分布狀態 ( )ωD ，我們將虛數的頻率

作圖在負數區段，歸一化態密度分布狀態 ( )ωD 定義如下：  
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∫

∑

=

−=
=

1)(

)]([
3
1)(

3

1
0

ωω

ωωδω
α

α

dD

R
N

D
N

， 

 

（六）參與數 α
NR （ participation number）、  

參與比例 ( )ωNP  （ participation ratio）、  

化約後的參與比例 αS （ reduced participation ratio）與  

瞬間共振模 IRM(instantaneous resonant mode) 

  解本徵方程式，我們可以得到本徵解（eigenvalue）還有本徵向

量（ eigen vector），本徵向量可以用來計算參與數 α
NR （ participation 

number）：  

14

1

−

=










= ∑

N

j
jN eR αα                     (１１ ) 

其中 α
je 為對第α個模的歸一化（ normalized）後本徵向量之投影分

量。參與數 α
NR 是表達平均粒子數的參與程度。參與比例 ( )ωNP 的定義

為
N
RN

α

，其中 N表示系統中粒子總數。  

  化約後的參與比例αS （ reduced participation ratio）：  

αS ＝ α
NR ／ α

NQ                      (１２ ) 

其中 α
NQ 的定義與參與數 α

NR 的定義很相似，唯一不同的是累加的計算

中摒棄掉本徵分量中最大的一個分量。如果 αS 趨近於１，則我們稱此

模為延展模（ extented mode），反之，若趨近於０，則稱為侷限模

（ localized mode）。  

而在 INM 中，有一些在低頻（ low frequency）、介於延展模與

侷限模之間的模，我們稱為瞬間共振模(instantaneous resonant mode)，
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以下稱 IRM，IRM 是一種延展模與侷限模的混合（準侷限

（ quasilocalized）），為了和在低頻正數區段的 INM 區分，我們利

用化約後的參與比例 αS 來加以辨識。當 αS ＜ 0.5，且在低頻的 INM，

我們就稱之為瞬間共振模 IRM。 
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第三章 

方法 

分子動力模擬（molecular dynamics simulation）  

  我們利用電腦虛擬一個立方體的盒子，裡面有500 顆鉛粒子，並

採用週期性邊界條件（ periodic boundary condition）及 Verlet 演算法。

系統是第二章（一）中所陳述的鉛假位能（ pesudopotential），位能

A。系統溫度有三個，分別是 823Ｋ、 1023K 和 1173K，然後在運算

的過程中，需採用化約單位，如圖九，位能的最低能量深度為ε，零

點位能的距離截距為σ，ε和σ的值會隨著系統而有所不同，所有的

ε和σ取值以及系統的密度 ρ 在表一中，粒子質量取值為１，而系統

中所採用的各項化約單位定義如下：溫度
ε
Tk

T B=* ，密度 3* ρσρ = ，

時間單位
2
1

2

0 







=

ε
σmt ，頻率

0
0

1
t

=ω ，每一步的時間單位 0
* 001.0 tdt = ，

其中密度的定義為每單位體積內的粒子數目（particle/V），所有化約

單位的最後取值在表二中。待系統到達我們所要的狀態之後，經過

10６步以確定系統達到平衡後讀取此時的系統組態，計算此時系統的

粒子徑向分佈函數 ( )rg 、靜態結構因子 ( )kS 、粒子速度相干函數 )(tC 以

及動態結構因子 ( )ω,kS ，波向量的範圍為 1.8A- 1 到 6.5A- 1 之間的六個

k 值。接下來每 3500 步收集一個系統組態，共收集 200 個系統組態，

用來求解 Hessian matrix。另外也收集 1000 顆鉛粒子時的系統組態，

化約單位都和上面的定義一樣，不同的是經過每 5000 步收集系統組

態，總共收集 100 個系統組態。  

  後來我們另外選定[8]中的虛擬鉛位能，即第二章（一）中所陳

述的位能 B，用一樣的方法進行分子動力模擬，系統的溫度為 623K
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和 1170K，一樣 10６步讀取此時的系統組態，然後再收集一系列的系

統組態。 500 顆鉛粒子每 4000 步收集一個系統組態，總共收集 200

個，而 1000 顆鉛粒子每 5000 步收集一個系統組態，共收集 100 個。

接下來呈現兩個不一樣的系統位能所求得的實驗結果。  

   
 
表一  
位能 溫度 ε(×10-4au) σ(A) ρ ( A-3) 

A 823K 1.083102 4.278960388 0.03375 
A 1023K 1.153826 4.279191616 0.03320 
A 1173K 1.241366 4.279670306 0.03276 
B 623K 1.134769 4.648919542 0.03094 
B 1170K 1.134769 4.648919542 0.02890 

 
表二  
位能 溫度\化約單位 *ρ  *T  0t (ps) *dt  

A 823K 2.644111 24.077815 11.553888 0.001 
A 1023K 2.601334 28.094539 11.194953 0.001 
A 1173K 2.567807 29.942273 10.794063 0.001 
B 623K 3.108682 17.396706 12.263909 0.001 
B 1170K 2.903714 32.671181 12.263909 0.001 
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第四章  

結果與討論  

圖十為位能 A 在三個不同溫度下的粒子徑向分佈函數 ( )rg ，當系

統的溫度越高時，系統的密度也隨著減小，分子間的動能會變強，其

他粒子可以更靠近中心粒子，因此我們可以看到 ( )rg 的第一峰值的位

置會往距離較小的一端靠近，且第一峰值的高度也會越來越低。溫度

越高時，可以看到第一峰值後的震盪幅度也會變小，表示分子間的分

佈更為均勻。圖十一為位能 B 的粒子徑向分佈函數 ( )rg ，位能 B 一樣

具有當系統的溫度越高時， ( )rg 的第一峰值的位置會往距離較小的一

端靠近，且第一峰值的高度也會越來越低，第一峰值後的震盪幅度也

會變小，因為位能 B 的系統溫度差異較大，因此這些現象也更為明

顯。如果把位能 A 在 1173K 和位能 B 在 1170K 時的模擬結果做比較

時（圖十二），可以發現，位能 B 的第一峰值明顯較高，且位置也比

較偏離中心粒子，顯示兩不同系統中粒子的分布狀況有所不同，在位

能 B 中，第一層的粒子數目比較多，但過了第一峰值之後，外層粒子

的分布是比較均勻的。接下來將兩位能的 ( )rg 經過傅利葉轉換後得到

的靜態結構因子 ( )kS ，並將得到的 ( )kS 和 1170K 時的實驗值[8]作比

對，如圖十三，圖中的位能 A 是粒子總數 N 為 3000 顆的結果，可以

明顯的看到不管是那一個位能在那一個溫度，在 k值較小的時候的吻

合程度都不好，因為週期性邊界條件的關係，在 k值較小時，此時的

波向量波長接近系統長度，會造成波和波有重疊的現象，使得模擬的

結果和實驗值會有明顯的差距，但如果我們將系統粒子數目增加的話

[8][9]，就可以盡量減少這樣的誤差（從圖六中可以明顯看出改善的

情況）。隨著 k到大約１A-1左右，位能 B 已經和實驗值越來越一致了，

且第一峰值和實驗值幾乎完全吻合，但是位能 A 卻明顯往k值大的一
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邊偏離且峰值大了很多，但後面的第二峰值和第三峰值兩位能就都能

和實驗值有很好的吻合。另外從圖十四中也可以看到位能 B 在接近熔

點（約 600K）的 623K 之( )kS ，除了 k值較小的部分以外，整體的結

果也都和實驗有很好的吻合。 

除了靜態結構因子 ( )kS 外，接下來我們探討兩位能動態結構因子

( )ω,kS 的結果，我們所選擇的波向量 k的範圍為 1.8A-1-6.5-1 A-1之間，

共取 6 個不同的 k值，圖十五顯示兩位能在溫度接近 1173K 時的動態

結構因子 ( )ω,kS 和實驗值在 1173K[10]的比對，圖中的實心圓圈符號

為實驗值，實線（位能 A）和虛線（位能 B）為我們電腦模擬的結果，

但由於我們所探討的波向量 k值較大，因此無法明顯看出 Brillouin 波

峰和系統的聲速 ( )Sc ，而且可以發現兩位能在 k值較小時和實驗的結

果都有相當程度的差異，雖然位能 B 在靜態結構因子 ( )kS 上比位能 A

來得接近實驗，但是在動態結構因子 ( )ω,kS 上，和實驗的結果卻也一

樣有著滿大的誤差，波向量 k為 1.8 A-1時兩位能的結果明顯不同，位

能 B 的 Rayleigh 波峰明顯比位能 A 和實驗值高出很多，且在波向量k

為 2.2 A-1時的誤差更為明顯，位能 B 的 Rayleigh 波峰比實驗值和位

能 A 要低太多了，從第二章中的（7）式中看出我們可以從 ( )ω,kS 頻

譜去計算得到 ( )kS 的值，而比對圖十三中兩位能系統在 k為 1.8 A-1和

2.2 A-1時的 ( )kS 值，可以發現確實在 1.8 A-1時的位能 B 之 ( )kS 值比位

能 A 大（位能 A 約為 0.2337 位能 B 約為 0.5863），但是到了2.2 A-1

時卻相反，位能 A 之 ( )kS 值比位能 B 大（位能 A 約為 2.4315 位能 B

約為 2.0431），因此在1.8 A-1和 2.2 A-1這兩個不同的 k值時，兩位能

的 ( )ω,kS 頻譜會有這樣的差異是合理的。但隨著 k值越大，兩位能所

模擬出的結果是差不多的，但在和實驗值的吻合度上都不是很好，顯

示兩虛擬位能似乎都無法準確表現出液態鉛在此溫度的動力學性質。 



- 16 - 

圖十六為位能 A 在三個不同溫度下的粒子速度相干函數 )(tC ，當

溫度越高時，分子間的動能越強，則系統的擴散性也會更好，故我們

可以看到隨著溫度越高， )(tC 的最低值會越大，隨著時間的演進， )(tC

值會漸漸趨近於零，表示此時粒子間就不在有速度上的關聯性了。位

能 B（圖十七）的 )(tC 也有一樣的趨勢，隨著溫度越高， )(tC 的最低

值會越大，但是當我們把兩位能在接近 1170K 的結果做比較時（圖

十八），會發現位能 B 的 )(tC 的最低值明顯高於位能 A，顯示在位能

B 系統中粒子較容易擴散。  

接下來我們應用 INM 分析，求解一系列的瞬間系統組態，經過

統計後可以得到歸一化的狀態密度 ( )ωD ，圖十九為為位能 A 在三個

不同溫度下的 ( )ωD ，可以看到隨著溫度越高， ( )ωD 在實數區段(real 

lobe)的頻率分佈範圍越大，但峰值高度也隨之降低，但在虛數區段

(image lobe)則是隨著溫度增加，不僅頻率分佈範圍越大，峰值高度也

同時增加，這和之前液態鎵[2]的研究結果是一樣的，是大多數的液體

都會具有的現象。接下來，從圖二十中來看位能 B 的在兩個不同溫度

下之歸一化的 INM 狀態密度 ( )ωD ，隨著溫度越高， ( )ωD 在實數區段

(real lobe)的頻率分佈範圍越大，但峰值高度也隨之降低，虛數區段

(image lobe)隨著溫度增加，不僅頻率分佈範圍越大，峰值高度也同時

增加，這一點和位能 A 的趨勢是一致的。 

圖二十一為位能 A 的參與比例 ( )ωNP 和頻率ω的關係圖，系統溫

度越高， ( )ωNP 在頻率 0≈ω 的值沒有太大的差異，另外配合圖二十二，

可以看到
( )
( )ω
ω

N

N

P
P2 （N=500）隨著頻率ω變化的關係，隨著溫度增加，

在實數的低頻區段（小於 5mev）的參與比例幾乎為 1，表示在位能 A

中此低頻區段大都為延展模，這結果有點類似一些簡單液體，像是

鋰、鈉 [3]等，在頻率ω接近零的附近都是屬於延展模，但是像鈉的
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延展模分佈範圍明顯較廣。如果我們在實數的低頻區段中（小於

5mev），加入一個辨別條件，即化約後的參與比例 αS ，當此區段的

INM 之 αS ＜ 0.5 時，我們就將之稱為瞬間共振模 IRM (instantaneous 

resonant mode)，藉以和此區段的INM 區分開來，而實際研究的結果

顯示在位能系統 A 中的低頻實數區段找不到 IRM。 

接下來看到的圖二十三，是位能 B 的參與比例 ( )ωNP 和頻率ω的

關係圖，和位能 A 的趨勢不同的是隨著溫度越高， ( )ωNP 在頻率 0≈ω

的峰值明顯下降，配合圖二十四，
( )
( )ω
ω

N

N

P
P2 （N=500）和頻率ω的關係

圖中顯示，位能 B 隨著溫度的顯著增加，在低頻（小於 5mev）區段

的參與比例不全為 1，表示此低頻區段中並非完全都是延展模，且隨

著溫度升高，可以看出有越來越高的比例並非延展模，為了在此實數

低頻區分出 INM 和 IRM，我們一樣加入化約後的參與比例αS ＜ 0.5 的

條件，從統計的結果顯示，我們可以明顯的發現 IRM 的存在，並在

圖二十四中呈現 IRM 隨著頻率ω變化的關係圖，圖中的圓圈（623K）

與叉叉（ 1170K）符號為原始的資料點，其中的實線為將數據平滑

（ smoothed）後的結果，可以看到隨著溫度的增加，IRM 的密度也明

顯的增加。接下來我們進一步探究原因，從圖二十六之中，兩個不同

的系統位能一個明顯的差別在於，對照位能和位能二次微分的關係圖

來看，位能 B 在核心排斥力的區段裡面，有一個相當明顯的反曲點存

在，而位能 A 的反曲點則是出現在後面的 Friedel part，在核心排斥力

的區段中並沒有反曲點的存在，而從過去有關鎵金屬 [2]的研究結果

中顯示，我們可以進一步確認 IRM 的產生是由於系統位能在核心排

斥力的部分有反曲點。  
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第五章 

結論 

經過上述一系列的電腦模擬實驗結果，我們可以看到，兩種不一

樣的液態鉛虛擬位能，位能 A 會隨著溫度的不同而有所差異，而位能

B 卻不受系統的溫度和密度不同的影響，而可以同時應用在兩個差異

甚大的溫度上。當我們把兩位能的各項動力學性質之模擬實驗結果做

一個比對分析時，可以發現兩位能系統的結構狀態明顯不同，但是在

溫度在 1173K 附近的靜態結構因子( )kS 分析上，位能 B 明顯的較位能

A 接近實驗的結果，而且位能 B 在接近熔點的623K 之 ( )kS 也和實驗

結果有很好的吻合，表示位能 B較能夠呈現出真實世界中液態鉛的結

構狀態。且在位能 B 系統中，粒子明顯較容易擴散。但是在動態結構

因子上，兩個位能系統卻都和實驗結果有相當程度的誤差，顯示兩者

似乎都無法準確的表現出液態鉛在真實世界中的動力學性質。而在位

能 B 中我們可以找到低頻的（小於 5mev）、準侷限（quasilocalized）

INM，稱為瞬間共振模（IRM），但在位能 A 中卻找不到 IRM 的存在，

因此我們可以進一步驗證如果液態鉛的系統位能在核心排斥力的部

分存在有反曲點的話，我們就可以在實數的低頻區段發現瞬間共振模

（IRM），而且可以發現瞬間共振模（IRM）的態密度會隨著溫度的

升高而增加，以上兩點和之前對液態鎵的研究結果是一致的。  
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S(k) 

 

k (A-1) 
圖一、位能 B 在溫度為 623K 的靜態結構因子 S(k)和 k 的關係圖，其  

中＋號為 [8]中位能 B 的模擬結果，方塊為實驗值，粒子數目為 16384 
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S(k) 

 

k (A-1) 
圖二、位能 B 在溫度為 1170K 的靜態結構因子 S(k)和 k 的關係圖，  

其中＋號為 [8]中位能 B 的模擬結果，方塊符號為實驗值，三角符號  

是利用 [8]中 (1)式計算得到的結果，粒子數目為 16384 
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V(mev) 

 

r (A) 
圖三、位能 A 在三個不同溫度下和距離 r 的關係圖  
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V(mev) 

 

r (A) 
圖四、位能 A（實線）在 1173K 和位能 B（虛線）和距離 r 的關係圖  
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g(r) 

 

r (A) 
圖五、位能 A 在溫度為 1173K 的的粒子徑向分佈函數 g(r)和距離 r 的 

關係圖  
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S(k) 

 

k (A-1) 
圖六、位能 A 在溫度為 1173K 的靜態結構因子 S(k)和 k 的關係圖，  

系統粒子數分別為 500 顆（實線）與 3000 顆（虛線）  
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C(t) 

 

t(ps) 
圖七、位能 A 在溫度為 1173k 的速度相干函數 C(t)和時間 t 的關係圖  
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ω 

圖八、在 IXS 或是 INS 實驗中所觀察到的動態結構因子 ( )ω,kS 。其中  

Cs 是系統聲速，DT是熱擴散係數。  
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V(r) 

 

r (A) 
圖九、鉛假位能函數化約單位取值示意圖  

 
 
 
 
 
 
 
 

σ ε
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g(r) 
 

r (A) 
圖十、位能 A 在三個不同溫度下的粒子徑向分佈函數 g(r)和距離 r 的

關係 
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g(r) 

 

r (A) 
圖十一、位能 B 在溫度分別為 623K（實線）和1170K（虛線）的粒 

子徑向分佈函數 g(r)和距離 r 的關係圖 
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g(r) 

 

r (A) 
圖十二、位能 A（實線）在 1173K 和位能 B（虛線）在 1170K 的粒子

徑向分佈函數 g(r)和距離 r 的關係圖  
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S(k) 

 
 

k (A
-1
) 

圖十三、位能 A 和位能 B 分別在 1173K（實線，系統粒子數為3000

顆）和 1170K（虛線，系統粒子數為500 顆）的靜態結構因子 S(k)和

實驗值[8]的比較，其中實心圓點為實驗值 
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S(k) 
 

 

k (A-1) 
圖十四、位能 B 在 623K（實線）的靜態結構因子 S(k)和實驗值[8]的

比較，其中實心圓點為實驗值 
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( )ω,kS (mev-1) 

  
 

                  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ω (mev) 
圖十五之一、位能 A（實線）在 1173K 和位能 B（虛線）在 1170K 的 

動態結構因子 ( )ω,kS 和實驗值[10]（實心圓圈）的比較 

 
 

1.8A-1 

2.2 A-1
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( )ω,kS (mev-1) 

  
 
 
 

 

 

 

 

 

                

  

 

 

 

 

 

ω (mev) 
圖十五之二、位能 A（實線）在 1173K 和位能 B（虛線）在 1170K 的 

動態結構因子 ( )ω,kS 和實驗值[10]（實心圓圈）的比較 

 
 

3.0A-1 

4.1 A-1
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( )ω,kS (mev-1) 

  
 

                

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ω (mev) 
圖十五之三、位能 A（實線）在 1173K 和位能 B（虛線）在 1170K 的 

動態結構因子 ( )ω,kS 和實驗值[10]（實心圓圈）的比較 

5.6A-1 

6.5 A-1
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C(t) 

 

t(ps) 
圖十六、位能 A 在三個不同溫度下的速度相干函數 C(t)和時間 t 的關 

係圖 

 
 
 
 
 
 
 



- 38 - 

C(t) 

 

t(ps) 
圖十七、位能 B 在溫度分別為 623K（實線）和1170K（虛線）的速 

度相干函數 C(t)和時間 t 的關係圖 
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C(t) 

 

t(ps) 
圖十八、位能 A（實線）在 1173K 和位能 B（虛線）在 1170K 的速度 

相干函數 C(t)和時間 t 的關係圖 
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D(ω) 

 

ω(mev) 

圖十九、位能 A 在三個不同溫度下的 INM 狀態密度與頻率ω的關係 

圖 
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D(ω) 

 

ω(mev) 

圖二十、位能 B 在溫度為 623K（實線）和 1170K（虛線）的 INM 狀

態密度與頻率ω的關係圖  
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PN(ω) 

 

ω(mev) 

圖二十一、位能 A 在三個不同溫度下的參與比例與頻率ω的關係圖 
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( )
( )ω
ω

N

N

P
P2  

 

 

ω(mev) 

圖二十二、位能 A 在三個不同溫度下的參與比例與頻率ω的關係圖 
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PN(ω) 

 

ω(mev) 

圖二十三、位能 B 在溫度分別為 623K（實線）和 1170K（虛線）下

的參與比例與頻率ω的關係圖  

 
 
 
 
 
 
 
 
 



- 45 - 

( )
( )ω
ω

N

N

P
P2  

 
 

ω(mev) 

圖二十四、位能 B 在溫度分別為 623K（實線）和 1170K（虛線）的

參與比例與頻率ω的關係圖  
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D irm (ω) 

 

ω(mev) 

圖二十五、位能 B在溫度 623K(圓圈符號)和 1170K(叉叉符號)下的 IRM

狀態密度與頻率ω的關係圖，實線為將所有資料點平滑後的結果。  

 
 
 
 
 
 
 



- 47 - 

V(mev) 

 

r (A) 
圖二十六、位能 A 在 1173K 和位能 B 在 1170K 的位能（實線）及位

能二次微分（虛線）和距離 r 的關係圖 

 
  

 

 


