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摘   要 

 

本文的主旨在計算H2
+離子以及H2分子在直流電場作用下而游離

的游離率。原子及分子因電場而游離是原子物理中很常被討論的題

目，因而陸續產生了ADK以及MO-ADK理論。本文模仿MO-ADK的

過程，但是採用較簡單的LCAO分子軌域近似法來求電子在遠離分子

核心處的波函數行為，進而計算出分子的游離率。結尾則討論了

LCAO法的優缺點。 
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Student：Jeng-Guo Yeh      Advisor：Dr. Tsin-Fu Jiang 

 
 

Institute of Physics 
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ABSTRACT 
 
 

The main purpose of this paper is to calculate the ionization rates of 
H2

+ and H2 under DC field. The ionization of atoms and molecules by 
electric field is often discussed in atomic physics domain, then the ADK 
and MO-ADK theories were produced to solve this problem. 
 

In this paper, we follow the similar procedure of MO-ADK method, 
but use LCAO method to get the asymptotic wave function at large 
distance, then calculate the ionization rate from LCAO wave function. In 
the end, we discussed the advantage and disadvantages of LCAO method. 
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一 序論 
 

原子與分子之間的相互作用力，主要是四大力中的電磁力。強作

用力，弱作用力，以及重力在這個領域的影響都遠不如電磁場來得

大。研究原子分子與電磁場作用所產生的物理現象，是原子物理的傳

統領域。在不牽涉核反應的化學反應裡，原子與分子的電子結構決定

了反應的過程及結果，故微觀的原子性質直接的影響了巨觀世界的各

種現象。 

 

原子在受外加電場作用下游離的理論計算模型－ADK 理論[1]從

1986 年發展到現在已經有十多年的歷史，它的原型[2][3]更是早在

1960 年代即完成了。ADK 理論可以處理的情況是在(1)外加電場是弱

電場 (與原子內部的電場大小相比較)。(2)外加電場是直流場或頻率

不高的交流場。2002 年，X. M. Tong, Z. X. Zhao, and C. D. Lin 基於

ADK 理論發展了 MO-ADK 法[4]，用以計算雙原子分子的游離率，

也獲得了不錯的結果。 

 

原子分子實驗所需要的電磁場來源通常由雷射來提供，雷射光具

有高強度，單波長，以及同調性高等等優秀的特性。近年來由於雷射

技術的進步，高功率以及短脈衝的雷射光源一一被實現，實驗技術的

進展一日千里，對於理論結果的檢測能力更為提升。 
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二 原子游離的理論計算(ADK 理論) 
 

考慮一原子系統，原子核對電子的向心力為庫倫場(Coulomb field)，

即 
r
eZ

rU c
2

)( −= ，Zc是等效價數(effective Coulomb charge)。假設電子

的能量=E，如圖： 

 
圖１ 電子被束縛在原子內之示意圖 

橫軸為位置，縱軸為能量 

 

此時電子是處於一個束縛態(bound state)，並不會游離。 

 

假如在此系統上外加一弱電場 F 在-Z 方向，即 eFz
r
eZ

rU c −−=
2

)( ，如

圖： 

 
圖２ 電子在受電場作用下而游離之示意圖 

橫軸為位置，縱軸為能量 

 

此時電子有機會因穿隧(tunneling)而游離。 
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欲計算電子的游離率，我們必須知道在穿隧點(tunneling point)外的電

子波函數Ψ，然後使用下列式子： 

 ∫= jdsW            

)(
2

Ψ∇Ψ−Ψ∇Ψ= ∗∗

m
ij h       (1) 

 

其中 W 為游離率，j 為電子的 current density，s 是垂直 Z 軸的一個表

面。 

 

此時系統的薛丁格方程式(Schro�dinger equation)為： 

Ψ=Ψ−−∇− EeFz
r
eZ

m
c ]

2
[

2
2

2h      (2) 

 

令
h

mEk 2−
= ；

m
kE

2

22h
−= ，則上式變成： 

Ψ−=Ψ−−∇−
m
keFz

r
eZ

m
c

2
]

2
[

222
2

2 hh     (3) 

 

為了簡潔及方便起見，以下我們引入原子單位(Atomic unit, A.U.)，即

，直到本文結束（除非另有附註）；在這個單位下，距離

的單位變為波耳半徑(Bohr Radius a

1=== emh

0=1)，能量單位為氫原子基態游離

能的兩倍(2E1s=27.2ev=1)，時間單位為 2.42*10-17秒。 

 

引入原子單位之後，上式成為 

Ψ−=Ψ−−∇−
2

]
2
1[

2
2 kFz

r
Zc      (4) 
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這個式子可以在拋物座標(parabolic coordinates)中做分離變數[5]： 

 

圖３ parabolic coordinate（來源：http://mathworld.wolfram.com/） 

其中 u、v 即為下面的ξ、η 

 

zr +=ξ ， zr −=η ， )(
2
1 ηξ +=r  

0)(]
444

1[ 1
1

2

2

2

2

2

=++−
−

− ξξ
ξξξ

uFZkm
d
d  

 0)(]
444

1[ 2
2

2

2

2

2

2

=−+−
−

− ηη
ηηη

uFZkm
d
d         (5) 

Z1與Z2是separation constant，且 cZZZ =+ 21 ，
πη

η
ξ
ξ φ

2
)()( 21

imeuu
=Ψ  

 

在上式(5)中 

44
1)( 1

2

2 ξ
ξξ

ξ FZmVeff −−
−

=  

44
1)( 1

2

2 η
ηη

η FZmVeff +−
−

=  

 

在ξ以及η很大的地方，Veff(ξ)以及Veff(η)的前兩項都可忽略，只留下

最後一項，可看出電子在ξ方向上是未受束縛(unbounded)，在η方向
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上則是受束縛(bounded)的。 

 

我們可以看出游離是在 Z 方向上很遠處發生的，也就是ξ>>η的情

況，在此情況下將
πη

η
ξ
ξ φ

2
)()( 21

imeuu
=Ψ 帶入(1)式的 j 中可得到： 

)(
2

)(
2

1
1

1
1

2
2

ξξξηπ d
duu

d
duu

ui
dz
d

dz
dij ∗

∗
∗∗ −=ΨΨ−ΨΨ=    (6) 

 

由於u1(ξ)的方程式是一個一維方程式，根據WKB理論，u1(ξ)在右邊

的穿隧點ξ0兩側可分別表示為[6] 

 

]
4

exp[)(
0

1 ∫ +=
ξ

ξ

πξξ ipdi
p

Cu    ξ > ξ0

]exp[)(
0

1 ∫−=
ξ

ξ
ξξ pd

p
Cu     ξ < ξ0

44
1

2 ξ
ξ

FZkp −−=         (7) 

 

將上式中u1(ξ>ξ0)代入j式(6)中可得到 

21
1

1
1 2)( iC

d
du

u
d

du
u −=− ∗

∗

ξξ
 

    
ξηπ

2
2

2 uCj =        (8) 

又 

ρπρdds 2=  

 5



ξηρ =+= 22 yx ， η
η
ξρ dd

2
1

≈ （在ξ>>η的情況下） 

    ηπξdds =         (9) 

結合(1)(8)(9)式得到 

2
2

22 Cd
u

CjdsW === ∫∫ η
η

      (10) 

接下來求 C： 

在(4)式中，因為我們假設 F 很小，所以存在一個 z，使得 

|E| >> Fz（此時系統為球對稱，故Ψ=R*Ylm適用）且 

|E| >> |U(z)|（WKB 適用），此時(4)式的解 

πη
η

ξ
ξξ

π
θηξ

φθ

φθ

φ

φηξ

2
)()(

2
)(cos

)!(
)!(

2
12)

2
(

),(

),()(

201

22
1

1

im

im
m

l

kk
k
Z

kl

lm
krk

Z

kl

lm

euu

eP
ml
mlleeC

YerC

YrR

c

c

<<
=

+
−++

=

=

=Ψ

−−−

−−

  (11) 

 

]exp[)(
0

01 ∫−=<<
ξ

ξ
ξξξ pd

p
Cu  

(11)式中， krk
Z

kl erCrR
c

−−
=

1
)( 是徑向方程(radial equation)的解在 ∞→r 時

的漸近形式(asymptotic form)，Ckl是徑向波函數(radial wave function)

的係數。將(11)式移項後可求得C，最後我們會得到 

)
3
2exp()2(

)!()!(2

)!)(12(1 3123

1/2
2

F
k

F
k

mlm

mll
k

CW
m

k
Z

mkZkl

c

c
−

−

++
=

−−

−  
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(12) 
 

從上式可以看出 m=0 項是最主要的游離率來源。 

1)2(~/
3

10 >>== F
kWW mm  

假如在頻率不高的線偏振交流場下，由於波長λ遠大於原子的大小，

故在某一時刻，原子在各處看到的電場強度均相等，故也可以同上用

直流場的處理方式，只是游離率要在一個週期內做平均： 

statW
k
FW 3

3)(
π

ω =       (13) 

 

假如是在圓偏振電場下，由於一個週期內的電場強度均固定，所以游

離率與直流電場的計算結果相同。 

 

在(12)式中，要計算W之前必先知道Ckl係數。對類氫原子來說，Ckl有

解析解，例如氫原子的基態，C10=2 ( ) ，非類

氫原子則沒有解析解。 

1,2 0
/2/3

010
0 ≡= −− aeaR ar

 

1986 年，Ammosov, Delone, and Krainov（ADK）使用quantum defect 

method計算複雜原子的Ckl的解析近似式，使(12)式可以應用到更多原

子的游離率計算上。[1][7] 
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三 分子游離的理論計算(MO-ADK 法) 
 

2002 年，X. M. Tong, Z. X. Zhao, and C. D. Lin 將 ADK 理論應用到雙

原子分子游離率的計算上。原因是在距離分子中心很遠之處，波函數

可以分解成徑向與角度的波函數組合 

∑=Ψ
l

lml
m YrRCr ),()(),,( φθφθ     ∞→r    (14) 

m是角動量l在沿著分子軸方向上的分量，Cl即是之前的Ckl。 

 

只要能夠得知分子的游離能，還有各Cl的分量，即可代入式(12)計算

出分子的游離率來。若電場並不沿著分子軸的方向，則在(12)式中還

要乘上一個旋轉矩陣(rotational matrix)把分子軸上的m轉成電場方向

上的m’來計算。 

 

游離能可由實驗或計算得到，Cl係數的各分量則是使用多重散射法

(multiple-scattering method) [8]計算後得到。 

 

多重散射法是把分子的位能做一個特別的簡化，然後在這個簡化過後

的位能下解出波函數Ψ，再求出各Cl係數的分量。它把分子分成三個

區域，如下頁圖 6 所示： 

 

區域 I：以各別原子核為中心的球，在這區域裏只看到各別的中心電

荷而不管另一個電荷，位能是向心位能。 
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區域 II：包圍住兩個區域 I 的球，在區域 II 與區域 I 中間的位能定為

一個常數。 

區域 III：區域 II 的球外面，在這區域裡看到的電荷都假設在 II 的球

中心，此區域的位能是一個向心位能的尾巴。 

 
圖 4 多重散射法的位能區域圖，來源為[7] 

 

此時波函數Ψ是由三個區域所組合起來： 

IIIIIi
i

Ψ+Ψ+Ψ=Ψ ∑       (14) 

各區域的Ψ必須要符合邊界條件(boundary conditions)，在區域交界處

需連續，一階導函數連續，以及歸一化條件(normalize condition)等。 

 

將多重散射法計算得到的Cl係數製成表，如下頁表 1 所示，則將來計

算各分子的游離率即可如計算原子游離率一般方便。 

  

我們並不一定要用多重散射法來求Cl係數，由於多重散射法是個很複
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雜的方法，因此我們嘗試用另一個較簡便的方法求出Cl係數的值來。 

 

 
表 1 幾種雙原子分子的參數表 

包括了游離能、分子鍵長、以及各Cl係數 

來源為[4] 

 

 
圖 5 使用MO-ADK法計算出的H2

+在不同電場強度下的游離率 

其中實線部份為 complex rotation method [9]得到的結果 

來源為[4] 
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四 分子軌域的近似：LCAO 

（Linear Combination of Atomic Orbitals） 

 

考慮一個H2
+系統，由兩個質子和一個電子組成，如下圖 8 所示： 

 
圖 6 H2

+分子結構圖 

Rrr
H

BA

1)11(
2
1 2 ++−∇−=  

假如兩質子間的距離 R 很大，電子必然圍繞在其中一個質子附近而

幾乎沒有看到另一個質子[10]，電子的波函數為其中某一氫原子的基

態，即 

Are−=Ψ
π
1  或 Bre−=Ψ

π
1  

假定當Ｒ減小時波函數不受影響，電子圍繞在質子 A 與質子 B 的機

率相同，則分子軌域 

)]()([ BgAg rrA ψψψ +=       (15) 

也就是說，分子的軌域是原子軌域的線性疊加(Linear Combination of 

Atomic Orbitals, LCAO)。A 為歸一化常數(normalize constant)： 

1])()(2)()([ 3323222 =++= ∫∫∫ rdrrrdrrdrA BgAgBgAg ψψψψψ  
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)1(2
12

I
A

+
=  

]
3
11[)()( 23 RRerdrrI R

BgAg ++== −∫ ψψ     (16) 

我們可以計算這個波函數的總能量 〉〈= ψψ || HE 對 R 的函數，可以得

到下面的圖 9： 

 
圖 7 LCAO法中H2

+總能量與R的關係圖 

以氫原子的基態能量E1S為 0 

 

由圖上可得出能量最低時，H2
+的分子鍵長約為 2.49 個波耳半徑

(=0.127nm)。 

 

由LCAO造出來的波函數可以不錯的給出H2
+的游離能，還有分子間距

R。 

 

 12



五 使用 LCAO 計算分子的游離率 
 

我們把LCAO所造出來的波函數以分子中心為原點，在遠處以球諧函

數(Spherical Harmonics)Ylm展開求Cl係數： 

 
圖 8 以分子中心為原點展開電子的波函數 

 

上圖 10 中的 d＝R/2， )cos(222 θrddrrA ++= ， )cos(222 θrddrrB −+= ，

則波函數Ψ可以寫成 

][),,( )cos(2)cos(2 2222 θθ

π
φθ rddrrddr eeAr ++−−+− +=Ψ    (17) 

又，由(14)式，在遠處時的 

∑=Ψ
l

lml
m YrRC ),()( φθ  

利用正交關係式(orthogonal relation) 

'''' )sin(),(),( mmlllmml ddYY δδφθθφθφθ =∗∫∫    (18) 

可得到 

∫∫
Ψ

= ∗ φθθφθ dd
rR

YC
m

mll )sin(
)(

),(''     (19) 

在(17)式中，很明顯的當 ∞→r 時， 。又由圖 9 得到HrerR −~)( 2
+最低

能量時的鍵長R＝2.49，此時I＝0.46，A＝0.58；取r=100（這已經夠
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遠了）將上述參數帶入(17)式，將(17)的Ψ帶入(19)，這個式子可以使

用Mathematica 軟體來計算Cl，我們得到： 

C0=2.97 
C2=0.60 
C4=0.02 

 

又H2
+的游離能 96.01|| =−〉〈=

R
HI p ψψ ， 39.12 == pIk ，此時我們已有

足夠的參數計算來H2
+的游離率W。  

 

接下來計算H2分子的Cl係數；比起H2
+來，H2複雜了不少： 

 
圖 9 H2分子的結構圖 

Rrrrrr
H

BBAA

111111
2
1

2
1

122121

2
2

2
1 ++−−−−∇−∇−=  

)2,1()2()1( −= σψψψ  

)2,1(−σ 是 antisymmetry spin wave function 

)]()([)( BigAig rrAi ψψψ +=   i=1,2 

 

同樣的，我們將系統的總能量 〉〈= ψψ || HE 對分子鍵長 R 作最小化

[11]，可得到能量最低時，R=1.40 個波耳半徑。 

 

要注意的是，當我們在計算H2分子的游離能Ip時，要做的事情是將
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)()(
2

RERE
HH +−

2
，因為H2游離後會變成H2

+，而因為原子核比電子重

重，運動速度較慢，故在游離的瞬間分子鍵長R沒有改變。 

 
圖 10 H2與H2

+的總能量E對R的示意圖 

箭頭處為游離能 

 

最後我們可以得到游離能Ip=0.65，k=1.14。  

同樣的，取 r=100，用(19)式計算的結果得到 

C0=2.31 
C2=0.16 
C4=0.00 

 

將 LCAO 得到的結果與 MO-ADK 做個比較： 

 
 

 Ip(A.U.) R(A.U.) C0 C2 C4

H2
+(MO-ADK) 1.10 2.00 4.37 0.05 0.00 

H2
+(LCAO) 0.96 2.49 2.97 0.60 0.04 

D2 (MO-ADK) 0.57 1.40 2.51 0.06 0.00 
H2 (LCAO) 0.65 1.40 2.31 0.16 0.00 

 
表 2 LCAO與MO-ADK所得到的Cl係數比較 

 
 

若僅考慮Cl係數的差異，繪圖於下頁： 
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圖 11 LCAO與MO-ADK的H2

+遊離率比較 

Mesh Calculation 參見[12] 

 

 
圖 12 LCAO與MO-ADK的H2遊離率比較 
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六 結論 
 

MO-ADK使用多重散射法計算分子的Cl係數時，分子的游離能以

及分子鍵長需要由其他的方法給出，可以直接採用實驗的數據或是由

其他理論得來。而LCAO則可以一次給出分子的游離能，鍵長，以及

電子結構。由於游離能對游離率的影響在ADK理論中是次方以及指

數形式的，因此遠比Cl係數造成的影響來得大。 

 

若不考慮游離能的差異，僅討論不同計算方法得出的Cl係數時（圖

11，12），我們會發現LCAO應用在H2分子的Cl計算上比H2
+好上許多，

這是因為LCAO造出來的H2
+分子離子的波函數在遠處與理論的徑向

波函數Rnl(r)該有的漸近形式並不符合，這個造出來的波函數在遠處

所看到的分子帶正電荷量還是 1，而不是該有的 2。由於LCAO本來

是變分法(variation method)對能量的試驗函數(trial function)，因此在

遠處電子密度影響能量不大的地方，就算不很準確也可以得到不錯的

系統的基態能量以及分子鍵長，故計算結果與多重散射法得到的有一

定程度的誤差並不讓人意外。 

 

對H2分子的狀況來說，由於電子圍繞在質子四周的遮蔽效應，會

讓另一個電子在遠處認為核心只有帶一個正電荷，也就是與氫原子的

狀況類似，因此LCAO的結果就合理了許多。 
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由以上結果推測，若以LCAO來計算更複雜的雙原子分子之Cl係

數，應該也可以獲得不錯的結果。但對於分子離子則否。或者換句話

說，LCAO只能計算中性分子的第一游離率，但無法計算第二以上的

游離率。 

 

也由於以上結果皆是ADK理論的延伸，故也有與ADK理論同樣的

缺點：只適用於弱電場F。在[4]的討論中，對於D2分子，MO-ADK在

0.01A.U.以下適用，以上則與實驗結果有一段差距。LCAO的桔果與

MO-ADK相近，故適用範圍也相近( < 0.01A.U. )。 
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