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多次投料問題在中斷式幾何分配下之研究 

學生：蘇泰盛                              指導教授：許錫美 博士 

國立交通大學工業工程與管理學系 博士班 

摘  要 

本論文探討有交期限制的多次投料問題：首先探討生產週期時間具不確定性，單

階段生產系統的多次投料問題；隨之探討二階段生產系統的多次投料問題。二階段生

產系統在每個生產階段之後，皆設有檢驗站，在每個投料時點，藉由每個階段的良品

在製品數量與未滿足的需求量，須同時決定各階段的投料量。本研究假設各階段產出

的良品個數服從中斷式幾何分配，成本函數考慮設置成本、變動成本、成品存貨持有

成本及缺貨成本四項。以最小生產成本為目標，提出最佳投料量的特性，基於此特性，

來設計動態規劃演算法，以求解各階段的最佳投料量。針對二階段生產系統的多次投

料問題，在需求量較大時，我們提出一個啟發式演算法，可以有效地求得滿意解。最

後，藉由數值範例來觀察決策參數的特性與最佳投料量的特性。 

 

關鍵詞：批量、中斷式幾何分配、動態規劃、生產/存貨系統 
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Multiple Lot Sizing Decisions with Interrupted Geometric Yield 

Student：Tai-Sheng Su                  Advisor：Dr. Hsi-Mei Hsu 

Department of Industrial Engineering and Management 

National Chiao Tung University 

ABSTRACT 

In this study, we examine two issues of multiple lot-sizing problem with interrupted 

geometric yield and non-rigid demand. Firstly, we investigate a single-stage multiple 

lot-sizing problem with variable production lead-time. Secnodly, we investigate a two-stage 

multiple lot-sizing problem with simultaneously determining the optimal lot sizes for the 

two production stages in each period. The following cost items are considered in these 

problems: setup cost, variable production cost, inventory holding cost, and shortage cost. 

These problems are formulated as a dynamic program (DP), respectively, and some lemmas 

are proposed to confine their solution spaces. We propose a heuristic solution method to 

solve the two-stage multiple lot-sizing problem for reducing the computational time. Finally, 

numerical examples are illustrated to shown the efficiences of the proposed heuristic 

method. 

 

Keywords: Lot-sizing; Interrupted geometric distribution; Dynamic programming; 

Production/Inventory system 
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第一章  緒論 

1.1 研究背景與目的 

客製化產品的需求，與日遽增，廠商接到訂單後，一般皆有多個或無限多個投料

時點可以投料，如何決定每個投料時點的投料量，以最小化生產成本，滿足訂單的需

求，是一個非常重要的課題。此種決定每個投料時點最佳投料量的問題稱為『多次投

料問題』[14]。 

多次投料問題可分為無交期限制及有交期限制兩類。無交期限制的多次投料問

題，是指訂單數量須全數滿足(rigid demand)，不容許缺貨。因此投料時點有無限多次，

直到產出的良品個數，大於或等於需求量時才停止投料。有交期限制的多次投料問題，

是指接到訂單後，已知需求量為 D，從接單後到交期前有 T 個投料時點，分別為 T、

T-1、、、1，到交期日時，若產出的良品個數少於訂單需求量(non-rigid demand)，則

須付出缺貨成本。多次投料問題一般皆假設在某個投料時點 t，投料 k 個單位，在第 k

個單位產出後，才整批檢驗，此時才得知產出的良品個數，該良品數為一隨機變數，

kY ，服從某一機率分配。 

探討單階段生產系統有交期限制的多次投料問題，相關研究有 Guu 和

Zhang[20]、Pentico[25]、Sepehri 等學者[27]，及 Wang 和 Gerchak[28]。其中 Wang 和

Gerchak [28]假設生產週期時間大於一個週期且為已知常數。然而，在現實的生產情境

中，因為供應商的供貨不可靠、搬運時間的不穩定、等候加工、機器故障及重工等不

可預期因素，使得生產週期時間常具有不確定性[31]。當生產週期時間具不確定性，

該如何決定最佳投料量，以最小化生產成本，是一值得研究的課題。因此，本論文的

主題一是探討生產週期時間具不確定性，單階段生產系統有交期限制的多次投料問題。 

探討多階段生產系統有交期限制的多次投料問題，相關研究有 Barad 和 Braha[3]

及 Braha[7]。他們是探討多階段流線型的生產系統，並考慮容許外購或重工在製品的

生產情境，每個生產階段之後，皆設有檢驗站，上一階段的良品產出，為下一階段的



 2

投料來源。若上一階段的良品產出短缺時，可藉由外購或重工來補足，因此每個投料

時點，僅決定下一階段的最佳投料量。然而，這樣的生產模式，僅有單一階段在生產，

而其他各階段都在閒置。為了改善此生產模式，本論文的主題二是探討多階段流線型

生產系統的多次投料問題，每個投料時點須同時決定各階段的投料量。 

探討多階段流線型生產系統的多次投料問題，過去相關研究大都是利用動態規劃

的手法來求解，但是當面對訂單需求量很大的情況下，動態規劃的網路規模變得相當

的龐大，需耗費很長的計算時間才能求得最佳解。為了縮短計算時間，本論文提出一

個啟發式演算法，可以有效地求得滿意解。 

上述二研究主題是假設各階段產出的良品個數服從中斷式幾何分配，成本函數含

設置成本、變動成本、成品存貨持有成本及缺貨成本四項。以最小生產成本為目標，

分別探討上述兩個研究問題最佳投料量的特性，基於這些特性，利用動態規劃的手法，

發展求解演算法，求解每個投料時點各階段的最佳投料量。對二階段生產系統的多次

投料問題，為了解決需求量較大時，求解時間很長的缺點，我們提出一個啟發式演算

法，以便於實務上的應用。 

 

1.2 研究假設與限制 

本論文的基本假設如下： 

1. 訂單的需求量及交期為已知 

2. 每一階段產出的良品個數服從中斷式幾何分配 

3. 投料時點已知 

在交期前可投料的時點為 T、T-1、、、1，共有 T 個投料時點，每個投料

時點只允許一次投料 

4. 生產成本為設置成本、變動成本、成品存貨持有成本及缺貨成本 

5. 完成品有存貨持有成本，在製品沒有存貨持有成本 

6. 每個生產階段整批產出後，隨即整批檢驗 
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7. 超過需求的良品與不良品都沒有殘值 

8. 產能足夠 

 

1.3 研究流程與論文章節 

本論文的研究流程(參見圖 1.1)，首先針對多次投料問題的相關文獻，進行文獻回

顧與整理，我們發現兩個研究主題，再將這兩個研究主題，分別建構成動態規劃問題。

由於動態規劃搜尋解的範圍很大，為了縮小搜尋解的範圍，我們證明最佳投料量有上

界。根據最佳投料量的特性，發展動態規劃問題的演算法，也利用數值範例觀察決策

參數的特性和最佳投料量的特性。最後，提出具體的結論和未來研究的建議。 
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圖 1.1 研究流程 

本論文其他章節的安排如下。第二章為多次投料問題相關的文獻探討；第三章是

探討生產週期時間具不確定性，單階段生產系統有交期限制的多次投料問題；第四章

是探討二階段生產系統有交期限制的多次投料問題，並提出二個求解方法；第五章則

是結論與建議。 
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第二章  文獻探討 

已有二篇論文針對多次投料問題做系統性的回顧[16, 30]，本章是根據這二篇論文

的分類方式，分別探討單階段生產系統及多階段生產系統的相關文獻。 

 

2.1 單階段生產系統 

單階段生產系統的多次投料問題之相關文獻，我們從訂單需求量與交貨要求、生

產特性、成本項目及求解方法等四個觀點來探討。 

 

2.1.1 訂單需求量與交貨要求 

在訂單需求量方面，除 Gerchak 和 Grosfeld-Nir[9]探討訂單需求量具不確定性外，

其餘都是探討訂單需求量為確定性[1, 2, 4, 8, 12, 14, 19-22, 25, 27, 28, 32, 33]。在交貨要

求方面，可分為無交期限制及有交期限制。無交期限制是指投料時點有無限多次，直

到產出的良品個數大於或等於需求量後，才停止生產活動，也就是訂單數量須全數滿

足(rigid demand)，不容許缺貨，因此不考慮缺貨成本，探討無交期限制的相關文獻有

[1, 2, 4, 8, 12, 14, 19, 21, 22, 27, 32, 33]。有交期限制是指投料時點為有限多次，直到交

期日，若產出的良品個數無法滿足訂單需求量(non-rigid demand)，則須付出缺貨成本，

探討有交期限制的相關文獻包括[20, 25, 27, 28]。 

 

2.1.2 生產特性 

在生產特性方面，我們將從良品個數的分配、生產週期時間及多種等級產品等角

度來探討。 

 

1.良品個數的分配 

在良品個數的分配方面，過去文獻假設產出的良品個數，可歸類為以下六種良率

分配。 
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(1)中斷式幾何(Interrupted Geometric, IG)分配，以下簡稱 IG 分配，如[2, 9, 14, 

19-22, 32, 33]。生產製造系統的作業程序是一個接著一個加工，製程可能會

產生二種狀態：一種是控制狀態 (in-control) ；另一種是失控狀態

(out-of-control)。當製程發生失控狀態後，所生產的產品都是不良品，失控

狀態前的產出皆為良品，此種良品個數的分配適用 IG 分配來表示，其數學

式如下。 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ −

== k

y

k yYP
θ

θθ )1(
)(   

ky
ky

=
−= 1,...,2,1,0

 

其中，θ是 IG 分配的參數。在實際的生產情況中，許多的生產系統都是利

用模具加工成型，該系統產出的良品個數是服從 IG 分配，例如：軋延線材、

抽線、沖壓成型等，這些生產系統因為模具使用一段時間會磨耗或損壞，一

旦模具磨耗的程度超出標準，或是模具損壞，後續產出的產品都是不良品。 

(2)離散型均等(Discrete Uniform, DU)分配，如[1, 9, 14, 19, 32]。離散型均等分

配的數學式如下。 

1( )
1kP Y y

k
= =

+
, 0,1,...,y k=  

( )kP Y y= 表示投料 k 個，產出 y 個良品的機率。 

(3)二項(Binomail)分配，如[4, 9, 14, 19, 25, 27, 32]。二項分配的數學式如下。 

( ) (1 )y k y
k

k
P Y y

y
θ θ −⎛ ⎞

= = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

其中，θ是二項分配的參數。 

(4)全為良品或全無良品(All-or-Nothing)分配，如[9, 32]。全為良品或全無良品

分配的數學式如下。 

(1 )
( )kP Y y

θ
θ
−⎧

= = ⎨
⎩

  
0y

y k
=
=

 

其中，θ是全為良品或全無良品分配的參數。 

(5)三項式(Trinomial)分配，如[8]。三項式分配的數學式如下。 
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1 2 1 2
1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

!( , ) (1 )
! !( )!

y y k y y
k

kP Y y y
y y k y y

θ θ θ θ − −= = − −
− −

 

1 2( , )kP Y y y= 表示投料 k 個，分別產出 1y 個高級品與 2y 個低級品的機率，其

中 1θ 與 2θ 是三項分配的參數。 

(6)隨機比例模式，如[12, 14, 28]。所謂隨機比例(Stochastically Proportional)模

式是指假設投料 k 個，產出良品個數為 kY ， XkYk ⋅= ，其中 X 服從某一連

續型機率分配的隨機變數， X 與 k 互相獨立。 

 

2.生產週期時間 

在生產週期時間方面，多數的研究是假設生產週期時間為一個週期，也就是說，

期初投入生產，期末就全部產出。過去研究只有 Wang 和 Gerchak[28]是探討生產週期

時間大於一個週期，且生產週期時間大於投料間隔時間的多次投料問題。舉例來說，

從投料到產出的生產週期時間是 3 天，兩個投料時點的間隔時間是 1 天，因此從投料

到產出之間還有 2 次的投料機會。 

 

3.多種等級產品 

在多種等級產品方面，多數的研究是假設產出的良品只有二種可能性，不是良品

就是不良品。Gerchak 和 Grosfeld-Nir[8]探討一張訂單有多種等級產品的多次投料問

題。他們假設產出的良品個數服從三項式分配，產品等級分為高級品、低級品及不良

品三種，高級品可供低級品使用，低級品不能供高級品使用，每一種等級的數量須全

部滿足訂單需求。 

 

2.1.3 成本項目 

從成本項目的角度來看，大部分的研究考慮設置成本、變動成本、成品存貨持有

成本及缺貨成本[1, 2, 4, 8, 9, 12, 14, 19-22, 25, 27, 28, 32, 33]，只有少數研究除考慮設置

成本和變動成本外，另考慮檢驗成本[19]及生產過剩的處置成本和缺貨成本[28]。除



 8

Gerchak 和 Grosfeld-Nir[9]以總利潤最大化為目標外，其餘都以最小生產成本為目標。

此外，Grosfeld-Nir 和 Gerchak [14]提出計算成本變異的方法，來評估投料決策風險。 

 

2.1.4 求解方法 

單階段生產系統的多次投料問題，其求解方法可分為二大類：(1)動態規劃求解；(2)

非動態規劃求解。利用動態規劃求解的文獻有[1, 2, 4, 8, 9, 12, 14, 19-22, 28, 32, 33]；利

用非動態規劃求解的文獻有[2, 25, 27]。 

 

1.動態規劃求解 

大部分的研究是利用動態規劃的手法求解，然而當需求量很大時，利用動態規劃

求解相當耗時，因此一些學者證明最佳投料量的特性，來縮小搜尋解空間[1, 2, 4, 9, 12, 

14, 19, 20, 22, 28, 32, 33]。 

Anily[1]和 Beja[4]探討當產出的良品個數分別服從離散型均等分與二項分配時，

Grosfeld-Nir 和 Gerchak[12]及 Wang 和 Gerchak[28]探討產出的良品個數服從隨機比例

模式，Grosfeld-Nir 和 Gerchak 假設產出的良率是服從 Beta 分配，Wang 和 Gerchak 假

設產出的良率是服從某一連續型的機率分配。他們都證明最佳投料量須大於或等於未

滿足的需求量。 

Grosfeld-Nir 和 Gerchak[14]探討產出的良品個數服從 IG 分配，證明最佳投料量

不會超過未滿足的需求量。Zhang 和 Guu[32, 33]、Guu 和 Zhang[20] 及 Guu[22]探討

產出的良品個數服從 IG 分配，證明當需求量為 D 及 D-1 的最佳投料量，分別為 DN 及

1−DN 時， DN 及 1−DN 滿足以下的關係式， 11 +≤ −DD NN 。此外，並定義兩條線性函數

以決定任一需求量 D 的最佳投料量的上下界。該研究基於上述特性，設計求解動態規

劃問題的演算法，求得最佳投料量。Guu 和 Liou[21]改良 Zhang 和 Guu[33]的演算法，

簡述如下：當需求量小於或等於 4 時，提出最佳投料量的判別準則；當需求量 D 大於

4 時，投料量 N 從 1=N 開始，提出每增加一個投料量的邊際成本的計算公式，該公式

利用 D 的遞迴關係式，可以簡單的算出邊際成本，並利用生產成本差額的正負號來判
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別是否為最佳投料量，此演算法的求解時間優於 Zhang 和 Guu[33]的演算法。 

Gerchak 和 Grosfeld-Nir[9]建構訂單需求量為不確定時的期望總成本遞迴式。在給

定需求量的機率分配下，證明成品存貨量存在一個上界值。若當產出的成品庫存量超

過上界值時，則即停止生產活動，否則就繼續投料生產。 

Grosfeld-Nir 等學者[19]將檢驗成本加入成本函數，建構需求量 D 時的期望總成

本遞迴式，期望總成本遞迴式包括期望生產成本與期望檢驗成本二項加總。作者提出

如何找到最佳投料量的條件式。在給定一個投料量下，代回成本遞迴式即可求得期望

總成本。投料量在一個有限的範圍內搜尋，滿足條件式的投料量可能不只一個，在從

中選擇最小的為最佳投料量。 

Gerchak 和 Grosfeld-Nir[8]建構一張訂單須滿足多種等級產品的成本遞迴式，以動

態規劃的手法，求得最佳投料量。另外，作者也提出一張訂單須滿足二種等級產品時，

求期望檢驗個數的關係式。 

 

2.非動態規劃求解 

在非動態規劃求解方面，Pentico[25]與 Sepheri 等學者[27]探討產出的良品個數服

從二項分配，發展啟發式演算法，取代動態規劃求解，求得近似最佳投料量。Sepehri

等學者[27]提出每增加一單位投料的邊際成本公式，利用二項分配轉換成常態分配的

近似表示法，發展啟發式演算法，求得近似最佳投料量。Pentico[25]以 360 個案例驗

證 Sepehri 等學者[27]的演算法發現，當訂單需求量很大及產出良品的機率值很低時，

近似解與最佳解之間誤差較大。誤差的主因是 Sepehri 等學者[27]將二項分配轉換成標

準常態分配時，不論 z值為正數或負數，都用同一演算公式求解。因此，Pentico 修正

Sepehri 的演算法，依 z 值為正數或負數給予不同的演算公式求解。Pentico 驗證修正

後的演算法優於 Sepehri 的演算法。 

Anily 等學者[2]探討產出的良品個數服從 IG 分配，證明當需求量小於某一值時，

最佳投料量等於需求量；當需求量很大時，可將原來動態規劃問題，轉換成簡單的非

動態規劃問題，來求得近似解。 
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本研究將上述單階段生產系統多次投料問題的相關文獻，分類整理在表 2.1。 

 

2.2 多階段生產系統 

多階段生產系統的多次投料問題之相關文獻，我們從交貨要求、生產特性、成本

項目、決策變數及求解方法等，這五個觀點來探討。 

 

2.2.1 交貨要求 

在交貨要求方面，交貨要求可分為無交期限制及有交期限制兩大類。探討無交期

限制的相關文獻有[5, 10, 11, 13, 15, 17, 18, 26, 29]；探討有交期限制的相關文獻有[3, 7, 

23]。 

 

2.2.2 生產特性 

在生產特性方面，我們將從生產系統與良品個數的分配等角度來探討。 

 

1.生產系統 

從生產系統的角度來看，除 Grosfeld-Nir 等學者[18]探討二階層生產系統外，其

餘的研究都是探討多階段流線型(序列式)生產系統。Barad 和 Braha[3]、Braha[7]及 Lee

和 Yano[23]探討多階段流線型生產系統，Grosfeld-Nir 和 Robinson[11]探討二階段流線

型生產系統，Grosfeld-Nir 和 Ronen[10]及 Grosfeld-Nir[17]探討單一瓶頸機台流線型生

產系統，Grosfeld-Nir[15]探討兩個瓶頸機台流線型生產系統，Wein[29]及 Grosfeld-Nir

和 Gerchak[13]探討可重工流線型生產系統。Grosfeld-Nir 等學者[18]探討二階層生產系

統，第一階層有 S 部( iM , Si ...,,2,1= )不同的機台，生產不同的零件，第二階層僅有

一部組裝機台( 1+SM )。 

 

2.良品個數的分配 

在良品個數的分配方面，過去文獻假設產出的良品個數，可歸類為以下五種良率
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分配。 

(1) IG 分配，如[5, 11, 13, 18]。 

(2)離散型均等分配，如[11, 13, 17, 18]。 

(3)二項分配，如[3, 7, 5, 10, 11, 13, 15, 17, 18, 26]。 

(4)全為良品或全無良品分配，如[5, 11, 13, 17, 18]。 

(5)隨機比例模式，如[17, 23, 29]。 

 

2.2.3 成本項目 

在成本項目方面，多數的文獻僅考慮設置成本及變動成本[5, 10, 11, 15, 17, 18, 

26]。只有少數的研究除考慮設置成本及變動成本外，另考慮重工成本[13]。Wein[29]

僅考慮變動成本及重工成本。Lee 和 Yano[23]考慮變動成本、缺貨成本及生產過剩的

處置成本。Barad 和 Braha[3]及 Braha[7]考慮變動成本、缺貨成本、生產過剩的處置成

本及外購成本(重工成本)。除 Pentico[26]、Lee 和 Yano[23]、Barad 和 Braha[3]及 Braha[7]

有考慮成品殘值外，其餘則不考慮成品殘值。 

 

2.2.4 決策變數 

在決策變數方面，大多數的研究僅選定某一生產階段並決定投料量，未被選定的

其他各階段，則閒置不投料生產。Ben-Zvi 和 Grosfeld-Nir[5]及 Pentico[26]僅決定初始

階段的投料量，Grosfeld-Nir 和 Ronen[10]決定瓶頸機台的投料量。Barad 和 Braha[3]、

Braha[7]、Lee 和 Yano[23]及 Wein[29]決定下一階段的投料量。Grosfeld-Nir 和

Robinson[11]、Grosfeld-Nir 和 Gerchak[13]、Grosfeld-Nir[15]、Grosfeld-Nir[17]及

Grosfeld-Nir 等學者[18]是從所有階段中選定某一生產階段並決定投料量。 

 

2.2.5 求解方法 

多階段生產系統的多次投料問題，其求解方法可分為二大類：(1)動態規劃求解；(2)

非動態規劃求解。利用動態規劃求解的文獻有[5, 10, 13]；利用非動態規劃求解的文獻
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有[3, 7, 11, 15, 17, 18, 23, 26, 29]。 

 

1.動態規劃求解 

Grosfeld-Nir 和 Ronen[10]將多階段單一瓶頸機台系統合併成單一階段求解。首先計

算從起始階段投一單位到瓶頸機台，瓶頸機台(含)前的合併變動成本為 1̂β ，合併良率

為 1̂θ ( 1̂θ 等於瓶頸機台的良率)，再計算投一單位到瓶頸機台的下一階段，瓶頸機台後

的合併變動成本為 2β̂ ，合併良率為 2̂θ ( 2̂θ 等於瓶頸機台後的每個非瓶頸機台良率相

乘)。其次利用 1̂β 、 1̂θ 、 2β̂ 及 2̂θ ，導出期望總變動成本的函數，再將期望總變動成本

函數代入成本遞迴式。求解瓶頸機台的最佳投料量， DN ，是從需求量 D 開始搜尋，

每次增加一單位投料量，直到增加一單位投料量無法降低成本。在瓶頸機台後產出的

良品在製品，每次僅投料一個到非瓶頸機台，直到產出達到需求量 D，才停止投料。 

Ben-Zvi 和 Grosfeld-Nir[5]建立需求量為 D，起始階段投入 N 個的期望總成本遞

迴式，各階段的期望總成本分為設置成本及變動成本，以產出大於零的機率設為設置

成本發生的機率，變動成本以上一階段的期望產出為下一階段投入的數量計算，由此

構建需求量為 D 的成本遞迴式，以該總成本函數最小為目標，搜尋起始階段的最佳

投料量 N。為了求得需求量 D 的最佳成本，必須利用成本遞迴式，先求得需求量等

於 1 到 D-1 的最佳成本。 

Grosfeld-Nir 和 Gerchak[13]將不良品可重工加入單階段系統、多階段單一瓶頸機

台系統及多瓶頸機台系統，修改原本的期望總成本遞迴式。 

 

2.非動態規劃求解 

Wein[29]建立各階段的期望總成本遞迴式，作者證明各階段的成本函數為凸函數

(convex function)，各階段要決定投料量的控制水準上下界(L,U)，作為下一階段的投料

量依據。決定上下界的作法為：(1)在低良率下，找到該階段的最佳投料量，與需求量
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D 比較，二者取較大者，再與上一階段的投料量比較，取較小者為下界(L)。(2)在高良

率下，找到該階段的最佳投料量，與需求量 D 比較，二者取較大者為上界(U)。利用

各階段投料量的上下界，作為下一階段投料決策判斷的準則，令各階段的良品在製品

以 WIP 表示。當WIP L< 時，投 L 個到下一階段去生產，L 個是包括所有的 WIP，不

足的部分由不良品加以重工來補足；當 L WIP U≤ < 時，將所有的 WIP 投到下一階段

去生產；當WIP U≥ 時，僅投 U 個到下一階段去生產，並移除多餘的在製品。 

Pentico[26]建立各階段的期望總成本遞迴式，共有 NM 、、、 1M 個階段，其中 NM

是初始階段，各階段的良率分別為 Nθ 、、、 1θ ，作者提出二個啟發式解法，來取代動

態規劃求解：(1)將需求量 D 逐一往前一階段回推，計算初始階段的需求量 ND ，可表

示成
121 ...θθθ −−

=
NN

N
DD 。因此，多階段系統可簡化成決定起始階段，在需求量 ND 下的

最佳投料量問題；(2)將多階段合併成單一階段求解，合併後的良率為 11...ˆ θθθθ −= NN ，

合 併 後 的 設 置 成 本 為 11 ...ˆ αααα +++= −NN ， 合 併 後 的 變 動 成 本 為

11 ...ˆ ββββ +++= −NN 。 

Grosfeld-Nir[17]將瓶頸機台(含)前合併成單一約當機台，捨棄瓶頸機台後的非瓶

頸機台進行求解。針對產出的良品個數服從 A-N 分配時，提出二種投料決策：(1)非瓶

頸機台每次投需求量 D，瓶頸機台投 D 的倍數；(2)當 0=WIP ，投料量至少須大於 D，

且投到瓶頸機台去生產；當 0>WIP ，須決定一個投料量的控制水準 (CLT)。若

CLTWIP > 或 WIP 不是需求量 D 的倍數時，則每次只投一個到非瓶頸機台去生產，否

則每次投 D 個到非瓶頸機台去生產。 

Grosfeld-Nir 和 Robinson[11]首先建構一系列的線性規劃模式，來求解二階段生產

系統，目標式是使二階段的期望總成本最小，其次將原始問題轉換成對偶問題來求解，

最後針對產出的良品個數服從二項分配，發展一啟發式演算法，求得一個近似解。 

Grosfeld-Nir[15]建構二瓶頸機台的期望總成本遞迴式。期望總成本遞迴式包括投

到第一階段的期望總成本與第二階段的期望總成本，比較這兩個階段的期望總成本，

取成本最低者作為投料階段，並決定最佳投料量。作者提出三種啟發式演算法：(1)固
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定的投料策略(Fixed policy)：根據在製品庫存水準，給定一個固定的投料策略，該投

料策略已事先決定要投到那一部機台及其投料量，並估算此投料策略的近似期望總成

本；(2)改進固定投料策略(Policy improvement)：在給定一個固定的投料策略後，隨後

從 =WIP 0、1、2、、、，逐一對每一種情況的在製品庫存，改善其對應的投料量。改

善的方法是，其他在製品庫存對應的投料決策不變，僅改變一種在製品庫存對應的投

料決策，每次增加一個投料量，直到多增加一個投料量，近似期望總成本也無法降低

為止。(3)綜合投料策略(1)和(2)，得到一個混合投料策略(Fixed policy improvement)。 

Grosfeld-Nir 等 學 者 [18] 探 討 二 階 層 的 生 產 系 統 ， 提 出 IDA 

(Intermediate-Demand-Algorithm)演算法。IDA 的基本概念是，在需求量 D 時，搜尋第

一階層的中間需求量， DK ，即第一階層的各機台( iM )可視為單獨面對需求量 DK 的

單階段生產系統，最佳投料量為 i

iD

M
WIPKN − ，各零件的庫存分別為 iWIP ，

},...,min{ 1 SWIPWIPWIP ≡ ，而第二階層的機台的最佳投料量為 1+SM
DN 。因此給定一個

DK ，可求出一組對應的投料策略，投料策略的產生是根據，當 ≥WIP 1+SM
DN ，則投 1+SM

DN

個到第二階層的機台 1+SM ；當 DKWIP ≥ 且 <WIP 1+SM
DN ，則投WIP個到第二階層的機

台 1+SM ；當 DKWIP < 且 1+< SM
DNWIP ，則投 i

iD

M
WIPKN − 個到第一階層中庫存量最小的機台。 

Lee 和 Yano[23]在不容許外購(重工)在製品的情況下，建立各階段的期望總成本

遞迴式。各階段的期望總成本遞迴式包括：變動成本、生產過剩的處置成本及下一階

段期望的最佳成本。作者證明各階段的期望總成本遞迴式為嚴格凸(Strict convexity)函

數，利用一階微分等於生產過剩的單位處置成本，求得各階段的控制水準(CLT)。若

CLTWIP < ，則投WIP個到下一階段去生產；否則投CLT 個到下一階段去生產。 

Barad 和 Braha[3]及 Braha[7]建構各階段的期望總成本遞迴式，和 Lee 及 Yano[23]

的概念相同，但不同的是 Barad 和 Braha[3]及 Braha[7]容許外購(重工)在製品。因此期

望總成本函數考慮三種投料策略的成本，分別是：(1)上一階段產出全部投入下一階段

的成本；(2)移除部分在製品後的成本；(3)補充在製品後的成本，比較這三種投料策略
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的成本，取成本最小者為最佳投料決策。他們在二階段間決定二個控制水準，求控制

水準是先計算多投一單位與少投一單位的生產成本，得到邊際生產成本。先利用邊際

生產成本與單位外購或重工成本作比較，直到找到第一個邊際生產成本的絕對值小於

外購或重工成本的投料量，設定為投料量的下界(L)；再利用邊際生產成本與生產過剩

的單位處置成本作比較，直到找到第一個邊際生產成本大於生產過剩的單位處置成本

的投料量，設定為投料量的上界(U)，利用各階段投料量的上下界來決定投料量。(1)

若 UWIPL ≤≤ ，則投WIP個到下一階段去生產；(2)若 UWIP > ，則投U 個到下一階段

去生產，並移除多餘的在製品；(3)若 LWIP < ，則投 L個到下一階段去生產，不足的

部分可透過對外採購在製品，或將庫存的不良品加以重工來補足。 

本研究將上述多階段生產系統多次投料問題的相關文獻，分類整理在表 2.2。 
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表 2.1 單階段多次投料問題的相關文獻整理 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

備註：DU: Discrete Uniform; B: Binomial; IG: Interrupted Geometric; SP: Stochastically Proportional; A-N: All-or-Nothing; T: Trinomial 

DP: Dynamic Programming 

問題 求解 

需求 良率分配 成本項目 DP non-DP 

確定 
文獻 

不確定 無交期限制 
(rigid demand) 

有交期限制

(non-rigid 
demand) 

DU B IG 其
他 設置

成本
變動
成本

成品
存貨
持有
成本

缺貨
成本 其他

證明投料量

有上下界，

用 DP 解 
其他 

Heuristic

求解，取代

DP 解 
其他 

Anily[1]   
              

Beja[4]                

Sepehri et al.[27]                

Pentico[25]                

Zhang & Guu[33]                

Guu & Liou[21]                

Guu[22]                

Anily et al.[2]                

Guu & Zhang [20]                

Grosfeld-Nir & 
Gerchak[14] 

 
   SP          

Zhang & Guu[32]     A-N          

Gerchak & 
Grosfeld-Nir[9]     A-N          

Grosfeld-Nir & 
Gerchak[12] 

 
     SP          

Wang & 
Gerchak[28] 

 
     SP     處置     

Grosfeld-Nir et 
al.[19] 

 
        檢驗     

Gerchak & 
Grosfeld-Nir [8] 

 
     T          

本論文主題一 
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表 2.2 多階段多次投料問題的相關文獻整理 

備註：DU: Discrete Uniform; B: Binomial; IG: Interrupted Geometric; SP: Stochastically Proportional; A-N: All-or-Nothing; DP: Dynamic Programming 

問題 決策 參數 求解 

選定某一階段及其投料量 良率分配 成本項目 

設各階段的控制水準
文獻 無交期限制 

(rigid 
demand) 

有交期限制 
(non-rigid 
demand) 

僅求第一階
段(瓶頸機

台)的投料量
求下一階
段的投料

量 
求某一階
段的投料

量 

同時決定
各階段的
投料量 DU B IG A-N SP

設
置
成
本 

變
動
成
本 

成
品
存
貨
持
有
成
本 

缺
貨
成
本 

重
工
成
本
或
外
購
成
本 

處
置
成
本 

DP non-DP 

Pentico[26]                   

Ben-Zvi & Grosfeld-Nir[5]                  

Grosfeld-Nir & Ronen[10]                   

Grosfeld-Nir[17]                   

Grosfeld-Nir & Robinson[11]                  

Grosfeld-Nir[15]                   

Grosfeld-Nir et al.[18]                  

Wein[29]                    

Grosfeld-Nir & Gerchak[13]                  

Lee & Yano[23]                    

Barad & Braha[3]                   

Braha[7]                   

本論文主題二                   
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本論文與過去相關研究不同之處： 

1.以上文獻，除 Wang 和 Gerchak[28]探討生產週期時間大於一個週期且為已

知常數外，其餘皆不涉及生產週期時間。然而，現實的生產情境中，因為

供應商的供貨不可靠、搬運時間不穩定、等候加工、機器故障及重工等不

可預期的因素，使得生產週期時間具不確定性。因此，本論文主題一是探

討生產週期時間具不確定性，單階段生產系統有交期限制的多次投料問

題。 

2.對於多階段多次投料問題的相關文獻，大多數的研究是在每個投料時點，

僅選定某一生產階段並決定投料量，未被選定的各階段皆閒置，不投料生

產。為了在短時間內提高總產出量，滿足訂單需求，各階段的機台須同時

決定其投料量。因此，本論文主題二是探討多階段流線型生產系統的多次

投料問題，在每個投料時點上，須同時決定各階段的投料量。 

3.探討多階段流線型生產系統的多次投料問題，過去相關研究大都是利用動

態規劃的手法來求解，但是在需求量很大時，動態規劃的網路規模變得相

當的龐大，需耗費很長的計算時間才能求得最佳解，在實務上並不可行。

因此，本論文也針對主題二的問題，提出一個啟發式演算法，來滿足實務

上的需要。 
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第三章  生產週期時間具不確定性的多次投料問題 

本章探討生產週期時間具不確定性，單階段生產系統有交期限制的多次投

料問題。我們首先定義符號；其次描述問題，舉例說明其決策過程，及將該問題

建構成動態規劃問題；接著證明最佳投料量不會超過未滿足的需求量，基於此特

性，設計求解動態規劃問題的演算法；隨之以二個數值範例說明決策參數與最佳

投料量的特性；最後則是本章結論。 

 

符號定義 

D：初始需求量(在 t = T 時訂單的需求量) 

T ：總剩餘期數，亦即可投料的總次數 

t：距離交期日剩下的期數， Tt = 、 1−T 、、、1、0， Tt = 為期初， 0=t 為交

期日 

α ：每次投料的設置成本 

β ：單位變動成本 

tk ：第 t期的投料量 

tW ：為二元輔助變數。若有投料，則為 1=tW ；若沒有投料，則 0=tW  

⎩
⎨
⎧

=
1
0

tW  
if
if
 

0
0

>
=

t

t

k
k

 

tD ：第 t 期未滿足的需求量 

h：每一單位成品，在每一期間的存貨持有成本 

m ：每一單位的缺貨成本 

p ：一期產出的機率 

p−1 ：二期產出的機率 

θ：製程在可控制的狀態下，生產一個良品的機率，是 IG 分配的參數 

tkY ：為一隨機變數，第 t期投料 tk 個，產出
tky 個良品，良品個數服從 IG 分配，
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良品個數的範圍是 tk ky
t

...,,1,0=  

)( 1+tt kR ：第 t期的在途量。在途量有二種可能性： 

1
1

0
( )t t

t

R k
k+

+

⎧
= ⎨
⎩

 1

1

t

t

k
k

+

+

若 個是一期產出

若 個是二期產出
 

))(,( 1+= tttt kRDs ：第 t期生產系統的狀態 

),( ttt ksC ：第 t 期狀態 ts 投料 tk 個，從第 t 期到第 0 期的期望總生產成本 

{ }),( )(
0

*
tttktt ksCMinsC

t ∞≤≤
= ：第 t 期狀態 ts 投料 tk 個，從第 t 期到第 0 期最小的期望

總生產成本 

)( tt sN ：第 t期狀態 ts ，決定一個最佳投料量，使得第 t 期到第 0 期的期望總生產成

本最小，亦即 { }
0

 ( , ) ( , ( ))
t

t t t t t t tk
Min C s k C s N s
≤ ≤∞

=  

 

3.1 問題描述 

在現實的生產情境中，酸洗和抽線製程正符合生產週期時間具不確定性，

單階段生產系統有交期限制的多次投料問題。酸洗和抽線製程在實務上應用相當

廣泛，最常見的產品包括：螺絲、螺帽及墊圈等。酸洗是抽線製程的前置作業，

由於每批特殊鋼線材表面鏽蝕的情形不一，每批料投入酸洗槽所需的時間常具有

變異性。特殊鋼線材經過酸洗後，再送到抽線機去抽成更小尺寸的線材，由於抽

線的速度相當快，通常是整批產出後再一起檢驗，且抽線機的模具會磨耗，因此

抽線製程中產出的良品個數是服從 IG 分配。 

我們將酸洗和抽線製程合併視為單階段生產系統來看，該生產系統滿足二

個特性：(1)生產週期時間具不確定性；(2)產出的良品個數是服從 IG 分配。在實

際的生產情況中，投入酸洗槽的線材經過二次酸洗通常都可以清洗乾淨。因此，

我們將生產週期時間予以簡化，簡化成只有二種產出的可能性，不是一期產出，

就是二期產出。所謂一期產出是指投一批料到機台去加工，整批料全部是一期產
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出；所謂二期產出是指投一批料到機台去加工，整批料全部是二期產出，其機率

值分別為 p 和 p−1 。 

以下我們舉一個簡例來說明其決策過程。已知顧客訂單需求量D，現在時

點到交期日剩下 3 期( 3=T )。 3=t 是現在的時點， 0=t 是交期日，共有 3 個投

料時點，分別是 3=t 、2 及 1，如圖 3.1 所示。 

)0,(3 Ds = 3k

2k

),( 221 kDs =

1k
)0,(

110 kyDs −=

),( 110 kDs =

)0,(
1210 kk yyDs −−=

),( 110 2
kyDs k−=

)0,(
2321 kk yyDs −−=

)0,(
110 kyDs −=

),( 110 kDs =

)0,(
1210 kk yyDs −−=

),( 110 2
kyDs k−=

),( 332 kDs =

),( 221 3
kyDs k−=

1k

3=t 2=t 1=t 0=t

p

p−1

p

p−1

p−1

p

p

p

p

p

p−1

p−1

p−1

p−1

1k

1k

2k

)0,(
332 kyDs −=

)0,(
221 kyDs −=

 

圖 3.1 生產週期時間為一期產或二期產出的多次投料決策 

令 tk 表示第 t 期的投料量。令 ),( ttt RDs = 表示第 t 期生產系統的狀態，其中

tD 是第 t 期未滿足的需求量， 1( )t tR k + 是第 t 期的在途量。 1( )t tR k + 是第 1+t 期投

料 1+tk 個，其狀態只有二種可能性：(1)若 1+tk 個是一期產出，則 1( ) 0t tR k + = ；(2)

若 1+tk 個是二期產出，則 1 1( )t t tR k k+ += 。 

當 3=t 時，系統的初始狀態是 )0,(3 Ds = 。假設一開始投 3k 個，若 3k 個為

一期產出，檢驗後得知有
3ky 個良品，到 2=t 時，未滿足的需求量變成

332 kyDD −= ，在途量變成 2 3( ) 0R k = ，此時的狀態為 )0,(
332 kyDs −= 。若 3k 個

為二期產出，到 2=t 時，未滿足的需求量是 32 DD = ，在途量變成 2 3 3( )R k k= ，
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此時的狀態為 ),( 332 kDs = 。 

當 2=t 時，系統的狀態是 )0,(
332 kyDs −= 。在此狀態下，假設投 2k 個，若

2k 個為一期產出，檢驗後得知有
2ky 個良品，到 1=t 時，未滿足的需求量變成

221 kyDD −= ，在途量變成 1 2( ) 0R k = ，此時的狀態為 )0,(
221 kyDs −= 。若 2k 個為

二期產出，到 1=t 時，未滿足的需求量是 21 DD = ，在途量變成 1 2 2( )R k k= ，此時

的狀態為 ),( 221 kDs = 。 

當 2=t 時，系統的狀態是 ),( 332 kDs = 。在此狀態下，假設投 2k 個，若 2k 個

為一期產出， 3k 個在途量為二期產出，檢驗後得知有
2ky 和

3ky 個良品，到 1=t 時，

未滿足的需求量變成
2321 kk yyDD −−= ，在途量變成 1 2( ) 0R k = ，此時的狀態為

)0,(
2321 kk yyDs −−= 。若 2k 個與 3k 個在途量都是二期產出，檢驗後得知

3ky 個良

品，到 1=t 時，未滿足的需求量變成
321 kyDD −= ，在途量變成 1 2 2( )R k k= ，此時

的狀態為 ),( 221 3
kyDs k−= 。其餘的狀態與上述的決策相同。 

 

3.2 建構動態規劃問題 

本節探討生產週期時間具不確定性，單階段生產系統有交期限制的多次投

料問題，將該問題建構成動態規劃問題。我們首先定義研究假設，其次說明動態

規劃問題的決策結果，隨之建構成本遞迴式，最後設定二個邊界條件，便於計算

成本遞迴式。 

 

3.2.1 研究假設 

除了 1.2 節的研究假設之外，本章另加入一個假設： 

生產週期時間只有二種可能性，不是一期產出，就是二期產出，一期產出
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的機率是 p ；二期產出的機率是 p−1 。 

 

3.2.2 動態規劃問題的決策結果 

本研究是利用動態規劃的手法求解，以下定義階段、狀態和決策變數。階段

以期數(t)表示，t 是距離交期日剩餘的期數， Tt = 、 1−T 、、、1、0， Tt = 為

期初， 0=t 為交期日。狀態以 ))(,( 1+= tttt kRDs 表示， ts 是第 t期的生產狀態，

其中 tD 是第 t期未滿足的需求量； )( 1+tt kR 是第 t期的在途量。決策變數以投料量

( tk )表示， tk 是第 t期的投料量。 

已知第 t期狀態為 ))(,( 1+= tttt kRDs 。假設投 tk 個，到 1−t 期時， tk 個產出的

可能性只有二種情況，不是一期產出，就是二期產出，其機率分別為 p 和 p−1 ，

如圖 3.2 所示。一期產出和二期產出，分別以 Case 1 和 Case 2 作說明。 

t 1−t

tk))(,( 1+= tttt kRDs

)0,( )(1 1 ttt kkRtt yyDs −−=
+−

),( )(1 1 tkRtt kyDs
tt +

−=−

p

p−1
 

圖 3.2 第 t期與 1t − 期的關係 

 

Case 1: 投 tk 個 為 一 期 產 出 ， 機 率 為 p ， 到 1−t 期 的 狀 態 變 為

)0,( )(1 1 ttt kkRtt yyDs −−=
+− 。其中

ttt kkRt yyD −−
+ )( 1

是 1−t 期未滿足的需求

量， )( 1+tt kRy 和
tky 是第 t期產出的良品個數； 0)(1 =− tt kR 是 1−t 期的在途量

為零。 

 

Case 2: 投 tk 個 為 二 期 產 出 ， 機 率 為 p−1 ， 到 1−t 期 的 狀 態 變 為

),( )(1 1 tkRtt kyDs
tt +

−=− 。其中 )( 1+
−

tt kRt yD 是 1−t 期未滿足的需求量， )( 1+tt kRy
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是第 t期產出的良品個數； ttt kkR =− )(1 是 1−t 期的在途量有 tk 個。 

 

3.2.3 成本遞迴式 

已知第 t期狀態為 ))(,( 1+= tttt kRDs 。假設投料 tk 個，從第 t 期到第 0 期的期

望總生產成本以 ( , )t t tC s k 表示，其中 1t ≥ 。成本遞迴式如下： 

1

1

( )1

( )

1 ( ) 2 3
0 0

( , ) ( ) ( ) ( )
t t t

t t t

R k kt t t

R k k

t t t R k k
y y

C s k H p p y p y H H
+

+

+
= =

= + ⋅ ⋅ ⋅ +∑ ∑  

1

1

( )1

( )

( ) 4 5
0

(1 ) ( ) ( )
t t

t t

R kt t

R k

R k
y

p p y H H
+

+

+
=

+ − ⋅ ⋅ +∑  (3-1) 

其中， 

tt kWH βα +=1  

12 ( )( 1)( )
t t tR k kH h t y y

+
= − +  

1

*
3 1 1 ( )( ( ,  0))

t t tt t t R k kH C s D y y
+− −= = − −  

14 ( )( 1)
t tR kH h t y

+
= ⋅ − ⋅  

1

*
5 1 1 ( )( ( ,  ))

t tt t t R k tH C s D y k
+− −= = −  

公式(3-1)， 1H 表示投 tk 個的生產成本，包括設置成本 ( )tWα 和變動成本

( )tkβ 。
1

1

( )1

( )

( ) 2 3
0 0

( ) ( ) ( )
t t t

t t t

R k kt t t

R k k

R k k
y y

p p y p y H H
+

+

+
= =

⋅ ⋅ ⋅ +∑ ∑ 表示投 tk 個為一期產出，從 1−t 期

到第 0 期的成品存貨持有成本及最小期望總生產成本的總合。其中

1( )( ) ( )
t t tR k kp y p y

+
⋅ 表示投 )( 1+tt kR 個與 tk 個，分別產出 )( 1+tt kRy 個和

tky 個良品的聯合

機率； 2H 表示產出 )( 1+tt kRy 個和
tky 個良品，從 1−t 期到第 0 期的成品存貨持有成

本 ； *
3 1tH C −= 表 示 產 出 )( 1+tt kRy 個 和

tky 個 良 品 ， 1−t 期 的 狀 態 變 成
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)0,( )(1 1 ttt kkRtt yyDs −−=
+− ，從 1−t 期到第 0 期的最小期望總生產成本。 

1

1

( )1

( )

( ) 4 5
0

(1 ) ( ) ( )
t t

t t

R kt t

R k

R k
y

p p y H H
+

+

+ =

− ⋅ ⋅ +∑ 表示投 tk 個為二期產出， 1−t 期到第 0 期

的成品存貨持有成本及最小期望總生產成本的總合。其中
1( )( )

t tR kp y
+

表示產出

)( 1+tt kRy 個良品的機率； 4H 表示產出 )( 1+tt kRy 個良品，從 1−t 期到第 0 期的成品存貨

持 有 成 本 ； *
5 1tH C −= 表 示 產 出 )( 1+tt kRy 個 良 品 ， 1−t 期 的 狀 態 變 成

),( )(1 1 tkRtt kyDs
tt +

−=− ，從 1−t 期到第 0 期的最小期望總生產成本。 

公式(3-1)是一個遞迴式，因為它包含 1t − 期的最佳成本 *
1 1( )t tC s− − ，也就是

說，在狀態 ts 時，為了求得最佳投料量，必須事先知道狀態 1ts − 的最佳投料量。

因此，在期初狀態 Ts 時，為了求得最佳投料量，必須事先知道狀態 1Ts − 、 2Ts − 、、、

1s ，且在第 0 期的狀態 0s 也要事先知道。經由這樣的遞迴特性得知，我們探討的

多次投料問題是一個動態規劃問題。 

由於動態規劃問題具有遞迴的特性，所以我們可以推估到第 t期整個動態規

劃的網路規模，而影響動態規劃的網路規模是由投料量 tk 的上界所決定，也就是

說，若能限定 tk 的上界，即可縮小態規劃的網路規模，以縮短計算時間。 

 

3.2.4 邊界條件 

為了計算成本遞迴式(3-1)，我們設定二個邊界條件。第一個邊界條件是定義

第 t 期狀態為 ))( ,0( 1+= ttt kRs ，該狀態是表示顧客的訂單需求量已經滿足，生產

線還有 )( 1+tt kR 個在途量，不再投料。因此，從第 t 期到第 0 期的期望最佳成本是

零。 

0)))( ,0(( 1
* == +tttt kRsC  (3-2) 
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第二個邊界條件是定義第 0 期狀態為 ))(,( 1000 kRDs = 。當 00 >D 時，表示到

了交期日，產出的良品個數比訂單需求量少 0D 個，缺貨成本為 0mD ，生產線還

剩下 )( 10 kR 個在途量，則不再投料；當 0 0D = 時，表示已滿足訂單需求，不再投

料。因此，第 0 期的缺貨成本為 

⎩
⎨
⎧

==
0

)))(,(( 0
1000

*
0

mD
kRDsC  

if
if

 0

0

0
0

D
D

>
=

 (3-3) 

綜合上述，公式(3-1)是計算從第 t 期到第 0 期的期望總生產成本；公式(3-2)

是設定提早完成訂單需求量的邊界條件；公式(3-3)是設定到了交期日，計算缺貨

成本的邊界條件。本研究利用上述三個公式，決定投料量 tk ，將 tk 代入公式

(3-1)，可算出期望總生產成本。全域搜尋 tk 的範圍，可求得最小的期望總生產

成 本 所 對 應 的 投 料 量 ， 即 是 最 佳 投 料 量 )( tt sN ， 亦 即

{ }
0

 ( , ) ( ,  ( ))
t

t t t t t t tk
Min C s k C s N s
≤ ≤∞

= 。 
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3.3 求解動態規劃問題 

利用動態規劃的手法求解時，因為動態規劃的網路規模是由投料量 tk 的上界

所決定，若能限定 tk 的上界，即可縮小動態規劃的網路規模，以縮短計算時間。

因此本節證明最佳投料量不會超過需求量，來縮小搜尋空間，基於此特性，設計

求解動態規劃問題的演算法，求得最佳投料量。再以二個數值範例說明決策參數

與最佳投料量的特性。 

 

3.3.1 縮小求解空間 

我們證明四個定理，來縮小求解空間，找到最佳投料量 )( tt sN 。定理 3.1 是

定理 3.2 的預備定理；定理 3.2 是證明最佳投料量不會超過需求量，亦即

ttt DsN ≤)( ；定理 3.3 和 3.4 是證明 1=D ， 1≥t ，每個投料時點是否投料的判別

式。 

 

定理 3.1 ：已知 1≥t ， 1≥tD ，第 t 期的狀態分別為 1( ,  ( ))t t t ts D R k += 和

1( ,  ( ) 1)t t t ts D R k +′ = + ，其中 1( )t t tR k D+ ≥ ，當在途量超過需求量時，

在途量數量愈多，最佳期望總生產成本愈大，亦即 )()( **
tttt sCsC ′< 。 

[證明] 

∀ tk , 
1 1( ) 1 ( )( ,  ) ( ,  ) ( 1)( [ ] [ ])

t t t tt t t t t t R k R kC s k C s k h t E Y E Y
+ ++′ − = − −  

1( ) 1( 1)( )t tR kh t θ + += −  

0>  

亦即， ) ,() ,( tttttt ksCksC >′ , ∀ tk  

令 )( ttt sNk ′= ，可得 ( ,  ( )) ( ,  ( ))t t t t t t t tC s N s C s N s′ ′ ′>  

根據定義 
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*( ) { ( , )} ( , ( ))
t

t t t t t t t t tk
C s Min C s k C s N s′ ′ ′ ′= =  

*( ) { ( , )} ( , ( ))
t

t t t t t t t t tk
C s Min C s k C s N s= =  

因此 

)())( ,())( ,())( ,()( **
tttttttttttttttt sCsNsCsNsCsNsCsC ′=′′<′≤=  

即 )()( **
tttt sCsC ′<    

 

定理 3.2：已知 1≥t ， 1≥tD ，第 t期狀態為 ))( ,( 1+= tttt kRDs ，證明最佳投料量不

會超過需求量，亦即 ttt DsN ≤)( 。 

[證明] 

若不投料，即 0)( =tt sN ，得到 ttt DsN ≤<= 10)(  

若投料，即 1)( ≥tt sN , t tk D∀ >  

) ,() ,( tttttt DsCksC −  

])[][)(1()(
tt Dktt YEYEtphDk −−+−= β  

1

1 1 1

( )1

( )
* *

( ) 1 1 ( ) 1 1 ( )
0

(1 ) ( ) [ ( ( ,  )) ( ( ,  ))]
t t

t t t t t t

R kt t

R k

R k t t t R k t t t t R k t
y

p p y C s D y k C s D y D
+

+ + +

+

− − − −
=

+ − ⋅ ⋅ = − − = −∑  

])[][)(1()(
tt Dktt YEYEtphDk −−+−≥ β (根據定理 3.1) 

0>  

因此， ) ,() ,( tttttt DsCksC > ，即 ttt DsN ≤)(    
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定理 3.3：已知 1=tD ， 1≥t ，第 t期的狀態為 (1,0)ts = ，其中 1( ) 0t tR k + = ，證明

每個投料時點是否投料的判別式。 

若 asC tt ≤=−− ))0 ,1(( 1
*

1 ，則 0)( =tt sN ，由此可得 

=)(*
tt sC ))0 ,1(( 1

*
1 =−− tt sC  

若 asC tt >=−− ))0 ,1(( 1
*

1 ，則 1)( =tt sN ，由此可得 

=)(*
tt sC ))0 ,1(()1()1( 1

*
1 =−+−++ −− tt sCptphβα θθ ))1 ,1(()1( 1

*
1 =−+ −− tt sCp  

其中， *
1 1[ ( 1) (1 ) ( (1,1))] [1 (1 )]t ta α β ph t p C s / pθ θ− −= + + − + − = − −  

[證明] 

若不投料，即 0=tk ，由此得知 

*
1 1( ,0) ( (1,0))t t t tC s C s− −= =  

若投一個，即 1=tk ，由此得知

* *
1 1 1 1( ,  1) ( 1) (1 ) ( (1,  0)) (1 ) ( (1,1))t t t t t tC s ph t p C s p C sα β θ θ − − − −= + + − + − = + − =  

則 ( ,0) ( ,1)t t t tC s C s−  

* * *
1 1 1 1 1 1( (1,0)) [ ( 1) (1 ) ( (1,  0)) (1 ) ( (1,1))]t t t t t tC s ph t p C s p C sα β θ θ− − − − − −= = − + + − + − = + − =  

* *
1 1 1 1( (1,0)) [1 (1 )] [ ( 1) (1 ) ( (1,1))]t t t tC s p ph t p C sθ α β θ− − − −= = ⋅ − − − + + − + − =  

令 *
1 1[ ( 1) (1 ) ( (1,1))] [1 (1 )]t ta α β ph t p C s / pθ θ− −= + + − + − = − −  

則 *
1 1( ,0) ( ,1) [ ( (1,  0)) ] [1 (1 )]t t t t t tC s C s C s a p θ− −− = = − ⋅ − −  

因此，得到是否投料的判別式： 

若 *
1 1( (1,0))t tC s a− − = ≤ ，則 0)( =tt sN  

若 *
1 1( (1,0))t tC s a− − = > ，則 1)( =tt sN  

在給定最佳投料量後，也可以計算出最佳期望總生產成本 )(*
tt sC    
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定理 3.4：已知 1=tD ， 1≥t ，第 t期的狀態為 1(1, ( ))t t ts R k += ，其中 1( ) 0t tR k + > ，

證明每個投料時點是否投料的判別式。 

若 *
1 1( (1,0))t tC s b− − = ≤ ，則 0)( =tt sN ，由此可得 

=)(*
tt sC

1

*
( ) 1 1( 1) [ ] (1 ) ( (1,0))

t tR k t th t E Y C sθ
+ − −− + − =  

若 *
1 1( (1,0))t tC s b− − = > ，則 1)( =tt sN ，由此可得 

=)(*
tt sC ][)1( )( 1+

−++
tt kRYEthβα θ)1( −+ tph  

2 *
1 1(1 ) ( (1,0))t tp C sθ − −+ − = *

1 1(1 )(1 ) ( (1,1))t tp C sθ − −+ − − =  

其中， 

*
1 1[ ( 1) (1 )(1 ) ( (1,1))] {(1 )[1 (1 )]}t tb α β ph t p C s / pθ θ θ θ− −= + + − + − − = − − −  

[證明] 

若不投料，即 0=tk ，由此得知 

1

*
( ) 1 1( ,0) ( 1) [ ] (1 ) ( (1,0))

t tt t R k t tC s h t E Y C sθ
+ − −= − + − =  

若投一個，即 1=tk ，由此得知 

1

2 *
( ) 1 1( ,1) ( 1) [ ] ( 1) (1 ) ( (1,0))

t tt t R k t tC s h t E Y ph t p C sα β θ θ
+ − −= + + − + − + − =  

*
1 1(1 )(1 ) ( (1,1))t tp C sθ − −+ − − =  

令 *
1 1[ ( 1) (1 )(1 ) ( (1,1))] {(1 )[1 (1 )]}t tb α β ph t p C s / pθ θ θ θ− −= + + − + − − = − − −  

則 ( ,0) ( ,1)t t t tC s C s− *
1 1[ ( (1,  0)) ] {(1 )[1 (1 )]}t tC s b pθ θ− −= = − ⋅ − − −  

因此，得到是否投料的判別式： 

若 bsC tt ≤=−− ))0 ,1(( 1
*

1 ，則 0)( =tt sN  

若 bsC tt >=−− ))0 ,1(( 1
*

1 ，則 1)( =tt sN  

在給定最佳投料量後，也可以計算出最佳期望總生產成本 )(*
tt sC    
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3.3.2 動態規劃問題的演算法 

根據前一小節證明的定理，我們設計求解動態規劃問題的演算法。已知訂

單需求量 D 和總剩餘期數T ，期初狀態為 )0 ,(DsT = ，求解期初的最佳投料量

)( TT sN 。在附錄 A 我們詳細地說明演算法每個步驟的運算過程，在此我們簡介

演算法的基本概念，求解的步驟如下： 

 

歩驟 3.1：根據 3.2.4 節第一個邊界條件。當1 t T≤ ≤ ，狀態為 ))( ,0( 1+= ttt kRs ，設

定最佳成本與最佳投料量。 

歩驟 3.2：根據 3.2.4 節第二個邊界條件。當 0=t ，狀態為 ))( ,( 1000 kRDs = ，設定

最佳成本與最佳投料量。 

歩驟 3.3：根據定理 3.3。當 1=tD ， Tt ≤≤1 ，狀態為 1(1,  ( ) 0)t t ts R k += = ，計算

最佳成本與最佳投料量。 

歩驟 3.4：根據定理 3.4。當 1=tD ， Tt ≤≤1 ，狀態為 )0)( ,1( 1 >= +ttt kRs ，計算

最佳成本與最佳投料量。 

歩 驟 3.5 ： 根 據 公 式 (3-1) 和 定 理 3.2 。 當 11 −≤≤ Tt ， 狀 態 為

)0)( ,2( 1 ≥≥= +tttt kRDs ，計算最佳成本與最佳投料量。 

歩驟 3.6：根據公式(3-1)和定理 3.2。在期初 ( )T ，狀態為 )0 ,2( ≥= DsT ，計算最

佳成本與最佳投料量。 

 

接著我們利用圖形來展示演算法各個步驟的主要概念。圖形是以三個維度來

表示：(1) t ：距離交期日剩下的期數；(2) tD ：第 t 期未滿足的訂單需求量；

(3) )( 1+tt kR ：第 t期的在途量。 

歩驟 3.1 是顧客的訂單需求量已經滿足，即 0tD = 。根據 3.2.4 節第一個邊界

條件，設定最佳成本與最佳投料量，如圖 3.3 所示；歩驟 3.2 是到了交期日，即

0t = ，產出的良品個數比訂單需求量少 0D 個。根據 3.2.4 節第二個邊界條件，設
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定最佳成本與最佳投料量，如圖 3.3 所示。 

 

圖 3.3 根據二個邊界條件，設定各種狀態的最佳成本與投料量 

 

歩驟 3.3 和 3.4 是根據定理 3.3 和 3.4。當 1=tD 時，計算各期、各種狀態的

最佳成本與最佳投料量，得到 1=tD 的平面，如圖 3.4 所示。 

 

圖 3.4 當 1tD = 時，設定各種狀態的最佳成本與投料量 
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歩驟 3.5 是根據公式(3-1)和定理 3.2。當 2,3,...,tD D= 時，計算各期、各種

狀態的最佳成本與最佳投料量，得到 2,3,...,tD D= 的平面；歩驟 3.6 是計算

( ,0)Ts D= 這一個狀態的最佳成本與最佳投料量，如圖 3.5 所示。 

1

1

1
2

2

0T-1T . . .

. . .

.

.

.

0

)( 1+tt kR

D

1−D

 

未滿足的
需求量

在途量

剩下的
期數

步驟 3. 6

步驟 3. 5

 

步驟 3. 5

( ,0)Ts D=

 

步驟 3. 6  

圖 3.5 2,3,...,tD D= ，計算各期、各種狀態的最佳成本與投料量 

 

上述演算法的複雜度是 3 5( )O T D ，原因是狀態 1( , ( ))t t t ts D R k += 由三個變數：

t、 tD 及 1( )t tR k + 所限制，而 t、 tD 及 1( )t tR k + 的上界分別是T 、 D及TD ，在最差

的情況下，所有可能的狀態個數是 2 2T D TD T D⋅ ⋅ = 。因為 t tk D≤ ，所以投料決策

最多是D。在每一個狀態 1( , ( ))t t t ts D R k += 下，採取一個投料決策 tk ，投料量的最

大範圍是 t tk D D≤ ≤ ，在途量的最大範圍是 1( ) ( )t t tR k T t D TD+ ≤ − ⋅ ≤ ，所有可能產

出的狀態個數最多是 D TD⋅ 。因此，演算法的複雜度是 3 5 2 2 2( )O T D T D D TD= ⋅ ⋅ 。 
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3.3.3 數值範例 

我們以二個數值範例來探討決策參數與最佳投料量的特性。範例 1 是分析

決策參數T 、D、 p 、θ、α 、β 、 h及m ，對期望總生產成本的影響；範例 2

是觀察最佳投料量是否會隨著需求量的增加而嚴格遞增。 

 

範例 1：決策參數的特性 

範例 1 共有 8 個決策參數，分別為T 、D、 p 、θ、α 、β 、 h及m ，其

中成本參數α、β、 h及m 愈小，期望總生產成本愈小；良率參數θ愈大，期望

總生產成本愈小。然而，其他的決策參數 p、T 和D無法明確判別，必須藉由數

值分析來了解其特性。 

為了探討 p 和期望總生產成本的關係，我們執行 700 個例子，每個例子是

由 4 個 變 動 的 參 數 ),,,( hpT θ 所 組 合 ， 其 中 }10,6,4,3{∈T 、

}0.1,9.0,7.0,5.0,3.0,1.0,0{∈p 、 }9.0,8.0,7.0,6.0,5.0{∈θ 及 }10,5,3,1,0{∈h ，其他 4

個固定的參數值設定為 30D = 、 100=α 、 1=β 及 200m = 。 

實驗結果發現，當 p 夠大時， p 值愈高，期望總生產成本愈低，如圖 3.6

所示。p 值愈高表示投料後一期產出的機率愈高，在下一期決策時已有上一期產

出的資訊，資訊越明確，成本愈低。因此本研究提出的模式，可提供供應商擬訂

績效獎金制度，舉例來說，可將節省的成本提撥 20%作為績效獎金，激勵供應商

提高一期交貨的機率。 
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圖 3.6 p 和期望總生產成本的關係 

( 4,  30,  =0.9, 100, 1  200)T D mθ α β= = = = =及  
 

為了探討T 、D和期望總生產成本的關係，我們也執行 700 個例子，每個

例子是由 5 個變動的參數 ),,,,( hpDT θ 所組合，其中 }10,8,6,4,2{∈T 、

}50,40,30,20,10{∈D 、 }0.1,9.0,7.0,5.0,3.0,1.0,0{∈p 、 }9.0,6.0{∈θ 及

}5.2,025.0{∈h ，其他 3 個固定的參數值設定為 100=α 、 1=β 及 200m = 。 

實驗結果發現，T 值愈大，期望總生產成本愈低，如圖 3.7 所示。T 值小表

示是緊急訂單，緊急訂單的生產成本高於正常訂單的生產成本。因此，接到緊急

訂單時，為了能確保獲得一定的利潤(例如 30%的利潤)，接單時應該採取不同的

訂價策略，即緊急訂單的價格應高於正常訂單的價格。本研究所提出的模式，可

針對顧客交期的長短，提供不同的訂價策略。 
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圖 3.7 T 和期望總生產成本的關係 

( 2, 4,6,8,10,  50,  0.5,  0.9,  100, 1, 0.025  200)T D p h mθ α β= = = = = = = =及  
 

圖 3.8 假設單位價格是固定，不受訂單數量所影響，我們可以繪製隨著 D

增加收入也跟著遞增的收入線，同理可繪製期望總生產成本線，成本線是呈凸

(convex)狀。比較收入線和成本線可得知各個 D 值的利潤，我們發現利潤不會隨

著 D 增加而遞增。因此本研究所提出的模式，可用來計算最佳接單量。 
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圖 3.8 D和期望總生產成本的關係 

( 6,  10,20,30,40,50,  0.5,  0.9,  100, 1, 0.025  200)T D p h mθ α β= = = = = = = =及  
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範例 2：最佳投料量具有非單調性 

為了探討最佳投料量是否會隨著需求量 D 增加而遞增，我們針對一期產出

的機率 p ，設定五種不同的機率值如下： 0.1p = 、0.3、0.5、0.7 及 0.1 ，其餘各

參數值的設定為 6T = 、 95.0=θ 、 50α = 、 1β = 、 1=h 及 200=m 。期初狀態為

( ,0)T Ts D= ，需求量從 1 到 100，執行 100 個例子，求得各個需求量下的最佳投

料量 ( )T TN s ，將結果繪製在圖 3.9。 
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圖 3.9 在不同的 p 下，最佳投料量不會隨著D增加而嚴格遞增 

由圖 3.9 得知，最佳投料量不會隨著需求量增加而嚴格遞增。我們分析為何

最佳投料量具有非單調性的原因，根據 IG 分配的數學式，我們得知 IG 分配的

平均良率跟投料量有關，亦即
(1 )( )

(1 )

N

N
N

θ θθ
θ
−

=
−

，其中θ 是平均良率， N 是投料

量，θ是 IG 分配的參數。從平均良率的觀點來看，當投料量 N 愈大平均良率會

愈小，也就是說，IG 分配的平均良率會隨著投料量增加而變小，如圖 3.10 所示；

從單位設置成本的觀點來看，當投料量 N 愈大，單位設置成本會愈小。因為平

均良率和單位設置成本兩者會對投料量產生相互制衡的效果，所以最佳投料量不

會隨著需求量增加而嚴格遞增。 
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圖 3.10 IG 分配( 0.7θ = )的平均良率 

 

由圖 3.9，我們也發現在相同的需求量下，當 p 愈低時，大多數的最佳投料

量會愈大，舉例來說，當 50D = 時， 0.1p = ， 6 6( ) 38N s = ； 0.3p = ， 6 6( ) 36N s = ；

0.5p = ， 6 6( ) 35N s = ； 0.7p = ， 6 6( ) 33N s = ； 1.0p = ， 6 6( ) 28N s = ，也就是說，

一期產出的不確定性愈高，投料量愈大，這個投料規則有助於實務上的應用。舉

例來說，當 p 提高時，為了更快速求得最佳投料量，我們可利用過去在 p 較低時，

所求出的最佳投料量設定為投料的上界，來縮小求解範圍。 
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3.4 本章結論 

在現實的生產情境中，生產週期時間常具有不確定性的現象，本研究將該

現象納入單階段生產系統有交期限制的多次投料問題，將該問題建構成動態規劃

問題。利用動態規劃的手法求解時，因為動態規劃的網路規模是由投料量的上界

所決定，若能找到投料量的上界，即可縮小態規劃的網路規模，以縮短計算時間。

因此，本研究證明最佳投料量不會超過需求量，基於此特性，設計求解動態規劃

問題的演算法，求得每個投料時點的最佳投料量。 

由數值範例分析我們得知最佳投料量的特性如下：(1)最佳投料量不會隨著

需求量增加而嚴格遞增；(2)生產週期時間是不確定的最佳投料量比生產週期時

間是確定的最佳投料量較高，只有少數是例外。另外，我們也探討決策參數T 和

p 的特性如下：(1)T 愈大期望總生產成本愈低，這表示顧客的訂單交期時間愈

長，向顧客索取的成本要更低；(2)當 p 夠大時， p 愈高期望總生產成本愈低，

這表示一期產出的機率愈高，在下一期決策時已有上一期產出的資訊，資訊愈明

確成本愈低，生產系統更具有成本的競爭優勢。本研究提出的模式可計算最小的

期望總生產成本，作為營業人員報價時的參考。 
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第四章  二階段生產系統的多次投料問題 

本章探討二階段生產系統有交期限制的多次投料問題。首先我們定義符

號；其次描述二階段生產系統，並舉例說明該系統的決策過程，將該問題建構成

動態規劃問題；隨之證明二階段的最佳投料量有上界，基於此特性，設計求解動

態規劃問題的演算法；為了改善在需求量較大的情況下，動態規劃演算法求解時

間太久，我們提出一個啟發式演算法。以三個數值範例來比較啟發式演算法和動

態規劃問題演算法的績效，也觀察 IG 分配的參數對最佳投料量的影響及最佳投

料量的特性。 

 

符號定義 

D：初始需求量(在 Tt = 時的需求量) 

T ：總剩餘期數，亦即可投料的總次數 

t：距離交期日剩下的期數， t T= 、 1T − 、、、1、0， Tt = 為期初， 0=t 為交

期日 

i：第 i個生產階段( iM )， 1=i 、2 

( )iα ：第 i階段的設置成本， 1=i 、2 

( )iβ ：第 i階段的單位變動成本， 1=i 、2 

tD ：第 t 期未滿足的需求量 

h：每一單位完成品，在每一期間的儲存成本 

m ：每一單位的缺貨成本 

( )iθ ：第 i階段的製程在可控制的狀態下，生產一個良品的機率，是 IG 分配的參

數， 1=i 、2 

)(i
tk ：第 t 期投到第 i階段的投料量， 1=i 、2 

( )iW ：二元輔助變數，表示第 i階段的設置成本。若有投料，則設置成本為 1；
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若沒有投料，則設置成本為 0，表示如下： 

( ) 0
1

iW
⎧

= ⎨
⎩

 
if
if

 
0
0

)(

)(

>
=

i
t

i
t

k
k

， 1=i 、2 

)( i
tk

Y ：為一隨機變數，第 t 期投料 )(i
tk 個，產出 )( i

tk
y 個良品，良品個數服從 IG 分

配，良品個數的範圍是 )( ..., 1, ,0)(
i

tk
ky i

t
= ， 1=i 、2 

)( )( i
tk

yp ：第 t 期投料 )(i
tk 個，產出 )( i

tk
y 個良品的機率，其中 1)(

)(

)(

)(

0
=∑

=

i
t

i
tk

i
t

k

y
k

yp ， 1=i 、2 

tB ：第 t 期在製品庫存量，其中 )1(
1

)2(
11

+
+−= ++

tkttt YkBB  

) ,( ttt BDs = ：第 t 期生產系統的狀態 

) ,()( )2()1(
tttt kksN = ：第 t 期狀態為 ts 的投料決策，也就是投 (1)

tk 個到 1M ，投 (2)
tk 個到 2M  

))(( ttt sNC ：第 t 期狀態為 ts 採取某一個投料決策 ( )t tN s ，從第 t 期到第 0 期的期

望總生產成本 

{ }
(1) ( 2)

*

( , )
( )  ( ( ))

t t
t t t t t

k k
C s Min C N s= ：第 t 期狀態為 ts 採取所有可能的投料決策，從第 t

期到第 0 期的最小期望總生產成本 

) ,()( *)2(*)1(*
tttt kksN = ：第 t 期狀態為 ts ，決定一個最佳投料決策，使得第 t 期到第 0

期的期望總生產成本最小，亦即 { }
(1) ( 2)

* *

( , )
( ( ))  ( ( )) ( )

t t
t t t t t t t t

k k
C N s Min C N s C s= =  

 

4.1 問題描述 

我們首先描述二階段生產系統的多次投料問題，該系統包含：(1)第一個生

產階段 1M ；(2)在製品庫存站R ；(3)第二個生產階段 2M ，如圖 4.1 所示。在各

生產階段之後皆設有一個檢驗站，整批完成後整批檢驗，檢驗為不良品，則予以

報廢。各階段的生產週期時間(含檢驗)是一期。 
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1M 2MR
 

圖 4.1 二階段生產系統 

在二階段的生產情境下，為了滿足顧客的訂單需求量 D，每個投料時點根

據良品的產出結果，須同時決定投一個批料到 1M 去生產，且投另一個批料到 2M

去生產，在決定 2M 的投料量時要注意，不可超過可用的在製品庫存量。在每個

投料時點重複決定 1M 和 2M 的投料量，直到產出的良品個數滿足訂單需求量，或

是到了交期日，才停止生產。由於期初階段( t T= )沒有在製品庫存量，所以只能

投到 1M 去生產，且在最後一期( 1t = )， 1M 的投料無法在交期前產出完成品，除

這二個投料時點只投一個階段外，其餘的每個投料時點，皆可同時決定二個階段

的投料量，如圖 4.2 所示。 

t T=

1t T= −

2t T= −

...

2t =

1t =

0t =

1M

1M 2M

1M 2M

1M 2M

1M 2M

2M

 

圖 4.2 二階段生產系統的投料情境 
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我們舉例說明二階段生產系統有交期限制的多次投料問題。假設每個階段

的生產週期時間為一期。已知顧客的訂單需求量 1D = ，現在時點到交期日剩下

3 期， 3=t 是現在的時點， 0=t 是交期日，共有 3 個投料時點，分別是 3t = 、2

及 1，如圖 4.3 所示。 
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圖 4.3 二階段生產系統的多次投料決策 

當 3=t 時，因為期初沒有在製品庫存，僅決定一個投料量投到 1M 。當 2=t

時，根據 1M 的檢驗結果，須決定二個投料量：一個投到 1M ；另一個投到 2M 。

當 1=t 時，根據 1M 和 2M 的檢驗結果，僅決定一個投料量投到 2M ，因為再投一

個新的投料量到 1M ，在交期日前無法產出成品，所以當 1=t 時， 1M 不再投料。 

上例中，令 ( )i
tk 表示第 t 期投到第 i階段的投料量， 1=i 和 2， 1,2,3t = ，因

(2)
3 0k = 及 (1)

1 0k = ，尚有四個決策變數，分別為： (1)
3k 、 (1)

2k 、 (2)
2k 及 (2)

1k 。假設每
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個生產階段服從 IG 分配，以 ( )i
tk

y 表示投料 ( )i
tk 個產出的良品個數，也以 ( )( )i

tk
p y 表

示投料 )(i
tk 個產出 )( i

tk
y 個良品的機率，其中 ( )i

tk
y 是一個隨機變數，良品個數的範圍

是 ( )
( )0 i

t

i
tk

y k≤ ≤ ， 1)(
)(

)(

)(

0
=∑

=

i
t

i
tk

i
t

k

y
k

yp 。 

令 ),( ttt BDs = 表示第 t 期生產系統的狀態，其中 tD 是第 t 期未滿足的需求

量， tB 是第 t 期在製品的庫存量。圖 4.3 中，當 3t = 時，系統的初始狀態是

)0,1(3 =s 。假設期初投 1)1(
3 =k 到 1M 去生產，當 2=t 時，根據 1M 的檢驗結果得知

有二種可能： 0)1(
3
=

k
y 或 1。 

當 2=t 時，若 0)1(
3
=

k
y ，則系統狀態是 )0,1(2 =s 。假設投 1)1(

2 =k 到 1M 去生

產，根據 1M 的檢驗結果得知有二種可能： 0)1(
2
=

k
y 或 1。相對的，若 1)1(

3
=

k
y ，則

系統狀態是 )1,1(2 =s 。假設投 1)1(
2 =k 到 1M 去生產及投 1)2(

2 =k 到 2M 去生產，當

1t = 時 ， 根 據 1M 和 2M 的 檢 驗 結 果 得 知 有 四 種 可 能 ：

)1,0(),0,1(),0,0(),( )2(
2

)1(
2

=
kk

yy 或 )1,1( 。 

當 1=t 時，若系統狀態是 )0,1(1 =s 。 01 =B 表示在 R 站沒有在製品，無法再

投料到 2M 去生產，也不能再投一個新的批量到 1M 去生產，因為在交期日前無法

產出成品。因此， 0=t 和 1=t 的系統狀態相同，即 0 1 (1,0)s s= = 。 

當 1=t 時，若系統狀態是 )1,1(1 =s 。 1 1B = 表示在 R 站還有 1 個在製品，可

投 1)2(
1 =k 到 2M 去生產，當 0=t 時，根據 2M 的檢驗結果得知有二種可能： ( 2)

1
1

k
y =

或 0，系統可能的狀態為 0 (0,0)s = 或 )0 ,1(0 =s 。 

當 0=t 時，系統可能的狀態有三種： )0,1(0 =s 、 )0,0(0 =s 及 )1,0(0 =s 。若
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00 =D ，表示訂單需求量已經滿足；若 10 =D ，表示還缺貨 1 單位，須付出 1 單

位缺貨成本。 10 =B ，表示還有 1 單位的在製品，這 1 單位的在製品無法在交期

日前產出成品，予以報廢。 

 

4.2 建構動態規劃問題 

本節探討二階段生產系統有交期限制的多次投料問題，將該問題建構成動

態規劃問題。我們首先定義研究假設，其次說明動態規劃問題的決策結果，隨之

建構成本遞迴式，最後設定二個邊界條件，便於計算成本遞迴式。 

4.2.1 研究假設 

除了 1.2 節的研究假設之外，本研究另加入二個假設： 

(1)二個生產階段均服從 IG 分配，每個階段的良率不一定相同 

(2)每個生產階段的生產週期時間為一期 

4.2.2 動態規劃問題的決策結果 

令 ( , )t t ts D B= 是第 t期的生產狀態，其中 tD 是第 t期的未滿足需求量； tB 是

第 t期的在製品庫存量。決策變數是以投料量 ( )i
tk 表示， ( )i

tk 是第 t 期投到第 i階段

的投料量， 1=i 和 2。 

已知第 t期狀態是 ( , )t t ts D B= ，在第 t 期決定第一階段投 (1)
tk 個，第二階段投

(2)
tk 個，該投料決策以 ) ,()( )2()1(

tttt kksN = 表示，到了 1−t 期所有可能的產出結果，

如 圖 4.4 所 示 。 我 們 得 知 1−t 期 所 有 可 能 的 狀 態 為

) ,( )1()2(
)2(

1
tt kttktt ykByDs +−−=− ，其中 )1(

tk
y 和 )2(

tk
y 分別是投到 1M 和 2M 所產出的良

品個數， (1)( )
tk

p y 和 ( 2)( )
tk

p y 分別是產出良品個數為 )1(
tk

y 個和 )2(
tk

y 個的機率。

)2(
tkt yD − 表示是 1−t 期未滿足的需求量， )1(

)2(

tktt ykB +− 表示是 1−t 期在製品的庫
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存量。由於 1M 和 2M 產出的良品個數範圍分別為 (1)
(1)0

t
tk

y k≤ ≤ 和 ( 2)
(2)0

t
tk

y k≤ ≤ ，

因此我們得知所有可能產出的良品狀態共有 (1) (2)( +1)  ( 1)t tk k⋅ + 個，每一個可能產

出的良品狀態之聯合機率是 (1) ( 2)( ) ( )
t tk k

p y p y⋅ ，所有可能產出的良品狀態之全機率

是 1，亦即

(1) ( 2)

(1) ( 2)

(1) ( 2)0 0
( ) ( ) 1

t t

t t

k kt t

k k

k k
y y

p y p y
= =

⋅ =∑ ∑ 。 

1−t

t

) ,( )2(
t1 ttt kBDs −=−

)()( )2()1(
tt kk

ypyp

)0()0( pp

) ,( )2(
t1 )2( tktt kByDs

t
−−=−

)()0( )2(
tk

ypp

) ,( )1()2(
)2(

t1
tt ktktt ykByDs +−−=−

)()( )2()1(
tt kk

ypyp
) ,( ttt BDs = ),()( )2()1(

tttt kksN =

) ,( )1()2(
t

)2(
1 ttttt kkBkDs +−−=−)()( )2()1(

tt kpkp
 

圖 4.4 第 t期與 1t − 期的關係 

4.2.3 成本遞迴式 

已 知 第 t 期 狀 態 為 ),( ttt BDs = 。 假 設 採 取 某 一 個 投 料 決 策

) ,()( )2()1(
tttt kksN = ，從第 t 期到第 0 期的期望總生產成本，如下： 

(1) ( 2) ( 2)

(1) ( 2) ( 2)

(1) ( 2) ( 2)

1 2 3 4
0 0 0

( ( )) ( ) ( ) ( )
t t t

t t t

k k kt t t

k k k

t t t k k k
y y y

C N s H H p y p y H p y H
= = =

= + + ⋅ ⋅ + ⋅∑ ∑ ∑  (4-1) 

其中， 

)1()1()1()1(
1 tkWH βα +=  
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)2()2()2()2(
2 tkWH βα +=  

( 2) (1)
* (2)

3 1 1( ( , ))
t t

t t t t tk k
H C s D y B k y− −= = − − +  

( 2)4 ( 1)
tk

H h t y= ⋅ − ⋅  

公式(4-1)， 1H 表示是投 )1(
tk 個到 1M 的生產成本，包括設置成本 (1) (1)( )Wα 和變

動 成 本 (1) (1)( )tkβ ； 相 同 地 ， 2H 表 示 是 投 )2(
tk 個 到 2M 的 生 產 成 本 為

)2()2()2()2(
tkW βα + 。 )()( )2()1(

tt kk
ypyp ⋅ 是分別投 )1(

tk 個到 1M 去生產和投 (2)
tk 個到 2M 去

生產，剛好產出 )1(
tk

y 個與 )2(
tk

y 個良品的聯合機率。 *
3 1 1( )t tH C s− −= 表示是 1t − 期狀態

為 1ts − ，從 1−t 期到第 0 期的最小期望總生產成本。

(1) ( 2)

(1) ( 2)

(1) ( 2)

3
0 0

( ) ( )
t t

t t

k kt t

k k

k k
y y

p y p y H
= =

⋅ ⋅∑ ∑ 表

示是 1t − 期考慮所有可能的狀態 1ts − ，從 1−t 期到第 0 期的最小期望總生產成本。

4H 表示是投 )2(
tk 個到 2M 去生產，剛好產出 )2(

tk
y 個良品，從 1−t 期到第 0 期的存貨

持有成本。

( 2)

( 2)

( 2)

4
0

( )
t

t

kt

k

k
y

p y H
=

⋅∑ 表示是投 )2(
tk 個到 2M 去生產，考慮所有可能產出 )2(

tk
y 個

良品的情況，從 1−t 期到第 0 期的存貨持有成本。 

公式(4-1)是一個遞迴式，因為它包含 1t − 期的最佳成本 *
3 1 1( )t tH C s− −= ，也就

是說，在狀態 ts 時，為了求得最佳投料量，必須事先知道狀態 1ts − 的最佳投料量。

因此，在期初狀態 Ts 時，為了求得最佳投料量，必須事先知道狀態 1Ts − 、 2Ts − 、、、

1s ，且在第 0 期的狀態 0s 也要事先知道。經由這樣的遞迴特性得知，我們探討的

多次投料問題是一個動態規劃問題。 

由於動態規劃問題具有遞迴的特性，所以我們可以推估到第 t 期整個動態規

劃的網路規模，而影響動態規劃的網路規模是由二階段投料量 (1)
tk 和 (2)

tk 的上界所
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決定，也就是說，若能限定 (1)
tk 和 (2)

tk 的上界，即可縮小態規劃的網路規模，以縮

短計算時間。 

 

4.2.4 邊界條件 

為了計算成本遞迴式(4-1)，我們設定二個邊界條件。第一個邊界條件是定義

第 t 期狀態為 ) ,0( tt Bs = ，表示顧客的訂單需求量已經滿足，生產線還有 tB 個在

製品，不再投料。因此，從第 t 期到第 0 期的期望總生產成本是零，見公式(4-2)；

二階段的最佳投料量是零，見公式(4-3)。 

*( (0, )) 0t t tC s B= =  (4-2) 

*( (0, )) (0,0)t t tN s B= =  (4-3) 

第二個邊界條件是定義第 0 期狀態為 ) ,( 000 BDs = 。當 00 >D ，表示到了交

期日，產出的良品個數比訂單需求量少 0D 個，缺貨成本為 0mD ，見公式(4-4)，

生產線還剩下 0B 個在製品，則不再投料。 

*
0 0 0 0 0( ( , ))C s D B mD= =  (4-4) 

 

綜合上述，公式(4-1)是計算從第 t期到第 0 期的期望總生產成本；公式(4-2)是

設定提早完成訂單需求量的邊界條件；公式(4-4)是設定到了交期日，計算缺貨成本

的邊界條件。本研究利用上述三個公式，決定一組投料決策 (1) (2)( ) ( ,  )t t t tN s k k= 代

入公式(4-1)，可算出期望總生產成本。全域搜尋 (1)
tk 和 (2)

tk 的範圍，可求得最小的期

望總生產成本所對應的投料量，即是最佳投料量 ) ,()( *)2(*)1(*
tttt kksN = ，亦即

*( ( ))t t tC N s = { }
(1) ( 2)

*

( , )
( ) ( ( ))

t t
t t t t t

k k
C s Min C N s= 。 
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4.3 求解動態規劃問題 

利用動態規劃的手法求解時，因為動態規劃的網路規模是由二階段投料量

(1)
tk 和 (2)

tk 的上界所決定，若能限定 (1)
tk 和 (2)

tk 的上界，即可縮小態規劃的網路規

模，以縮短計算時間。因此本節證明二階段的投料量有上界，基於此特性，設計

求解動態規劃問題的演算法，求得最佳投料量。在需求量較大的情況下，我們提

出一個啟發式演算法，可以有效地求得滿意解。藉由以三個數值範例來比較啟發

式演算法和動態規劃問題演算法的績效，也觀察 IG 分配的參數對最佳投料量的

影響及最佳投料量的特性。 

 

4.3.1 縮小求解空間 

我們證明四個定理，來縮小求解空間，找到最佳投料決策 )(*
tt sN 。定理 4.1

是定義剩下最後一期，第一階段不能再投料，亦即
*(1)

1 0k = ；定理 4.2 是定理 4.3

的預備定理；定理 4.3 是證明第二階段的最佳投料量不會超過需求量，亦即

tt Dk ≤
*)2( 。定理 4.4 是證明第一階段的最佳投料量，若滿足 1(1) (1)( ) tD mβ θ +≥ ⋅ ，則

第一階段的最佳投料量不會超過需求量， (1)*
t tk D≤ ；否則第一階段的最佳投料量

上界是 ( 1)tD t⋅ − 。 

 

定理 4.1：剩下最後一期 1=t ，第一階段不再投料，亦即
*(1)

1 0k = 。 

[證明] 

完成品的生產週期時間至少需要二個週期以上。當剩下最後一期時，已無法

在交期日產出成品，投料只會徒增生產成本的浪費。因此，
** (2)

1 1 1( ) (0, )N s k=    
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定理 4.2：第 t期的在製品庫存量較多，投料決策的選擇性愈大，最佳期望總生產

成本較低，即 *( ( , ))t t t tC s D B n= − ≥ *( ( , ))t t t tC s D B= ，其中n屬於正整數

且 1≥≥ nBt 。 

[證明] 

由於在製品不考慮存貨持有成本，所以 ( , )t t ts D B= 的決策空間包含了

( , )t t ts D B n= − 的決策空間。 ( , )t t ts D B n= − 的最佳解是 ( , )t t ts D B= 的一個可行

解。因此， *( ( , ))t t t tC s D B n= − ≥ *( ( , ))t t t tC s D B=    

 

定理 4.3：已知 1≥t ， 1≥tD ，第 t期狀態為 ),( ttt BDs = ，證明第二階段的最佳投

料量不會超過未滿足的需求量 (2)*( )t tk D≤ ，及 (2)*
t tk B≤ 。 

[證明] 

第二階段的最佳投料量不能超過可用的在製品庫存量，亦即 (2)*
t tk B≤ 。若

t tB D≤ ，則我們能夠確保 (2)
t tk D≤ ，因為 (2)

tk 的投料上界是 tB 。 

若 t tB D> ，令 ),()( ttt DksN =′ 和 ),()( nDksN ttt +=′′ ，其中 1≥n 且n 屬於正整

數。我們可得 

))(( ttt sNC ′ (1) (1) (1) (2) (2) (2) ( 1) [ ]
tt DW k W D h t E Yα β α β= + + + + −  

*
1 1

0 0
( ) ( ) ( ( , ))

t

t t

k Dt

Dk

k D t t t D t t k
y y

p y p y C s D y B D y− −
= =

+ ⋅ ⋅ = − − +∑ ∑  

和 

))(( ttt sNC ′′ (1) (1) (1) (2) (2) (2) ( ) ( 1) [ ]
tt D nW k W D n h t E Yα β α β += + + + + + −  

*
1 1

0 0
 ( ) ( ) ( ( , ( ) ))

t

t t

k D nt

D nk

k D n t t t D n t t k
y y

p y p y C s D y B D n y
+

+

+ − − +
= =

+ ⋅ ⋅ = − − + +∑ ∑  

))(())(( tttttt sNCsNC ′−′′  
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(2) ( 1)( [ ] [ ])
t tD n Dn h t E Y E Y A Bβ += + − − + −  

其中 

1
*

1 1
0 0

 ( ) ( ) ( ( , ( ) ))
t

t t

k D nt

Dk

k D n t t t D n t t k
y y

A p y p y C s D y B D n y
+

−

+ − − +
= =

= ⋅ ⋅ = − − + +∑ ∑  

1
*

1 1
0 0

 ( ) ( ) ( ( , ))
t

t t

k Dt

Dk

k D t t t D t t k
y y

B p y p y C s D y B D y
−

− −
= =

= ⋅ ⋅ = − − +∑ ∑  

根據定理 4.2，我們得知 A B≥ 。 

因此 

))(())(( tttttt sNCsNC ′−′′ ])[][)(1()2(
tt DnD YEYEthn −−+≥ +β  

(2) (2)( 1)( ) tD nn h tβ θ += + −  

0>  

，亦即 tt Dk ≤
*)2(    
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定理 4.4：已知 1≥t ， 1≥tD ，第 t 期狀態為 ),( ttt BDs = ，其中 0tB ≥ ，若滿足

1(1) (1)( ) tD mβ θ +≥ ⋅ ，則
*(1)

t tk D≤ 。 

[證明] 

令 ),()( kDsN ttt =′ ，其中 { }tt BDMink ,...,,2,1,0=  

))(( ttt sNC ′ (1) (1) (2) (2) (2) ( 1) [ ]t kD W k h t E Yα β α β= + + + + −  

*
1 1

0 0
( ) ( ) ( ( , ))

t

t t

D kt

D k

D k t t t k t D
y y

p y p y C s D y B k y− −
= =

+ ⋅ ⋅ = − − +∑ ∑  

令 ),1()( kDsN ttt +=′′ ，其中 { }tt BDMink ,...,,2,1,0=  

))(( ttt sNC ′′ (1) (1) (2) (2) (2)( 1) ( 1) [ ]t kD W k h t E Yα β α β= + + + + + −  

1

1
*

1 1 1 1
0 0

( ) ( ) ( ( , ))
t

t t

D kt

D k

D k t t t k t D
y y

p y p y C s D y B k y
+

+

+ − − +
= =

+ ⋅ ⋅ = − − +∑ ∑  

))(())(( tttttt sNCsNC ′−′′  

1(1) (1)

0
( ) ( )t

k

k
D

k
y

p yβ θ +

=

= − ⋅ ⋅∑  

* *
1 1 1 1[ ( ( , )) ( ( , ( 1)))]t t t k t t t t t k t tC s D y B k D C s D y B k D− − − −= − − + − = − − + +  

由於 

* *
1 1 1 1

0
( ) [ ( ( , )) ( ( , ( 1)))]

k

k

k t t t k t t t t t k t t
y

p y C s D y B k D C s D y B k D m− − − −
=

⋅ = − − + − = − − + + ≤∑  

我們得知 

1(1) (1)( ( )) ( ( )) ( ) tD
t t t t t tC N s C N s mβ θ +′′ ′− ≥ − ⋅  

若 1(1) (1)( ) tD mβ θ +≥ ⋅ ，則 ( ( )) ( ( )) 0t t t t t tC N s C N s′′ ′− ≥  

因此，我們得到的結論是 

若滿足 1(1) (1)( ) tD mβ θ +≥ ⋅ ，則 tt Dk ≤
*)1(    
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4.3.2 動態規劃問題的演算法(OPS 演算法) 

根據前一小節證明的定理，我們提出求解動態規劃問題的演算法，這個演

算法(Optimum-solution search algorithm)我們簡稱為 OPS 演算法，它可以求得最

佳解。已知訂單需求量 D 和總剩餘期數T ，期初狀態為 )0 ,(DsT = ，求解期初的

最佳投料量 * ( )T TN s 。在附錄 B 我們詳細地說明 OPS 演算法每個步驟的運算過

程，在此我們簡介 OPS 演算法的基本概念，求解的步驟如下： 

 

歩驟 4.1：根據 4.2.4 節第一個邊界條件。當1 t T≤ ≤ ，狀態為 ) ,0( tt Bs = ，設定最

佳成本與各階段的最佳投料量。 

歩驟 4.2：根據 4.2.4 節第二個邊界條件。當 0=t ，狀態為 )),( 000 BDs = ，設定最

佳成本與各階段的最佳投料量。 

歩驟 4.3：根據定理 4.1。當 1=t ，狀態為 1 1 1( 1,  0)s D B= ≥ ≥ ，計算最佳成本與第

二階段的最佳投料量。 

歩驟 4.4：根據公式 (4-1)、定理 4.3 及定理 4.4。當 2 2t T≤ ≤ − ，狀態為

)0 ,1( ≥≥= ttt BDs ，計算最佳成本與各階段的最佳投料量。 

歩驟 4.5 ：根據公式 (4-1) 、定理 4.3 及定理 4.4 。當 1t T= − ，狀態為

)0 ,1( ≥≥= ttt BDs ，計算最佳成本與各階段的最佳投料量。 

歩驟 4.6 ：根據公式 (4-1) 、定理 4.3 及定理 4.4 。當 t T= ，狀態為

( 1,  0)T T Ts D B= ≥ = ，計算最佳成本與第一階段的最佳投料量。 

 

綜合上述，步驟 4.1 和 4.2 是根據二個邊界條件，設定最佳成本與各階段的

最佳投料量；步驟 4.3 至 4.5 是計算第 1 期到 1−T 期各種狀態的最佳成本與最佳

投料量；步驟 4.6 是計算期初狀態的最佳成本與第一階段的最佳投料量。 
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接著我們利用圖形來展示演算法各個步驟的主要概念。圖形是以三個維度來

表示：(1) t：距離交期日剩下的期數；(2) tD ：第 t 期未滿足的訂單需求量；(3) tB ：

第 t期的製品庫存量。 

歩驟 4.1 是顧客的訂單需求量已經滿足，即 0tD = 。根據 4.2.4 節第一個邊界

條件，設定最佳成本與最佳投料量，如圖 4.5 所示；歩驟 4.2 是到了交期日，即

0t = ，產出的良品個數比訂單需求量少 0D 個。根據 4.2.4 節第二個邊界條件，設

定最佳成本與最佳投料量，如圖 4.5 所示。 

tB

tD

 

圖 4.5 根據二個邊界條件，設定各種狀態的最佳成本與最佳投料量 
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歩驟 4.3 是根據定理 4.1。當 1=t ，計算最佳成本與第二階段的最佳投料量，

得到 1t = 的平面，如圖 4.6 所示。 

tB

tD

 

 

圖 4.6 當 1t = 時，計算最佳成本與最佳投料量 

歩驟 4.4：根據公式(4-1)、定理 4.3 及定理 4.4。當2 2t T≤ ≤ − 時，計算最佳

成本與各階段的最佳投料量，得到 2,3,..., 2t T= − 的平面，如圖 4.7 所示。 
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tB

tD

未滿足的
需求量

剩下的
期數

在製品
庫存量

步驟 4.4

 

 

步驟 4.4

 

圖 4.7 當2 2t T≤ ≤ − 時，計算最佳成本與最佳投料量 
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歩驟 4.5：根據公式(4-1)、定理 4.3 及定理 4.4。當 1t T= − ，計算最佳成本

與各階段的最佳投料量，得到 1t T= − 的平面，如圖 4.8 所示。 

tB

tD

 

 

圖 4.8 當 1t T= − 時，計算最佳成本與最佳投料量 

歩驟 4.6：根據公式(4-1)、定理 4.3 及定理 4.4。當 t T= ，計算最佳成本與

各階段的最佳投料量，得到 t T= 的平面，如圖 4.9 所示。 

tB

tD

( ,0)Ts D=

 

 

圖 4.9 當 t T= 時，計算最佳成本與最佳投料量 
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接著我們分析 OPS 演算法的複雜度，它的複雜度是 4 6( )O T D ，分為以下三

點作說明： 

(1)生產系統狀態 ( , )t t ts D B= 的總數是由三個變數： t、 tD 及 tB 所限制，而 t、

tD 及 tB 的上界分別是T 、 D 及TD 。在最差的情況下，生產系統狀態的總

數是 2 2( )T D TD T D⋅ ⋅ = 。 

(2)在每一個狀態 ( , )t t ts D B= 下，因為第一階段投料量的最大範圍是

(1) ( 1)t tk t D TD≤ − ⋅ ≤ ，第二階段投料量的最大範圍是 (2) min{ , }t t tk D B D≤ ≤ ，

所以我們最多可採取投料決策 (1) (2)( ,  )t tk k 的個數是 )( 2TDTDD =⋅ 。 

(3) 每一個投料決策 (1) (2)( ,  )t tk k 所有可能產出的狀態個數最多也是

2( )TD D TD⋅ = 。 

綜 合 以 上 三 點 ， 在 最 差 的 情 況 下 ， OPS 演 算 法 的 複 雜 度 是

4 6 2 2 2 2( )O T D T D TD TD= ⋅ ⋅ 。 

在T 和 D 很大的情況下，利用動態規劃的手法求解時，因為動態規劃的網

路規模是由二階段投料量 (1)
tk 和 (2)

tk 的上界所決定，導致動態規劃的網路規模變

得相當龐大，需耗費很長的時間才能求得最佳解。舉例來說，當 10T = 和 50D =

時，就需要耗費大約 4 個小時才能求得最佳解。若能限定 (1)
tk 和 (2)

tk 的上界，即

可縮小態規劃的網路規模，以縮短計算時間。因此，我們將提出一個啟發式演算

法，來求解二階段生產系統有交期限制的多次投料問題。 

 

4.3.3 啟發式演算法(Huristic Method) 

啟發式演算法的基本概念是簡化動態規劃的網路規模，是將二階段投料決策

(1) (2)( , )t tk k 所有可能的產出狀態，簡化成只有一個產出狀態(見圖 4.10)。簡化的作

法是利用期望值的概念，分別計算二階段投料量的期望產出個數，期望產出個數
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若是有小數點時，小數點則採取無條件捨去。我們將原問題的成本遞迴式(4-1)，

利用簡化後動態規劃的網路規模，改寫二階段多次投料問題的期望總生產成本，

如公式(4-5)所示。簡化後的成本遞迴式(4-5)比原來的成本遞迴式(4-1)較簡單。 

][)1())(( )2(
)2()2()2()2()1()1()1()1(

tkttttt YEthkWkWsNC −++++= βαβα  

]))[],[(( )1()2(
)2(

1
*

1
tt kttkttt YEkBYEDsC +−−=+ −−  (4-5) 

由公式(4-5)得知，我們將原本的二階段多次投料問題，建構成一個更簡化的

動態規劃問題，這樣的作法可大幅地縮減動態規劃的網路規模，如圖 4.10 所示。 
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圖 4.10 OPS 演算法和啟發式演算法的比較 
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接著我們分析啟發式演算法的複雜度，它的複雜度是 3 4( )O T D ，分為以下

三點作說明： 

(1)生產系統狀態 ( , )t t ts D B= 的總數是由三個變數： t、 tD 及 tB 所限制，而 t、

tD 及 tB 的上界分別是T 、 D 及TD 。在最差的情況下，生產系統狀態的總

數是 2 2( )T D TD T D⋅ ⋅ = 。 

(2)在每一個狀態 ( , )t t ts D B= 下，因為第一階段投料量的最大範圍是

(1) ( 1)t tk t D TD≤ − ⋅ ≤ ，第二階段投料量的最大範圍是 (2) min{ , }t t tk D B D≤ ≤ ，

所以我們最多可採取投料決策 (1) (2)( ,  )t tk k 的個數是 )( 2TDDTD =⋅ 。 

(3)每一個投料決策 (1) (2)( ,  )t tk k 所有可能產出的狀態個數，只會產生一個結果。 

綜 合 以 上 三 點 ， 在 最 差 的 情 況 下 ， 啟發 式 演 算 法 的 複 雜 度 是

3 4 2 2 2( 1)O T D T D TD= ⋅ ⋅ 。 
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4.3.4 數值範例 

為了分析啟發式演算法和 OPS 演算法的績效，進一步瞭解 IG 分配的參數

對最佳投料量的影響及最佳投料量的特性，我們做三個數值範例：(1)範例 1 是

比較啟發式演算法和 OPS 演算法的績效；(2)範例 2 是觀察 IG 分配的參數

(1) (2)( , )θ θ 對最佳投料量的影響；(3)範例 3 是觀察最佳投料量是否會隨著需求量

的增加而嚴格遞增。我們是用 C++來撰寫程式，所使用的個人電腦規格是 3.0GHZ

的 CPU，504 MB 的 RAM，來執行所有的例子。 

 

範例 1：比較啟發式演算法和 OPS 演算法的績效 

為了比較啟發式演算法和 OPS 演算法的績效，我們執行 288 個例子，每個

例子是由 7 個變動的參數 ),,,,,,( )2()1()2()1( mDT θθββ 所組合，其中 }7,5,3{∈T 、

}50,20,10{∈D 、 }2,1{)1( ∈β 、 }2,1{)2( ∈β 、 }8.0,6.0{)1( ∈θ 、 }8.0,6.0{)2( ∈θ 及

}200,100{∈m ，其他 3 個固定的參數值設定為 (1) 50α = 、 (2) 50α = 及 1h = 。 

我們定義成本誤差比率值和計算時間比率值，利用這二個指標值來評估演算

法的績效。這二個指標定義如下：(1)成本誤差比率值：以 h o
c

o

C CR
C
−

= 表示；(2)

計算時間比率值：以 h
t

o

TR
T

= 表示。其中， hC 是利用啟發式演算法所計算出來的

期望總生產成本， hT 是啟發式演算法的計算時間； oC 是利用 OPS 演算法計算出

來的期望總生產成本， oT 是 OPS 演算法的計算時間。 

我們針對二階段生產系統良率 ),( )2()1( θθ 的高低，產生四種情境的配對，將

執行結果彙整在表 4.1 至表 4.4。表中每一組(T, D)共有 8 個例子，每個例子是由

3 個不同的參數( m,, )2()1( ββ )所組成。我們定義 oC 、 hC 、 oT 、 hT 、 cR 及 tR 是這 8

個例子的平均績效，也定義 max
cR 是這 8 個例子中成本誤差比率的最大值。 
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表 4.1 當 (1) (2)( , ) (0.6,0.6)θ θ = 時，比較啟發式演算法和 OPS 演算法的績效 

註：“ 0≈ ”表示幾乎接近為 0 
 

表 4.2 當 (1) (2)( , ) (0.6,0.8)θ θ = 時，比較啟發式演算法和 OPS 演算法的績效 

註：“ 0≈ ”表示幾乎接近為 0 
 

OPS algorithm Heuristic method Performance 
T  D  

oC  oT  hC  hT  cR  max
cR  tR  

3 10 1473 0.015 1500 0≈  1.41% 3.13% 0≈  

3 20 2973 0.240 3000 0≈  0.69% 1.54% 0≈  

3 50 7473 15.627 7500 0≈  0.27% 0.61% 0≈  

5 10 1438 0.267 1500 0≈  3.28% 7.30% 0≈  

5 20 2938 9.951 3000 0.002 1.59% 3.52% 0.019% 

5 50 7438 1778 7500 0.002 0.62% 1.38% 0≈  

7 10 1404 0.798 1500 0≈  5.32% 11.88% 0≈  

7 20 2904 34.064 3000 0≈  2.53% 5.63% 0≈  

7 50 7404 5603 7500 0.006 0.98% 2.18% 0≈  

    Avg=1.86% Max=11.88% Avg=0.002% 

OPS algorithm Heuristic method Performance 
T  D  

oC  oT  hC  hT  cR  max
cR  tR  

3 10 1402 0.013 1464 0≈  3.56% 6.78% 0≈  

3 20 2902 0.254 2964 0≈  1.70% 13.62% 0≈  

3 50 7402 15.955 7464 0≈  0.663% 1.249% 0≈  

5 10 1297 0.277 1424 0≈  8.31% 15.47% 0≈  

5 20 2794 10.027 2924 0≈  3.84% 7.04% 0≈  

5 50 7294 1775 7424 0≈  1.451% 2.636% 0≈  

7 10 1202 0.802 1384 0≈  13.19% 24.79% 0≈  

7 20 2685 34.236 2883 0.002 6.17% 11.36% 0.005% 

7 50 7185 5576 7383 0.004 2.259% 4.091% 0.0001% 

    Avg=4.57% Max=24.79% Avg=0.0006%
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表 4.3 當 (1) (2)( , ) (0.8,0.6)θ θ = 時，比較啟發式演算法和 OPS 演算法的績效 

註：“ 0≈ ”表示幾乎接近為 0 

 
表 4.4 當 (1) (2)( , ) (0.8,0.8)θ θ = 時，比較啟發式演算法和 OPS 演算法的績效 

註：“ 0≈ ”表示幾乎接近為 0 

 

OPS algorithm Heuristic method Performance 
T  D  

oC  oT  hC  hT  cR  max
cR  tR  

3 10 1408 0.015 1440 0≈  1.82% 3.48% 0≈  

3 20 2908 0.238 2940 0≈  0.87% 1.65% 0≈  

3 50 7408 15.711 7440 0≈  0.339% 0.643% 0≈  

5 10 1295 0.273 1361 0.002 4.43% 7.79% 0.667% 

5 20 2792 9.972 2860 0≈  2.07% 3.58% 0≈  

5 50 7292 1746 7360 0.010 0.785% 1.337% 0.001% 

7 10 1193 0.800 1326 0.008 9.83% 18.59% 0.938% 

7 20 2675 34.109 2780 0.015 3.39% 5.99% 0.045% 

7 50 7175 5586 7280 0.036 1.242% 2.141% 0.001% 

    Avg=2.75% Max=18.59% Avg=0.18% 

OPS algorithm Heuristic method Performance 
T  D  

oC  oT  hC  hT  cR  max
cR  tR  

3 10 1183 0.015 1274 0≈  7.59% 8.24% 0≈  

3 20 2674 0.252 2773 0≈  3.66% 4.03% 0≈  

3 50 7174 15.974 7273 0≈  1.371% 1.477% 0≈  

5 10 907 0.281 1072 0.004 17.58% 22.21% 1.335% 

5 20 2311 10.103 2513 0.004 8.32% 10.57% 0.037% 

5 50 6809 1794 7013 0.012 2.861% 3.489% 0.001% 

7 10 756 0.820 932 0.013 22.66% 30.25% 1.603% 

7 20 1959 34.639 2268 0.019 14.97% 19.94% 0.056% 

7 50 6435 5613 6765 0.047 4.877% 6.094% 0.001% 

    Avg=9.32% Max=30.25% Avg=0.34% 
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由表 4.1 至表 4.4 得知， cR 的範圍是從 0.27%到 22.66%， max
cR 的範圍是從

0.61%到 30.25%，平均成本誤差比率值( cR )的範圍很大，在所有的例子中，有些

解的品質是令人不滿意的，因此我們必須確認啟發式演算法的適用情境，也就是

說，啟發式演算法應該使用在何種情境下較適當。在這 4 個表中，每個表共有 9

組(T, D)的情境，共可得到 36 組(T, D)的情境。在 36 組(T, D)的情境中，只有 4

組(T, D)的 cR 偏高(超過 10%)，這 4 組是出現在 T 大和 D 小的情境。相對來說，

在 T 小(即 T = 3)的情境下， cR 的範圍是從 0.27%到 7.59%；在 D 大(即 D = 50)

的情境下， cR 的範圍是從 0.27%到 4.88%。從上述這些現象我們大概觀察出來，

啟發式演算法可能較適合用於 D 大和 T 小的情境。 

為了更進一步確認我們所觀察的現象是否正確，我們做了更多(T, D)情境的

實驗，相關的參數值設定如下： (1) (2) 50α α= = 、 (1) (2) 2β β= = 、 (1) (2) 0.8θ θ= = 、

200m = 及 1h = 。我們測試了 54 個例子，其中包括 T 有 6 個選項，D 有 9 個選

項，將 cR 和 oT 的實驗結果分別呈現在表 4.5 及表 4.6。 

假設我們以 OPS 演算法的計算時間，設定 5 分鐘作為門檻值，也就是說，

求解二階段的多次投料問題，若是求解時間是在 5 分鐘內，可直接採用 OPS 演

算法。因此，我們將表 4.6 以粗線分隔成二個區域，一個是左上角的區域，該區

域的求解時間在 5 分鐘內；另一個是右下角的區域，該區域的求解時間是超過 5

分鐘以上。對照表 4.6 所標示的粗線位置，我們也將表 4.5 以粗線分隔成二個區

域。 

由表 4.5 右下角的區域得知， cR 的範圍是從 0.65%到 7.11%，令人驚訝的是

利用啟發式演算法求解這些(T, D)的情境，所需的計算時間不超過 0.1 秒。特別

是在 100D = 和 7T = 的情況下，若是利用 OPS 演算法，則需要的計算時間大約

是 3.88 天，然而若是利用啟發式演算法，則需要的計算時間不超過 0.1 秒，且

2.47%cR = 。 
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綜合以上的論述，我們建議 OPS 演算法和啟發式演算法的使用時機，在左

上角的區域建議使用 OPS 演算法，在右下角的區域建議使用啟發式演算法。舉

例來說，當 10D = 時，若採用啟發式演算法， cR 的範圍是從 7.57%到 27.34%，

解的品質誤差較大。然而若採用 OPS 演算法，所需的計算時間不超過 0.84 秒，

即可求得最佳解。此外，當 100D = 時，採用啟發式演算法，它所需的計算時間

不超過 0.1 秒， cR 的範圍從 0.65%到 2.47%，解的品質很好。 

表 4.5 在不同的 ( , )T D 情境下 cR 的結果 
(1) (2)( 50,α α= = (1) (2) 2,β β= = (1) (2) 0.8,θ θ= = 200m = , and 1)h =  

 
表 4.6 在不同的 ( , )T D 情境下，OPS 演算法所需的計算時間 

( (1) (2) 50,α α= = (1) (2) 2,β β= = (1) (2) 0.8,θ θ= = 200m = , and 1h = ) 

Demand 2T =  3T =  4T =  5T =  6T =  7T =  
10 13.23% 7.57% 15.69% 20.30% 24.42% 27.34%
20 2.40% 3.61% 7.42% 9.34% 13.66% 17.42%
30 1.19% 2.30% 4.59% 5.63% 8.09% 10.32%

40 0.88% 1.68% 3.32% 4.01% 5.67% 7.11%

50 0.70% 1.33% 2.60% 3.12% 4.36% 5.41%
60 0.58% 1.10% 2.14% 2.55% 3.54% 4.37%
70 0.50% 0.94% 1.82% 2.15% 2.98% 3.66%
80 0.44% 0.82% 1.58% 1.87% 2.58% 3.16%

100 0.35% 0.65% 1.25% 1.47% 2.03% 2.47%

Demand 2T =  3T =  4T =  5T =  6T =  7T =  
10 0 sec 0.02 sec 0.14 sec 0.28 sec 0.52 sec 0.84 sec 

20 0 sec 0.25 sec 4.03 sec 10.09 sec 19.34 sec 31.19 sec
30 0.01 sec 1.55 sec 37.08sec 1.58 min 3.06 min 4.97 min 

40 0 sec 5.66 sec 3.12 min 9.19 min 17.19 min 25.53 min

50 0.01 sec 15.95 sec 11.20 min 29.14 min 56.78 min 1.54 hr 
60 0.03 sec 37.77 sec 32.13 min 1.40 hr 2.73 hr 4.44 hr 
70 0.05 sec 1.32 min 1.32 hr 3.44 hr 6.81 hr 10.96 hr 
80 0.06 sec 2.49 min 2.86 hr 7.51 hr 14.69 hr 1.17 day 

100 0.11 sec 7.37 min 10.66 hr 1.17 day 2.28 day 3.88 day 
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範例 2：IG 分配的參數對最佳投料量的影響 

為了觀察 IG 分配的良率參數 (1) (2)( , )θ θ 對最佳投料量
* ** (1) (2)( ) ( , )t t t tN s k k= 的

影響，我們也執行 288 個例子，這 288 個例子的參數值和範例 1 設定值相同。實

驗結果我們發現，良率 (1) (2)( , )θ θ 愈高最佳投料量愈大，只有少數是例外。 

為了佐證良率 (1) (2)( , )θ θ 愈高最佳投料量愈大，只有少數是例外這個發現，

我們列舉一個範例，呈現各期的最佳投料量，這個例子各參數值的設定是 5=T ，

10D = ， (1) 50α = ， 50)2( =α ， (1) 2β = ， (2) 2β = ， 1=h 和 100m = 。我們針對良

率的高低分成二個生產情境，低良率是 (1) (2)( , ) (0.6,0.6)θ θ = ；高良率是

(1) (2)( , ) (0.8,0.8)θ θ = 。將第 1 期到第 5 期的最佳投料量分別整理在表 4.7 至表

4.11。由於每一期的狀態個數太多，我們只擇列 t tB D≤ 的狀態，以 1 1(10,  )s B= 為

例， 1B 可能的個數是 40 個，亦即 10 40 ( ) (5 1) 10 40B T t D≤ ≤ = − ⋅ = − ⋅ = ，我們只

擇列 1 0,1, 2, ...,10B = ，這 11 個狀態，其餘的狀態則省略。 
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表 4.7 1t = 的最佳投料量 

低良率 
(0.6,0.6)  

高良率 
(0.8,0.8)  

低良率 
(0.6,0.6)  

高良率 
(0.8,0.8)  

1s  
*)1(

1k *)2(
1k  

*)1(
1k *)2(

1k

1s  
*)1(

1k *)2(
1k *)1(

1k  
*)2(

1k  

(10,0) 0 0 0 0 (7,3) 0 3 0 3 
(10,1) 0 1 0 1 (7,4) 0 4 0 4 
(10,2) 0 2 0 2 (7,5) 0 5 0 5 
(10,3) 0 3 0 3 (7,6) 0 6 0 6 
(10,4) 0 4 0 4 (7,7) 0 7 0 7 
(10,5) 0 5 0 5 (6,0) 0 0 0 0 
(10,6) 0 6 0 6 (6,1) 0 1 0 1 
(10,7) 0 7 0 7 (6,2) 0 2 0 2 
(10,8) 0 7 0 8 (6,3) 0 3 0 3 
(10,9) 0 7 0 9 (6,4) 0 4 0 4 

(10,10) 0 7 0 10 (6,5) 0 5 0 5 
(9,0) 0 0 0 0 (6,6) 0 6 0 6 
(9,1) 0 1 0 1 (5,0) 0 0 0 0 
(9,2) 0 2 0 2 (5,1) 0 1 0 1 
(9,3) 0 3 0 3 (5,2) 0 2 0 2 
(9,4) 0 4 0 4 (5,3) 0 3 0 3 
(9,5) 0 5 0 5 (5,4) 0 4 0 4 
(9,6) 0 6 0 6 (5,5) 0 5 0 5 
(9,7) 0 7 0 7 (4,0) 0 0 0 0 
(9,8) 0 7 0 8 (4,1) 0 1 0 1 
(9,9) 0 7 0 9 (4,2) 0 2 0 2 
(8,0) 0 0 0 0 (4,3) 0 3 0 3 
(8,1) 0 1 0 1 (4,4) 0 4 0 4 
(8,2) 0 2 0 2 (3,0) 0 0 0 0 
(8,3) 0 3 0 3 (3,1) 0 1 0 1 
(8,4) 0 4 0 4 (3,2) 0 2 0 2 
(8,5) 0 5 0 5 (3,3) 0 3 0 3 
(8,6) 0 6 0 6 (2,0) 0 0 0 0 
(8,7) 0 7 0 7 (2,1) 0 1 0 1 
(8,8) 0 7 0 8 (2,2) 0 2 0 2 
(7,0) 0 0 0 0 (1,0) 0 0 0 0 
(7,1) 0 1 0 1 (1,1) 0 1 0 1 
(7,2) 0 2 0 2      
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表 4.8 2t = 的最佳投料量 

低良率 
(0.6,0.6)  

高良率 
(0.8,0.8)  

低良率 
(0.6,0.6)  

高良率 
(0.8,0.8)  

2s  
(1)*
2k (2)*

2k  
(1)*
2k (2)*

2k
2s  

(1)*
2k (2)*

2k (1)*
2k  

(2)*
2k  

(10,0) 0 0 8 0 (7,3) 0 0 6 3 
(10,1) 0 0 7 0 (7,4) 0 2 6 4 
(10,2) 0 0 8 2 (7,5) 0 2 5 4 
(10,3) 0 0 7 3 (7,6) 0 3 0 3 
(10,4) 0 2 7 4 (7,7) 0 3 0 3 
(10,5) 0 2 6 4 (6,0) 0 0 6 0 
(10,6) 0 3 5 4 (6,1) 0 0 5 0 
(10,7) 0 3 5 5 (6,2) 0 0 5 2 
(10,8) 0 4 0 4 (6,3) 0 0 5 3 
(10,9) 0 4 0 4 (6,4) 0 2 5 4 

(10,10) 0 5 0 5 (6,5) 0 2 3 3 
(9,0) 0 0 8 0 (6,6) 0 3 0 3 
(9,1) 0 0 7 0 (5,0) 0 0 5 0 
(9,2) 0 0 7 2 (5,1) 0 0 4 0 
(9,3) 0 0 6 3 (5,2) 0 0 5 2 
(9,4) 0 2 6 4 (5,3) 0 0 5 3 
(9,5) 0 2 6 4 (5,4) 0 2 4 3 
(9,6) 0 3 5 4 (5,5) 0 2 0 2 
(9,7) 0 3 5 5 (4,0) 0 0 4 0 
(9,8) 0 4 0 4 (4,1) 0 0 3 0 
(9,9) 0 4 0 4 (4,2) 0 0 4 2 
(8,0) 0 0 8 0 (4,3) 0 0 0 0 
(8,1) 0 0 7 0 (4,4) 0 2 0 2 
(8,2) 0 0 6 2 (3,0) 0 0 3 0 
(8,3) 0 0 6 3 (3,1) 0 0 2 0 
(8,4) 0 2 6 4 (3,2) 0 0 0 0 
(8,5) 0 2 5 4 (3,3) 0 0 0 0 
(8,6) 0 3 5 4 (2,0) 0 0 2 0 
(8,7) 0 3 0 3 (2,1) 0 0 0 0 
(8,8) 0 4 0 4 (2,2) 0 0 0 0 
(7,0) 0 0 7 0 (1,0) 0 0 0 0 
(7,1) 0 0 6 0 (1,1) 0 0 0 0 
(7,2) 0 0 6 2      
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表 4.9 3t = 的最佳投料量 

低良率 
(0.6,0.6)  

高良率 
(0.8,0.8)  

低良率 
(0.6,0.6)  

高良率 
(0.8,0.8)  

3s  
(1)*
3k (2)*

3k  
(1)*
3k (2)*

3k

3s  
(1)*
3k (2)*

3k (1)*
3k  

(2)*
3k  

(10,0) 0 0 10 0 (7,3) 0 0 7 3 
(10,1) 0 0 9 0 (7,4) 0 0 7 3 
(10,2) 0 0 10 2 (7,5) 0 0 6 3 
(10,3) 0 0 10 3 (7,6) 0 2 6 4 
(10,4) 0 0 9 3 (7,7) 0 2 0 4 
(10,5) 0 0 8 3 (6,0) 0 0 6 0 
(10,6) 0 2 8 4 (6,1) 0 0 6 0 
(10,7) 0 2 8 4 (6,2) 0 0 6 2 
(10,8) 0 2 7 4 (6,3) 0 0 6 3 
(10,9) 0 3 7 4 (6,4) 0 0 6 3 

(10,10) 0 3 0 4 (6,5) 0 0 6 3 
(9,0) 0 0 9 0 (6,6) 0 2 0 3 
(9,1) 0 0 9 0 (5,0) 0 0 5 0 
(9,2) 0 0 9 2 (5,1) 0 0 5 0 
(9,3) 0 0 9 3 (5,2) 0 0 5 2 
(9,4) 0 0 9 3 (5,3) 0 0 5 3 
(9,5) 0 0 8 3 (5,4) 0 0 5 3 
(9,6) 0 2 8 4 (5,5) 0 0 0 3 
(9,7) 0 2 7 4 (4,0) 0 0 4 0 
(9,8) 0 2 6 4 (4,1) 0 0 4 0 
(9,9) 0 3 5 4 (4,2) 0 0 4 0 
(8,0) 0 0 8 0 (4,3) 0 0 0 3 
(8,1) 0 0 8 0 (4,4) 0 0 0 4 
(8,2) 0 0 8 2 (3,0) 0 0 3 0 
(8,3) 0 0 8 3 (3,1) 0 0 3 0 
(8,4) 0 0 8 3 (3,2) 0 0 0 2 
(8,5) 0 0 7 3 (3,3) 0 0 0 3 
(8,6) 0 2 6 4 (2,0) 0 0 2 0 
(8,7) 0 2 6 4 (2,1) 0 0 2 0 
(8,8) 0 2 6 4 (2,2) 0 0 0 0 
(7,0) 0 0 7 0 (1,0) 0 0 0 0 
(7,1) 0 0 7 0 (1,1) 0 0 0 0 
(7,2) 0 0 7 2      
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表 4.10 4t = 的最佳投料量 

低良率 
(0.6,0.6)  

高良率 
(0.8,0.8)  

4s  
(1)*
4k  

(2)*
4k  

(1)*
4k  

(2)*
4k  

(10,0) 0 0 10 0 

(10,1) 0 0 10 0 

(10,2) 0 0 10 2 

(10,3) 0 0 10 3 

(10,4) 0 0 10 3 

(10,5) 0 0 9 3 

(10,6) 0 0 9 3 

(10,7) 0 0 9 4 

(10,8) 0 2 8 4 

(10,9) 0 2 8 4 

(10,10) 0 2 7 4 

 
 

表 4.11 5t = 的最佳投料量 

低良率 
(0.6,0.6)  

高良率 
(0.8,0.8)  

5s  
(1)*
5k  

(2)*
5k  

(1)*
5k  

(2)*
5k  

(10,0) 0 0 10 0 
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我們分析良率 (1) (2)( , )θ θ 愈高，最佳投料量
* ** (1) (2)( ) ( , )t t t tN s k k= 愈大的原因，

可能是 IG 分配本身的特性所導致。從 IG 分配期望產出的良品個數來看，投 k

個 到 IG 分 配 的 生 產 製 程 ， 它 的 期 望 產 出 的 良 品 個 數 是

)...1(
)1(

)1(][ 1−+++=
−
−⋅

= k
k

kYE θθθ
θ
θθ

。從圖 4.11 看出來， [ ]kE Y 剛開始隨著投料

量 k 增加而遞增，當投料量 k 增大到某一個值時， [ ]kE Y 就會逐漸收斂，最後會

收斂到
)1( θ

θ
−

才停止。舉例來說，在低良率( 0.75θ = )的情況下， [ ]kE Y 一開始隨

著投料量 k 增加而遞增，當投料量 k 增加到10或超過 10 時， [ ]kE Y 到 3 就已經收

斂，這表示在低良率的情況下，最佳投料量最多不會超過 10。相對來說，在高

良率( 0.95θ = )的情況下，當投料量 k 增加到 50 時， [ ]kE Y 還隨著投料量 k 增加

持續遞增，這表示在高良率的情況下，最佳投料量將可能會到 50 或是超過 50。

從圖 4.11良率高低的比較，可以讓人很直覺的瞭解，為何 IG分配的良率 (1) (2)( , )θ θ

愈高，最佳投料量
* ** (1) (2)( ) ( , )t t t tN s k k= 會愈大。 
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圖 4.11 IG 分配投料量和期望產出良品個數的關係 

 

我們觀察出來，良率愈高最佳投料量愈大，只有少數是例外這個現象，對實

務上的投料決策相當有幫助，換句話說，在真實的生產情境下，某一個製程的良
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率會隨著時間而逐漸提高，當良率提高到某一個值時，為了有效地求得最佳投料

量，我們利用過去求出低良率的最佳投料量作為下界，由這個投料下界開始往上

搜尋來求得最佳投料量，即可大幅縮減計算時間。 

 

範例 3：最佳投料量具有非單調性 

為了觀察最佳投料量是否會隨著需求量的增加而嚴格遞增，我們設定各參

數值為 6T = 、 (1) 100α = 、 (2) 50α = 、 (1) 2β = 、 (2) 1β = 、 (1) 0.85θ = 、 (2) 0.95θ = 、

1=h 及 200=m 。期初狀態為 ( ,0)T Ts D= ，需求量從 1 到 60，執行 60 個例子，

求得各個需求量的最佳投料量 * ( )T TN s ，將結果繪製在圖 4.12。研究發現，最佳

投料量不會隨著需求量增加而嚴格遞增。為何最佳投料量不會隨著需求量增加而

嚴格遞增的原因，我們在 3.3.3 節中已作說明，請參見 3.3.3 節，範例 2 中圖 3.9

的說明。 
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圖 4.12 最佳投料量的特性 
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4.4 本章結論 

本章探討二階段生產系統有交期限制的多次投料問題，各階段產出的良品

個數服從 IG 分配。本研究的特色是，在每個投料時點可同時決定各階段的投料

量，與過去研究僅決定單一階段的投料量不同。 

我們將二階段生產系統有交期限制的多次投料問題，建構成動態規劃問

題。利用動態規劃的手法求解時，因為動態規劃的網路規模是由二階段投料量的

上界所決定，若能限定二階段投料量的上界，即可縮小態規劃的網路規模，以縮

短計算時間。因此，本研究證明二階段的最佳投料量有上界：(1)第二階段的最

佳投料量不會超過需求量； (2) 證明第一階段的最佳投料量，若滿足

1(1) (1)( ) tD mβ θ +≥ ⋅ ，則第一階段的最佳投料量不會超過需求量，否則第一階段的

最佳投料量上界為 ( 1)tD t⋅ − ，利用最佳投料量的特性，可以縮小解的空間。 

針對二階段生產系統有交期限制的多次投料問題，我們提出二個求解方

法，一個稱為 OPS 演算法，該方法可以求得最佳解；另一個稱為啟發式演算法，

該方法可以有效地求得滿意解。我們比較這二個求解方法的績效，當需求量較大

時，建議採用啟發式演算法；當需求量較小時，建議採用 OPS 演算法。 

由數值範例我們觀察最佳投料量的特性，有二點重要的發現：(1)IG 分配的

良率愈高，最佳投料量愈大，只有少數是例外；(2)最佳投料量不會隨著需求量

增加而嚴格遞增。 
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第五章  結論與建議 

5.1 結論 

本論文探討有交期限制的多次投料問題，產出的良品個數服從 IG 分配，提

出二個新的研究主題：(1)主題一是探討單階段生產系統，生產週期時間具不確

定性的多次投料問題；(2)主題二是探討二階段生產系統的多次投料問題，在每

個投料時點可同時決定各階段的投料量。 

為了求解單階段生產系統，生產週期時間具不確定性的多次投料問題，我們

提出一個動態規劃演算法，可求得最佳解；為了求解二階段生產系統的多次投料

問題，我們提出二個求解方法，(1)OPS 演算法及 (2)啟發式演算法，OPS 演算法

可求得最佳解，但當需求量較大時，相當費時。此時，若用啟發式演算法可快速

的求得滿意解，且與最佳解相當接近。因此，當需求量較大時，建議採用啟發式

演算法；當需求量較小時，建議採用 OPS 演算法。 

本論文的貢獻，除了針對多次投料問題提出二個新的研究問題外，利用我們

所提出的成本遞迴式，在實務上的應用如下： 

(1)可計算出原本一期產出機率與提高一期產出機率後所節省的成本差異，

再將所節省的成本提撥某個比率與供應商分享，作為績效獎金，以激勵

供應商提高一期產出的機率。 

(2)可計算出不同的顧客交貨日期成本之間的差異，提供營業人員在接單

時，面對顧客交期的長短，擬訂出合理的報價，以提供顧客參考。 

(3)接單時，面對顧客不同的訂單數量，亦可求得一個最適接單量，以獲得

最佳的利潤。 
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5.2 未來研究建議 

　未來可能的研究方向如下： 

1.在成本函數可加入在製品的儲存成本及成品的殘值，針對該生產情境重新

建構動態規劃問題，提出求解方法。 

2.針對生產週期時間具有不確定性，本論文假設產出情況只有二種：不是一

期產出就是二期產出，未來可擴充為多種產出情況，使模式更具一般化。 

3.在多階段生產系統方面，未來也可以考量生產週期時間具不確定性，針對

該生產情境重新建構動態規劃問題，提出求解方法。 
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附錄 A 

求解生產週期時間具不確定性，單階段生產系統有交期限制的多次投料問

題，該問題可建構成動態規劃問題，其演算法如下： 

歩驟 3.1：根據 3.2.4 節第一個邊界條件。當1 t T≤ ≤ ，狀態為 ))( ,0( 1+= ttt kRs ，設

定最佳成本與最佳投料量。 

FOR 1,  2,  ...,  t T=  

FOR DkR tt  ..., ,1 ,0)( 1 =+  

SET ))( ,0( 1+= ttt kRs , 0)(* =tt sC , 0)( =tt sN  /*參見公式(3-2)*/ 

ENDFOR 

ENDFOR 

 

歩驟 3.2：根據 3.2.4 節第二個邊界條件。當 0=t ，狀態為 ))( ,( 1000 kRDs = ，設定

最佳成本與最佳投料量。 

FOR Dd  ...,  ,2  ,1=  

FOR DkR  ..., ,1 ,0)( 10 =  

SET ))( ,( 100 kRds = , mdsC =)( 0
*
0 , 0)( 00 =sN  /*參見公式(3-3)*/ 

ENDFOR 

ENDFOR 
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歩驟 3.3：根據定理 3.3。當 1=tD ， Tt ≤≤1 ，狀態為 1(1,  ( ) 0)t t ts R k += = ，計算

最佳成本與最佳投料量。 

FOR Tt  ..., 2, ,1=   

IF *
1 1( (1,0)) [ ( 1)t tC s α β ph t θ− − = ≤ + + − *

1 1(1 ) ( (1,1))] [1 (1 )]t tp C s / p θ− −+ − = − −  

THEN ( (1,0)) 0t tN s = = , and * *
1 1( (1,0)) ( (1,0))t t t tC s C s− −= = =  

ELSE 

( (1,0)) 1t tN s = = , and 

* *
1 1( (1,0)) ( 1) (1 ) ( (1,0))t t t tC s α β ph t p C sθ θ − −= = + + − + − = *

1 1(1 ) ( (1,1))t tp C s− −+ − =  

ENDIF 

ENDFOR 

 

歩驟 3.4：根據定理 3.4。當 1=tD ， Tt ≤≤1 ，狀態為 )0)( ,1( 1 >= +ttt kRs ，計算

最佳成本與最佳投料量。 

FOR Tt  ..., 2, ,1=  

IF *
1 1( (1,0)) [ ( 1)t tC s α β ph t θ− − = ≤ + + − *

1 1(1 )(1 ) ( (1,1))] {(1 )[1 (1 )]}t tp C s / pθ θ θ− −+ − − = − − −  

THEN 1( (1, ( ))) 0t t t tN s R k += = , 

1

* *
1 ( ) 1 1( (1, ( ))) ( 1) [ ] (1 ) ( (1,0))

t tt t t t R k t tC s R k h t E Y C sθ
++ − −= = − + − =  

ELSE 1( (1, ( ))) 1t t t tN s R k += = , 

1

*
1 ( )( (1, ( ))) ( 1) [ ] ( 1)

t tt t t t R kC s R k α β h t E Y ph t θ
++= = + + − + −  

2 * *
1 1 1 1(1 ) ( (1,0)) (1 )(1 ) ( (1,1))t t t tp C s p C sθ θ− − − −+ − = + − − =  

ENDIF 

ENDFOR 
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歩 驟 3.5 ： 根 據 公 式 (3-1) 和 定 理 3.2 。 當 11 −≤≤ Tt ， 狀 態 為

)0)( ,2( 1 ≥≥= +tttt kRDs ，計算最佳成本與最佳投料量。 

FOR 1 ..., ,2 ,1 −= Tt  

FOR Dd  ..., ,3 ,2=  

FOR 1( ) 0,  1,  ...,  ( )t tR k T t D+ = − ⋅  

/*Compute the total cost while 0=tk . Name it as temp1*/ 

1

1 1 1

( )1

( )
*

( ) 1 1 ( ) ( )
0

 1 ( )[ ( ( ,  0)) ( 1) ]
t t

t t t t t t

R kt t

R k

R k t t R k R k
y

temp p y C s d y h t y
+

+ + +

+

− −
=

= = − + ⋅ − ⋅∑  

/*Compute the total cost while dkt ≤≤1 . Name it as temp2*/ 

1

1

( )1

( )

( )1 0 0
 2 ( ) ( )

t t t

t t t
t

R k kt t t

R k k

t R k kk d y y

temp Min k p p y p yα β
+

+

+
≤ ≤ = =

⎧⎪= + + ⋅ ⋅⎨
⎪⎩

∑ ∑  

1 1

*
1 1 ( ) ( )[ ( ( ,0)) ( 1)( )]

t t t t t tt t R k k R k kC s d y y h t y y
+ +− − = − − + − +  

1

1 1 1

( )1

( )
*

( ) 1 1 ( ) ( )
0

(1 ) ( )[ ( ( , )) ( 1) ]
t t

t t t t t t

R kt t

R k

R k t t R k t R k
y

p p y C s d y k h t y
+

+ + +

+

− −
=

⎫⎪+ − = − + ⋅ − ⋅ ⎬
⎪⎭

∑  

/*參見定理 3.2*/ 

{ }2  ,1 )))( ,((
01

* temptempMinkRdsC
dktttt

t ≤≤+ ==  

{ }2  ,1 
0

* temptempMinArgk
dkt

t ≤≤
=  

== + )))( ,(( 1tttt kRdsN *
tk  

(若最佳投料量 *
tk 有多個解，選擇其中最小的投料量) 

ENDFOR 

ENDFOR 

ENDFOR 
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歩驟 3.6：根據公式(3-1)和定理 3.2。在期初 ( )T ，狀態為 )0 ,2( ≥= DsT ，計算最

佳成本與最佳投料量。 

SET t = T, 0)( 1 =+tt kR  

FOR Dd  ..., ,3 ,2=  

/*Compute the total cost while 0=tk . Name it as temp3*/ 

))0 ,((3 1
*

1 dsCtemp tt == −−  

/*Compute the total cost while dkt ≤≤1 . Name it as temp4*/ 

*
1 11 0

4 ( )[ ( ( ,0)) ( 1) ]
t

t t t
t

kt

k

t k t t k kk d y

temp Min k p p y C s d y h t yα β − −≤ ≤ =

⎧⎪= + + ⋅ = − + ⋅ − ⋅⎨
⎪⎩

∑  

*
1 1(1 ) ( ( , ))t t tp C s d k− −+ − ⋅ =    /*參見定理 3.2*/ 

{ }4  ,3 ))0 ,((
0

* temptempMindsC
dktt

t ≤≤
==  

{ }4  ,3 
0

* temptempMinArgk
dkt

t ≤≤
=  

== + )))( ,(( 1tttt kRdsN *
tk  

(若最佳投料量 *
tk 有多個解，選擇其中最小的投料量) 

ENDFOR 
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附錄 B 

OPS 演算法如下： 

 

歩驟 4.1：根據 4.2.4 節第一個邊界條件。當1 t T≤ ≤ ，狀態為 ) ,0( tt Bs = ，設定最

佳成本與最佳投料量。 

FOR 1,  2,  ...,  t T=  

FOR 0,  1,  ...,  ( )tB T t D= − ⋅   

SET *( (0, )) (0, 0)t t tN s B= = , *( (0, )) 0t t tC s B= =  /*參見公式(4-2)和(4-3)*/ 

ENDFOR 

ENDFOR 

 

歩驟 4.2：根據 4.2.4 節第二個邊界條件。當 0=t ，狀態為 )),( 000 BDs = ，設定最

佳成本與最佳投料量。 

FOR DD  ...,  ,2  ,10 =   

FOR ... ,1 ,00 =B ,T D⋅   

SET 0000
*
0 )),(( mDBDsC == , )0,0()),(( 000

*
0 == BDsN  /*參見公式(4-4)*/ 

ENDFOR 

ENDFOR  
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歩驟 4.3：根據定理 4.1。當 1=t ，狀態為 1 1 1( 1,  0)s D B= ≥ ≥ ，計算最佳成本與第

二階段的最佳投料量。 

FOR 1 1,  2,  ...,  D D=   

FOR ... ,1 ,01 =B , ( 1)T D− ⋅   

FOR ..., ,1 ,0)2(
1 =k  min{ 1D , 1B }                 /*參見定理 4.1*/ 

(2) (2) (2) (2) (2)
1 1( ) ( )temp k W kα β= +  

( 2)
1

( 2) ( 2) ( 2)
1 1 1

( 2)
1

* (2)
0 0 1 1 1

0
( ) [ ( ( , )) ( 1) ]

k

k

k k k
y

p y C s D y B k h t y
=

+ ⋅ = − − + ⋅ − ⋅∑  

ENDFOR 

{ }( 2 )
1 11

* (2)
1 1 1 1 1

0 min{ , }
( ( , )) ( )

k D B
C s D B Min temp k

≤ ≤
= =  

{ })( )2(
1

},min{0

)2(
1

11
)2(

1

*

ktempMinArgk
BDk ≤≤

=  

*(2)*
1 1 1 1 1( ( , )) (0, )N s D B k= =  

(若第二階段的最佳投料量有多解時，選擇其中最小的投料量) 

ENDFOR 

ENDFOR 
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歩驟 4.4：根據公式 (4-1)、定理 4.3 及定理 4.4。當 2 2t T≤ ≤ − ，狀態為

)0 ,1( ≥≥= ttt BDs ，計算最佳成本與各階段的最佳投料量。 

FOR 2 ..., 3, ,2 −= Tt  

FOR 1,  2,  ...,  tD D=  

FOR ... ,1 ,0=tB , ( )T t D− ⋅  

If 1(1) (1)( ) tD mβ θ +≥ ⋅ , then tk
DU

t
=)1(  

Else )1()1( −⋅= tDU tkt
                        /*參見定理 4.4*/ 

FOR ..., ,1 ,0)1( =tk )1(
tk

U  

FOR ..., ,1 ,0)2( =tk  min{ tD , tB }                /*參見定理 4.3*/ 

(1) (2) (1) (1) (1) (1) (2) (2) (2) (2)( , )t t t ttemp k k W k W kα β α β= + + +  

(1) ( 2)

(1) ( 2) ( 2) (1)

(1) ( 2)

* (2)
1 1

0 0
( ) ( ) ( ( , ))

t t

t t t t

k kt t

k k

t t t t tk k k k
y y

p y p y C s D y  B k y− −
= =

+ ⋅ ⋅ = − − +∑ ∑  

( 2)

( 2) ( 2)

( 2) 0
( ) ( 1)

t

t t

kt

k

k k
y

p y h t y
=

+ ⋅ − ⋅∑  

ENDFOR 

ENDFOR 

{ }),()( )2()1(

},min{0

0

*

)2(

)1(
)1( tt

BDk

Uk
tt kktempMinsC

ttt

tkt

≤≤

≤≤
=  

{ }),(),()( )2()1(

},min{0

0

)2()1(*

)2(

)1(
)1(

**

tt

BDk

Uk
tttt kktempMinArgkksN

ttt

tkt

≤≤

≤≤
==  

(若二階段的最佳投料量有多解時，選擇其中最小的投料量) 

ENDFOR 

ENDFOR 

ENDFOR 
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歩驟 4.5 ：根據公式 (4-1) 、定理 4.3 及定理 4.4 。當 1t T= − ，狀態為

)0 ,1( ≥≥= ttt BDs ，計算最佳成本與各階段的最佳投料量。 

Set 1−= Tt  and DDt =  

FOR 0,  1,  ...,tB D=   

If (1) (1) 1( )D mβ θ +≥ ⋅ , then DU
tk
=)1(  

Else )1()1( −⋅= tDU
tk

                        /*參見定理 4.4*/ 

FOR ..., ,1 ,0)1( =tk )1(
tk

U  

FOR ..., ,1 ,0)2( =tk  min{ D , tB }               /*參見定理 4.3*/ 

(1) (2) (1) (1) (1) (1) (2) (2) (2) (2)( , )t t t ttemp k k W k W kα β α β= + + +  

(1) ( 2)

(1) ( 2) ( 2) (1)

(1) ( 2)

* (2)
1 1

0 0
( ) ( ) ( ( ,  ))

t t

t t t t

k kt t

k k

t t t tk k k k
y y

p y p y C s D y B k y− −
= =

+ ⋅ ⋅ = − − +∑ ∑  

( 2)

( 2) ( 2)

( 2) 0
( ) ( 1)

t

t t

kt

k

k k
y

p y h t y
=

+ ⋅ ⋅ − ⋅∑  

         ENDFOR 

         ENDFOR 

{ }),()( )2()1(

},min{0

0

*

)2(

)1(
)1( tt

BDk

Uk
tt kktempMinsC

tt

tkt

≤≤

≤≤
=  

{ }),(),()( )2()1(

},min{0

0

)2()1(*

)2(

)1(
)1(

**

tt

BDk

Uk
tttt kktempMinArgkksN

tt

tkt

≤≤

≤≤
==  

(若二階段的最佳投料量有多解時，選擇其中最小的投料量) 

ENDFOR 
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歩驟 4.6：根據公式(4-1)、定理 4.3 及定理 4.4。當 t T= ，狀態為

( 1,  0)T T Ts D B= ≥ = ，計算最佳成本與第一階段的最佳投料量。 

Set Tt =  and DDt =  

If (1) (1) 1( )D mβ θ +≥ ⋅ , then DU
tk
=)1(  

Else )1()1( −⋅= tDU
tk

                        /*參見定理 4.4*/ 

FOR ..., ,1 ,0)1( =tk )1(
tk

U  

(1) (1) (1) (1) (1)( )t ttemp k W kα β= +
(1)

(1) (1)

(1)

*
1 1

0
( ) ( ( ,  ))

t

t t

kt

k

t tk k
y

p y C s D y− −
=

+ ⋅ =∑  

ENDFOR 

{ })()( )1(

0

*

)1(
)1( t

Uk
tt ktempMinsC

tkt ≤≤
=  

{ })( )1(

0

)1(

)1(
)1(

*

t
Uk

t ktempMinArgk
tkt ≤≤

=  

** (1)( ) ( ,0)t T tN s k=  

(若第一階段的最佳投料量有多解時，選擇其中最小的投料量) 

 


