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非線性自由液面流場的數值模擬 

以及其在探討微尺度上層海洋動力之應用 
 

 

學生：洪立萍                  指導教授：蔡武廷 
 

國立交通大學 
土木工程學系博士班 

 

 

摘 要 
 

本論文建立一完整描述三維非線性自由液面流場運動的數值模式。為

於未知的自由液面邊界上滿足非線性邊界條件，本模式利用座標轉換，將

非穩態且不規則物理區間的流場控制方程式與邊界條件，映射至規則的計

算區間，以進行數值解析。模式的主要數值方法包括：分別以擬頻譜法以

及二階有限差分法近似控制方程與邊界條件中的水平與垂直導數；以二階

Runge-Kutta 法進行非穩態的自由液面位移與流場速度的時間積分；利用改

良式割線疊代法求解計算區間中不可分離的壓力 Poisson 方程式，以滿足不

可壓縮流條件。 

本論文首先應用所發展的數值模式，探討二維重力–寄生表面張力波之

發展與演化。模擬結果顯示，當寄生表面張力波完全發展時，強烈的渦漩

自各個表面張力波之波谷剝離，形成高旋度的邊界層，進而大幅提升流場

能量的黏滯消散。為進一步顯示本模式解析非線性波浪運動之能力，我們

進行三維「短峰型重力波」與「新月型重力波」的計算；其結果完整模擬

波浪非線性交互作用之過程，所形成的波型結構與水槽實驗之觀測相同。

最後，我們應用本數值模式，模擬正向風壓與風剪應力作用下之三維自由

液面邊界層紊流場。模擬結果顯示：寄生表面張力波列自重力波波峯之前

波相處產生，並逐漸發展至波背處；同時於波背處，出現平行於沿流方向，



 ii

高低流速交錯的條痕結構。此流場結構與實驗觀測相同。以上三例有關三

維自由液面流場之應用，驗證本論文所發展之模式，可以正確解析自由液

面流場不同尺度的物理過程；包括液面重力波、表面張力波、黏滯邊界層

流場以及紊流結構。 
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Abstract 
 

A numerical model for simulating a three-dimensional flow bounded by a 
fully-nonlinear, free-surface boundary is developed. The free-surface boundary 
conditions are satisfied on the free-moving surface exactly without any 
approximation or linearization. The governing equations and the boundary 
conditions on the time-dependent, physical domain are transformed onto a 
regular domain for numerical computations. The major implementations of the 
developed model include: Pseudo-spectral and finite-difference schemes are 
employed to approximate the spatial-differential operators in the horizontal and 
vertical directions, respectively. A second-order Runge-Kutta method is 
adopted to integrate in time for the velocity field and the free-surface elevation. 
The solenoidal condition of the velocity field is satisfied by solving the 
transformed pressure Poisson equation. A modified secant method is used to 
accelerate the iterative solution of the non-separable Poisson equation.  

We first apply the numerical model to study the development and evolution 
of parasitic capillary ripples on a two-dimensional gravity-capillary wave. The 
simulation results reveal that strong vortices are shed from the troughs of the 
capillary ripples, convected backward, and form a strong boundary layer. As a 
result, energy dissipation is enhanced with the generation of parasitic 
capillaries. The model capabilities for resolving nonlinear interactions among 



 iv

the surface waves are then demonstrated by simulating the three-dimensional 
evolutions of the short-crested waves and the crescent waves. Finally, the 
developed model is applied to simulate a wind-driven turbulent boundary layer 
bounded by a dynamic water surface. The simulation results reveal fine surface 
structures, including parasitic capillary waves developed from the front face 
near the crest of the dominant gravity wave and streamwise velocity streaks on 
the back gravity-wave surface. These surface structures have been widely 
observed in the laboratory and field experiments. The three simulation 
examples also indicate the capabilities of the present model in resolving flow 
processes of various length scales, including gravity and capillary waves, 
viscous sublayer and coherent eddies of a turbulent boundary layer. 
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),,( zyx  流場位置座標系統 

),,( ζψξ  計算區間之位置座標系統 

),,( wvu  流場速度 

),,( 21 ttn  自由液面上之局部座標 

}ˆ{n  自由液面之單位法線方向向量 

}ˆ{ 1t  投影至 x-z 平面之自由液面單位切線方向向量 

}ˆ{ 2t  投影至 y-z 平面之自由液面單位切線方向向量 

η  自由液面高度 

h  流場水深 (平均水平面與流場底部之垂直距離) 

p  流場壓力 (動力壓力 Hydrodynamic pressure) 

P  總壓力 ( Total pressure 或稱為 Thermodynamic pressure , gzpP ρ−= ) 

ρ  流體密度  
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第一章 前言 

1.1 研究背景 

在非常接近海-氣交界面的紊流邊界層內，其流場動力特性為通過界面

間之動量、氣體、熱量與水氣等傳輸過程的主要機制。了解這些由接近液

面紊流結構所主控的交換過程為海-氣交互作用研究之主要課題。然而直到

近期發展之實驗技術才能合理地直接量測接近邊界處之紊流數值，因此以

往的相關研究皆以環境變數參數化界面之傳輸特性；例如：建立風速與通

過界面之傳輸率的關係（Liss and Merlivat，1986 與 Wanninkhof，1992），

或將全球風場模式化以推算全球海-氣間二氧化碳通量（Takahashi et al.，

1997）。此外，由已知的流場物理背景建立流場結構之概念圖像以推測傳

輸過程的機制；稱之為概念式的理論，亦普遍地使用於海-氣交互作用研究。

其中包括：Coantic (1986) 之小渦旋模式（small eddy model）；以局部的紊

流消散係數參數化邊界層之紊流通量。Higbie (1935) 與 Danckwerts (1951) 

之表面更新模式（surface renewal model）；以更新渦旋描述邊界層中之水

體交換。 

然而，風吹拂過海面所引起的傳輸過程是相當複雜的，除了風引起的

剪紊流外，海面上亦會出現短風波，而風波於液面上傳遞不僅影響邊界層

內紊流結構，其兩者間的交互作用亦可能改變液面狀態因而對界面傳輸有

相當大的衝擊。為深入地了解液面運動，Okuda (1982)、Ebuchi et al.(1987)、

Banner and Peirson(1998)、Caulliez and Collard (1999) 以及 Veron and 

Melville (2001) 等在實驗水槽中，對於由風場趨動之海面運動進行模擬與量

測，其對於液面演化過程與流場結構特性提供定性與定量的研究成果。但

有關海-氣傳輸的實驗量測與模式皆僅能建立部份重要環境參數；如風引起

之液面阻力速度、紊流擴散參數與液面粗糙度等和傳輸速度的相關性，並

無法透視邊界層內紊流結構或說明控制海氣-界面間之動量、質量與能量傳

輸的物理機制。 



 2

隨著近期遙測技術的發展與普及，液面紅外線影像的實驗與分析技術

被應用於可視化流場以提供控制海-氣交換機制的定量資訊（Jessup et al.，

1997、Jahne and Haussecker，1998、Veron and Melville，2001、Zappa et al.，

2001、Asher et al.，2004、Garbe et al.，2004 與 Schimpf et al.，2004）。

以紅外線影像量測流場的實驗方法之兩大優點為：其能同時取得所有傳輸

過程與接近液面紊流間之定量關係，以及所有傳輸速度的量測對於時間與

空間皆可提供足夠的解析度而可對外在環境參數於時間與空間之變異性進

行比對。Schimpf et al. (2004) 即指出液面溫度擾動分布與溫度次層的溫差

以及紊流邊界層中之表面更新結構有直接的關係，而其結論亦可由概念式

理論之推論值得到應證。 

無論是應用液面紅外線影像實驗技術或是概念式理論模式，海洋表面

上的流場結構特徵為液面運動與紊流邊界層間交互作用的重要指標。而以

偵測海面流場結構特徵來推斷其下流場之動力過程的研究方法，其可信度

與準確性必須仰賴對於自由液面運動與紊流邊界層流場間相互作用的物理

特性以及相關的定量數據等具備相當深入且精確的知識背景。然而，流場

內複雜的非線性作用與傳輸過程之物理機制尚有許多無法由量測數據得以

解釋。欲解析流場內的細部過程，數值模擬即是最佳的研究工具，其可提

供流場演化過程之完整數據並可詳盡地檢視其動力特性。 

 

1.2 三維自由液面紊流邊界層數值模式的發展回顧 

早期相關於自由液面紊流邊界層的數值模擬主要包括：探討初始均質

等向性紊流與自由液面交互作用；Perot and Moin (1995) 與 Walker et al. 

(1996)、由底部無滑移邊界演生之紊流與自由液面交互作用之明渠紊流模

式；Leighton et al. (1991)、Lam and Banerjee (1992)、Handler et al. (1993)、

Komori et al. (1993)、Borue et al. (1995) 與 Pan and Banerjee (1995)，以及考

慮平均剪力流中紊流與自由液面交互作用；Tsai (1998)、Shen et al. (1999) 與 

Tsai et al. (2005)等。以上數值模擬；包括 Leighton et al. (1991)、Lam and 
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Banerjee (1992)、Handler et al. (1993)、Perot and Moin (1995)、Pan and 

Banerjee (1995) 與 Walker et al. (1996)皆理想化自由液面邊界，將其視為一

自由滑移的水平邊界。而 Borue et al. (1995)、Tsai (1998)、Shen et al. (1999) 

以及 Tsai et al. (2005) 等則線性化自由液面條件，將自由液面邊界條件滿足

於平均水面上而非真實的運動液面。Sullivan et al. (2004) 亦視平均液面高

度為流場邊界，將自由液面運動參數化為一流場邊界上的外力。由於對自

由液面運動的簡化，使得模擬結果只能反應自由液面的存在對於紊流運動

的影響，而關於自由液面運動對紊流場的作用以及紊流對於液面邊界變動

的貢獻等非線性物理過程皆無法描述。然而建立能真實地呈現自由液面瞬

時運動的數值模式之困難處在於：模擬的流場區間為不規則幾何區域；其

將增加計算過程中繁複的代數運算，以及流場區間之時變性；此則需要付

出大量的計算成本，並須考慮模式滿足不可壓縮流條件的穩定性。 

隨著計算能力的進步，欲解析液面波動對於紊流結構的影響之數值模

式持續發展：Maass and Schumann (1994)、  De Angelis et al. (1997)、 

Cherukat et al. (1998) 與 Calhoun and Street (2001)模擬無滑移靜止波形固

體邊界與自由滑移水平固體邊界間之紊流場，以了解邊界形變對於紊流場

的的影響。而 Sullivan et al. (2000) 與 Shen et al. (2003) 進一步考慮等速移

動的正旋函數波形固體邊界以加入運動邊界對流場的影響機制。這些波形

邊界流場模擬對於計算過程中區域轉換運算技術已相當成熟，模擬結果亦

指出於接近邊界處的局部流場特性與水平邊界並不相同，但對於紊流場貢

獻於液面邊界變動之物理過程仍無法描述。Komori et al. (1994) 首次求解非

穩態自由液面運動邊界的模擬，但只限於微小的液面變動且其結果與線性

化自由液面條件之模擬並無太大不同。Hodges and Street (1999) 為近期成功

求解完全非線性自由液面邊界之數值模擬，但受限於龐大計算量，此模式

僅能使用網格數 32×32×64，並不足以解析紊流邊界層。Fulgosi et al. (2003) 

可由自由液面運動方程式追蹤液面變化，但其模式之液面最大波形斜率 ak

受限於 01.0≤ak 。 

在求解 Navier-Stokes 方程式之紊流模式中，解析自由液面運動的方法
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有兩種：固定網格（fixed grid）與移動網格（moving grid）。於固定網格模

式中，控制方程離散於物理區間中之固定網格點，並於網格中描述自由液

面邊界。於移動網格模式中，物理區間的邊界跟隨著自由液面運動，因此

必須根據每個離散時間點的液面高度變化更新對應邊界之物理區間計算網

格。固定網格模式有利於兩相流之自由液面；如氣泡或水滴等，或是可能

產生巨大形變或複雜的幾何形狀之自由液面；如波浪破碎等。其主要用以

捕捉自由液面高度變化的方法有：（1）marker-and-cell 方法；追蹤流場內

標記之質點位置（Harlow and Welch，1965；Raad and Bidoae，2005 等）。

（2） the level-set 方法；決定網格內自由液面以下的距離（Osher and 

Sethian，1988；Sussman，1994；Sussman et al.，2006 等）。（3）volume of 

fluid 方法；以流體體積守恆決定網格點內流場體積的比例（Hirt and 

Nichols，1981；Rhee et al.，2005 等）。上述固定網格模式所解析之自由液

面，由於其並無滿足質量守恆與動量守恆，且不具流體運動或動力特性，

因此無法應用於探討自由液面邊界層或是紊流場與自由液面交互作用之物

理過程。而移動網格模式，由於其在每個離散時間點都需重新製作網格，

因此需要耗費較多的計算成本，但自由液面變化完全決定於其運動與動力

邊界條件，因此較能合理地解析其邊界層流場。Komori et al. (1994)、Sullivan 

et al. (2000)、Shen et al. (2003)、Hodges and Street (1999) 與 Fulgosi et al. 

(2003) 等探討自由液面紊流邊界層的數值模擬皆使用移動網格模式描述自

由液面運動。 

在移動網格模式之計算網格配置方法有兩大類；分別是使用 restricted 

curvilinear coordinate grid 系統（簡稱為 RCCG）以及 generalized curvilinear 

coordinate grid 系統（簡稱為 GCCG）。此兩種網格系統皆可將不規則的物

理區間轉換至規則且各網格線間相互線性正交的計算區間中。RCCG 系統

主要是將物理區間之網格點在計算區間垂直方向上重新分佈，它的優點是

格點的產生較容易，轉換後的形式也較簡單，然因自由液面上之格點僅限

於垂直之移動，因此在大波幅之自由液面運動時，格點的扭曲亦變大。如

Dommermuth (1993)、De Angelis et al. (1997)、Sullivan et al. (2000)、 Lin and 
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Li (2002)、Shen et al. (2003) 與 Fulgosi et al. (2003) 皆使用 RCCG 來處理變

動的邊界。GCCG 系統中物理區間之網格點則是皆正交於邊界，所以格點

的扭曲較小，但格點的生成與轉換後的形式皆較複雜。如Komori et al. (1993)

與 Hodges and Street (1999) 使用 GCCG 來處理變動的邊界。 

為滿足不可壓縮流條件，需求解在計算區間中經座標轉換的壓力

Poisson 方程式，此方程式為不可分離之橢圓形式偏微分方程式，其求解方

法包括：直接求解全係數矩陣方程式（如 Komori et al.，1993、Lin and Li， 

2002）、使用疊代法（如 Dommermuth，1993、Sullivan et al.，2000），或

應用 multi-grid 法（如 Hodges and Street，1999）等。但在實際進行數值模

擬時，以上方法在計算時間與適用性都有某些限制。如若使用直接求解全

矩陣的方式，則空間離散格點數將受限制；若使用疊代法，則只適用於微

小變形的自由液面邊界。為了以疊代法有效求解大波幅自由液面運動的壓

力 Poisson 方程式，Zhang (1996) 以改良牛頓疊代法（modified Newton’s 

iteration method）求解轉換壓力 Poisson 方程式。其不僅能加速原直接疊代

法的收斂速度，亦提高了可求解之邊界形變的最大波幅。但此改良牛頓疊

代法極易因疊代條件而導致疊代無法收斂，對此本模式將利用交替使用割

線疊代法與直接疊代法，以確定求解過程之收斂並能達到有效的加速效果。 

 

1.3 模式發展與應用 

本論文建立一能完整描述自由液面非線性運動之三維紊流模式，改進

Tsai (1998) 非靜水壓-不可壓縮流場模式中所運用之數值方法，將流場運動

之控制方程與非線性邊界條件滿足於一伴隨著自由液面運動的非穩態流場

區間。模式所解析的流場區間包含垂直方向之完全非線性自由液面邊界與

底部自由滑移邊界，以及水平方向之週期邊界。在數值計算的過程，ζ -座

標轉換（或稱σ -座標轉換；Lin and Li，2002）應用於將非穩態不規則流場

物理區間中之流場控制方程與邊界條件轉換至穩態之規則計算區間中。在

經過轉換的計算區間中，利用改良割線疊代法求解不可分離的流場壓力
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Poisson 方程式，其精確的壓力值將使流場得以滿足不可壓縮流條件。

Runge-Kutta 時間積分與自由液面非線性運動邊界條件將應用於追蹤非穩態

的自由液面變動。模式中水平方向導數以擬頻譜法近似離散而垂直方向導

數以二階有限差分法近似離散。垂直方向之非均勻網格分布提升接近液面

處的網格密度以增加紊流邊界層空間解析度。本模式的目的為解析自由液

面運動以及其與紊流邊界層間之交互作用，因此，本模式必須解析空間中

不同尺度的物理過程；包括液面重力波、表面張力波、黏滯邊界層流場以

及紊流結構。此結合擬頻譜法於週期區間之水平方向導數以及非均勻網格

分布之有限差分法於垂直方向導數的數值近似法具有最佳之空間解析能

力，且應用於離散三維的壓力 Poisson 方程式可將其轉換為頻譜空間中的一

維全微分方程以提升模式的計算能力。此求解紊流邊界層流場的數值離散

方法廣範地使用於明渠紊流場（Moin and Kim，1982）與大氣紊流邊界層

（Moeng，1984）等。 

非線性自由液面模式首先將應用於模擬一海面上常見之無包覆空氣微

小破碎波（micro-breaking）流場。在此二維模擬中完整地描述寄生表面張

力波之波形演化與流場結構特性，對於流場中強烈渦旋的生成機制與傳輸

亦有詳盡地探討。模擬結果證實寄生表面張力波的生成將引起流場中強烈

的能量黏滯消散，同時建立流場平均表面粗糙度與能量消散的線性關係。

對於三維自由液面運動的模擬；包括短峰型重力波（short-crested wave）與

新月型重力波（crescent wave），其液面波形特徵的演化將驗證本模式解析

波浪非線性交互作用過程的能力。而在風波與自由液面紊流邊界層的三維

數值模擬中，解析在風應力作用下液面的非線性運動以及邊界層紊流場結

構。模擬過程中，發展於波前相之寄生表面張力波列與波背相之沿流向條

痕結構與 Ebuchi et al. (1987)、Caulliez and Collard (1999) 以及 Veron and 

Melville (2001) 等風波實驗結果相符，而本論文對於此流場表面特徵的演化

與生成機制以及其內部流場結構皆有更詳盡地分析。
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第二章 模式之數學理論 

本模式模擬一包含非線性自由液面運動的不可壓縮黏性牛頓流之非靜

水壓-非穩態流場，其流場運動之控制方程式為質量守恆與動量守恆方程

式，邊界條件為自由液面運動條件與應力平衡條件、底部自由滑動條件以

及水平方向之週期條件。其中作用於自由液面上的應力包括壓力、黏滯應

力、表面張力以及由風場引起之正向應力與剪應力。非線性之自由液面運

動邊界條件與動力邊界條件皆真實地滿足於隨著「時間」與「空間」變動

之液面邊界上。由於自由液面的運動將使流場為一不規則形狀的區域空

間，本模式將應用空間座標轉換，將流場之控制方程式與邊界條件由包含

自由液面變動的不規則物理區間轉換至一立方體形的規則計算區間，並在

計算區間中進行流場速度與壓力場之求解。 

2.1 控制方程式與邊界條件 

考慮一三維、非穩態之不可壓縮牛頓流體之流場，其底部為自由滑移

邊界，頂部為可運動之自由液面，側邊為週期邊界。在卡式座標系統

{ } ),,( zyxx =
r

中，x與 y 表示水平方向分量，z 表示向上為正之垂直方向分量，

自由液面邊界表示為  ),,( tyxz η= ；其平均水面位於  0=z ，底部邊界為 

hz −= 。流場中之主要變數為速度場 { } },,{ wvuu =
r

； ),,( zyxu 與 ),,( zyxv 為水平

速度分量， ),,( zyxw 為垂直速度分量，以及壓力場 ),,( zyxp 。流場之特徵長

度 L  與特徵速度 U  使用於無因次化控制方程式與邊界條件。無因次流場

參數包括：Reynolds 數；Re，定義為慣性力與黏滯力之比 ν/ULRe = ，Froude

數；Fr，定義為慣性力與重力之比 2/1)/(gLUFr = ，與 Weber 數；We，定義

為慣性力與表面張力之比 σρ /2LUWe = 。其中ν 為運動黏滯係數， g 為重力

加速度， ρ為流體密度，σ 為表面張力係數。 

 

 



 8

2.1.1 流場控制方程式 

根據不可壓縮流之質量守恆，流場滿足無因次連續方程式如下： 

0=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

z
w

y
v

x
u

。 (2.1) 

流場之無因次動量方程式為 Navier-Stokes 方程式，以保守形式表示如下： 

u
Rex

p
z

uw
y
uv

x
uu

t
u 21)()()(

∇+
∂
∂

−=
∂

∂
+

∂
∂

+
∂

∂
+

∂
∂

， (2.2) 

v
Rey

p
z

vw
y
vv

x
uv

t
v 21)()()(

∇+
∂
∂

−=
∂

∂
+

∂
∂

+
∂

∂
+

∂
∂

， (2.3) 

w
Rez

p
z

ww
y

vw
x

uw
t
w 21)()()(

∇+
∂
∂

−=
∂

∂
+

∂
∂

+
∂

∂
+

∂
∂

。 (2.4) 

其中 2∇ 為 Laplacian 運算元： 2222222 /// zyx ∂∂+∂∂+∂∂=∇ ， p 為動力壓力：

2/ FrzPp += ，其中P為總壓力， 2/ Frz 為靜水壓力。 

2.1.2 自由液面的運動邊界條件 

流場的頂部邊界為一隨時間變動的自由液面 ),,( tyxη ，空間中描述此液

面為： 

0),,(),,,( =−= tyxztzyxF η 。 (2.5) 

而自由液面之法線方向單位向量為： 

kji
F
Fn

yxyx

y

yx

x ˆ
)1(

1ˆ
)1(

ˆ
)1(

}ˆ{
2

1
2

1
2

1 222222 ++
+

++

−
+

++

−
=

∇
∇

≡
ηηηη

η

ηη
η

。 (2.6) 

自由液面之切面由兩個切線方向單位向量 }ˆ{ 1t 與 }ˆ{ 2t 組成，此兩向量之必要

條件為與自由液面之法線方向正交，如下所示： 

0}ˆ{}ˆ{ 1 =⋅ nt ， (2.7) 

0}ˆ{}ˆ{ 2 =⋅ nt 。 (2.8) 
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此兩切線向量並非唯一，因此我們定義 }ˆ{ 1t 為與 }ˆ{n 正交並投影於 x-z 平面上

之自由液面切線單位向量，其表示為： 

kjit
x

x

x

ˆ
)1(

ˆ0ˆ
)1(

1}ˆ{
2

1
2

1 221 +
++

+
≡

η
η

η
， (2.9) 

而 }ˆ{ 2t 為與 }ˆ{n 正交並投影於 y-z平面上之自由液面切線單位向量，其表示為： 

kjit
y

y

y

ˆ
)1(

ˆ
)1(

1ˆ 0}ˆ{
2

1
2

1 222 +
+

+
+≡

η
η

η
。 (2.10) 

空間中自由液面隨時間產生形變但其始終保持為一個面，因此液面函數對

於時間的全微分必定為零： 

0),,,(
=

Dt
tzyxDF

，或表示為 0=∇⋅+
∂
∂ Fu

t
F r

。 (2.11) 

將自由液面表示式(2.5)式代入上式，並運用(2.6)式即可得： 

Fnu
t

∇×⋅=
∂
∂ }ˆ{}{rη

。 (2.12) 

其物理意義為自由液面位置隨時間的變化率等於流場速度在自由液面法線

方向上之速度分量。將式(2.12)展開即為自由液面運動邊界條件： 

0=−
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂ w

y
v

x
u

t
ηηη

。 (2.13) 

2.1.3 作用於自由液面上的表面張力 

當兩不互溶之液體接觸時會產生一密度不連續之交界面；例如空氣與

水之交界面，此兩種流體間之分子鍵結特性將使交界面處產生一張力作

用；亦即於界面間產生一壓力差，而張力將驅使界面形變為一曲面；如雨

滴或是水中的氣泡，此現象稱之為表面張力作用。此張力定義為表面張力

係數σ ；為單位長度所受的力，單位為N/cm或是N/m ，其量值決定於交界

面間之液體種類與溫度。在 C 20o 下，水與空氣界面之表面張力

N/m 073.0=σ 。於自由液面流場中，當液面產生曲度時，流場界面出現由表
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面張力引起之壓力差，此正向壓力差與表面張力係數以及液面曲率κ 關係如

下： 

σκ=∆p ， (2.14) 

其中，自由液面之曲率κ 為：  

   

( )xyyxxyyyxx
yx

yyyxyxyxy

xyyxxxyxx

yxyyyxxx

yxyx

y

yx

x

zyx

n

ηηηηηηη
ηη

ηηηηηηη

ηηηηηηη

ηηηηηη

ηηηη
η

ηη
η

κ

2)1()1(
)1(

1

)22()1(
2
1  

)22()1(
2
1  

)1()1(

)1(
1

)1()1(

22
22

22

22

2222

2/1222/1222/122

2
3

2
3

2
3

2
1

2
1

++−+−
++

=

+⋅++⋅+

+⋅++⋅+

++−++−=













++∂
∂

+












++
−

∂
∂

+












++
−

∂
∂

=

⋅∇≡

−

−

−−

r

。

 (2.15) 

2.1.4 作用於自由液面上的風應力 

風作用於流場之應力張量 ][ wτ 於自由液面上之應力分量，可表示為向量

型式 }{ sτr 如下所示： 

TT }ˆ{][}{ nw
s ⋅= ττr ， (2.16) 

其 }ˆ{n 為應力作用面（亦即自由液面）之法線方向。因此，作用於自由液面

上之風應力又可分解為作用於 n̂方向之正向應力分量 s
nτ ，以及分別作用於切

線方向 1̂t 與 2̂t 之剪應力分量 s
t1

τ 與 s
t2

τ ，表示如下： 

21
ˆ ˆ ˆ }{

21
ttn s

t
s
t

s
n

s ττττ ++=
r

。 (2.17) 

其各分量分別為： 

{ }[ ]{ } s
nw nn ττ =Τˆ   ˆ ， (2.18) 
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{ }[ ]{ } 211
ˆˆˆ   ˆ 

21
ttnt s

t
s
tw ⋅+=Τ τττ ， 

{ }[ ]{ } s
t

s
tw ttnt

21 212
ˆˆˆ   ˆ τττ +⋅=Τ 。 

(2.19) 

(2.20) 

2.1.5 自由液面上的應力平衡 

自由液面的動力邊界條件即為應力平衡條件。而自由液面運動過程中

所受的應力包括：流體之總壓力P、流體黏滯應力、表面張力以及風所引起

之應力。流場運動過程中，流體所受之應力張量 ][T 為： 

[ ]

























∂
∂

+−







∂
∂

+
∂
∂









∂
∂

+
∂
∂









∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

+−







∂
∂

+
∂
∂









∂
∂

+
∂
∂









∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

+−

=

z
wP

y
w

z
v

x
w

z
u

y
w

z
v

y
vP

y
u

x
v

x
w

z
u

y
u

x
v

x
uP

T

µµµ

µµµ

µµµ

2

2

2

 ， (2.21) 

其中µ為流體動力黏滯係數。而作用於自由液面上之應力在分別於沿著自由

液面法線方向{ }nr 與切線方向{ }1 t
r
和{ }2 t

r
之分量須與表面張力以及風應力達到

平衡，如下所示： 

{ }[ ]{ } s
nnTn τσκ +−=Tˆ    ˆ ， 

{ }[ ]{ } 211
ˆˆˆ     ˆ 

21
ttnTt s

t
s
t ⋅+=Τ ττ ， 

{ }[ ]{ } s
t

s
t ttnTt

21 212
ˆˆˆ     ˆ ττ +⋅=Τ 。 

(2.22) 

(2.23) 

(2.24) 

將式(2.22)至(2.24)展開，並無因次化即可得自由液面動力邊界條件： 

s
n

2
322

22

2

2
222

 
)1(

2)1()1(
 1                

                                      

 
)1(

12

τ
ηη

ηηηηηηη

ηηη

ηηη
ηη

η

+














++

−+++
=





∂
∂

+







∂
∂

+
∂
∂

−







∂
∂

+
∂
∂

−
∂
∂

+













∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

++
+−

yx

xyyxxyyyxx

yxy

yxx
yx

We

z
w

y
w

z
v

x
w

z
u

y
v

y
u

x
v

x
u

Re
p

Fr

 

，

 (2.25) 
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










+++
+⋅⋅+++=









∂
∂

+
∂
∂

−







∂
∂

+
∂
∂

−+







∂
∂

+
∂
∂

−







∂
∂

−
∂
∂

s
t

yx

yxs
tyxx

yxxyx

Re

y
w

z
v

x
w

z
u

y
u

x
v

x
u

z
w

21

2
1

2
1

212212
222

2

)1()1(
)1()1(               

)1(2

τ
ηη

ηη
τηηη

ηηηηη

，

 (2.26) 

 











+

+++
⋅⋅+++=









∂
∂

+
∂
∂

−







∂
∂

+
∂
∂

−+







∂
∂

+
∂
∂

−







∂
∂

−
∂
∂

s
t

s
t

yx

yx
yxy

yxyxy

Re

x
w

z
u

y
w

z
v

y
u

x
v

y
v

z
w

21

2
1

2
1

212212
222

2

)1()1(
)1()1(                

)1(2

ττ
ηη

ηη
ηηη

ηηηηη

。

 (2.27) 

2.1.6 流場底部自由滑移邊界條件 

流場底部之自由滑移條件如下： 

 0=
∂
∂

z
u

， 

0=
∂
∂

z
v

， 

0 =w ， 

0=
∂
∂

z
p

。 

(2.28) 

(2.29) 

(2.30) 

(2.31) 

 

2.2 座標轉換 

由於我們所探討的流場是一個包含自由液面運動的流場，其物理區間

並不是一個規則幾何形狀區間，因此，我們使用座標轉換將原本包含自由

液面邊界的不規則「物理區間」轉換至一規則形狀的「計算區間」。 

2.2.1 座標轉換關係式 

此座標轉換定義物理區間 ),,,( tzyx 與計算區間 ),,,( τζψξ 之格點位置關

係，如圖 2.1 所示：  
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其關係式為： 
t=τ ， 

   x=ξ ， 

y=ψ ， 

htyx
hz
+

+
=

),,(
 
η

ζ 。 

(2.32) 

(2.33) 

(2.34) 

(2.35) 

由式(2.35)可知，此座標轉換與時間演化相依，而物理區間在垂直方向上之

邊界； ),,( tyxz η=  與 hz −= ，即對應至計算區間之 1=ζ  與 0=ζ 。在物理

區間中所有導數運算皆將運用連鎖法則轉換至計算區間，其一次導數之轉

換分別如下所示： 

ζη
ζη

τζ
ζ

τ
τ τ

∂
∂

+
−

∂
∂

=
∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

ht tt ， 

ζη
ζη

ξζ
ζ

ξ
ξ ξ

∂
∂

+
−

∂
∂

=
∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

hx xx ， 

ζη
ζη

ψζ
ζ

ψ
ψ ψ

∂
∂

+
−

∂
∂

=
∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

hy yy ， 

ζηζ
ζ

∂
∂

+
=

∂
∂

=
∂
∂

hz z
1

。 

(2.36) 

(2.37) 

(2.38) 

(2.39) 

 
圖 2.1：物理區間(a)經座標轉換至計算區間(b)之二維示意圖。 

(a) (b) 
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2.2.2 計算區間之流場控制方程式與邊界條件 

依據式(2.37)至(2.39)之轉換法則，物理區間之無因次連續方程式(2.1)經

座標轉換後於計算區間中之形式為： 

01
=

∂
∂

+
+

∂
∂

+
−

∂
∂

+
∂
∂

+
−

∂
∂

ζηζη
ζη

ψζη
ζη

ξ
ψξ w

h
v

h
vu

h
u

。 (2.40) 

而 Navier-Stokes 方程式為： 









∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+
+

∂
∂

+
−

∂
∂

−
∂
∂

−∇=
∂
∂

+
−

∂
∂

+
∂
∂

ζ
η

ζ
η

ζ
η

η
ζ

ζηψξζη
ζη

ξτ

ψξτ

ξ

)()(                                      

)(1)()(1 2

uvuuu
h

uw
h

uvuuu
Re

p
h

pu

，

 









∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+
+

∂
∂

+
−

∂
∂

−
∂
∂

−∇=
∂
∂

+
−

∂
∂

+
∂
∂

ζ
η

ζ
η

ζ
η

η
ζ

ζηψξζη
ζη

ψτ

ψξτ

ψ

)()(                                      

)(1)()(1 2

vvuvv
h

vw
h

vvuvv
Re

p
h

pv

，

 









∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+
+

∂
∂

+
−

∂
∂

−
∂
∂

−∇=
∂
∂

+
+

∂
∂

ζ
η

ζ
η

ζ
η

η
ζ

ζηψξζητ

ψξτ
)()(                                      

)(1)()(11 2

vwuww
h

ww
h

vwuww
Re

p
h

w

 
。

 

(2.41) 

(2.42) 

(2.43) 

其轉換後之 Laplacian 運算元為： 

 

[ ]

[ ]
ζη

ζ
ηηηηη

ζψη
ζη

ζξη
ζη

ζη
ζηη

ψξ

ψψξξψξ
ψ

ξψξ

∂
∂

+
++−++

∂∂
∂

+
−

∂∂
∂

+
−

∂
∂

+

++
+

∂
∂

+
∂
∂

=∇

2
22

2

2

2

2

2

222

2

2

2

2
2

)(
))(()(2

 
2

             

 
2

)(
)(1

h
h

h

hh

。

 (2.44) 

自由液面運動邊界條件式(2.13)經過座標轉換後為： 

ψξ ηη
τ
η vuw −−=
∂
∂

， (2.45) 
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自由液面動力邊界條件式(2.25)至式(2.27)經過座標轉換後為： 

s
nWe

ww

vuvu
ReFr

p

τ
ηη

ηηηηηηη
ψ

η
ξ

η

ξψ
ηη

ψ
η

ξ
η

ηη
η

ψξ

ξψψξξψψψξξ
ψξ

ψξξψ
ψξ

−












++

−+++
−




∂
∂

−
∂
∂

−

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+−



∂
∂

+−
++

+=

2/322

22

22
222

)1(
2)1()1(1         

)()1()1(
)1(

2

，

 (2.46) 


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
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




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∂


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∂
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∂

−
∂
∂









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

+
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+

∂
∂

−
∂
∂

−

s
t

s
tRe

w
h

w

wvu
h

uu

21

2
1

2
1

212212
222
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 (2.48) 

自由滑移之底部邊界條件式(2.28)至式(2.31)經過座標轉換後為： 

 0=
∂
∂
ζ
u

， 

0=
∂
∂
ζ
v

， 

 0=w ， 

 0  =
∂
∂
ζ
p

。 

(2.49) 

(2.50) 

(2.51) 

(2.52) 
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2.3 能量守恆 

流場能量守恆即為流場中各形態能量；包括動能、勢能、表面張力所

做的功以及黏滯能量消散之變化率總合必須等於外力對流場做功所輸入之

能量增加率。欲了解流場運動過程中能量分布情形，我們將速度向量與動

量方程式進行內積，即可得流場能量方程式，其推導過程詳述於附錄一。

所得之無因次能量方程式表示如下： 
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 (2.53) 

其中 0S 為自由液面投射至 x-y 平面之面積。等號左邊第一項為流體運動

引起之動能變化率（ dtdEk≡ ），第二項為自由液面變動所產生之勢能變化

率（ dtdEη≡ ），第三項為表面張力所做功引起之能量變化率（ dtdEσ≡ ），

第四項為由流體黏滯性所引起之能量消散變化率（ dtdEν≡ ）。而等號右邊

第一項為自由液面上正向風應力做功產生之能量變化率（ dtdE s
nτ

≡ ），第二

項為風剪應力做功產生之能量變化率（ dtdE s
tτ

≡ ）。若流場運動中無任何外

力作用，則等號右邊即為零。
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第三章 模式之數值方法 

3.1 網格點配置與空間導數的離散 

本模式計算區間的邊界為水平方向（  ξ 與ψ ）之四個週期邊界面以及

垂直方向之自由液面映射邊界： 1=ζ ，與底部邊界： 0=ζ 。模式中同時使

用兩種網格系統：正規網格系統與交錯網格系統。其中，正規網格系統在

水平方向為均勻分布，而垂直方向則為非均勻分布；亦即網格間為非等間

距，其分布型式如下( Gavrilakis，1992)： 

8417.1tanh18417.1tanh)( 






 −
×=

zN
kkζ 。 (3.1) 

其中 zN 為垂直方向之總格點數，k 為垂直位置指標。根據式(3.1)，在垂直方

向上越接近液面，空間解析度愈高，其網格點位置與間距關係顯示於圖 3.1。

垂直方向非等間距的正規網格於物理區間與計算區間之分布，如圖 3.2 所

示，而此網格分布將更有利於解析自由液面邊界層。交錯網格系統之水平

位置與正規網格重疊，但其垂直方向則位移至相鄰正規網格之間距中心，

如圖 3.3 所示。兩種網格系統之使用方式為：水平速度 u、v 與壓力 p 置於

正規網格點，垂直速度 w 則置於交錯網格點。模式中之連續方程式、壓力

Poisson 方程式，以及水平方向之動量方程式皆滿足於正規網格點上，而垂

直方向之動量方程式則滿足於交錯網格點上。 

水平方向的導數：如 ξ∂∂u 、 22 ξ∂∂ u 、 ψ∂∂v 、 22 ψ∂∂ v 與 ξ∂∂ )(uv 等，

使用擬頻譜法進行離散，模式中將利用大量的快速傅立葉轉換來進行水平

導數的運算。有關於擬頻譜法之離散型式傅立葉級數理論將於附錄二中說

明。而垂直方向導數計算：如 ζ∂∂u 與 22 ζ∂∂ u 等，則使用二階中間差分法進

行離散。 

模式中同時使用兩種網格系統的原因是為了維持連續方程式（同時亦
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為壓力方程式）之空間解析度。由於映射法中連續方程式的滿足需要壓力

在垂直方向的二次導數，因此必須將垂直方向之動量方程式取垂直梯度（其

詳細步驟將於下節中說明）。 

16 32 48 64 80 96 112 128

0.003

0.006

0.009

0.012

0.015

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

 
圖 3.1：計算區間之垂直方向非等間距網格分佈情形。 kζ 為第 k 個網格點位置(實

線)， kζ∆ 為第 k 個網格間距(虛線)。越接近上邊界 1=ζ 處之網格分佈越密。以垂直

方向網格點數 129=ZN 為例，最大網格距約為 0.015；最小網格距約為 0.0015。 

 

 
圖 3.2：垂直方向非等間距之正規網格於物理區間(a)與計算區間(b)之二維示意圖。 

k

kζ  
kζ∆  

kζ

kζ∆

(a) (b) 
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若不使用交錯網格，則壓力方程式之空間解析度就無法維持在一個垂直網

格距。若將垂直動量方程式(2.4)經時間積分後簡化表示為： 

B
z
pAw +
∂
∂

= ， (3.2) 

其中 A與B 為速度場相關係數。而假設在垂直方向為正規網格分布的情形下

(參考圖 3.4(a) )，在垂直位置指標 k 之網格點上，其連續方程式之垂直速度

在垂直方向上的導數 kzw )( ∂∂  使用中間差分法離散過程之示意情形如下： 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

圖 3.3：正規網格系統與交錯網格系統配置圖。模式中水平速度 u, v 與壓力 p 置

於正規網格點，垂直速度 w 則置於交錯網格點。而連續方程式、壓力 Poisson 方程

式，以及水平方向之動量方程式皆滿足於正規網格點上，垂直方向之動量方程式

則滿足於交錯網格點上。 
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 (3.3) 

其中C 為速度場相關係數。由式(3.3)可知，其離散後所需位於 k+2、k 與 k-2

之壓力值已跨過了鄰近於 k 之網格點。因此，連續方程式之垂直方向空間解

析度將由 z∆ 擴大至 z∆2 。而在垂直方向為交錯網格分布的情形下(參考圖

3.4(b) )，離散過程之示意情形如下： 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
圖 3.4：於垂直方向使用(a)正規網格系統以及(b)共同正規網格與交錯網格系統之配

置示意圖。文中說明使用(b)網格配置法才能使壓力 Poisson 方程式之空間解析度維

持為 z∆ 。 
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 (3.4) 

其離散後所需位於 k+1、k 與 k-1 之壓力值，則恰好與二階中間有限差分法

之空間解析度相符。因此，垂直速度 w 與壓力 p 必須分別配置於交錯網格

系統與正規網格系統才可維持一致的空間解析度。 

 

3.2 Runge-Kutta 時間積分與壓力 Poisson 方程式 

本節中我們將利用二階 Runge-Kutta 對 Navier-Stokes 方程式(2.41)至

(2.43)以及自由液面運動方程式(2.45)進行時間積分，並運用連續方程式之映

射法（Projection）得到壓力 Poisson 方程式。為達到最佳演算法，在此將

Runge-Kutta 積分計算流程分解為兩個步驟，表示如下： 

[ ]) , () , (
2

) , (
  ),(

*1 iiii

iii

ufufuu

ufuu
ufu

ττττ
ττ

τ

−∆+
∆

+=

⋅∆+=

=′

∗+

∗

。

 (3.5) 

上式之 iu 為時間 iτ 時之速度， 1+iu 為下一個時間離散點 ττ ∆+i 時之速度。在

積分第一個步驟中，先以 iu 與 ),( ii uf τ 求得一中繼速度 ∗u ，第二個步驟再以 ∗u

與 ),( ∗∆+ uf i ττ 求得 1+iu 。有關於 Runge-Kutta 積分式之演化與其低儲存量的

運用將詳細說明於附錄三。 

為了便利於說明，我們將 Navier-Stokes 方程式(2.41)至(2.43)表示為： 

FUp
h

pu
+

∂
∂

+
+

∂
∂

−=
∂
∂

ζη
ζη

ξτ
ξ ， (3.6) 
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(3.8) 

其中 FU、FV 與 FW 為速度平流項與黏滯項，其皆為速度 ),,( wvu 以及自由

液面高度η的函數，如下所示： 
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而自由液面運動方程式為： 

ψξ ηη
τ
η vuw −−=
∂
∂

。 (3.9) 

在 Runge-Kutta 第一步驟中： 
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][ iiiiii vuw ψξ ηητηη −−⋅∆+=∗ 。 (3.13) 

其式(3.13)中之 ∗η 可由已知速度場 ( )iii wvu ,, 與自由液面高度 iη 順利求得。但

ip 尚為未知數，因此欲求速度場 ( )∗∗∗ wvu ,, 必須先求解壓力。而流場壓力可由

強制欲求解之速度場滿足連續方程式，即可演化成為壓力方程式，如下所

示： 
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此即為連續方程式之映射法。將式(3.10)、(3.11)與(3.12)代入上式如下： 
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 (3.15) 

將上式進行代數運算並整理其型式可表示為： 
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其中 
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而  

ζηζη
ζη

ψζη
ζη

ξ
ψξ

∂
∂

+
+

∂
∂

+
−

∂
∂

+
∂
∂

+
−

∂
∂

= ∗∗

∗

∗

∗ iiiii
i w

h
v

h
vu

h
uD 1

。 (3.18) 

式(3.16)即為壓力 Poisson 方程式，其壓力之邊界條件除了四個水平方向之

週期邊界條件外，垂直方向之邊界條件為自由液面上之正向應力平衡；(2.46) 

式，與自由滑移底部邊界之壓力梯度為零；(2.52)式。此經過座標轉換之

Poisson 方程式(3.16)與其上邊界式(2.46) 之 Dirichlet 條件以及下邊界式

(2.52) 之 Neumann 條件的數值求解過程將於下節中說明。而在求解得 ip 值

之後代回式 (3.10)、 (3.11)與 (3.12)即可得 Runge-Kutta 之中繼速度場

( )∗∗∗ wvu ,, 。 

在 Runge-Kutta 第二步驟中， 
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[ ]][][
2

1 iiiiii vuwvuw ψξψξ ηηηητηη −−−−−⋅
∆

+= ∗∗∗∗∗∗+ 。 (3.22) 

相似於步驟一，式(3.22)中 1+iη 可由已知速度場 ( )iii wvu ,,  與 ( )∗∗∗ wvu ,,  以及

自由液面高度 iη 與 ∗η 求得。而式 (3.19)、(3.20)與(3.21)中之 ∗FU 、 ∗FV 、 ∗FW 、
i

FU 、
i

FV 以及
i

FW 皆為已知函數值。欲求解速度場 ( )111 ,, +++ iii wvu  必須再次運

用連續方程式之映射法得到 ∗p 的 Poisson 壓力方程式。因此，強制未知速度

場滿足連續方程式之條件如下所示： 
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將式(3.19)、(3.20)與(3.21)代入上式如下： 
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 (3.24) 

將上式進行代數運算並整理其型式可表示為： 
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其中 
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而  

ζηζη
ζη

ψζη
ζη

ξ
ψξ

∂
∂

+
+

∂
∂

+
−

∂
∂

+
∂
∂

+
−

∂
∂

=
∗

+

∗

+

+∗∗

+

+∗
∗ w

h
v

h
vu

h
uD ii

i

i

i

11

1

1

1 1
。 (3.27) 

再一次求解壓力 Poisson 方程式(3.25)並將 ∗p 值代回式(3.19)、(3.20)與(3.21)
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即可得速度場 ( )111 ,, +++ iii wvu ，亦即完成一個時間離散點之積分。 

 

3.3 改良割線疊代法求解 Poisson 方程式 

3.3.1 疊代形式之壓力 Poisson 方程式 

由上節我們得知流場之壓力方程式為一 Poisson 方程式；表示如下： 
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其中 
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以上三式分別為上節中之式(3.16)、式(3.17)與式(3.18)，為了說明求解過程，

我們省略變數的時間離散上標。而 FU、FV 與 FW 為速度平流項與黏制項，

其皆為速度 ),,( wvu 以及自由液面高度η的函數，其分量如下所示： 
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Laplacian 運算元為： 
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此壓力方程式的邊界條件分別為水平方向之週期條件、垂直方向上自由液

面正向應力平衡之 Dirichlet 條件以及自由滑移邊界壓力梯度為零之

Neumann 條件。垂直方向上之邊界條件如下所示： 
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將式(3.16)進行水平方向之擬頻譜法離散後，其於每一個模態之壓力 Poisson



 29

方程式將演化為垂直方向ζ 的二階全微分方程式。此二階全微分方程為一不

可分離之微分方程式，若運用垂直方向有限差分法將其離散，則必須求解

一稀疏矩陣（sparse matrix）。為了提升計算效率，我們將避免直接求解稀

疏矩陣而改以疊代法求解，因此將式(3.16)之形式調整如下： 

),,(1
2

2

22

2

2

2
∗+=

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

= ηηε
ζψξ

pSp
h

ppLp 。 (3.28) 

其中運算子 L定義為： 
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式(3.28)中之 S 如式(3.16)所示；其為速度 ( )wvu ,, 以及液面高度η與 ∗η 的函

數，可將其視為已知值之來源項，而 ),,( ∗ηηε p 為式(3.16)中等號左邊係數為

非常數之壓力函數項，表示如下： 
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 (3.30) 

在疊代求解過程中，將式(3.28)經以水平方向之擬頻譜法與垂直方向之中間

差分法離散後，即可得每個模態的三帶寬對角矩陣（tri-diagonal matrix）之

聯立方程式。 
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3.3.2 直接疊代法與割線疊代法 

將(3.28)表示為求解形式如下： 

0)] , ,() , ,([)( 1 =+−= ∗∗− ηηηηε vSpLppf r
。 (3.31) 

若使用直接疊代法，並以 )(mp 表示第m 次疊代所得到之壓力值，其疊代式即

可表示為： 

[ ]),,(),,( )1(1)( ∗∗−− += ηηηηε vSpLp mm r
。 (3.32) 

而參考 Zhang (1996)，使用割線法（Secant methods）進行疊代，則其疊代

式即可表示為： 
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 (3.33) 

其中， 1p 與 2p 分別為連續兩次之直接疊代值，表示如下： 

[ ]),,(),,( )1(1
1

∗∗−− += ηηηηε vSpLp m r
， (3.34) 

[ ]),,(),,( 1
1

2
∗∗− += ηηηηε vSpLp r
。 (3.35) 

如式(3.33)所示，疊代過程以割線逼近方式加速其收斂速度，但運用於計算

流場之液面邊界波幅較大時，將非常容易導致發散。因此，本模式利用交

替使用直接疊代法與割線疊代法；稱其為改良割線疊代法，以達到最佳之

疊代收斂效能。而為求得壓力 Poisson 方程式(3.28)之最佳近似解，疊代收
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斂條件設定為式(3.28)之精確度，如下所示： 

6)1()( 10)] , ,() , ,([ −

∞

∗∗− <+− ηηηηε vSpLp mm r
。 (3.36) 

此收斂條件將會直接影響模式中連續方程式的守恆精確度。 

3.3.3 疊代法的收斂測試 

本節我們將對直接疊代法與改良割線疊代法於發生形變之物理區間中

Poisson 方程式的求解能力進行一收斂測試。於無因次流場物理區間之水平方

向範圍為： 2/2/ λλ <≤− x ， 2/2/ λλ <≤− y ，流場底部為 hz −= ； 1=h ，而自

由液面為一二維平面波，表示為： 

)cos()cos(),( ykxkayx yx=η 。 (3.37) 

其中a為波幅，無因此波長 1=λ ，波數 π2== yx kk 。壓力 Poisson 方程式為： 

[ ] )sin()cos())((2 222
2

2

2

2

2

2

ykxkhzkk
z
p

y
p

x
p

yxyx ++−=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

。 (3.38) 

其邊界條件為水平方向之週期邊界，垂直方向於自由液面與流場底部分別

為 Dirichlet 條件以及 Neumann 條件；表示如下： 

2))(sin()cos( hykxkp yxz
+=

=
η

η
， 

0=
∂
∂

−= hzz
p

。 

(3.39) 

(3.40) 

計算所使用的網格點數 ),,( zyx NNN 為 )33 ,32 ,32( ，疊代之收斂條件為其數值解

與壓力實解： 2))(sin()cos(),,( hzykxkzyxp yx +=  之相對誤差小於 810− 。圖 3.5

顯示在不同自由液面波幅下，於求解過程中使用直接疊代法與改良割線疊

代法其達成收斂條件所需之疊代次數。於圖中結果可知，自由液面波幅越

大，兩種疊代法達到收斂所需之疊代次數亦越多。使用直接疊代法於
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13.0≥λa 時，疊代收斂效率即急遽減低。在 1.0/ >λa 時，改良割線疊代法求

解能力明顯地優於直接疊代法。而在此測試算例中，以改良割線疊代法求

解壓力 Poisson 方程式之流場形變的最大容許波幅為 22.0=λa 。 

 

3.4 自由液面邊界條件之離散 

有關自由液面邊界條件的應用，其運動邊界條件式(3.9)於時間積分離散式

(3.13)以及式(3.22)中，將運用於追蹤自由液面隨時間的變動。自由液面動力

邊界條件之法線方向應力平衡條件式(2.46)為流場壓力 Poisson 方程式於垂

直方向之 Dirichlet 邊界條件。而自由液面切線方向應力平衡將使用於積分

自由液面動量方程式中垂直方向一次導數與二次導數之離散值，如

ζ∂∂ )(uv 、 22 ζ∂∂ u 與 22 ζ∂∂ v 等。 
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圖 3.5：以疊代法求解 Poisson 壓力方程式的測試結果。其分別表示直接疊代法與

改良割線疊代法對於物理空間形變之求解能力。 

 
 

Secant 
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3.4.1 自由液面之垂直速度 ( 1=ζw ) 

在運用自由液面運動邊界條件式(3.13)與(3.22)以追蹤自由液面隨時間

的變動時，我們將需要自由液面上之垂直速度 1=ζw 。由於垂直方向動量方程

式是滿足於交錯網格點上，因而無法由積分動量方程式求得 1=ζw ，因此我們

將連續方程式沿垂直方向積分以求之，說明如下： 

連續方程式沿垂直方向積分如下： 

0 1 
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， (3.41) 
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 (3.42) 

應用底部自由滑移條件(2.51)式，並將水平方向之一次導數運算元移至垂直

積分運算之外，如下所示： 

( )

( ) 0         

  

1

0

1

0

1

0

1

0
1

=
∂
∂

−
∂
∂

++

∂
∂

−
∂
∂

++

∫∫

∫∫=

ζ
ζ

ζηζ
ψ

η

ζ
ζ

ζηζ
ξ

η

ψ

ξζ

dvdvh

duduhw

。

 (3.43)

分別將上式之第三與五項分解為： 

( ) ζηηζζ
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將(3.44)與(2.45)代回式(3.43)可得： 
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 (3.46) 

再分別將式(3.46)之第四與五項以及第六與七項合併可得自由液面上之垂

直速度 1=ζw ，如下所示： 
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3.4.2 自由液面速度在垂直方向上之一次與二次導數 

將自由液面切線方向應力平衡式(2.47)與式(2.48)再一次表示如下： 
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再運用自由液面上滿足連續方程式之條件，表示如下： 
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將以上三式(3.48)、(3.49)以及(3.50)以行列式聯立求解 ζ∂∂u 、 ζ∂∂v 與 ζ∂∂w

在自由液面（ 1=ζ ）之值，可表示如下： 
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以上三式(3.51)、式(3.52)與式(3.53)除了表示自由液面速度場在垂直方向上

之一次導數，亦可應用其一次導數之二階差分離散式決定在自由液面之上

的虛擬網格點之速度場。由此虛擬網格點之速度場，自由液面速度場在垂

直方向上之二次導數 22 ζ∂∂ u 、
22 ζ∂∂ v 與 22 ζ∂∂ w 也將可以使用二階差分離散

式得到近似值。而自由液面切線方向應力平衡條件即應用於自由液面水平

方向動量方程式之積分。 
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3.5 數值方法之驗證 

本數值模式的建立是基於求解三維流場的 Navier-Stokes 方程式與連續

方程式，並伴隨著非穩態的自由液面運動與動力邊界條件。由於我們欲模

擬的物理問題為海洋表面下邊界層流場，其空間上具有在水平方向尺度遠

大於垂直方向尺度的特性，因此設定水平方向為週期邊界。而數值方法中，

空間之水平方向導數運算以擬頻譜法離散，而垂直方向導數則以二階中間

差分法離散。二階 Runge-Kutta 應用於控制方程式與自由液面運動邊界條件

之時間積分。自由液面動力邊界條件分別運用於壓力方程式之邊界條件與

自由液面水平方向動量方程式中。壓力 Poisson 方程式得以使流場達到質量

守恆。本節將以模擬一二維重力波之傳遞驗證數值離散方法的正確性與模

式的可用性。此模擬之各項參數說明如下：前進波波長 cm 10=λ ，初始波形

陡度 25.0=ak ； a 為波幅， λπ2=k 為波數。模擬物理區間為水平方向長度

cm10 ，而平均水深  cm8 之流場。流場之特徵長度定義為 kL /1≡ ，特徵速度

定義為波形傳遞之相速度 kgU ≡ 。流場之無因次參數包括：Froude 數

1== gLUFr ，Reynolds 數 6286≈= νULRe 。自由液面初始高度為一三階

Stokes 波波形，而初始流場速度為 Stokes 波之速度場，並忽略表面張力的

影響。 

模擬過程之平均水面高度，流場之平均速度散度以及最大速度散度分

別顯示於圖 3.6(a) 至圖 3.6(c)。圖中顯示水平方向網格數與垂直方向網格數

分別為 4816× 、 6432× 以及 128128× 之不同解析度的模擬結果。以解析度為

128128× 為例，當模擬結束時，其平均水面高度已達到數值計算之機器精確

度： 153 10−≈∫∫ dxdyk η 。流場之平均速度散度：
2

21)(
L

vgk r
⋅∇− ，在整個計算過

程中皆保持在小於 1110− ，而最大速度散度：
∞

⋅∇−
L

vgk r21)( ，亦小於 810− 。其

平均水面高度的守恆顯示模式中處理自由液面邊界條件之離散方式符合流

場之物理特性。模擬過程中流場之質量守恆是取決於壓力 Poisson 方程式之

收斂條件，而本模式皆將疊代之收斂條件設定為 610− 。因此，流場之速度散

度確認質量守恆，亦驗證了求解壓力 Poisson 方程式之正確性。 
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圖 3.6：模擬過程之平均水面高度(a)、流場之平均速度散度(b)以及最大速度散度

(c)。圖中顯示不同解析度的結果：其中 ),( zx NN )48,16(= 為點線、 )64,32( 為折線、

)128,128( 為實線， xN 為水平方向網格數； zN 為垂直方向網格數。 0T 為前進波之線

性週期。 
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圖 3.7 (a) 顯示模擬過程中總能量之變化，其中包括流場動能、勢能以

及因黏滯消散所損失的能量。圖 3.7(b) 顯示模擬過程中數值能量損失與黏

滯消散能量之比。圖中顯示經過模擬初期調整，總能量之演化隨時間呈現

穩定，並隨著空間解析度增加而減少。以解析度為 128128× 為例，當模擬結

束時，由數值計算引起之能量損失為流場初始能量之 %03.0 。流場之能量守

恆驗證了求解 Navier -Stokes 方程式之數值方法的正確性。而圖 3.7(b) 顯示

模擬過程中數值能量損失與黏滯消散能量之比約為 01.0 ，其顯示本模式應用

的數值方法在足夠的解析度下具有解析流場邊界層的能力。 

圖 3.8 為自由液面上之波形演化模擬結果並顯示其與 Fenton(1988) 高

階近似理論解之比較。Fenton(1988) 之穩態高階 Stokes 波近似解是由解析

非黏性勢流場理論之 Laplace 方程式所得，其自由液面邊界條件為 Bernoulli

方程式。而本節中所模擬之前進波，其動力機制為重力與其慣性力，黏滯

效應非常微弱。因此，由圖 3.8 可知，模擬波形與 Fenton(1988)近似解非常

相近，表示本模式以求解 Navier-Stokes 方程式並以自由液面運動方程式與

應力平衡為邊界條件亦能精準地反應自由液面之非線性運動特性。 
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圖 3.7：模擬過程中總能量之演化(a)以及數值能量損失與黏滯消散能量之比(b)。其

中總能量包括流場動能、勢能以及因黏滯消散所損失的能量。圖中顯示不同解析

度的模擬結果：其中 ),( zx NN )48,16(= 為點線、 )64,32( 為折線、 )128,128( 為實線，

xN 為水平方向網格數； zN 為垂直方向網格數。 0T 為前進波之線性週期。 
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圖 3.8：前進波之波形模擬結果。圖中顯示不同解析度於時間 =Tt 0.5  的模擬結

果： ),( zx NN = )128,128( 為點線； )64,32( 為折-點線； )48,16( 為折線、Fenton(1988) 非

線性理論穩態解為實線。其 xN 為水平方向網格數； zN 為垂直方向網格數，T 為前

進波之非線性週期。 
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第四章 寄生表面張力波 

關於寄生表面張力波的研究起始於 Cox (1958)，其於風場下產生波浪之

實驗中發現：在短風波（波長 cm 15~3≈gλ ）之前波相處，存在著一列波長

較短的表面張力波（波長 cm  )10( 1−≈ Ocλ ），此表面張力波群附著於短重力

波上並以相近的相速度往相同方向傳播。此無包覆空氣之短波，亦稱之為

微小破碎波，廣泛地出現於海面上，其形成之邊界層流場被視為對於海-氣

交界面之傳輸過程具有重大意義。在本章節中，我們將運用非線性自由液

面模式模擬寄生表面張力波之生成過程並探討其邊界層流場特性。 

4.1 波形與流場結構 

模擬之初始條件為一波長 cm 5=λ ，波形陡度 25.0=ak 之三階 Stokes 前進

波，根據線性理論，其週期為 s 17.0)(2 2/13
0 ≈+= kgkT σπ 。此流場運動除了受

重力、流體黏滯力與表面張力作用外，不考慮其他外力作用；例如風應力

等。圖 4.1 為其波形 ( )η 、波形斜率 ( )xη 與波形在前進方向之二次導數 ( )xxη 的

演化過程。圖中之參考座標以波形的線性相速度向右移動，其波形上分別

標示出最高波峯點（標示為空心圓）、波形凸起點（Bulge：局部最大負曲率處，

標示為實心圓）與波形凹入點（Toe：局部最大正曲率處，標示為三角形）。初始

波形（ 00.0 Tt = ）其於波峯位置為左右對稱；相對於波谷亦同，而在接近波峯處

較陡；波谷處較平緩為典型的非線性波之波形特性。在演化之初期

（ 04/1 Tt = ），其局部最大負曲率點逐漸脫離最高波峯點，此時波形已形成

不對稱，並在波峯下游處產生波形之凸起。隨時間演化，波形不對稱愈來

愈明顯（ 05.0 Tt = ），而在波形之凸起點下游處產生局部最大正曲率點亦即

波形凹入點。此局部最大正曲率值持續增加，而其下游之波形曲率開始產

生微幅的振盪（ 04/3 Tt = ）。隨著曲率的振盪逐漸增強，波形上出現表面張

力短波，其始於波形凹入點，往下游波谷處逐一形成。表面張力短波之曲

率持續增加，波形亦越明顯，其數目也逐漸增加並延伸至波背。此短波波

群附著於重力波上並以相似的相速度傳播因而稱之為寄生表面張力波。 
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圖 4.1：波長 cm 5=λ ，初始波形陡度 25.0=ak 之前進波在考慮表面張力影響但不受任

何風壓之作用下，其(a)波形 ( )η 、(b)波形斜率 ( )xη 與(c)波形二次導數 ( )xxη 的演化過程。

圖中分別標示出最高波峯點（○），波形凸起點（●），波形凹入點（▽）。參考座標

隨 著 線 性 波 相 速 度 cm/s 52.29/0 =+= kkgC σ 向 右 移 動 。 線 性 週 期

s 1694.02 3
0 =+= kgkT σπ 。 

 

t = 0.0T0

t = 1/4T0

t = 0.5T0

t = 3/4T0

t = 1.0T0

t = 5/4T0

t = 1.5T0

t = 7/4T0

t = 2.0T0

t = 9/4T0

t = 2.5T0

t = 11/4T0

t = 3.0T0



 43

此波形結構在發展完成並達到一近似穩定的狀態後，開始逐漸的衰減。 

圖 4.2 為此波形結構之瞬時流場與旋度場。在模擬初期（ 04/1 Tt = ）非

線性重力波之速度場特性如下：水平速度為正/負之最大值位於波峯/波谷

處；如圖 4.2(a) 所示，垂直速度為正/負之最大值位於波前相/波背相處；如

圖 4.2(e) 所示。此流場造成一厚度相當薄的自由液面邊界層，其在位於波

谷/波峯處分別有一順/逆時針方向之弱渦旋；於圖 4.2(i)。當波形凹入點產

生時（ 05.0 Tt = ），流場在波前相開始有微小的擾動，順時針方向之弱渦旋

往上游移動至波前相處，如圖 4.2(j) 所示。當寄生表面張力波形成後

（ 00.1 Tt = ），每個表面張力短波皆於其所在位置引起一前進波形態之速度

場；如圖 4.2( c 與 g ) 所示。同時，在其各個波谷/波峯處分別產生一順/逆

時針方向之渦旋且順時針方向渦旋由波谷處產生後立即被抬升並往上游拖

曳，如圖 4.2(k) 所示，此旋度結構與 Mui & Dommermuth (1997) 之數值模

擬結果相同。隨著寄生表面張力波持續發展（ 00.2 Tt = ），成對渦旋除了數

量增加外強度亦逐漸增強並往下方流場擴張，如圖 4.2(l) 所示。其中於標

記為波形凹入處所產生之順時針方向渦旋的強度最大，其範圍擴展至重力

波波峯以及波背相。我們推測此結構即為 Okuda (1982) 於實驗中所測得之

波峯下高旋度區，也與 Ebuchi et al. (1987) 以及 Longuet-Higgins (1992) 所

推論之流場結構相符。發展完成之寄生表面張力波其順時針方向渦旋之漫

延與聯結使得自由液面下方形成一高旋度之順時針方向渦旋帶，同時流場

邊界層厚度亦明顯增加。圖 4.3 以放大重力波前波相接近自由液面區域流場

以顯示寄生表面張力波所形成之速度場與旋度分布。 
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圖 4.2：波長 cm 5=λ ，初始波形陡度 25.0=ak 之前進波在考慮表面張力影響但不受任

何風壓之作用下，於時間 0000 2  ,  ,5.0  ,25.0 TTTTt = 之瞬時速度場（水平速度：(a) ~ (d)，

垂直速度：(e) ~ (h))），與旋度場（(i) ~ (l)）。參考座標隨著線性波相速度 cm/s 52.290 =C

向右移動。線性週期 s 1694.00 =T 。圖中分別標示波形凸起點（●），波形凹入點（▽）

之位置。 
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圖 4.3：寄生表面張力波之速度場向量圖與旋度分布。圖(a)為圖 4.2(k)之重力波前波

相接近自由液面之區域流場。圖(a)為圖 4.2(l)之重力波前波相接近自由液面處之區域

流場。 

(a) 

(b) 
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4.2 生成機制之探討 

在以往相關的研究中，對於產生寄生表面張力波之主要機制有著不同

的推論，包括：Cox (1958) 表示重力波傳播時其非線性作用所產生之高頻

簡諧模組由於與主波形發生共振而被擴大，因此在主波形上出現寄生表面

張力波。其產生共振的條件為主波之波相速度與表面張力波之波速相同。

Longuet-Higgins (1963) 推論當波形即將達到最高波高時，接近波峯處之曲

率非常大因此表面張力作用使得接近波峯處之正向應力增加，此隨波形移

動之應力增量即為產生寄生表面張力波的主因。本節中，我們將針對各個

可能生成寄生表面張力波的機制進行對照模擬以了解其影響。 

4.2.1 表面張力的影響 

首先我們進行一與 4.1 節相同的模擬條件但不考慮表面張力之對照模

擬。模擬初始條件為波長 cm 5=λ ，波形陡度 25.0=ak 之三階 Stokes 前進波，

但 不 考 慮 表 面 張 力 的 作 用 ， 此 重 力 波 之 週 期 根 據 線 性 理 論 為

s 18.0)(2 2/1
0 ≈= gkT π ，其波速比 4.1 節所模擬之重力波稍慢。圖 4.4 為其波

形 ( )η 、波形斜率 ( )xη 與波形在前進方向之二次導數 ( )xxη 的演化過程，而圖

4.5 為其波形結構之瞬時流場與旋度場。圖 4.4 顯示在演化過程中，其局部

最大負曲率點與最高波峯點幾乎是重疊在一起，而局部最大正曲率點皆不

存在。前進波波形於隨時間演化過程中皆無生成任何表面張力短波。圖 4.5

顯示其流場結構在傳遞過程裡並無太大的改變，也沒有任何流場擾動。由

圖 4.4 與圖 4.5 所示之模擬結果，我們可確認表面張力的影響是產生寄生表

面張力波之主要機制之一。 

根據表面張力之物理特性，當自由液面產生曲度時，表面張力會在交

界面的兩端造成一壓力梯度。流場之總壓力（Total pressure 或 Hydrodynamic 

pressure ）為流體運動過程中所受到之正向應力；亦即熱動壓力

（Thermodynamic pressure）與流體質量承受重力的靜水壓（Hydrostatic 

pressure）之合，而表面張力所引起之壓力梯度即反應在水動壓力的部份。 
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圖 4.4：波長 cm 5=λ ，初始波形陡度 25.0=ak 之前進波在不考慮表面張力影響且不受

任何風壓之作用下，其(a)波形 ( )η 、(b)波形斜率 ( )xη 與(c)波形二次導數 ( )xxη 的演化過

程。圖中分別標示出最高波峯點（○），波形凸起點（●），而波形凹入點不存在。參

考 座 標 隨 著 線 性 波 相 速 度 cm/s 93.27/0 == kgC 向 右 移 動 。 線 性 週 期

s 1790.020 == gkT π 。 
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圖 4.5：波長 cm 5=λ ，初始波形陡度 25.0=ak 之前進波在不考慮表面張力影響且不受

任何風壓之作用下，於時間 0000 2  ,  ,5.0  ,25.0 TTTTt = 之瞬時速度場（水平速度：(a) ~ (d)，

垂直速度：(e) ~ (h)）與旋度場（(i) ~ (l)）。參考座標隨著線性波相速度 cm/s 93.270 =C

向右移動。線性週期 s 1790.00 =T 。 
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圖 4.6 分別表示考慮表面張力作用（實線）與忽略表面張力作用（虛線）

的模擬中，液面高度、液面上總壓力與液面上熱動壓力之分布。圖 4.6(a) 顯

示兩模擬過程之波形的不同。圖 4.6(b) 顯示其液面上之總壓力分布情形是

完全不同，其考慮表面張力作用的總壓力分布隨寄生表面張力波形成而有

相當大的起伏（約為 2sg/cm 700 ⋅ ）。將分布於液面上之總壓力去除重力靜壓

部份後，其熱動壓力分布如圖 4.6(c) 所示。圖中顯示表面張力效應不止改

變水面上水動壓力之分布形態，其考慮表面張力作用與忽略表面張力作用

下之熱動壓力之值相差 )10( 3O 。因此可知表面張力作用主控了液面上總壓力

之分布，而液面總壓力值亦反應於液面高度變化。 
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圖 4.6：波長 cm 5=λ ，初始波形陡度 25.0=ak 之前進波，於時間 02 Tt = 時之(a)液面高

度、(b)液面上之總壓力與(c)液面上熱動壓力之分布，其中 0T 為前進波之線性週期。實

線與折線分別表示於考慮表面張力作用與忽略表面張力作用之模擬結果。圖(c)中考慮表

面張力作用之熱動壓力量值表示於圖左邊界，忽略表面張力作用之熱動壓力量值表示於

圖右邊界。 
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4.2.2 風壓的作用 

舉凡早期對於寄生表面張力波的觀測皆是於吹風之實驗水槽，其風波

傳遞過程中之液面演化，如 Cox (1958)、Okuda (1982) 以及 Ebuchi et al. 

(1987) 等。即使由 4.1 節之模擬結果已證實：在無風應力作用下，寄生表

面張力波依然產生，我們仍想了解在寄生表面張力波生成過程中，風應力

所造成的影響。因此，我們進行一與 4.1 節相同的模擬條件但流場液面邊界

受到一正向風壓作用之對照模擬。相同地，模擬初始條件為波長 cm 5=λ ，

波形陡度 25.0=ak 之三階 Stokes 前進波，其週期根據線性理論為

s 17.0)(2 2/13
0 ≈+= kgkT σπ 。而有關於風應力的分布形態，我們將應用 Fedorov 

& Melville (1998) 以邊界層近似理論推導弱非線性自由液面穩態解之解析

過程中，根據風所引起之正向壓力平衡其黏滯消散，可得一正向風壓分布

之解析解；其形式如下： 

)cos(),( 2
00 ctkxcptxs

n −Θ−= ρτ 。 (4.1) 

其中 2/1
0 )/( kkgc σ+= 為線性理論之波形相速度，而 2/1

00 ]cos)(1[ Θ+= akpcc ， 0p  

為決定風壓大小之參數，而Θ為風壓分布與液面波形之相位差。在 Fedorov 

& Melville (1998) 的理論中，Θ有兩種型式，本模擬以其型式一為算例，其

形式如下： 

ρ
νπ ak
c

k

0

4
+−≈Θ 。 (4.2) 

此形式之最大正向風應力位於接近液面波谷之位置，此分布型態也與

Banner and Peirson (1998) 於實驗中所量測得之海-氣交界面的正向風壓分

布型態相符。圖 4.7 為模擬結果之波形 ( )η 、波形斜率 ( )xη 與波形在前進方

向之二次導數 ( )xxη 的演化過程。圖 4.8 為其波形結構之瞬時流場與旋度場。

比較圖 4.1 與圖 4.7 之波形演化，於表面張力波發展完成時（ 00.2 Tt > ），

風壓作用下之液面曲率較小，亦即寄生波波形較不明顯。而由旋度場結構

圖 4.2(l) 與圖 4.8(l) 之比較也可發現：於風壓作用下，寄生表面張力波引起
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之旋度結構比於無風壓作用下較弱些，表示風壓的確有延遲其演化至衰弱

的過程。因此本節之模擬結果顯示風的作用並不是產生寄生表面張力波的

主要機制之一，其主要作用為能量的輸入以延遲寄生表面張力波衰減之演

化過程。 
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圖 4.7：波長 cm 5=λ ，初始波形陡度 25.0=ak 之前進波在考慮表面張力影響並受正向

風壓之作用下，其(a)波形 ( )η 、(b)波形斜率 ( )xη 與(c)波形二次導數 ( )xxη 的演化過程。圖

中分別標示出最高波峯點（○），波形凸起點（●），波形凹入點（▽）。參考座標隨

著 線 性 波 相 速 度 cm/s 52.29/0 =+= kkgC σ 向 右 移 動 。 線 性 週 期

s 1694.02 3
0 =+= kgkT σπ 。 
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圖 4.8：波長 cm 5=λ ，初始波形陡度 25.0=ak 之前進波在考慮表面張力影響且受正向

風壓之作用下，於時間 0000 2  ,  ,5.0  ,25.0 TTTTt = 之瞬時速度場（水平速度：(a) ~ (d)，垂

直速度：(e) ~ (h)）與旋度場（(i) ~ (l)）。參考座標隨著線性波相速度 cm/s 52.290 =C 向

右移動。線性週期 s 1694.00 =T 。圖中分別標示波形凸起點（●），波形凹入點（▽）。 
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4.2.3 初始波形斜率的影響 

本節中我們將進行一系列不同波高之對照模擬以了解重力波初始波形

斜率對於寄生表面張力波生成的影響。除了分析初始波形斜率對波形演化

的影響，對於不同波長之重力短波： cm 0.5=λ 、 cm 5.7 與 cm 10 ，也將對其進

行對照模擬並探討各個波形之特性。 

延續 4.1 節之模擬條件，初始條件為波長 cm 5=λ 之三階 Stokes 前進波，

對於各不同波形陡度：分別為 12 .0=ak 、 16.0 、 20.0 、 25.0 與 28.0 ，其波形與

波形斜率演化過程顯示於圖 4.9 至圖 4.13。由圖 4.9 與圖 4.10 可得知：初

始波形陡度 12 .0=ak 與 16.0 的演化過程中，其波形斜率有微幅的擾動，但並

無明顯之表面張力波產生於重力波波形上。當波形初始陡度高於 20.0 時，如

圖 4.11 至圖 4.13 所示，即可在重力波上觀察到明顯的表面張力波。因此可

知對於波長 cm 5=λ 之重力波， 20 .0=ak 為一產生寄生表面張力波之特徵波

形陡度。由圖 4.11 至圖 4.13 所顯示之波形演化過程可得知：其表面張力波

斜率與重力波之初始陡度有關，初始陡度越大引起之表面張力波斜率越大。 

在波長 cm 5.7=λ 之對照模擬中，三階 Stokes 前進波之初始波形陡度分

別為 20 .0=ak 、 23.0 、 25.0 、 28.0 與 30.0 ，其波形與波形斜率演化過程顯示於

圖 4.14 至圖 4.18。不同於波長 cm 5=λ 的算例，在波形初始陡度 20 .0=ak 與

23.0 之演化過程中，其波形斜率雖有擾動，但重力波波形上並無明顯之表

面張力波。在波形初始陡度達到 25.0 ；如圖 4.16 所示，於波形演化至時間

05.1 Tt = 時，可觀察到位於波前相之表面張力波逐漸形成，而由其波形斜率

可看出：其波形擾動的頻率較波長 cm 5=λ 者高，亦即所形成之寄生表面張

力波數目較多。而當時間達到 00.3 Tt = 時，波形上之表面張力波結構幾乎已

衰竭。由初始陡度 28 .0=ak 與 30.0 之波形演化中可得知；如圖 4.17 與圖 4.18

所示，不同於波長 cm 5=λ 之寄生表面張力波分布於整個重力波波形上，在

重力波 cm 5.7=λ 的演化過程中，當表面張力波傳遞至波背處時，由於其波

長短且振幅小，因此在波背處之表面張力波結構非常不明顯，此特性亦可 
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由 Jiang et al. (1999) 之造波實驗結果應證。此外，其他於不同波長與初始

波形斜率之重力波所生成之寄生表面張力波的特性與相異處將詳列於表

4.1。 

在波長 cm 10=λ 之對照模擬中，三階 Stokes 前進波之初始波形陡度分別

為 25 .0=ak 、 28.0 、 30.0 與 31.0 ，其波形與波形斜率演化過程顯示於圖 4.19

重力波之波形參數 寄生表面張力波之波形特徵 

波長

λ (cm) 

初始波形

陡度ak  

形成起始

位置(°) 

最大波形

斜率 

最大/小波長

(cm) 

完成發

展總數 
5.0 0.12 × 0.132 ×  × 
5.0 0.16 38.7 0.235 ~ ~ 
5.0 0.20 37.2  0.441 0.64/0.46  8 
5.0 0.25 35.7  0.728 0.57/0.38 8 
5.0 0.28 37.2  0.906 0.64/0.40 8 

7.5 0.20 × 0.224 × × 
7.5 0.23 23.6  0.318 ~ ~ 
7.5 0.25 22.1  0.477 ~ ~ 
7.5 0.28 23.6 0.802 0.57/0.28 17 
7.5 0.30 22.1  1.044 0.54/0.25 18 

10.0 0.25 × 0.293 × × 
10.0 0.28 16.0 0.474 ~ ~ 
10.0 0.30 19.1 0.746 0.5/~ ~ 
10.0 0.31 19.1 1.024 ~ ~ 

表 4.1：不同波長與初始波形斜率之重力波，其所產生之寄生表面張力波波形特性。

× 表示寄生表面張力波並無出現於重力波之波形上，~ 表示寄生表面張力波波形不

明顯。形成起始位置為與最大波高(位於 0°)之相位差，其誤差約為± 2°。寄生表面

張力波之波長誤差約為± 0.05cm。 



 57

至圖 4.22。在波形初始陡度 25 .0=ak 的演化過程中，重力波波形上並無明顯

之表面張力波，如圖 4.19 所示。而在 28 .0=ak 、 30.0 與 31.0 演化過程中顯示：

cm 10=λ 重力波所生成之表面張力波結構並無規則性。由於其波形陡度已相

當大，傳輸過程之非線性效應也相當強，我們推測此時重力波的非線性效

應已與表面張力作用互相制衡，因而使得在 cm 5=λ 與 cm 5.7 前進波其由表面

張力效應主導之波形特性於波長增加為 cm 10=λ 且波形較陡的重力波上已

不明顯。此重力波 cm 10=λ 之波形不規則特性與 Fedorov et al. (1998) 之實

驗結果相符。 

重力波之初始波形斜率與其運動慣性內能相關，而短重力波必須達到

其特徵波形陡度才會形成寄生表面張力波。而於本節之各組對照實驗中發

現，不同波長之重力波其特徵波形陡度並不相同且其生成之寄生表面張力

波亦有不同的波形特性，其歸納如下： 

(1) 初始波形斜率為生成寄生表面張力波之重要機制，而重力波波長越長，

其生成表面張力波所需之初始波形斜率也越高。 

(2) 重力波波長越長，其表面張力波之形成位置越接近最大波高位置，且所

形成之表面張力波數目較多，其波長也較短。 

(3) 對於各波長之重力波，其最陡之寄生表面張力波皆生成於最接近波高

處，而各個寄生表面張力波之波形斜率往下游逐漸遞減，其波長與位置

有關，位於重力波波峯處（ 0>η ）之波長較大於位於波谷處（ 0<η ）。 

(4) 寄生表面張力波之數目只與重力波波長有關，與波形初始陡度無關。根

據 Cox (1958)、Fedorov and Melville (1998) 與 Fedorov et al. (1998) 之推

論，假設表面張力波的生成原因是因為其與重力波之高頻簡諧模組發生

共振，我們以其波相速度近似相同來估算表面張力波之數目 pN 。 

 22
pcc ≈   
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pk
k
g σ≈    

p

g
λ
πσ

π
λ 2

2
  ≈  

σπ
λ

λ
λ

2

2

4
gN

p
p ≅=  

 

 

(4.3) 

其中 c與 pc 分別為重力波與表面張力波之相速度，k 與 pk 分別為重力波與表

面張力波之波數，λ與 pλ 分別為重力波與表面張力波之波長。依(4.3)式可

得：波長 cm 5=λ 之重力波其表面張力波數目約為8，而 cm 5.7=λ 之重力波其

表面張力波數目約為18個，此近似值皆與模擬結果相符。 
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圖 4.9：波長 cm 5=λ ，初始波形陡度 12.0=ak 之前進波在考慮表面張力影響但不受任

何風壓之作用下，其(a)波形 ( )η 與(b)波形斜率 ( )xη 的演化過程，圖由上至下為於時間

02
1 nTt = ， 6~0=n ， 0T 為線性週期。 

(a)  (b) 
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圖 4.10：波長 cm 5=λ ，初始波形陡度 16.0=ak 之前進波在考慮表面張力影響但不受任

何風壓之作用下，其(a)波形 ( )η 與(b)波形斜率 ( )xη 的演化過程，圖由上至下為於時間

02
1 nTt = ， 6~0=n ， 0T 為線性週期。 

(a)  (b) 
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圖 4.11：波長 cm 5=λ ，初始波形陡度 20.0=ak 之前進波在考慮表面張力影響但不受任

何風壓之作用下，其(a)波形 ( )η 與(b)波形斜率 ( )xη 的演化過程，圖由上至下為於時間

02
1 nTt = ， 6~0=n ， 0T 為線性週期。 

 

(a)  (b) 
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圖 4.12：波長 cm 5=λ ，初始波形陡度 25.0=ak 之前進波在考慮表面張力影響但不受任

何風壓之作用下，其(a)波形 ( )η 與(b)波形斜率 ( )xη 的演化過程，圖由上至下為於時間

02
1 nTt = ， 6~0=n ， 0T 為線性週期。 

 

(a)  (b) 
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圖 4.13：波長 cm 5=λ ，初始波形陡度 28.0=ak 之前進波在考慮表面張力影響但不受任

何風壓之作用下，其(a)波形 ( )η 與(b)波形斜率 ( )xη 的演化過程，圖由上至下為於時間

02
1 nTt = ， 6~0=n ， 0T 為線性週期。 

(a)  (b) 
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圖 4.14：波長 cm 5.7=λ ，初始波形陡度 20.0=ak 之前進波在考慮表面張力影響但不受

任何風壓之作用下，其(a)波形 ( )η 與(b)波形斜率 ( )xη 的演化過程，圖由上至下為於時間

02
1 nTt = ， 6~0=n ， 0T 為線性週期。 

(a)  (b) 
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圖 4.15：波長 cm 5.7=λ ，初始波形陡度 23.0=ak 之前進波在考慮表面張力影響但不受

任何風壓之作用下，其(a)波形 ( )η 與(b)波形斜率 ( )xη 的演化過程，圖由上至下為於時間

02
1 nTt = ， 6~0=n ， 0T 為線性週期。 

 

(a)  (b) 
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圖 4.16：波長 cm 5.7=λ ，初始波形陡度 25.0=ak 之前進波在考慮表面張力影響但不受

任何風壓之作用下，其(a)波形 ( )η 與(b)波形斜率 ( )xη 的演化過程，圖由上至下為於時間

02
1 nTt = ， 6~0=n ， 0T 為線性週期。 

(a)  (b) 
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圖 4.17：波長 cm 5.7=λ ，初始波形陡度 28.0=ak 之前進波在考慮表面張力影響但不受

任何風壓之作用下，其(a)波形 ( )η 與(b)波形斜率 ( )xη 的演化過程，圖由上至下為於時間

02
1 nTt = ， 6~0=n ， 0T 為線性週期。 

 

(a)  (b) 
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圖 4.18：波長 cm 5.7=λ ，初始波形陡度 30.0=ak 之前進波在考慮表面張力影響但不受

任何風壓之作用下，其(a)波形 ( )η 與(b)波形斜率 ( )xη 的演化過程，圖由上至下為於時間

02
1 nTt = ， 6~0=n ， 0T 為線性週期。 

 

(a)  (b) 
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圖 4.19：波長 cm 10=λ ，初始波形陡度 25.0=ak 之前進波在考慮表面張力影響但不受任

何風壓之作用下，其(a)波形 ( )η 與(b)波形斜率 ( )xη 的演化過程，圖由上至下為於時間

02
1 nTt = ， 6~0=n ， 0T 為線性週期。 

(a)  (b) 
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圖 4.20：波長 cm 10=λ ，初始波形陡度 28.0=ak 之前進波在考慮表面張力影響但不受

任何風壓之作用下，其(a)波形 ( )η 與(b)波形斜率 ( )xη 的演化過程，圖由上至下為於時間

02
1 nTt = ， 6~0=n ， 0T 為線性週期。 

(a)  (b) 
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圖 4.21：波長 cm 10=λ ，初始波形陡度 30.0=ak 之前進波在考慮表面張力影響但不受

任何風壓之作用下，其(a)波形 ( )η 與(b)波形斜率 ( )xη 的演化過程，圖由上至下為於時間

02
1 nTt = ， 6~0=n ， 0T 為線性週期。 

(a)  (b) 
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圖 4.22：波長 cm 10=λ ，初始波形陡度 31.0=ak 之前進波在考慮表面張力影響但不受任

何風壓之作用下，其(a)波形 ( )η 與(b)波形斜率 ( )xη 的演化過程，圖由上至下為於時間

02
1 nTt = ， 6~0=n ， 0T 為線性週期。 

 

(a)  (b) 
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4.3 旋度場之生成機制 

於 4.1 節中顯示初始重力波流場中只存在一相當薄的自由液面邊界層

如圖 4.2(i) 所示，然而當寄生表面張力波形成時，在接近液面之流場內於

每個表面張力波之波谷/波峯處分別產生一順/逆時針方向之強烈的旋度結

構。其中，順時針方向渦旋由波谷處產生後立即被抬升並往上游拖曳，而

發展完成之寄生表面張力波之各個順時針方向渦旋之漫延與聯結，最終累

積於重力波之波峯下高旋度區，並使得自由液面下方形成一高旋度之順時

針方向渦旋帶。而逆時針方向渦旋在形成後即被局限在波峯處。有關波形

演化過程中流場旋度的來源以及形成渦旋結構的機制將於本節中探討。 

4.3.1 自由液面旋度場 

Lugt (1987) 與 Longuet-Higgins (1992) 應用線性自由液面剪應力平衡

條件於旋度定義中得到一自由液面旋度概念：當自由液面呈曲面狀態時，

即伴隨著旋度場之生成。Wu (1995) 延續此概念推導出二維非穩態自由液面

旋度之解析解如下： 







 +
∂
∂

−= s
r u

s
u κω 20 。 (4.4) 

其中 0ω 為自由液面上旋度值，並定義其順時針方向為正。ŝ為與邊界相切之

切線方向， su 為自由液面切線方向速度分量， ru 為法線方向速度分量，κ為

自由液面曲率。圖 4.23 表示在 4.1 節之模擬過程中波形變化、自由液面曲

率變化以及自由液面旋度的演化關係。圖 4.23 中顯示自由液面旋度隨著寄

生表面張力波的形成而迅速增加，其於各個寄生表面張力波波谷/波峯處產

生正/負旋度值。而其分布型態與自由液面曲率的變化相似，此應證了 Lugt 

(1987)與 Longuet-Higgins (1992) 之自由液面旋度概念。圖 4.23 中亦顯示模

擬結果與 Wu(1995) 理論值之比較，其自由液面旋度的分布與量值皆與解析

解相當穩合。 
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圖 4.23：圖示見下頁。 

 

(a) 

(b) 
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圖 4.23：自由液面旋度分布圖。波長 cm 5=λ ，初始波形陡度 25.0=ak 之前進波，其瞬

時之波形、波形曲率與自由液面旋度分布，分別於時間(a) 025.0 Tt = ，(b) 00.1 Tt = ， 

(c) 05.1 Tt = ，(d) 00.2 Tt = ， 0T 為線性理論之週期。其中自由液面旋度分布圖中之實線為

模擬結果，虛線為 Wu (1995)預測值。 
 

(c) 

(d) 
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4.3.2 通過自由液面之旋度通量 

二維流場之旋度傳輸方程式說明流場中旋度變化率等於旋度黏滯消

散，如下所示： 

ωνω 2∇=
Dt
D

。 (4.5) 

若將上式對於整個流場進行體積分，並運用高斯定理將其轉換為邊界面積

分，再應用流場底部之自由滑移條件，可將流場總旋度變化率表示如下： 

∫∫∫∫∫∫∫∫ ∂
∂

=∇=
fS

f
VV

dS
r

dVdV
Dt
D ωνωνω  2 。 (4.6) 

其中 r̂為正向於與自由液面之法線方向，其指向流場外為正。式(4.6)表示流

場之總旋度變化率來自於自由液面上之黏滯旋度通量。在上節中，我們已

知自由液面旋度隨著寄生表面張力波的形成而迅速增加，然而欲了解自由

液面旋度傳送入流場內之機制則必須解析其黏滯旋度通量。以下我們將運

用流場切線方向動量方程式分析自由液面黏滯旋度通量之各項動力機制，

其詳細之推導過程列於附錄六。自由液面黏滯旋度通量可表示如下： 

θ
ρ

ωων cos1)()(
2
1 22

0 g
s
pu

s
u

s
u

t
u

r r
rss

r −
∂
∂

−











+








∂

∂
+

∂
∂

−
∂
∂

−=
∂
∂

− = ， (4.7) 

θ為自由液面切線方向與重力方向之夾角。式(4.7)中等號右邊之第一項為由

非穩態之加速度所引起之旋度通量，第二項為平流加速度所造成之旋度通

量，第三與四項則分別為流場之正向應力梯度以及重力加速度造成之旋度

通量。圖 4.24 為在 4.1 節之模擬過程中，分別於時間 025.0 Tt = 與 00.1 Tt = 時，

自由液面黏滯旋度通量之各項分量沿著邊界之分布。圖 4.24(a) 中顯示，在

寄生表面張力波尚未發生時，其重力加速度項（折-點線）、平流項（折-

點-點線）以及正向應力梯度（實線）皆為造成之自由液面旋度通量之主要

分量。但當寄生表面張力波開始發展後，如圖 4.24(b) 所示，平流項（折-

點-點線）與正向應力梯度（實線）為其主要分量。而在形成表面張力波之
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處，其自由液面旋度通量值由 )10( 2O 增加為 )10( 3O ，表示此時正有大量的旋

度由自由液面進入流場中，亦即為提供渦旋結構發展之旋度來源。 
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圖 4.24：波長 cm 5=λ ，初始波形陡度 25.0=ak 之前進波，其自由液面旋度通量之

各項分量延著邊界之分布圖。上圖為波形 ( )η (折線)與自由液面旋度 ( )0ω (點線)。下

圖分別表示由非穩態之加速度（折線）、平流加速度（折-點-點線）、流場正向應

力沿著曲面之梯度（實線）以及重力加速度（折-點線）造成之旋度通量。其中

(a) 025.0 Tt = ，(b) 00.1 Tt = ， 0T 為線性理論之週期。 
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4.3.3 渦旋之傳輸 

由以上兩節的結論，我們了解當寄生表面張力波產生時，呈現曲面之

自由液面形成高旋度值，而自由液面上之平流項與正向應力梯度驅動了黏

滯旋度通量，將旋度分布由液面傳送至流場內。在本節中，我們將利用旋

度傳輸方程式探討當旋度進入流場內部其分布與運動情形。根據旋度傳輸

方程式(4.5)式，旋度場之瞬時變化率為流場平流項與黏滯消散，如下所式： 

ωυωω 2)( ∇+∇⋅−=
∂
∂ u

t
。 (4.8) 

圖 4.25 顯示在 4.1 節之模擬過程中，流場平流項引起之旋度場瞬時變化率

以及旋度場之黏滯消散。於圖 4.25(a) 發現位於緊鄰自由液面邊界處之流

場，其旋度平流項分布形態為波前/背項為正/負。此可說明當自由液面旋度

傳送入流場內部時，位於波峯/谷之逆/順時針渦旋皆受到平流作用而往上

游延伸。而於圖 4.25(b) 顯示於相同流場位置之波峯/谷處，旋度黏滯消散

為負/正，此說明受旋度黏滯消散作用，位於波峯/谷之逆/順時針渦旋分別

被局限於波峯處/向外擴散至下方流場。而圖 4.25(a) 中位於緊鄰自由液面

邊界流場之下方，其旋度平流項分布形態不同於其上方之流場，於重力波

之波前/背項為負/正。此說明受旋度黏滯消散作用而擴散至流場內部之順時

針渦旋，在受緊鄰邊界流場之平流傳輸將其向後拖曳後，最終累積於重力

波之接近波峯之波背處，如圖 4.2(l)所示。 
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圖 4.25：自由液面之瞬時旋度變化率。(a)旋度受到流場之平流作用而產生之瞬時變化

率，(b) 旋度受到黏滯消散作用而產生之瞬時變化率。此為波長 cm 5=λ ，初始波形陡

度 25.0=ak 之前進波於時間 00.2 Tt = 時之分布狀態， 0T 為線性理論之週期。 
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4.4 能量消散 

4.4.1 寄生表面張力波引起之能量變化 

由上節的討論中，我們已了解在寄生表面張力波形成同時，自由液面

旋度受到流場平流項以及正向壓力梯度作用大量傳送進入流場內，並形成

強烈的渦旋結構。而本節中將持續地探討此旋度結構於大幅增加自由液面

邊界層厚度時，其對於流場能量造成的影響。圖 4.26 顯示於 4.1 節之模擬

過程中，重力波總能量 wE 隨時間的演化（實線）。其重力波總能量包括動

能、勢能與表面張力所作的功。另外，於 4.2 節忽略表面張力作用的對照模

擬，其重力波總能量演化亦表示於圖 4.26（虛線）。圖中顯示考慮表面張

力並產生寄生表面張力波流場之能量消散遠大於忽略表面張力之流場。根

據能量消散式： 
t

ww eEtE β−= )0()( ， (4.9) 

其能量消散率β在寄生表面張力波發展完成時（ 00 0.2~5.1 TTt = ）達到最大值

為 -1s 02.1≈β 。而於忽略表面張力之對照模擬，其 -1s 063.0≈β 與線性理論近似

值 24 kνβ = 相近。此結果顯示寄生表面張力波的形成將大幅提升流場之能量

黏滯消散，其能量消散率約增加為理論值的 16 倍。此能量消散率 -1s 02.1≈β

表示在物理上波浪之總能量將在0.98秒後完全被消散殆盡，其能量消散速度

非常迅速。此結果證實伴隨寄生表面張力波生成所形成之強烈渦旋結構將

大量耗損流場能量。 

4.4.2 平均液面斜率與能量消散的關係 

隨著寄生表面張力波生成而引起之能量黏滯消散於 Zhang(2002) 之實

驗量測結果亦得到證實。Zhang(2002) 推論當表面張力波形成時，流場能量

為液面波形斜率的函數，但也提及因於實際流場中量測液面波形斜率之困

難度，所以無法得到有效的波形數據以將表面張力波引起之能量損失參數

化。然而對於數值模擬而言，我們可以得到隨時間與空間變動之液面波形
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斜率的完整資料。因此，我們建立平均液面斜率與能量消散的瞬時關係。

圖 4.27 顯示兩組模擬數據，包括波長 cm 5=λ ，初始波形陡度 25.0=ak （標

示為方形點），以及波長 cm 5=λ ，初始波形陡度 28.0=ak （標示為圓形點）

之模擬結果。由圖中顯示模擬過程中，瞬時平均液面斜率與能量消散率顯

示其兩者間成比值約為 0.14 之線性關係。 
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圖 4.26：波長 cm 5=λ ，初始波形陡度 25.0=ak 之重力波總能量( wE )隨時間之演

化，其T 為線性理論週期。圖中實線為考慮表面張力作用並在液面生成寄生表面張

力波之流場能量變化，虛線為忽略表面張力作用而液面上無生成寄生波之流場能

量變化。圖中實線之能量消散率最大值 -1s 02.1≈β ，而虛線之能量消散率

-1s 0642.0≈β ，由此可知寄生表面張力波的產生將提高能量黏滯消散率約16倍。
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圖 4.27：平均液面斜率與能量消散率的瞬時關係。波長 cm 5=λ 的重力波於受表面張力

作用下之模擬過程，其瞬時之平均液面斜率與能量消散率的關係。圖中方形點與圓圈點

分別為初始波形陡度 25.0=ak  以及 28.0=ak 之兩組模擬結果。其皆顯示平均液面斜

率與能量消散率間成斜率約為14的線性關係。 
 

mean sur face s lope 
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第五章 三維非線性自由液面流場之模擬 

為了確認本文所建立之非線性自由液面紊流邊界層模式對於海洋表面

波形與流場結構的模擬能力，本章將試以此模式模擬存在於自然界中之三

維自由液面流場。首先是短峰型重力波（short-crested wave），其為不同傳

播方向之前進波間交互作用而形成的菱形結構波形。再者是新月型重力波

（crescent wave），為重力波與其不安定擾動模態間交互作用所演化生成之

馬蹄形結構波形。此兩者皆為重力波傳遞過程中產生波浪非線性交互作用

所形成的三維自由液面流場結構。最後，我們將模擬一風吹拂下之三維剪

紊流流場。此流場中包括非線性液面運動以及自由液面與紊流場間的交互

作用，而模擬結果中將呈現重力波、表面張力波以及沿流方向紊流條痕三

種不同尺度的流場表面結構。 

5. 1 短峰型重力波 

在風產生波浪的實驗觀察中，如 Ebuchi et al. (1987)、Caulliez and 

Collard (1999) 與 Veron and Melville (2001) 等皆發現在生成三維風波的演

化初期，自由液面上存在著一二維波形結構。此液面二維波形結構為呈菱

形之重力波並伴隨著寄生表面張力波於其前波相。此菱形波形結構為兩個

對稱斜向前進波之疊合，其波長約為 cm 0.10~0.4 ，而波前進方向與風吹拂

方向之夾角各為 o30± 。 

5.1.1 模擬之初始條件 

我們以一弱非線性短峰型重力波流場為模擬此菱形波形結構與其寄生

表面張力波流場之初始條件。根據 Hsu et al. (1979) 的理論解析，弱非線性

之短峰型重力波為兩個斜向入射前進波的疊合，此兩入射波之波長λ與波形

陡度ak 皆相同，而其入射方向與風吹拂方向間的夾角分別為 ϕ± 。模擬流場

之計算區間在 x與 y 方向分別為 ϕλ sin 與 ϕλ cos ，而初始流場在 x與 y 方向皆

為對稱波形且其流場邊界皆為週期條件。參考 Caulliez and Collard (1999) 之
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實驗結果，我們將模擬參數設定為入射波波長 cm 5.7=λ ，風吹拂方向為 

x+ ，波前進方向與風向的夾角 o30=ϕ ，初始速度場為 Hsu et al. (1979) 所推

導之理論近似解，其型式詳見於附錄七。根據入射波波長與入射角，模擬

計算區間為一長 cm 66.8 ，寬 cm 0.15 ，而水深設定為 cm 0.8 之流場，模擬所使

用的網格數目為 3128 。 

5.1.2 模擬結果 

兩初始入射波之波長為 cm 5.7=λ ，波形陡度 30.0=ak 所形成之三維短峰

型重力波波形表示於圖 5.1。其所顯示之液面為計算區間於水平方向擴張一

倍之流場範圍。圖中分別表示於時間 025.0 Tt = （圖 5.1(a, b)）與 00.2 Tt = （圖

5.1 (c, d)）之菱形結構波形模擬結果，其中 0T 為前進波線性週期。風吹拂之

方向為 x+ ，圖 5.1 (a, c) 為瞬時液面沿流向導數（ xη ），圖 5.1 (b, d) 為瞬

時液面橫向導數（ yη ）。圖 5.1 中表面菱形結構延著風吹方向前進，而波形

於傳遞過程中呈現近似穩定的狀態。但當我們將初始入射波之波形陡度提

高為 35.0=ak 時，如圖 5.2 所示，由於其非線性效應增強，發展初期之對稱

波形在 00.2 Tt = 時，其菱形結構在沿流向逐漸變化為非對稱波形，且於波前

相產生寄生表面張力波列。圖 5.2(c, d) 所顯示之表面波形結構與 Caulliez 

and Collard (1999) 以及 Veron and Melville (2001) 在實驗中所觀察之風波

結構一致，而形成此短峰型重力波與寄生表面張力波之自由液面波形結構

的動力機制包含了兩入射重力波間、重力波與表面張力波間以及兩組表面

張力波列間之非線性交互作用。 
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圖 5.1 :短峰型重力波之三維菱形結構波形於時間 025.0 Tt = (a, b) 與 00.2 Tt = (c, d)， 0T 為

線性週期。圖中風吹拂方向為 x+ ，(a, c)為瞬時液面沿流向導數( xη )，(b, d)為瞬時液面

橫向導數( yη )。此算例之兩初始入射波波長為 cm 5.7=λ ，波形陡度 30.0=ak 。 
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圖 5.2 : 在考慮表面張力作用下，短峰型重力波之三維菱形結構波形於時間 025.0 Tt = (a, 

b)與 00.2 Tt = (c, d)， 0T 為線性週期。圖中風吹拂方向為 x+ ，(a, c)為瞬時液面沿流向導

數( xη )，(b, d)為瞬時液面橫向導數( yη )。此算例之兩初始入射波波長為 cm 5.7=λ ，波

形陡度 35.0=ak 。 
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5. 2 新月型重力波 

新月型重力波是一在液面呈現新月型或馬蹄型波形結構之三維重力

波，於 Su (1982) 、Su et al. (1982)、Caulliez & Collard (1999) 與 Collard & 

Caulliez (1999) 等水波實驗中皆觀察到此型態的液面結構。McLean (1982) 

根據安定性分析結果指出此新月型重力波是由前進波列與其二維不安定模

態發生交互作用而形成之三維流場。而近期的數值研究如 Fructus et al. 

(2005a, b) 與 Xue et al. (2001) 也確認此不安定機制會使前進波列引發三

維波形擾動進而演化成如實驗所見之新月型液面波形結構。 

5.2.1 模擬之初始條件 

參照 Fructus et al. (2005a) 與 Xue et al. (2001) 的數值計算，我們考慮

自由液面的運動為三維擾動波與二維前進波列之疊合，而模擬之初始流場

詳列於附錄八。其擾動波形振幅為前進波波幅之 %20 ，沿流向與橫向擾動波

數為： qkkkpk yx =+=    , )1( ，其中 k 為前進波波數。根據 McLean (1982) 之

安定性分析，其次簡諧第二型態中最不安定模態的 p 與 q 值分別為 5.0 與

23.1 。本模擬之前進波列波長 cm 5.7=λ ，波形陡度 25.0=ak ，計算區間之沿

流向與橫向長度分別為 cm 0.15=pλ 與 cm 1.6=qλ ，水深設定為 cm 0.6 ，而

於沿流向、橫向以及垂直方向所使用的網格數目為 12864128 ×× 。 

5.2.2 模擬結果 

三維新月型重力波於時間 5~0 , == nnTt 之演化過程顯示於圖 5.3。圖中

所顯示之液面為計算區間於水平方向擴張一倍之流場範圍。由圖 5.3 (b) 可

看出，在模擬之初期，擾動波形即明顯的增強。在圖 5.3(c) 中，二維前進

波在 x與 y 方向之波形位移逐漸生成，圖 5.3(d)中顯示 y 方向出現交錯的波

形。而在圖 5.3(e)與(f)中，新月型波形結構已發展完成。此位於波峯之波前

列呈尖銳形之三維新月型波形結構與 Fructus et al. (2005a) 與 Xue et al. 

(2001) 以邊界積分數值方法計算之結果相當符合。 

由於此新月型重力波亦為波長較短之重力波，因此表面張力可能對於



 88

其傳遞過程產生影響。而本數值模式具有解析小於重力波尺度之流場結構

的能力，因此，相對於圖 5.3，圖 5.4 為相同模擬條件但加入表面張力作用

的模擬結果。相似於圖 5.3 ，在模擬初期擾動波形即明顯的增強，如圖 5.4(b) 

所示，而同時二維前進波波形前相產生寄生表面張力波波列。隨著時間演

化，二維前進波在 x與 y 方向之波形位移逐漸生成，而其所伴隨之寄生表面

張力波也產生相同的波形位移，如圖 5.4(c, d)所示。在圖 5.4(c, d, e)中顯示，

當新月型重力波生成的同時，產生位移之各個寄生表面張力波列間亦發生

相互影響而生成交錯的表面張力波波列。由於表面張力波的產生，使得新

月型重力波的能量受到大量的黏滯消散，因此，在圖 5.4(e, f) 中尖銳之三

維新月型結構亦相較於圖 5.3(e, f) 為不明顯。 
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圖 5.3：二維前進波列受三維不安定擾動而形成三維新月型波之演化過程。(a)~(f) 分別

為時間 5~0 ,0 == nnTt ， 0T 為前進波之線性週期。初始前進波波長為 cm 5.7=λ ，波形

陡度 25.0=ak ，波形前進方向為 x+ ，而擾動波幅參數 2.0=ε 。 
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圖 5.4 : 在考慮表面張力作用下，二維前進波列受三維不安定擾動而形成三維新月型波

之演化過程。(a)~(f) 分別為時間 5~0 ,0 == nnTt ， 0T 為前進波之線性週期。初始前進

波波長為 cm 5.7=λ ，波形陡度 25.0=ak ，波形前進方向為 x+ ，而擾動波幅參數 2.0=ε 。 

 



 91

5.3 風波下之剪紊流場 

由風所趨動之海面運動為一結構複雜的流場，其動力過程包括：風將

能量經由海-氣交界面之應力傳輸進入流場內、風應力引起之剪力流與重力

波交互作用，以及紊流邊界層流場運動等。而在這些過程中，海面上衍生

出之流場結構向來被視為研究海-氣交互作用的重要特徵（Zappa et al., 

2001）。關於風波之流場內部結構，在早期的實驗量測中得到些初步的結

論，包括：Okuda (1982) 在接近風波波峯靠近液面處之流場存在著一高旋

度區；Ebuchi et al. (1987) 風波波形前相有數個成列之寄生表面張力波；其

波長隨著與主波波峯之距離遞減，而波形後相之波背處產生與風向平行之

條痕結構。近年來海面紅外線影像（Zappa et al., 1997）與海面微波遙測資

料（Rozenberg et al., 1999）等技術也應用於量測海洋表面流場結構特徵並

進而推測其底下流場內部結構。 

本論文所建立之數值模式具有解析「非線性自由液面運動」以及其「紊

流邊界層流場」的能力，因此，我們試以數值模式對於風所趨動之流場運

動進行模擬，期望所得的數值結果可以提供於實驗量測之研究結論進行定

性與定量的驗證。 

5.3.1 模擬之初始條件 

我們假設 Ebuchi et al. (1987) 所觀察到之風波液面結構是由風剪紊流

與重力波之交互作用所形成，因此，設定模擬的流場包含二維前進波與三

維剪紊流，且其自由液面邊界上受到正向風壓應力與風剪應力的作用。模

式中有關於風應力的設定如下：Fedorov and Melville (1998) 根據風壓輸入

能量將與表面張力波所引起之黏滯能量消散相互平衡的概念推導出自由液

面正向風應力之近似解為： 

)cos(),( 2
00 ctkxcptx n

s
n −Θ−= ρτ 。 (5.1) 

其中 0p 為正向風應力參數； 2/1
0 )/( kkgc σ+= 為線性理論波速； nΘ 為最大正向
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應力與波峯間之相位差。而參照 Banner and Peirson (1998) 的量測結果，自

由液面上沿流方向之切線風剪應力可近似為： 

)]cos(1[),( 01
ctkxtx t

s
t −Θ−+= ττ 。 (5.2) 

其中 0τ 為平均剪應力值，而 tΘ 為最大剪應力值與波峯的相位差。模擬之初

始流場包含二維非線性三階 Stokes 波 ),( zxvw
r

、二維沿流方向之風驅動平均

剪力流 ),( zxU 以及三維紊流擾動速度場 ),,( zyxv ′r ，表示如下： 

),,(),(),(),,( zyxvizxUzxvzyxv w ′+⋅+=
rrrr

。 (5.3) 

其中，風驅動之平均剪力流場速度分布為： 



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
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




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= z

U
U

x
zxU

s
t

0

0
0

0

2
 exp 

2
)0,(

),( 1

ρν
τ

τ
τ

。 (5.4) 

其中 0U 為液面上（ η=z ）剪力流速之平均值。在此並引用 Tsai et al. (2005) 之

初始紊流速度場 ),,( zyxv ′r ，此初始紊流速度場經過數值處理程序後已為一組

具有等向性之隨機擾動流場。模擬之初始前進波波長 cm 5.7=λ ；波形陡度

25.0=ak ，液面上平均剪力流 cm/s 0.100 =U 。初始之流場擾動參數與液面擾動

參數分別設定為
∞∞

=′
LwL

νν rr  3.0 與
∞∞

=′
LwL

ηη  1.0 。根據 Banner and Peirson 

(1998) 的量測，自由液面上之風應力參數設定如下：正向風應力參數

00078.00 =p ；所受之最大正向壓力為 2dyn/cm 963.0=s
nτ ，而其與波峯間之相

位差 °−=Θ 162n 。平均剪應力 2
0 dyn/cm 0.2=τ ，其最大值與波峯的相位差

°−=Θ 50t 。計算區間之沿流向與橫向長度皆為 cm7.5 ，水深設定為 cm 0.6 ，所

使用的網格數目為 3128 。 

5.3.2 模擬結果 

於風波下之剪紊流場數值模擬中發現，模擬結果與 Ebuchi et al. (1987) 

所描述之表面流場結構相當符合。圖 5.5 中分別顯示自由液面高度(η )、自

由液面沿流方向梯度( xη ) 與橫向梯度( yη ) 於時間 00.1 Tt = 與 00.2 Tt = 之分布
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等值圖， 0T 為重力波之線性週期。而瞬時之自由液面紊流速度場 ),,( wvu ′′′ 表

示於圖 5.6，其中紊流速度定義為： 

∫−=′
y ydzyxuzyxuu

y

λ

λ 0
~),~,(1),,( ， (5.5) 

∫−=′
y ydzyxvzyxvv

y

λ

λ 0
~),~,(1),,( ， (5.6) 

∫−=′
y ydzyxwzyxww

y

λ

λ 0
~),~,(1),,( ， (5.7) 

其中 yλ 為流場區間之橫向長度。由圖 5.5(a, c, e) 之自由液面變化可看出在

發展初期液面高度變化為單一之重力波，而隨時間演化，於重力波之前波

相處出現寄生表面張力波之波前列，並逐漸發展至波背處，如圖 5.5 (b, d, f)

所示。圖中所顯示之寄生表面張力波以及橫向梯度於重力波前相之擾動增

量皆與Ebuchi et al. (1987) 以及 Veron and Melville (2001) 觀察之風波結構

相似。而其瞬時之表面紊流場，除了隨著寄生表面張力波的生成而於重力

波前相集中外，於接近重力波波峯之波背處出現平行於沿流方向之條痕結

構，此條痕結構於紊流橫向流速等值圖中相當明顯，如圖 5.6 (b) 所示。此

液面條痕結構的橫向間距大約為 cm 625.0 ，與 Ebuchi et al. (1987) 觀察結果

非常相近。圖 5.7 以三維波形圖顯示於 00.2 Tt = 時之液面變化與紊流橫向流

速分布，並分別由迎風方向以及背風方向觀察其結構，圖 5.7(a) 與 Ebuchi et 

al. (1987)之圖 11 中所呈現的風驅動流場結構概念圖非常相近。 

而於圖 5.6(b, d, f) 中亦發現在寄生表面張力波生成之處，各紊流流速

分量皆有二維振盪，其正負速度於沿流向與橫向之相互交錯分布形成棋盤

式流場。我們推測此棋盤式流場結構是由紊流場所演生的沿流向條痕結構

與橫向表面張力波列運動軌跡速度場間交互作用而形成。 
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圖 5.5 : 三維風波之液面高度(η )(a, b)、沿流向之液面斜率( xη )(c, d)與橫向之液面斜率

( yη )(e, f)於時間 0Tt = (a, c, e)與 02Tt = (b, d, f)， 0T 為線性理論週期。風與重力波前進方

向皆為+ x。 
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圖 5.6：三維風波之液面紊流速度場。沿流紊流速度(u′ )(a, b)、橫向紊流速度( v′ )(c, d)

與垂直紊流速度( w′ )(e, f)於時間 0Tt = (a, c, e)與 02Tt = (b, d, f)， 0T 為線性理論週期。風

與重力波前進方向皆為+ x。 
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圖 5.7：由波背相(a)與波前相(b)之風波三維液面變化檢視圖。液面上顯示橫向紊流速度

( v′ )分布，其紅/藍色分別表示正/負值。圖中於風波前相形成的寄生表面張力波以及於波

背相的沿流向條痕結構已發展完成於時間 02Tt = ， 0T 為線性理論週期。 
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風波流場於接近自由液面處之旋度結構表示於圖 5.8，圖中顯示橫向紊

流旋度 yω′等值分布於平行於沿流向之流場切面上。根據圖 5.8 中各切面之旋

度結構，如同 Jessup et al. (1997) 所推測之，其風波下之旋度場於橫向有相

當大的變異性。但其中典型的旋度結構；包括 Okuda (1982) 與 Ebuchi et al. 

(1987)在位於接近最大波峯之波背處的高旋度區，以及由寄生表面張力波引

起之旋度場，由自由液面生成後受到重力波平流動量的牽引使得渦旋結構

往逆風向拖曳等，依然存在於流場中。此外，Yoshikawa et al. (1988) 與

Komori et al. (1993) 皆提出於風波之微小破碎下方流場觀察到往逆風方向

的流場剝離結構。此流場剝離結構亦可能即為圖 5.8 中於波背處之向流場內

部延伸之渦旋結構。 
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圖 5.8：三維風波之橫向紊流旋度場( yω′ ) 在位於 =y (a) 0 、(b) yλ24.0 、(c) yλ47.0 與(d) 

yλ82.0 垂直沿流方向之流場剖面，於時間 02Tt = ， 0T 為線性理論週期。其紅/藍色分別

表示順時針/逆時針方向渦旋。風與重力波前進方向皆為+ x。
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第六章 結論與未來展望 

本論文建立一解析完全非線性自由液面紊流邊界層之數值模式，其自

由液面運動與紊流邊界層之非線性交互作用皆完整地呈現於數值模擬結

果。為將自由液面邊界條件滿足於真實的運動邊界，模式中運用座標轉換

將於隨時間變動之物理區間內的控制方程式與邊界條件轉換至規則的計算

區間進行離散。改良割線疊代法有效地求解不可分離的壓力 Poisson 方程式

以確使流場滿足連續方程式。數值方法的準確性可經由模擬過程之能量守

恆、質量守恆以及自由液面非線性特徵得到驗證。 

有關於本模式的特點，除了具備模擬運動邊界與紊流邊界層之交互作

用的能力外，其亦能同時解析液面運動中不同尺度的物理過程；包括重力

波、表面張力波、黏滯邊界層以及紊流等。文中對於重力波傳遞過程中形

生之寄生表面張力波的演化過程、流場結構、旋度場的生成與傳輸機制以

及其對能量消散的重要影響等流場特性進行深入地分析。對於液面上不同

尺度之非線性波浪交互作用則顯示於短峰型重力波與新月型重力波的模

擬。在風吹拂下之流場運動的模擬中，發展於自由液面上重力波前波相之

寄生表面張力波列與棋盤式流場結構，以及於波背相之沿流方向條痕結構

等皆為重力波、寄生表面張力波與風剪紊流等小尺度流場結構間之非線性

動力過程的流場特徵。 

本模式應用直接數值模擬 ( Direct numerical simulation；簡稱 DNS ）

解析自由液面非線性運動以及其紊流邊界層流場中複雜的交互作用。但本

模式僅能適用於模擬長度尺度小於 m  )1(O 之小尺度物理過程。然而，自然

界之海洋流場內包含大尺度運動（長度尺度大於 m  )10( 3O ；如洋流等）、

中尺度運動（長度尺度介於 m  )10~ 1( 3O ；如 Langmuir 環流等）以及小尺度

運動（如短風波的傳遞或紊流消散等）。因此，較真實的海洋流場模擬為

大渦模擬（Large-eddy simulation；簡稱 LES）之大尺度數值模擬；其計算

範圍為大區域流場，但其計算網格的數目受限於硬體設備與計算時效並無
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法達到如 DNS 之高解析度。因而在進行 LES 過程中，小於網格尺度之紊流

過 程 由 於 無 法 被 解 析 而 必 須 經 由 參 數 化 的 步 驟 （ sub-grid scale 

parameterizations） 以近似其對於整體流場運動的影響。然而，此參數化過

程可能無法真實反應小尺度運動之詳細的物理機制，特別是自由液面紊流

邊界層流場。因此，對於包含自由液面紊流邊界層運動的大尺度模擬，由

Dimas and Fialkowski (2000) 大波模擬( Large-wave simulation )的概念，引伸

出以建立伴隨著自由液面紊流邊界層 DNS 之 LES 數值模式的構想：將 LES

位於邊界層中的網格分別以 DNS 解析小尺度紊流運動以取代參數化的過

程。據目前計算硬體的發展速度，建立此結合小尺度的 DNS 與大尺度的 LES 

之三維自由液面流場模式的可行性是指日可待。如此，對於海洋流場內之

各種尺度的物理過程與其不同尺度運動間之非線性交互作用皆可完整地於

數值模擬中解析之，此更真實且準確的模擬結果將非常有利於預測與分析

海-氣交互作用等自然科學與環境科學相關研究工作的發展。
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附錄一 流場能量守恆方程 

欲了解流場運動過程中的能量變化情形，我們可將速度向量與動量方

程式進行內積，即可得流場之能量方程式。能量方程式並不是流場運動之

控制方程，而在模式中計算流場之能量變化率的目的為檢驗數值模式求解

動量守恆與邊界條件的正確性。為了推導過程之書寫便利，以下將使用張

量式來說明。 

1. 應力所作的功： 

流場任一流體分子所受之應力（Surface stress） ijτ 為： 




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up    µδλδτ 。 (A1.1) 

其中 p 為流體運動總壓力（Thermodynamic pressure），λ為狀態常數參數，

µ為運動黏滯係數。由於流場為不可壓縮流，其 0=∂∂ kk xu ，上式可簡化為： 












∂
∂

+
∂
∂

+−=
i

j

j

i
ijij x

u
x
up   µδτ 。 (A1.2) 

而 jijdAτ 為流場的應力作用力（Surface force），此作用力所作的功為 jiji dAu τ 。

而此作用力對於整個流場體積所作的功為此應力作用力對於流場體積之邊

界進行面積分： 

j
S

iji dAu∫∫ τ 。 (A1.3) 

對單位流場體積而言，其所作的功為微分形式如下： 

)( iji
j

u
x

τ
∂
∂

。 (A1.4) 

將式(A1.4)對於整個流場體積進行體積分並應用 Divergence theorem： 
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i dAnFdSFdV
x
F      。  

即可驗證式(A1.3)與(A1.4)之定義，如下所示： 

j
S

iji
V

iji
j

dAudVu
x ∫∫∫∫∫ =
∂
∂ ττ )( 。 (A1.5) 

流場應力所作的功有一部份是增加流場動能而其他是作用於使流場產生形

變所需要的能量。將應力對流場所作的功之微分形式(A1.4)分解如下： 
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上式等號右邊的第二項即為增加流場動能，也就是由動量方程式直接與速

度進行內積之動能變化率中應力所作的功；亦即貢獻於增加動能的部份，

而第一項為使流場產生形變所需要的能量。流體的應變（deformation：

ji xu ∂∂ ）會將動能轉換為內能，而使得動能減少。其說明如下： 

將應力所作的功當中由於應變將動能轉換為內能的項；式(A1.6)等號右

邊第二項表示如下： 
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 (A1.7) 

式(A1.7)中之第一項 kk xup ∂∂− 為貢獻於流體分子之壓縮形變所需能量。此

項為可逆之能量，也就是指流體壓縮形變可以增加流場能量亦可損失流場

能量。但在不可壓縮流體中，此項即為零。而式(A1.7)中其餘部份定義為消

散函數如下所示： 
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 (A1.8) 

上式中我們將 ji xu ∂∂ 分解為對稱張量與反對稱張量，而對稱張量與反對稱張

量之乘積為零。由式(A1.8)可看出消散函數為恆正量，因此可知：消散函數

表示一不可逆之能量形態，亦即能量之黏滯消散。再一次應用不可壓縮流

條件進行簡化，消散函數即為： 
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在不可壓縮流體中，此應力所作的功永遠貢獻於增加不可逆之流場內能。 

2. 流場能量方程式： 

流場之動量方程式為： 
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ρρ 。 (A1.10)

其中 ρ為流場密度， ig 為重力場。將速度向量與動量方程式進行內積可得： 
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將式(A1.2)對流場區間積分： 
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其中等號右邊第一與二項應用 Divergence theorem，可得 
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上式中，等號左邊為流體運動引起之動能變化率（ dtdEk≡ ）。等號右邊第

一項為自由液面變動所產生之位能變化率（ dtdEη≡ ），第二項為自由液面

應力所做功引起之能量變化率，第三項為由流體黏滯性所引起之能量消散

變化率（ dtdEν≡ ）。式(A1.13)中等號右邊第一與二項為自由液面上之面積

分。為了利於計算，自由液面上面積 fdS 將投影於 x-y 平面，表示如下： 

( ) dxdydS yxf
2/122 1++= ηη 。  

 流場區間內之動量變化率方程式(A1.13)中各項可展開為： 
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附錄二 擬頻譜法之基礎理論－離散傅立葉級數 

本模式中，流場物理區間之水平方向為週期邊界條件，因此於空間水

平方向導數之數值離散方式為擬頻譜法，本節中將提供兩種定義「離散傅

立葉轉換」之理論。 

1. 離散函數之正交性質 

兩週期為 π2 之複數函數 gf , ，其內積定義為： 

∫
−

=
π

π

dxxgxfgf )()(),( ， (A2.1) 

或是離散型式： 

)()(),(
0

k

N

k
k xgxfgf ∑

=

= 。 (A2.2) 

其中 ( ) kNxk ⋅= π2 ， g 為 g 之共軛複數。 

因此，對於正交函數 L2,1,0,)( ±±== jex ijx
jφ ，其正交性質如下所示： 
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),(
π

φφ
。

 

 

(A2.3) 

而離散型式之正交函數 1~0  ,  2,1,0 ,)( −=±±== Nkjex kijx
kj Lφ ，其正交性質則

為： 
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(A2.4) 

式(A2.4)中 ),( kj φφ 為等比級數，其倍率為 N
kji

er
π2)( −

= ，此等比級數在 1=r 或

1<r 時收斂。於 1<r 時，其級數合為 )1()1( rr N −− 。 

根據離散傅立葉轉換理論：若函數 )(xf 為一週期函數，其週期為 π2 ，

則其離散型式之傅立葉級數可表示如下： 

∑
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0
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j

ijx
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keCxff 。 (A2.5) 

其中 ( ) kNxk ⋅= π2 ， jC 為傅立葉係數。利用離散型式之函數正交性質；式

(A2.4)，將式(A2.5)轉換為： 
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 (A2.6) 

可得傅立葉係數如下所示： 

∑
−

=

−=
1

0

1 N

k

inx
kn

kef
N

C 。 (A2.7) 

或更換其下標 n為 j  即可表示為： 
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∑
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1
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1 N

k

ijx
kj

kef
N

C 。 (A2.8) 

式(A2.5)與式(A2.8)即為離散傅立葉轉換(對)（Discrete Fourier Transform 

Pairs）。 

2. 應用梯形積分法於離散傅立葉級數之係數求解 

若 )(xf 為一週期為 π2 週期函數，其於 π20 ≤≤ x 為片段連續且可微分，

則 )(xf 可表示為傅立葉級數，如下： 

∑
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−∞=

=
j

ijx
jeCxf )( ， (A2.9) 

jC 為傅立葉係數。將其以有限項級數近似之，如下所示： 

∑
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≈
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jeCxf ， (A2.10)

而其離散型式可表示為： 

∑
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j
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jk eCxf ， (A2.11)

其中 ( ) kNxk ⋅= π2 。根據傅立葉理論，其傅立葉係數為： 

dxexfC ijx
j ∫ −=

π

π

2

0

)(
2
1

。 (A2.12)

若梯形積分法為週期函數之最佳積分法，則運用梯形積分法於式(A2.11)之

積分運算，可得最佳傅立葉係數 jC 之值，表示如下： 
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 (A2.13)
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如下所示， jC 亦為週期函數，其週期為 N 。 
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 (A2.14)

根據 jC 之週期性質，可將 )(xf 之有限項傅立葉級數形式(A2-11)轉換為： 
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 (A2.15)

由式(A2.15)與式(A2.13)可得， )(xf 之離散傅立葉轉換如下： 
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(A2.16)

(A2.17)

以下我們將利用 Euler-MacLaurin 公式應證梯形積分法則為週期函數之最佳

令 lNj ≡+  
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積分法。 

Euler-MacLaurin 公式為： 

若 0≥m ， 1≥n ，定義 nabh −= ，而 jhax j += L,2,1,0=j 。假設 )(xf 於 ],[ ba 為

連續且 22 +m 次可微分函數，則梯形積分法的誤差為： 
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 (A2.18)

其中 )(xBk 為 Bernoulli 多項式， kB 為 Bernoulli 係數，ξ為 ],[ ba 之任意數。 

若 )(xf 於 ],[ ba 為一週期函數且其無限可微分，則根據 Euler-MacLaurin

公式，使用梯形積分法近似其於 ],[ ba 之積分值時，其誤差如式(A2.18)所示，

其中之 0)()( )12()12( =− −− afbf ii ，因而當 ∞→n 時， 0→h ，其收斂率正比於 22 +mh ，

m 為任意數，收斂率 22 +mh  必大於任何 h的羃次。因此，對於週期函數，梯

形積分法為其於週期區間積分的最佳近似法。 

Euler-MacLaurin 公式之證明如下： 

Bernoulli 多項式 )(xBk 的定義為： 
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 (A2.19)

當 1=x 時， 

t
e
et

t

t

=
−
−
1

)1(
，則 0)1()1()1()1( 4320 ===== LBBBB ，而 1)1(1 =B 。 (A2.20)

當 0=x 時， 
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將式(A2.19)展開如下： 

[ ]
L

L

L
+++=

+++

+++
!2

)()()(
2

210
!3!2

!3
)(

!2
)(

32

32

txBtxBxB
t

xtt
tt

xtxt

， (A2.22)

可得知 Bernoulli 多項式 )(xBk 為： 
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(A2.23)

(A2.24)

(A2.25)

(A2.26)

(A2.27)

(A2.28)

而 Bernoulli 係數 kB 的定義為： 
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 (A2.29)

由下式可建立 Bernoulli 多項式 )(xBk 與 Bernoulli 係數 kB 之關係： 
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由式(A2.28)可得： 
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由式(A2.23)與式(A2.24)代入式(A2.30)可得知： 

001 00 =⇒+= BB 。 (A2.36)

由式(A2.24)與式(A2.25)代入式(A2.31)可得知： 

2
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由式(A2.25)與式(A2.26)代入式(A2.32)可得知： 
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將由式(A2.28) Bernoulli 多項式 )(xBk 與 Bernoulli 係數 kB 之關係式整理如
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下： 

0>k ， 012 =+kB 。 
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(A2.41)

另外，由以下之積分運算式： 
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 (A2.42)

其中： 

dxxB
j

tdx
j

txBdx
e
et

j
j

j

j

j

jt

xt

∫∑∫∑∫
∞

=

∞

=

==
−
− 1

01

1

0 1

1

0

)(
!!

)(
1

)1(
， (A2.43)

∑ ∑∑
∞

=

∞

=

∞

=

−=−−=−=
−

−
1 1

0
0 !!

1
!

1
1

1
j j

j

j

j

j
j

j

jt j
tB

j
tBB

j
tB

e
t

， (A2.44)

由式(A2.43)與式(A2.44)可得知 )(xBk 與 kB 之積分運算關係式為： 
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假設 )(xf 為 k2 次可微分函數，其定義為： 
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於 1=k 時， 
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而於 1>k 時， 
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 (A2.48)

由式(A2.48)我們可得到一 kU 疊代關係如下： 
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(A2.49)

返回離散積分誤差之探討，若 
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則對於每個區間 h之近似誤差為： 
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根據式(A2.49)， 
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若我們定義一函數 )(xBk 為將 10 <≤ x 區間之 )(xBk 進行週期性的延展，其形式

如下所示： 


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k
k 。 (A2.54)

對於 n個區間之近似誤差為： 
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。 (A2.55)

由以上之說明，Euler-MacLaurin 公式(A2.18)即可得證，同時，亦應證離散

傅立葉轉換形式；即式(A2.16)與式(A2.17)之合理性。 
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附錄三 低儲存量之二階 Runge-Kutta 數值積分法 

本節將說明於模式中執行「低儲存量」二階 Runge-Kutta 數值積分之計

算步驟。Runge-Kutta 二階之 Modified Euler 方法為： 

) ) , ( , (
2

) , (
2

     ,  ),(

1

00

iiiiiiii ythfyhtfhytfhyy

yytfy

++++=

==′

+

α

。
 (A3.1) 

其數值劫取誤差(truncation error)為 )( 2hO 。以 x水平方向速度u 為例： iu 為時

間 iτ 之 x方向速度，而由 iu 積分 ),( ii uf τ 可得下一個時間離散點 1+iτ 之速度

1+iu ，其中時間間距為 iih ττ −= +1 ，依式(A3.1)表示如下： 
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++++=

==′
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 (A3.2) 

進行計算中，為達到低儲存量之運算，我們將 Runge-Kutta 積分分為兩個步

驟計算。 

於Runge-Kutta第一步驟：首先定義 ),(* iii uhfuu τ+≡ ，並將Modified Euler

式(A3.2)之積分法表示為另一型式，如下所示： 
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 (A3.3) 

由已知的 iu 與 ),( ii uf τ 計算得 *u ，根據上式可知 iu 於往後的計算中已不需要

使用，因此可將 *u 取代 iu ，此時必須儲存的變數為 ),( ii uf τ 與 *u 。 

於 Runge-Kutta 第二步驟：由已知的 *u 計算得 *),( uhf i +τ ，並定義
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*),(),(*),(* uhfufuhf iiii ++−≡+ τττ ，並再次將 Modified Euler 式(A3.3)之積

分法表示為另一型式，如下所示： 

*),(*
2

*

*),(
2

),(
2

*1

uhfhu

uhfhufhuu

i

iiii

++=

++−=+

τ

ττ

。

 (A3.4) 

相同地，根據上式可知 ),( ii uf τ 於往後的計算中已不需要使用，因此可將

*),(* uhf i +τ 取代 ),( ii uf τ ，此時將以目前所儲存的變數為 *),(* uhf i +τ 與 *u ，

並代入上式即可完成二階 Runge-Kutta 之時間積分，求得下一個時間離散點

之速度 1+iu 。此時所計算出之 1+iu 亦將取代 *u 之儲存空間，以運用於下一個

時間離散點之速度 2+iu 的計算。根據此分解為兩個步驟之 Runge-Kutta 積分

計算流程，我們將可達到節省記憶體空間與撰寫程式之便利性之最佳演算

法。 
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附錄四 非線性重力波近似解之三階 Stokes 波 

本節中將弱非線性波之三階 Stokes 波穩態解的頻率、波形以及其速度

場詳列如下： 

其非線性波理論之頻率σ 為： 
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91)tanh( 22222 khkhkakhgkσ 。 (A4.1) 

其中 a為波形振幅， λπ2=k 為波數；λ為重力波波長，h為平均水面至流場

底部之距離。於二維流場 ),( zx 中自由液面波形為： 
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 (A4.2) 

其中 kc σ= 為波形相速度。其速度場 ),( wu 為： 
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附錄五 全域座標系統與局部座標系統之轉換 

對於二維自由液面流場，其計算區間之局部( local )座標延著自由液面

邊界 ( )txzF ,η−=  正交曲線座標系統中之法線單位向量 r̂為： 

ki
F
Fr

xx

x ˆ
1

1ˆ
1

ˆ
22 +

+
+

−
=

∇
∇

≡
ηη

η
， (A5.1) 

而與邊界相切之切線單位向量 ŝ為： 
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x

x

ˆ
1

ˆ
1

1ˆ
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+
+

=
η
η

η
。 (A5.2) 

自由液面之切線方向與全域( global )座標 x方向之夾角為φ，可表示為： 

1
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=⋅≡
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φ  ， (A5.3) 
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或  

( )
1

cos1sin
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2/12

+
=−=

x

x

η

η
φφ 。 (A5.5) 

在此定義為式(A5.4)。 

全域座標系統與局部座標系統之轉換關係為： 

φφ sincos rsx += ， 

φφ cossin rsz +−= 。 

(A5.6) 

(A5.7) 

因此，全域座標系統中之速度場即可表示為： 
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而在計算區間 ),( ζξ 中，其沿著邊界曲線之切線方向之導數即可表示為： 
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相同地， 
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， (A5.11)
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附錄六 流場邊界之旋度通量 

首先建立一延著自由液面邊界之曲線座標系統 ),,( yrs ；其中， ŝ為與邊

界相切之切線方向， r̂為正向於切線方向之法線方向， ŷ 為垂直於由 s-r 平

面的方向，並定義其向頁內為正。對於二維流場 ),( rs ，其連續方程式為：

(Schlichting 1987) 

0
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s
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rsR
sR rrs 。 (A6.1) 

其中， su 為切線方向速度分量， ru 為法線方向速度分量， )(sR 為邊界之曲率

半徑。切線方向之 Navier-Stokes 方程式為： 
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其中， p 為流場之總壓力， g 為重力加速度，θ 為自由液面之切線方向與重

力方向之夾角。此二維流場之旋度定義為： 
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而 yω 在 r̂方向上之梯度為： 
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接下來再利用連續方程式將上式中之 rsur ∂∂∂ 2 取代之。連續方程式對 s

取一次導數為： 
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即可得： 
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將式(A6.6)代回旋度梯度式(A6.4)如下： 
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上式之等號右邊恰好等於切線方向動量方程式(A6.2)之黏滯消散項。應用切

線方向動量方程式即可得： 
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 (A6.8) 

由以上可知位於自由液面 0=r 處，進入流場之旋度黏滯通量為： 
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其中等號右邊之第一項為由非穩態之加速度所引起之旋度通量，第二項(跨

號中)為平流加速度所造成之旋度通量，第三與四項則分別為流場之正向應

力梯度以及重力加速度造成之旋度通量。 

為了利於計算，平流加速度項將利用自由液面旋度轉換其形式，如下： 
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因此，自由液面之旋度通量可表示為： 
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附錄七 短峰型重力波之三階近似解 

於 5.1 節中，對於短峰型重力波與其寄生表面張力波之模擬，其初始流

場條件將利用由 Hsu et al.(1979) 以微擾法所推導之三維弱非線性短峰型重

力波之三階穩態近似解。其形式詳列於下： 

於三維流場 ),,( zyx 中自由液面波形為： 

[ ]

[ ]

[

]




++

++

+++




=

YXbYXb

YXbYXb

YbXbYXb

YX
k

yx

3cos3coscos3cos                        

3coscoscoscos
2

                   

2cos2cos2cos2cos                    

coscos),(

3331

1311

2
321

ε

ε

εη

。

 (A7.1) 

而其三維速度場 ),,( wvu 為： 
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其中 θθ cos  ,  sin == nm ； kdzZknyYkmxX )(    ,     ,  +=== 。波形陡度 ak=ε , 

波數 Lk π2= ；L為入射波波長，θ為入射方向與 y 方向之夾角，d 為平均水

面與底部之距離。自由液面波形之參數分別為： 

dtanh0 =ω 。  
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三維速度場之參數分別為： 
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附錄八 新月型重力波之模擬初始流場 

根據 Fructus et al. (2005a) 與 Xue et al. (2001) 模擬新月型重力波波形

的數值計算，我們考慮自由液面之運動為三維擾動波與二維前進波列之疊

合，其流場之初始波形 ),( yxη 與速度場 ),,( zyxvr 如下所示： 

  ),()(),( yxxyx stokes ηηη ′+= ， (A8.1) 

  ),,(),(),,( zyxvzxvztxv stokes ′+=
rrr

。 (A8.2) 

其中二維前進波列為 Fenton (1988)之三階 Stokes 波理論解，而擾動波波形

與速度場為： 

  [ ])sin()sin(),( 2
1 ykxkykxkayx yxyx −++=′ εη ， (A8.3) 
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4
1 )sin()cos()(),,( 22 yx kkz

yxyx eykxkgkkazyxw ++−=′ ε 。 (A8.6) 

上式中之a與 k 分別為前進波列之波幅與波數。ε 為擾動波形之振幅參數，

本模擬中設定 2.0=ε 。橫向與縱向之擾動波數為： qkkkpk yx =+=    , )1( ；根

據 McLean (1982)之安定性分析中次簡諧第二型態中最不安定之模態設定

5.0=p 而 23.1=q 。 

 


