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附錄附錄附錄附錄 AAAA    、、、、    小波轉換理論與架構小波轉換理論與架構小波轉換理論與架構小波轉換理論與架構    

小波轉換最早是由Morlet 和Grossmann在分析地震波訊號時，所提出來作為

一種訊號分析的數學工具，其轉換基礎建立在一個母波( mother wavelet )上，

利用母波的平移( translation )與縮放( dilation )形成轉換的基底函數。相

較於傅立葉系列所採用的弦式波基底而言，小波轉換的基底有較短的持續時間

( time duration )，因而得名。 

觀察圖A1 可以了解小波分析的調適性，因為低頻訊號的週期比較長，若探

測時間很短，可能連一個週期都看不完全，如何斷定其頻率？就一般情況來看，

低頻的資訊量多而且重要，有將它們仔細分析的必要，所以一個有效率的低頻率

波函數應該在時域上寬，在頻域上窄。反之，高頻訊號的週期就甚短，若使用太

長的探測時間可能無法捕捉到細微變化部分，且高頻的資訊量稀疏而較不重要

(有些甚至是雜訊)，若在頻域上細細探索，可能會造成資源的浪費。在時域上寬

而頻域上窄的調適性，使得小波轉換具有很好的局部分析( local analysis )

能力。從時域到頻域的轉換，以數學角度來看，無非就是基底的轉換。訊號處理

的主要目的之一，就是企圖找到某種基底，使得訊號在那種特殊基底的表示之

下，能夠突顯某種現象，以利我們從中探測到某種訊息。
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圖圖圖圖A A A A 1111....    小波轉換在時頻域的解析度小波轉換在時頻域的解析度小波轉換在時頻域的解析度小波轉換在時頻域的解析度        

小波轉換提供了一種新的基底轉換之可能性. 要使小波技術的方法快速而

又準確，挑選或設計合適小波至關緊要。合適小波的判斷標準與具體應用有關. 

小波的種類相當多樣化[10]，像Morlet、Mexican hat、Meyer、Haar、

Daubenchies、Symlets、Coiflets 等等，都是常用的小波類型，而且在Matlab 的

Toolbox 裡面都可以很方便的呼叫出來使用。至於每一種小波的高通和低通濾波

所使用的係數，因為都已經發展的相當廣泛，目前都可以直接從查資料得知。 

至於如何去選擇適合的小波，可以從數學或是實驗去做決定。如果是從數學

方面去著手，就是去研究小波方程式，看數學動作有沒有相關到結果的產生。如

果是從實驗方面去著手，就是試著從眾多的小波去一一實做，然後看哪一種小波

的結果較能符合後續的研究。 
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AAAA.1. .1. .1. .1. 連續小波轉換連續小波轉換連續小波轉換連續小波轉換(continuous wavelet transform)(continuous wavelet transform)(continuous wavelet transform)(continuous wavelet transform)    

小波轉換將一個時間函數映射到一個和的二維函數，此點與短時距傅立葉轉

換相似。a 表示尺度(scale)參數，其作用是將函數做壓縮或伸展；b 為小波函

數沿著時間軸的移動。設信號為平方可積(square integrable)，表示為

( ) ( )f t R∈ 2
 L ，其中 ( )R

2
L (也可稱為Hilbert space )表示所有可計算且平方

可積分的函數所形成的函數空間，即滿足能量有限的訊號 ( )f t 所形成的空間： 

2 ( )f t dt ∞∫  <                                   (A-1) 

則 ( )f t  對 ( )tψ 所作的CWT(Continuous Wavelet Transform) 被定義為 

*1
( , ) ( )

t b
W a b f t dt

aa
ψ

∞

−∞

− 
=  

 
∫               (A-2) 

其中 a 和 b 都是實數,* 代表的是共軛複數. 可以這樣理解上面表態式的意

義：如我們用鏡頭觀察目標f (t) (即待分析訊號)，
( )tψ
代表鏡頭所起的作用

(例如濾波)。b 相當於使鏡頭相對於目標平行移動，a 的作用相當於鏡頭向目標

推進或遠離。由此可見小波變換有以下特點[10]:    

a.有多分辨率(multi-resolution)，也叫多尺度(multi-scale)的特點，可

以由粗及細地逐步觀察訊號 

b. 可以看成用基本頻率特性為 ( )tψ 的帶通濾波器在不同尺度a下對訊號做

濾波。 

c.適當地選母小波，使WT在時、頻域都具有表徵訊號局部特徵的能力。 

若我們先定義以下式子 
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,

1
( )

a b

t b
t

aa
ψ ψ

− 
=  

 
                         (A-3) 

(其中正規化因子
1

a
是為了使能量維持一定值) 

則式A-2可以改寫為: 

 ( )*

,
( , ) ( )

a b
W a b f t t dtψ

∞

−∞
= ∫                         (A-4) 

其中a代表了縮放量(dilation variable),b則代表平移量(time shift)。而

( )tψ 代表小波中的母波(mother wavelet),且須有下列特性[11]:    

1.函數的積分為零: 

( ) 0t dtψ
∞

−∞
=∫                                    (A-5) 

因此其圖形必是上下起伏的震盪波(oscillatory waves) 

 

2.平方積分為有限值: 

2| ( ) |t dtψ
∞

−∞
< ∞∫                                   (A-6) 

3.
2 ( ) 1x dxψ

∞

−∞

=∫  

表示 ( )xψ 所形成的面積必然不會很大,亦即其振幅必須在正負兩個方向快

速衰減為零. 

所以 ( )xψ 的圖形看來就像一個小小的波浪。由於小波基底函數在正負兩個

方向迅速衰減到零，因此必須利用平移參數b 移動小波基底函數 ( )xψ 以涵蓋整

個時間軸，且利用比例參數a 以涵蓋所有的頻率，而小波基底函數 ( )xψ 變換至


t b

a
ψ

− 
 
 

 時必須乘上 1
a
 才可保持其範數(norm)使其能量保持不變。 
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基本小波可以是實數或複數，而其選擇將會影響到轉換的結果對應為實數或

複數. 由於小波轉換的相角在某些應用中含有許多有用的資訊，所以使用複數小

波會比較有好處。下面是一些 ( )tψ 以及其傅立葉轉換的例子： 

(a)墨西哥帽(Mexican hat)小波: 

墨西哥帽(Mexican hat)小波是高斯(Gauss) 函數的二階導數.這種小波被

最先用於多媒體中的多尺度邊緣(edge)檢測.因為它的形狀像墨西哥帽的截面而

得名.但其並沒有尺度函數(scale function). 

2 2

1 2 2
4

5 1
2 22 4

2

2
( ) ( 1)exp( ).

23

8
( ) exp( )

23

t t
t

w

ψ
σ σπ σ

σ π σ ω
ψ ω

−
= −

−
= −

               (A-7) 

(b)Haar:  

Haar 函數是小波分析中最早用到的一個正交小波函數,也是最簡單的一個

小波函數,它是介於 [0,1]t ∈ 範圍內的單個矩形波.Haar 小波在時域內是不連續

的,所以作為基本小波性能不是特別好,但他也有自己的優點,如[10]: 

(1)計算簡單. 

(2) ( )tψ 不但與 (2 )[ ]
j
t j Zψ ∈ 正交,且和自己的整數位移正交,即  

    ( ) ( ) 0,t t ik dt k Zψ ψ − = ∈∫ . 

以下是Haar小波的時域和頻域表示法. 
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2

2

1,

( ) 1, 1

0,

sin ( )
4( )

4

w
j

t t

w

w je
w

ψ

ψ
−

 ≤ ≤



= − ≤ <



=

1  0 t
2

1   
2

 otherwise                         (A-8) 

(c)Morlet : 

Morlet 小波並沒有尺度函數,且是非正交分解, 

  

2

0

2
0

2

( )

2

( )

( ) 2

r

j t
t e e

e

ω

ω ω

ψ

ψ ω π
− −

=

=

                             (A-9) 

(a) Mexican hat小波函數小波函數小波函數小波函數 (b) Morlet小波函數小波函數小波函數小波函數

(c) Haar尺度函數尺度函數尺度函數尺度函數 (d) Haar小波函數小波函數小波函數小波函數

(a) Mexican hat小波函數小波函數小波函數小波函數 (b) Morlet小波函數小波函數小波函數小波函數

(c) Haar尺度函數尺度函數尺度函數尺度函數 (d) Haar小波函數小波函數小波函數小波函數
 

圖圖圖圖 A A A A 2222::::一些小波的尺度函數和其小波函數一些小波的尺度函數和其小波函數一些小波的尺度函數和其小波函數一些小波的尺度函數和其小波函數    
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AAAA.2. .2. .2. .2. 離散小波轉換離散小波轉換離散小波轉換離散小波轉換(Discrete Wavelet Transform)(Discrete Wavelet Transform)(Discrete Wavelet Transform)(Discrete Wavelet Transform)    

雖然以提取特徵的角度看，常常還需要採用連續小波轉換，但是在每個可能

的尺度離散點都去算小波係數，那將是個巨大的工程，並且產生一大堆令人厭煩

的數據。如果只取這些尺度的一小部分，以及部分時間點，將會大大減輕我們的

工作量，同時並不失準確性。離散小波轉換(Discrete Wavelet Transform，簡

稱DWT)主要就是建立在二進制小波轉換的基礎上。 

由(A-4)式可以得知 :. 

*1
( , ) ( )

t b
W a b f t dt

aa
ψ

∞

−∞

− 
=  

 
∫  

令
0 1 2

0 0 0 0
, , ,......., ; 1,2,....,

j
a a a a a j N= =  

當尺度擴大
0

j
a 倍時，意味著頻率降

0

j
a 倍，因此取樣間隔可以擴大

0

j
a 倍。一

個很自然的想法是將時間位移也以
0

j
a 倍進行離散化，即沿時間軸以

0

j
a 為間隔做

均勻取樣，根據Nyquist 取樣定理，這樣仍然可以不丟失訊息。以幂級數進行離

散化是一個高效的離散方法，因為幂指數j 的小變化，就會引起尺度非常大的變

化，動態範圍非常大。一般情況下，取a0 = 2，這樣非常便於分析，並且適合於

在計算機上進行高效的運算.所以我們可以將 ( )tψ 表示為 

02 2

, 0 0 0

0

( ) ( )
jj j

j

j k j

t ka b
t a a a t kb

a
ψ ψ ψ

− −
− −

= = − 
 

           (A-10) 

為了使小波轉換具有可變性的時間和頻率分辨率，我們很自然的需要改變a

和b 的大小，為了計算上更有效率，一般最常用便是二進制的離散化,通常令

0
2, 1a b= = ,如此代入(A-10)式可得二進制離散小波轉換的表示式. 

2

,
( ) 2 (2 ) ,

j

j

j k
t t k j k Zψ ψ

−
−= − ∈                     (A-11) 
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離散小波轉換主要是將一個訊號分解成近似空間(Approximation Space)和

細節空間(Detail Space)，其中，在近似空間內的近似訊號表示了原訊號裡最主

要的訊號. 我們以
j

V  來表示近似空間，
j

V 是依照一定解析度由原始訊號所取出

來的各類頻率訊號之集合，此下標j 表示為尺度參數值，j 值越大，其所定義的

解析度也就越細. 

在相鄰兩個近似空間
j

V 與
1j

V
+
裡，根據相同的條件所定義得到的兩個近似訊

號
j

cV 和
1j

cV
+
之間存在一個差值訊號,這些差值訊號所成的集合便稱次為細節

空間
j

W .細節空間
j

W 是近似空間
j

V  在近似空間
1j

V
+
裡的正交補集，也就是說， 

1j
V

+
可分解成兩個彼此互相正交的子集合

j
V  和

j
W . 

              
1j j j

V V W
+

= ⊕                      (A-12) 

當函數f 屬於一個空間
2
( )L R ，則有一個尺度(scaling)函數 ( )tφ 使得 f從

2
( )L R 的空間濾得一個較為平滑的子訊號(即近似空間(Approximation 

Space))。尺度函數 ( )tφ 可視為低通濾，而同一層的高通濾波器即為小波函數

( )tψ (即細節空間(Detail Space))。將前述此較平滑的子訊號再由經過擴張和

平移後的尺度函數進一步分解出細節部分而逐漸平滑化，依此步驟進行下去使得

原始訊號被映射到一連串的子空間。 

在數位信號處理中，一個信號或函數 ( )f t 經常可以被表示成某個基底的線

性組合。 

( ) ( )
k k

k

f t a tψ=∑                                 (A-13) 

  (k: integer, 
k

a  是一個實係數, ( )
k

tψ 是實函數集). 
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如果上式是唯一,剛稱此函數集為基底.為了運算上的方便,一般都希望基底

具有正交的特性,即 

( ), ( ) ( ) ( ) 0,
k l k l

t t t t dt forψ ψ ψ ψ= = ≠∫  k  l          (A-14) 

那麼係數
k

a 便能由內積得到: 

 ( ), ( ) ( ) ( )
k k k

a f t t f t t dtψ ψ= = ∫                   (A-15) 

以Fourier series 來說，正交基底函數 ( )
k

tψ 就是
0

sin( )k tω 和
0

cos( )k tω ,對

wavelet來就,一個類似(A-10)的雙參數表示式如下: 

, ,
( ) ( )

j k j k
k j

f t a tψ=∑∑                              (A-16) 

這裡j 和k 都是整數，
,

( )
j k

tψ 稱為小波(wavelet)函數 ，並且具有正交基底的

特性，擴展j、k 係數後的
,j k

a 集合稱之為f(t)的離散小波轉換。 

AAAA.3..3..3..3.        Mallat Mallat Mallat Mallat 的快速小波演算法的快速小波演算法的快速小波演算法的快速小波演算法    

在真實的世界裡，訊號f(x)常是「多層解析度訊號(multi-resolution 

signals)」，同時具有粗細不同的「解析度」；以頻率的觀點而論，它們常是「多

頻訊號」；低解析度所表達的是變化平緩之局部低頻訊號，高解析度所表達的是

變化劇烈之局部高頻訊號。而小波是可以對這種多頻訊號作多層解析度分析與表

達的一種數學工具。 

基本上小波轉換是以一連串不同的解析度空間(multi resolution space) 

j
V  以連續近似來表示函數f(x)函數f 屬於一個空間

2
( )L R )，而這些子空間

j
V

滿足下列特性 

(1) 包含性 : 
2 1 0 1 2

V V V V V
− −

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ⋅⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 
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              (← →粗 解析度低)     細(解析度高)  

(2)完整性  : { } 2
0 , ( )

j j
j Z j Z

V V L R
∈ ∈

= =∩ ∪  

(3)尺度性  :
1

( ) (2 )
j j

f t V f t V
−

∈ ⇔ ∈  

此外
1j

V
+
 空間經由 ( )tφ 濾除的細緻訊號應存在另一正交基底所組成的子空

間
j

W 中使得 

     
1

,
j j j j j

V V W V W
+

= ⊕ ⊥                      (A-17) 

⊕代表正交和.即
1j

V
+
可分解成

j
V 和

j
W 兩個子空間;同理

j
V 和

j
W 兩個子直

間可合成
1j

V
+
空間.如此遞迴分解 則

1j
V

+
 可表示為 

1

1 1

1 2

( )

.....

j j j

j j j

j j j

V V W

V W W

W W W

+

− −

− −

= ⊕

= ⊕ ⊕

⋅

⋅

⋅

⋅

⊕ ⊕

     

      

      

      

      

      =

                         (A-18) 

由於
j

V 空間可分解成
1j

V
−
子空間和

1j
W

−
子空間的正交和，所以 

1j
W

−
包含於

j
V   ，又因為

j
V 和

j
W 相互垂直故可知

1j
W

−
 與

j
W  也相互垂直，依

此類推可得知各細緻子空間兩兩相互垂直，即 

 { }0
j

j Z

W
∈

=∩                                     (A-19) 

此即為多重解析度分析(Multiresolution Analysis)的概念. 

 

Mallat在圖像的分解與重構的啟發之下,根據多重解析度分析理論,提出了

小波分解與重構的快速算法,稱次為Mallat算法.該算法相當于FFT在傅利葉轉換
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中的地位.由上一節的多重解析度分析,可得出: 

,
( ) ( )

j

j n j n
n

P f t a tφ=∑                                                                                                                     (A-20)    

( )
j

P f t 表f(t)對
,

( )
j n

tφ 的投影. 

當j=0時. 

(0)

0 0,
( ) ( )

n n
n

P f t a tφ=∑                                                                                                                  (A-21) 

由於 

            

(1)

1 1, 0 1,

(0)

0, 1,

( ), ( ) ( ), ( )

( ), ( )

k k k

n k n
n

a P f t t P f t t

t t a

φ φ

φ φ

= =

=∑
                                            (A-22)  

可證明

*

1, , 0

1 1
( ), ( ) ( ) ( 2 ) ( ), ( 2 ) [ 2 ]

2 22 2
j n j k

t t
t t t n k dt t n p h n kφ φ φ φ φ φ

∞

+ −∞
= − + = − + = −∫

                                                     (A-23) 

所以證明近似空間係數 
( 1)j

k
a

−
 

       
( 1) ( ) ( )

0 0
( 2 ) (2 )j j j

k n
n

a h n k a a h k
− = − = ∗∑        (A-24)    

其中 
0 0
( ) ( )h n h n= −   

細節空間係數
( 1)j

k
d

−
 

( 1) ( )

1 1
( 2 ) (2 )j j j

k n
n

d h n k x d h k
− = − = ∗∑                (A-25) 

而重構(reconstruct)剛可以證明為: 

     
9 ) ( 1) ( 1)

0 1
[ ] [ ]

j j j

k
a a h k d h k

− −= ∗ + ∗                (A-26) 

圖A3和圖A4分別說明了2維Mallat快速小波轉換的方法. 
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圖圖圖圖A A A A 3333: DWT : DWT : DWT : DWT 的快速分解的快速分解的快速分解的快速分解 

 

圖圖圖圖 A A A A 4444:DWT :DWT :DWT :DWT 的快速重構的快速重構的快速重構的快速重構    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 




