
第五章 GSP 動態環境下數學問題的研究 

 

全任重（民 85）認為數學圖解能為學習者帶來靈感。如果能把數學圖解繪製過程，

順著邏輯推理的次序，逐步展示出來，則學習者會獲得更多的靈感。 

將問題作「特殊化」或「一般化」，有助於問題之探索。本章將運用「特殊化與一

般化」的概念，在 GSP 動態環境下，作數學問題的研究。 

5.1 「特殊化與一般化」的運用 

本節將介紹運用「特殊化與一般化」的概念，於三個主題的數學問題研究：數學定

理之間的關聯性、數學問題之間的關聯性、特殊數學問題本身的一般化。三個小節分別

使用三個例子來呈現。 

5.1.1 由餘式定理所延伸出的幾何定理探討 

本小節是運用「特殊化與一般化」的概念，於數學定理之間關聯性的一個例子的呈

現。 
談幾何非談餘弦定理不可。餘弦定理既承畢式定理於先，又啟內積的概念於後，在

幾何學中具樞紐的地位，它的証明值得一提(張海潮，民 93)。 
如圖 5.1.1-1，在銳角ΔABC 的三邊上，各作一正方形。相同顏色的長方形，面積

皆相等，則  ，故得証餘弦定理。 2 2 2 2 cosa b c ab C+ − = ⋅

 
圖 5.1.1-1 圖說証明餘弦定理 1 

 如圖 5.1.1-2，當∠C=90°， 2 2 2 2 cos90 0a b c ab+ − = ⋅ = ，則 2（畢式定理）。 2 2a b c+ =
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圖 5.1.1-2 圖說証明畢式定理 2 

 
任意拉動銳角ΔABC 的三個頂點，都不會改變如上所証明的餘弦定理和畢式定理。 

 

接下來，我們要作一個特例的討論，將ΔABC 中，使∠B=120°，面積 T，在三邊各

作一個正三角形，面積分別是 T[A]、T[B]、T[C]，如圖 5.1.1-3。作出六個ΔABC 的全等

形，如圖 5.1.1-4。 

T

T[C]

T[A]

T[B]

120.0°

A

B

C

 
圖 5.1.1-3 Another Pythagorean-like Theorem 特例圖

說証明（1）3 

T

T[C]

T[A]

T[B]

120.0°

A

B

C

 
圖 5.1.1-4 Another Pythagorean-like Theorem 特例圖

說証明（2）4 

 

以 C 為中心點，將圖形旋轉成如圖 5.1.1-5。繼續旋轉圖形，會發現圖 5.1.1-6 中的

二個六邊形重合。 
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圖 5.1.1-5 Another Pythagorean-like Theorem 

特例圖說証明（3）5 

120.0°

A

C
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圖 5.1.1-6 Another Pythagorean-like Theorem 

特例圖說証明（4）6 

 

於是，我們知道，ΔABC 中，∠B=120°，T[B]＋3T＝T[A]＋T[C]＋4T，  

T[B]＝T[A]＋T[C]＋T  

 

 現在，我們把問題一般化，ΔABC，三邊長 a、b、c，面積 T，在三邊各作一個正

三角形，面積分別是 T[A]、T[B]、T[C]，從 A 作 BC 的垂線如圖 5.1.1-7。 

a

bc

T

T[C] T[B]

T[A]

B
C

A

 

圖 5.1.1-7 Another Pythagorean-like Theorem 一般化証明 7 

觀察下列式子： 
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2 2 2

2 2 2

2 2 2

( cos ) ( sin )
2 cos

3 3 3 32 cos
4 4 4 4

1 cos[ ] [ ] 3 sin [ ]
2 sin

a c B c B b
a c ac B b

a c ac B b

BT A T C ac B T B
B

− ⋅ + ⋅ =

+ − ⋅ =

+ − ⋅ ⋅ =

+ − ⋅ ⋅ ⋅ =

 

故能得到通式： [ ] [ ] 3 cot [ ]T A T C T B T B+ − ⋅ =  
這也就是所謂的 Another Pythagorean-like Theorem。 

5.1.2 由鴿眼翻轉所延伸出的幾何分割問題 

  本小節是運用「特殊化與一般化」的概念，於數學問題之間的關聯性的一個例子的

呈現。 

「鴿眼」意指圓圓滾動之眼。其實「鴿眼翻轉」是中古世紀在歐洲鄉間流行的一種

遊戲，將一個任意的四邊形，在某種條件的約束下，分割成四個四角形。為了不讓它散

掉，要像如圖 5.1.2-1 所示般，打上一個小動(鴿眼)，用繩子或橡皮筋綁上，為了讓 A、

B、C、D 四點集中在中央，要將四個四角形翻過來重新排列。 

 
圖 5.1.2-1 鴿眼翻轉示意圖 8 

   

日本的數學家井上正允將它寫入小學的教材，並且以勞作的方式，實際讓學生剪貼，利

用不同顏色的色紙，還創作不少藝術作品呢！之後也因此在日本流行。 

 在 GSP 中，作一如圖 5.1.2-2 之任意四邊形，並取四邊中，二對邊中點的連線，將

四邊形分成四部份，形成四個角 1∠ 、 2∠ 、 3∠ 、 4∠ ，其中對頂角 、 。

開始作鴿眼翻轉，如圖 5.1.2-3、圖 5.1.2-4，可將原任意四邊形，翻轉成如圖 5.1.2-5 的

圖形。 

1 3∠ = ∠ 2 4∠ = ∠
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圖 5.1.2-2 鴿眼翻轉動態過程（1）9 

 
圖 5.1.2-3 鴿眼翻轉動態過程（2）10 

 
圖 5.1.2-4 鴿眼翻轉動態過程（3）11 

 

圖 5.1.2-5 鴿眼翻轉動態過程（4）12 

 

因為對頂角 1 3∠ = ∠ 、  ，經鴿眼翻轉後，是圖 5.1.2-5 四邊形中的二組對

角，故新形成的四邊形是平行四邊形。 

2∠ = ∠4

 任意拉動原來四邊形的四個頂點，新形成的四邊形一定是平行四邊形。 

 
現在我們來考慮另一個問題，如圖 5.1.2-6，如何將一個正三角形，切割後拚成一個

正方形？ 

Regular Triangle Square

How to do it 

Y

ZX

WA

B C

 

圖 5.1.2-6 正三角形和正方形的互化目標圖 13 

如圖 5.1.2-7，步驟如下： 
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(1)已知一正△ABC。  

(2)E、F 分別是CA 、 AB 的中點，連 BE 及CF ，兩線段交於 D。  

(3)以 AC 為直徑作一小圓。  

(4)延伸 BE 到 G，使 G 在小圓上。  

(5)以 BG 為直徑作一大圓，大圓和直線 AC 相交於 H、K。  

(6)以 HK 為直徑作一中圓，中圓跟 BC 相交於 L，連 EL 。  

(7)M 在 EL 上，使 FM 垂直 EL ，連 FM 。  

(8)P 在 BC 上，使 DP 垂直 EL ，連 DP ， DP 跟 EL 相交於 N。  

(9)於是我們將正三角形 ABC，切割成四邊形 AFME、FBLM、ENPC 及△NLP，如圖

5.1.2-8。 

N

P
M

L

K

H

G

D

EF

A

B C

 
圖 5.1.2-7 正三角形和正方形的互化作圖法 14 

 
圖 5.1.2-8 正三角形和正方形的互化切割完成圖 15

 

圖 5.1.2-9、5.1.2-10、5.1.2-11 是正三角形按此四塊切割，變成正方形的動態過程，

圖 5.1.2-12 則是完成圖。 
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圖 5.1.2-9 正三角形正方形互化動態過程（1）16 圖 5.1.2-10 正三角形和正方形的互化動態過程（2）17

 

 
圖 5.1.2-11 正三角形正方形互化動態過程（3）18

 

 

圖 5.1.2-12 正三角形和正方形的互化動態過程（4）

19 

於是，我們便將一個正三角形，切割後拚成一個正方形！反步驟，則能將正方形切

割後，拚成正三角形。 

 這和「鴿眼翻轉」有何關係呢？將圖 5.1.2-13 中的任意四邊形 WXYZ 的 XYZ 共線，

並讓△WXZ 形成正三角形，如圖 5.1.2-14，便可體會「正三角形和正方形的互化」是「鴿

眼翻轉」的一種特例。 
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圖 5.1.2-13「正三角形和正方形的互化」 

是「鴿眼翻轉」的一種特例（1）20 

 
圖 5.1.2-14「正三角形和正方形的互化」 

是「鴿眼翻轉」的一種特例（2）21 

 

 現在，我們將針對此一特例，作更多的延伸性討論。如圖 5.1.2-15，作任意的△ABC，

分別取 AB、 AC 的中點 G、F，在 BC 上取動點 D、E（但
1
2

DE BC= ），連接 DF ，從 G、

E 分別作 DF 的垂線，將△ABC 分成四塊區域，經過翻轉後，我們可輕易地發現，新形

成的四邊形，一定是矩形，如圖 5.1.2-16 所示。 

 

 

圖 5.1.2-15 「鴿眼翻轉」特例的討論（1）22 

 

圖 5.1.2-16 「鴿眼翻轉」特例的討論（2）23 

 

如圖 5.1.2-17，作任意的△ABC，分別取 AB、AC 的中點 G、F，在 BC 上取動點 D、

E（但
1
2

DE BC= ），連接 DF ，在 DF 上任取二點分別連接 G、E，將△ABC 分成四塊

區域，經過翻轉後，因為 ，新形成的四邊形，一定是梯形，如圖 5.1.2-18

所示。 

1 2 180°∠ +∠ =
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圖 5.1.2-17 「鴿眼翻轉」特例的討論（3）24 

 

圖  5.1.2-18 「鴿眼翻轉」特例的討論（4）25 

 

如圖 5.1.2-19，作任意的△ABC，分別取 AB、AC 的中點 G、F，在 BC 上取動點 D、

E（但
1
2

DE BC= ），連接 DF ，在 DF 上任取一點 H，連接GH ，並作 DF 上一點 K 使

得GH 平行 KE ，將△ABC 分成四塊區域，經過翻轉後，因為 4 3H K∠ = ∠ ∠ = ∠、 ，新

形成的四邊形，一定是平行四邊形，如圖 5.1.2-20 所示。 

 

圖 5.1.2-19 「鴿眼翻轉」特例的討論（5）26 

 

圖 5.1.2-20 「鴿眼翻轉」特例的討論（6）27 

5.1.3 凸多邊形各邊 n 等分點連線所圍面積 

 本小節是運用「特殊化與一般化」的概念，於特殊數學問題本身的一般化的一個例

子的呈現。 

我們知道任意三角形、四邊形各邊中點連線，所圍成的新面積和原來面積的比值，

分別是 1/4 和 1/2。在本節裡，我們擬針對任意 X 邊形（ 3,X X Z≥ ∈ ），在各邊取 1/n 長

度的點連線，探討是否也有類似的比值？如果沒有，是否有其它的關係呢？ 
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1. 三角形 

 如圖 5.1.3-1，任意△ABC 將三邊長各取 1/n 長度的點 D、E、F 連線，則新舊二個

三角形的面積比值
1 11 3 1DEF

ABC n n
⎛ ⎞⎛ ⎞= = − ⋅ −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

。 

 

圖 5.1.3-1 三角形各邊 n 等分點連線所圍面積 28 

 

証明： 

( ) ( ) ( )1 1 1sin sin sin
2 2 2

ABC bc A ca B ab C x= ⋅ = ⋅ = ⋅ =  

( )1 1 11 sin sin sin
2

DEF x bc A ca B ab C
n n

⎛ ⎞⎛ ⎞= − − ⋅ + ⋅ + ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

 

   ( )1 11 3x x
n n

⎛ ⎞⎛ ⎞= − −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

 

( )1 11 3
1 11 3 1

x x
DEF n n
ABC x n n

⎛ ⎞⎛ ⎞− −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎛ ⎞⎛ ⎞⎝ ⎠⎝ ⎠∴ = = − ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

−  

 

 如圖 5.1.3-2，三角形各邊中點連線所圍面積，即是 n=2 的情形， 

1 1 11 3 1 0.25
2 2 4

DEF
ABC

⎛ ⎞⎛ ⎞∴ = − ⋅ − = =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

 

透過 GSP，任意改變△ABC 的形狀，並作面積的運算，均能得到相同的結果。 

 如圖 5.1.3-3，三角形各邊 5 等分點連線所圍面積，即是 n=5 的情形， 

1 1 131 3 1 0.52
5 5 25

DEF
ABC

⎛ ⎞⎛ ⎞∴ = − ⋅ − = =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

 

透過 GSP，任意改變△ABC 的形狀，並作面積的運算，均能得到相同的結果。 

 64



圖 5.1.3-2 三角形各邊中點連線所圍面積 29 圖 5.1.3-3 三角形各邊 5 等分點連線所圍面積 30 

 

 針對以上討論，可以發現任意拉動原來三角形的三個頂點，並不會改變原本發現的

現象。 

2. 四邊形 

 如圖 5.1.3-1，任意四邊形 ABCD 將各邊長各取 1/n 長度的點 E、F、G、H 連線，則

新舊二個圖形的面積比值
1 11 2 1

ABCD n n
⎛ ⎞⎛ ⎞= = − ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

四邊形EFGH

四邊形
− 。 

 

圖 5.1.3-4 四邊形各邊 n 等分點連線所圍面積 31 

 

証明： 

( ) ( )1 1sin sin sin sin
2 2

ABCD km A op C ok B mp D x= ⋅ + ⋅ = ⋅ + ⋅ =四邊形  

( )1 1 11 sin sin sin sin
2

x km A op C ok B mp D
n n

⎛ ⎞⎛ ⎞= − − ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

四邊形EFGH  
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   ( )1 11 2x x
n n

⎛ ⎞⎛ ⎞= − −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

 

( )1 11 2
1 11 2 1

x x
n n

ABCD x n n

⎛ ⎞⎛ ⎞− −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎛ ⎞⎛ ⎞⎝ ⎠⎝ ⎠∴ = = − ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

四邊形EFGH

四邊形
−  

 

 如圖 5.1.3-5，四邊形各邊中點連線所圍面積，即是 n=2 的情形， 

1 1 11 2 1 0.5
2 2 2ABCD

⎛ ⎞⎛ ⎞∴ = − ⋅ − = =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

四邊形EFGH

四邊形
 

透過 GSP，任意改變四邊形的形狀，並作面積的運算，均能得到相同的結果。 

 如圖 5.1.3-6，四邊形各邊 5 等分點連線所圍面積，即是 n=5 的情形， 

1 1 171 2 1 0.68
5 5 25ABCD

⎛ ⎞⎛ ⎞∴ = − ⋅ − = =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

四邊形EFGH

四邊形
 

透過 GSP，任意改變四邊形的形狀，並作面積的運算，均能得到相同的結果。 

圖 5.1.3-5 四邊形各邊中點連線所圍面積 32 圖 5.1.3-6 四邊形各邊 5 等分點連線所圍面積 33 

 

 針對以上討論，可以發現任意拉動原來四邊形的各個頂點，並不會改變原本發現的

現象。 

3. 五邊形 

 我們利用 GSP 檢驗五邊形的各邊中點連線所圍成的面積，與原來五邊形面積的比

值，如圖 5.1.3-7、圖 5.1.3-8，可以看出其比值分別為 0.65485、0.62495，並非定值。 
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圖 5.1.3-7 檢驗五邊形的各邊中點連線 

所圍成的面積（1）34 

圖 5.1.3-8 檢驗五邊形的各邊中點連線 

所圍成的面積（2）35 

 

 然而該比值，會不會落在某一範圍之內呢？ 

 如圖 5.1.3-9，任意五邊形 ABCDE 將各邊長各取 1/n 長度的點 F、G、H、I、J 連線，

則新舊二個圖形的面積比值會在如下的範圍中： 

1 1 1 11 2 1 1 1 1
n n ABCDE n n

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞− ⋅ − < < − ⋅ −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

五邊形FGHIJ

五邊形
。 

 

圖 5.1.3-9 五邊形各邊 n 等分點連線所圍面積 36 

 

証明： 

假設  1ABCDE =五邊形 面積

五邊形 FGHIJ 面積

( )1 1 11 1 sin sin sin sin sin
2

ok A op B pq C qm D mk E
n n

⎛ ⎞⎛ ⎞= − − ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠
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但如圖 5.1.3-10、圖 5.1.3-11 可知，

( )11 sin sin sin sin sin 2
2

no A op B pq C qm D mn E< ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ <  

圖 5.1.3-10 五邊形各邊 n 等分點連線 

所圍面積証明（1）37 

 

圖 5.1.3-11 五邊形各邊 n 等分點連線 

所圍面積証明（2）38 

 

( )1 1 11 1 sin sin sin sin sin
2

ok A op B pq C qm D km E
ABCDE n n

⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞= − − ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠

五邊形FGHIJ

五邊形

故，
1 1 1 11 1 2 1 1
n n ABCDE n n

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞− − ⋅ < < − −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

五邊形FGHIJ

五邊形
1⋅ ，得証。 

 

 如圖 5.1.3-12，五邊形各邊中點連線所圍面積，即是 n=2 的情形， 

1 1 1 1 11 2 1 1 1 1
2 2 2 2 2ABCDE

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞− ⋅ − = < < − ⋅ − =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

五邊形FGHIJ

五邊形

3
4

 

透過 GSP，任意改變五邊形的形狀，並作面積的運算，均能得到相同的結果。 

 如圖 5.1.3-13，五邊形各邊 5 等分點連線所圍面積，即是 n=5 的情形， 

1 1 17 1 1 211 2 1 0.68 1 1 1 0.84
5 5 25 5 5 25ABCDE

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞− ⋅ − = = < < − ⋅ − = =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

五邊形FGHIJ

五邊形
 

透過 GSP，任意改變五邊形的形狀，並作面積的運算，均能得到相同的結果。 
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圖 5.1.3-12 五邊形各邊中點連線所圍面積 39 圖 5.1.3-13 五邊形各邊 5 等分點連線所圍面積 40 

 

 針對以上討論，可以發現任意拉動原來五邊形的各個頂點，並不會改變原本發現的

現象。 

4. 六邊形 

  我們利用 GSP 檢驗六邊形的各邊中點連線所圍成的面積，與原來六邊形面積的

比值，如圖 5.1.3-7、圖 5.1.3-8，可以看出其比值分別為 0.74631、0.77070，並非定值。 

圖 5.1.3-14 檢驗六邊形的各邊中點連線 

所圍成的面積（1）41 

圖 5.1.3-15 檢驗六邊形的各邊中點連線 

所圍成的面積（2）42 

 

 然而該比值，會不會落在某一範圍之內呢？ 

 如圖 5.1.3-16，任意六邊形 ABCDEF 將各邊長各取 1/n 長度的點 G、H、I、J、K、L

連線，則新舊二個圖形的面積比值會在如下的範圍中： 

1 1 1 11 2 1 1 1
2n n ABCDEF n n

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞− ⋅ − < < − ⋅ −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

六邊形GHIJKL

六邊形

1
。 
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圖 5.1.3-16 六邊形各邊 n 等分點連線所圍面積 43 

 

証明： 

假設  1ABCDEF =六邊形 面積

六邊形 GHIJKL 面積

( )1 1 11 1 sin sin sin sin sin sin
2

ok A op B pq C qr D rm E km F
n n

⎛ ⎞⎛ ⎞= − − ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

 

但如圖 5.1.3-17、圖 5.1.3-18 可知，

( )1 1 sin sin sin sin sin sin 2
2 2

ok A op B pq C qr D rm E km F< ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ <  

 

圖 5.1.3-17 六邊形各邊 n 等分點連線 

所圍面積証明（1）44 

 

圖 5.1.3-18 六邊形各邊 n 等分點連線 

所圍面積証明（2）45 
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ABCDEF
六邊形GHIJKL

六邊形
 

( )1 1 11 1 sin sin sin sin sin sin
2

ok A op B pq C qr D rm E km F
n n

⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞= − − ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠

 

故，
1 1 1 11 1 2 1 1

2n n ABCDEF n n
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛− − ⋅ < < − − ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝

六邊形GHIJKL

六邊形

1 ⎞
⎟
⎠

，得証。 

 

 如圖 5.1.3-19，六邊形各邊中點連線所圍面積，即是 n=2 的情形， 

1 1 1 1 1 1 71 2 1 1 1 0.875
2 2 2 2 2 2 8ABCDEF

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞− ⋅ − = < < − ⋅ − = =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

六邊形GHIJKL

六邊形
 

透過 GSP，任意改變六邊形的形狀，並作面積的運算，均能得到相同的結果。 

 如圖 5.1.3-20，六邊形各邊 5 等分點連線所圍面積，即是 n=5 的情形， 

1 1 17 1 1 1 231 2 1 0.68 1 1 0.92
5 5 25 2 5 5 25ABCDEF

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞− ⋅ − = = < < − ⋅ − = =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

六邊形GHIJKL

六邊形
 

透過 GSP，任意改變六邊形的形狀，並作面積的運算，均能得到相同的結果。 

圖 5.1.3-19 六邊形各邊中點連線所圍面積 46 圖 5.1.3-20 六邊形各邊 5 等分點連線所圍面積 47 

 

 針對以上討論，可以發現任意拉動原來六邊形的各個頂點，並不會改變原本發現的

現象。 

4. X 邊形 

 有了五邊形和六邊形的結果後，我們大膽將結論推廣至任意 X 邊形

（5 ,X X Z≤ ∈ ），任意 X 邊形將各邊長各取 1/n 長度的點連線，則新舊二個圖形的面積

比值會在如下的範圍中： 
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1 1 1 1 11 2 1 1 1
4n n X n n

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞− ⋅ − < < − ⋅ −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
新X邊形面積

原X邊形面積
。 

 經由 GSP 的數學實驗方式，我們得到驗証！一個九邊形的例子如下： 

 如圖 5.1.3-21，九邊形各邊中點連線所圍面積，即是 n=2 的情形， 

1 1 1 1 1 1 191 2 1 1 1 0.95
2 2 2 9 4 2 2 20

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞− ⋅ − = < < − ⋅ − = =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
新9邊形面積

原9邊形面積
 

透過 GSP，任意改變九邊形的形狀，並作面積的運算，均能得到相同的結果。 

 如圖 5.1.3-22，九邊形各邊 5 等分點連線所圍面積，即是 n=5 的情形， 

1 1 17 1 1 1 1211 2 1 0.68 1 1 0.968
5 5 25 9 4 5 5 125

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞− ⋅ − = = < < − ⋅ − = =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
新9邊形面積

原9邊形面積
 

透過 GSP，任意改變九邊形的形狀，並作面積的運算，均能得到相同的結果。 

圖 5.1.3-21 九邊形各邊中點連線所圍面積 48 圖 5.1.3-22 九邊形各邊 5 等分點連線所圍面積 49 

 

 但在這過程中，我們發現，比值範圍的下界（
1 11 2 1
n n

⎛ ⎞⎛ ⎞− ⋅ −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

）和真實的比值，仍

有較大的差距，應有改善的空間，於是我們參考既有的數據，同以 GSP 數學實驗的方

式得到了如下更為精確的範圍： 

( ) 1 1 1 1 11 1 1 1 1
4 4

X 1
X n n X n

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛− − ⋅ − < < − ⋅ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝
新X邊形面積

原X邊形面積 n
⎞
⎟
⎠

。 

如圖 5.1.3-23、圖 5.1.3-24，分另是六邊形各邊 4 等分點連線所圍面積、九邊形各邊 6 等

分點連線所圍面積的二個例子。 
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圖 5.1.3-23 六邊形各邊 4 等分點連線所圍面積 50 圖 5.1.3-24 九邊形各邊 6 等分點連線所圍面積 51 

 

總結以上証明與 GSP 上的數學實驗，我們得到以下的結論： 

（1）任意△ABC 將三邊長各取 1/n 長度的點 D、E、F 連線，則新舊二個三角形的面積

比值
1 11 3 1DEF

ABC n n
⎛ ⎞⎛ ⎞= = − ⋅ −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

。 

（2）任意四邊形 ABCD 將各邊長各取 1/n 長度的點 E、F、G、H 連線，則新舊二個圖

形的面積比值
1 11 2 1

ABCD n n
⎛ ⎞⎛ ⎞= = − ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

四邊形EFGH

四邊形
− 。 

（3）任意 X 邊形（ 5,X X Z≥ ∈ ），將各邊長各取 1/n 長度的點連線，則新舊二個圖形

的面積比值，不是定值，且會在如下的範圍中： 

( ) 1 1 1 1 11 1 1 1 1
4 4

X 1
X n n X n

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛− − ⋅ − < < − ⋅ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝
新X邊形面積

原X邊形面積 n
⎞
⎟
⎠

。 

這真是個令人驚訝且興奮的發現！ 
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第六章 數學數位內容網站之經營 

6.1 架站源起及動機 

   研究者本身是個中學的數學、電子計算機科教師，自認是個對教學充滿熱情的

人，當將自己的教學內容，放在自己的電腦中，已不能滿足自己愛分享的個性時，架站

分享的念頭，便油然而生。 

高雄縣教育網路中心工作團隊，規劃學校學生所需之網路應用服務的項目與功能。

在考量政府財政困難，很難再提撥相關的人力、財力之下，故邀集民間資源共襄盛舉，

由該中心依據學校目前所面臨的相關問題，提出功能需求並參與測試工作。民間出錢出

力，建立了高雄縣Loxa教育網，網址為：http://www.Loxa.edu.tw及http://www.Loxa.com.tw均

可[54]。民國九十一年七月，透過Loxa教育網，針對有興趣建置個人教學網站的教師，

提供「個人網站」的免費服務，寫妥了架站計畫，經過審核，獲得了網頁儲存空間（本

服務亦提供對PHP 和JSP 的支援，與資料庫MySQL之存取服務。），與一組網址

http://yll.loxa.edu.tw/，『YLL教學手札』、『YLL討論網』於焉產生。 

6.1.1 目前數學網站遭遇的困難、問題 

 數學網站的經營，相對於其它種類的網站，又有許多的不同之處。國內有許多內容

豐富的數學網站，在當了長久的使用者之後，深覺會有以下三個主要會遭遇的困難或問

題： 

1.若是教師經營的個人數學教學網站，常面臨因為是個人經營，費時費心，卻無法常保

內容持續更新，以致無法匯集人氣或長久經營。 

2.數學討論有數學符號、數學圖形輸入的需求，但於網頁上輸入的困難，是網站經營裡，

互動和討論的一大障礙，長久沒看到國內數學網站有具體的解決之道。 

3.數學解題的答案，可以用網頁的方式表達，但解題歷程的呈現，實是目前數學網站的

一大難題。  

經營網站之初，為了與更多的數學同好互動，於是有了討論、分享的需求，但卻也同

樣面臨了這樣的困擾，著手思考解決之道，是今日網站小有規模的一大動機，將在本章

中具體明白的陳述。 
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6.2 網站架構 

 網站主要分成『YLL 教學手札』、『YLL 討論網』二大部份，其中『YLL 討論網』

又為『YLL 教學手札』的延伸，本節將對此二大部份作架構的描述。 

6.2.1 「YLL 教學手札」架構 

  「YLL 教學手札」歷經近三年的多次改版，目前以修改 Blog(部落格)的網頁日誌

程式，作為主頁，如圖 6.2.1-1，其中一個最大的原因是：『更新容易』。 

 

圖 6.2.1-1 YLL 教學手札主頁 52 

 
更新容易，是個極大的優點，網頁更新快，能加強使用者再次的到訪的意願。如圖

6.2.1-2，在使用站長的身份登入網頁後，我們能用直接上傳現成網頁的方式更新網頁，

亦能使用類似常用的網頁編輯程式 Frontage 等，使用工具列點選的方式直接編輯、修改

要分享的內容、文章，使文章能在任何可使用網路的電腦，快速地修改、更新。 
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圖 6.2.1- 2YLL 教學手札線上發表文章介面 53 

 

「YLL 教學手札」的網站架構，如圖 6.2.1-3，主要分成數學教學、站務公告、網站

架設、留言板等，分別介紹如下： 

 

圖 6.2.1- 3YLL 教學手札網站架構 54 

 

1. 數學教學 

 數學教學是本站的核心內容，又分成三部份： 

（1）數學筆記 
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 提供數學相關資源、個人數學教學心得分享，如圖 6.2.1-4。 

（2）GSP 教學集 

 本研究三至五章中，所有數學內容均分享於此，提供 GSP 數學數位內容下載、教

學及討論，如圖 6.2.1-5，是部份的主題內容分享。 

圖 6.2.1-4 YLL 教學手札數學筆記 55 圖 6.2.1- 5 YLL 教學手札 GSP 教學集 56 

（3）YLL 討論網 

 是「YLL 教學手札」的主要延伸，將詳細介紹於下一小節 6.2.2 中，是數學數位內

容分享及問題討論區。 

2. 站務公告 

 是站上所有最新消息的公佈欄，所有有關站務的訊息都會在這裡發佈。 

3. 網站架設 

 數學數位內容分享，一直是架站的本意，但「YLL 教學手札」的架設，歷經多次的

改版，本人從不知如何架站，到如今對架站的駕輕就熟，這期間的心路歷程及資源分享，

在本區中，提供給同樣想架設網站的老師參考，亦有多項架站工具的分享，雖非立站之

初的本意，但卻也因為如此，提高了不少站上的知名度及人氣。分成 PHP 架站工具、

其它架站工具二部份，如圖 6.2.1-6，是 PHP 架站工具部份分享的主題。 

4. 留言板 

 站上每個分享出來的教學主題，都有獨立討論的機制，這在 6.3.3 節中有詳述，本

留言板區提供的是，獨立於教學主題外的心得分享或討論，如圖 6.2.1-7。 
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圖 6.2.1- 6 YLL 教學手札 PHP 內容 57 圖 6.2.1-7 YLL 教學手札主題討論範例 58 

6.2.2 「YLL 討論網」架構 

 「YLL 討論網」成立之初，即以數學內容分享與討論為目標，但不斷有網友要求除

了數學區之外，希望成立其它非數學的版面，長久下來，非數學區的成立，亦造就了站

上的更多的人氣，也相對成就了更多數學內容的分享和討論，這部份將在 6.4.2 節中有

詳細的描述。目前的非數學區主要分：心情札記、學科討論區、板上玩 Game 特區、貼

圖區、麻辣笑話、影音館、值得分享的好文章、命理大街、布袋戲專區、電腦的教學和

問題區…等，本研究主要於數學區的陳述，所以將偏重於數學區作架構的介紹。 

 網站同樣考慮『更新容易』為最高原則，主程式使用 phpBB2 的論壇程式修改而成，

在登入之後，能使用類似常用的網頁編輯程式 Frontage 等，使用工具列點選的方式直接

編輯、修改要分享的內容、文章，使文章能在任何可使用網路的電腦，快速地修改、更

新。圖 6.2.2-1，是網站發表內容的選單畫面。 

圖 6.2.2-2，是「YLL 討論網」數學版面的主要架構圖，主要分成六大部份： 

1. 數學 Game 遊戲區 

精選好玩的數學 Game，提供或介紹給大家遊戲，版內亦可作遊戲內容的討論，子

版面：數學笑話、數學猜謎、趣味數學，休閒數學是本區的主要精神。 

2. 數學及時、求救區 

本區提供大家問數學回家功課，或任何數學問題，站上一群熱心的數學版主群，會

將本區的數學問題以最速件處理，盡快會在第一時間給發問者回答！子版面：國小數學

問題、國中數學問題、高中數學問題、大學以上數學問題，供發問者主動將問題分類，

或版主群於回答後，將問題歸檔。 

 78



 

圖 6.2.2-1 YLL 討論網發表內容的選單畫面 59 

 

圖 6.2.2-2 YLL 討論網數學版面的主要架構圖 60 
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下圖 6.2.2-3，是網站數學版面的分類現狀圖。 

 

 

  

圖 6.2.2-3 YLL 討論網數學版面的分類現狀圖 61 

3. 數學挑戰題 

本區提供大家互相出題考驗的空間，讓大家都能當出題者，是切磋數學的好地方。

子版面：數學挑戰題之『未解的難題』、各式重要數學考題、邏輯推理&智力挑戰題，其

中「邏輯推理&智力挑戰題」題目有趣，多數站上朋友反應熱烈，是很好的邏輯思考訓

練題。 

 80



4. 分類主題數學區 

本區按數學主題分類數學文章和內容，也方便使用者索引之用。子版面：代數學、

平面&空間幾何、解析幾何及三角函數、機率及排列組合數學等，視分享情況逐漸增加

子分區中。 

5. 數學 News 

本區提供數學的新新聞、舊新聞、小故事、數學史、數學家等有關數學的文章。子

版面：數學家、數學故事、數學文章等，數學的歷史是本區的主要精神。 

6. 數學軟體下載、使用討論 

 數學軟體的介紹、範例說明與討論、試用版下載等。子版面 : 數學教材。分享使用

軟體製作的數學教材，是分享的園地。 

6.3 網站技術的突破 

 針對 6.1 節中，數學網站的經營，三個主要會遭遇的困難或問題的第二、三個問題，

於本節中，在自己的網站作出了技術的突破，將陳述於以下二個小節，6.3.3 節則介紹站

上其它有利討論的功能。 

6.3.1 線上數學方程式編輯器的架設與運用 

 數學討論，是網站中一個互動的重要功能，但數學的討論，有別於其它主題，除了

一般打字的需求外，常為了要打出一個數學式子而苦惱，數學討論有數學符號、數學圖

形輸入的需求，但於網頁上輸入的困難，是網站經營裡，互動和討論的一大障礙，長久

沒看到國內數學網站有具體的解決之道。 

 網站上參考「交大應數數學交流網」（http://forum.math.nctu.edu.tw/），使用Design 

Science開發的軟體WebEQ（http://www.mathtype.com/en/products/webeq/），用java和php等網

頁程式語言，作成線上數學方程式編輯器，結合在網頁上，使數學符號的輸入，可輕鬆

地用滑鼠按、點就完成，非常方便。 
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圖 6.3.1-1 線上數學方程式編輯器 62 

  

 使用如圖 6.3.1-1 的輸入介面，打好所需要的方程式後，按下「插入方程式」按鈕，

即可由程式自動產生 MathML 程式碼，將所需方程式直接貼在網頁上。圖 6.3.1-2、6.3.1-3

是二個使用者，使用站上數學方程式編輯器，所打出來的數學問題或解答。 

 

 

 

圖 6.3.1-2 使用網站數學方程式編輯器範例（1）63 圖 6.3.1-3 使用網站數學方程式編輯器範例（2）64

6.3.2 數學塗鴨板的架設與運用 

 線上數學圖形輸入的需求，則又是另一個令人頭痛的問題。FokHei在其個人網站

「FokHei Studio」（http://fokhei.go.to/），提供一個強大的免費flash繪圖程式，如圖 6.3.2-1、

6.3.2-2，是使用該繪圖程式畫出的圖案。網站上使用「CreativeCrap BBS」

（http://www.creativecrap.com/bbs/）提供之「Flash Paint Mod」，將FokHei的繪圖程式整合

至網頁的互動功能上，應用於數學圖形的繪製上，該算是一種創意的運用，稱其為「數

學塗鴨板」。 
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圖 6.3.2-1 線上繪圖程式範例（1）65 

 

圖 6.3.2-2 線上繪圖程式範例（2）66 

  

 如圖 6.3.2-3，是 FokHei 的線上繪圖工具，功能強大，用來繪製數學圖形，雖不能

達一般數學繪圖軟體如 GSP 的精確，但對欲描述數學問題，而想有個工具的使用者而

言，卻已是個很好的工具。 

 

圖 6.3.2-3 數學塗鴨板使用介面 67 

  

二個使用範例如下，一提問者的問題：「一條圓鏈上 7 個珠子，用最少刀數(直線數)，

可將 7 個珠子全部分開，求最少刀數(直線數)？」，圖 6.3.2-4 是另一使用者使用「數學

塗鴨板」所畫出的答案。圖 6.3.2-5 是一使用者提問的附圖，同樣是使用「數學塗鴨板」

所繪，其問題是：「將正整數 1~16，填入 4×4 的的正方格子中，先固定 1~4，再填入其

他數字，使其縱、橫、斜四數的和都相等。」 
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圖 6.3.2-4 數學塗鴨板使用範例（1）68 

 

圖 6.3.2-5 數學塗鴨板使用範例（2）69 

   

針對數學網站的經營的第三個主要會遭遇的困難或問題：數學解題的答案，可以用

網頁的方式表達，但解題歷程的呈現，實是目前數學網站的一大難題。「數學塗鴨板」

還有個紀錄繪圖過程的功能，能用播放的方式觀看，對於一些需要看解題歷程的學習

者而言，無疑又是個強大、有用的學習工具。圖 6.3.2-6、6.3.2-7 是解一題二元一次聯

立方程式的動態過程，就好比老師在黑板寫的板書一樣，但多了能夠重覆播放，提供

進度落後的學習者反覆觀看之用。 

 

圖 6.3.2-6 數學塗鴨板解題歷程的呈現（1）70 

 

圖 6.3.2-7 數學塗鴨板解題歷程的呈現（2）71 

6.3.3 線上數學函數繪圖器的架設與運用 

 對一個沒有數學軟體的學生而言，想電腦畫出一個數學函數圖形是不可能的，更別

說將他的函數圖形畫出來，在網站上和大家一同分享、討論。網站上將Math Online

（http://www.univie.ac.at/future.media/moe/）的線上數學函數繪圖器，整合至網站上，讓使

用者可以在網路上，使用此數學函數繪圖器，將所需函數圖形畫出，並貼上網站供教學、

討論之用。 
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圖 6.3.3-1 網站上的線上數學函數繪圖器 72 

 圖 6.3.3-1 是網站上的線上數學函數繪圖器，在「f（x）=」的輸入欄中，輸入所要

畫的數學函數式，按下「Draw」，便能畫出對應的圖形，配合網站上的貼圖程式，便能

將所繪的數學函數圖形，發表至網站上，實是一大線上的數學利器。 

 同時輸入多個數學函數式，可觀察函數交線情形，並可將圖形放大，做更局部的觀

察。 

6.3.4 其它有利的網站功能 

 其它站上使用者使用率高，且評價好的功能，將於本小節中陳述。 

1. 完整的站內文章搜尋功能 

 『YLL 教學手札』、『YLL 討論網』均有完整的文章搜尋功能，提供使用者使用，

圖 6.3.4-1、6.3.4-2 分別是二站的一個搜尋結果，尤其如今文章眾多，更突顯站內搜尋功

能的重要性和方便性。 
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圖 6.3.4-1 YLL 教學手札搜尋範例 73 圖 6.3.4-2 YLL 討論網搜尋功能範例 74 

2. 主題的回覆互動功能 

 目前數學網站普遍存在的一個大問題是，站長獨立經營網站，將自己的教學作品分

享出來，網友們針對站長所發表的文章，只能觀看，心中有些疑問想要發問，或覺得站

長的教學很好，想要鼓勵或發表心得，都無法作到。『YLL 教學手札』、『YLL 討論網』

亦同樣考慮到這點，提供主題的回覆互動功能，解決此一問題，圖 6.3.4-3、6.3.4-4 分別

是二站的一個教學主題，網友們的回饋或討論。 

 

圖 6.3.4-3 YLL 教學手札網友的回饋、討論 75 

 

圖 6.3.4-4 YLL 討論網網友的回饋、討論 76 
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3. 貼圖和加入影片的功能 

 當文字不足以表達一個問題、內容時，適當的圖片或影片，正是一個提供內容者或

發問、解答者所迫切需要的好工具。針對互動性極強的『YLL 討論網』，對所有使用者

提供方便的「貼圖」、「插入影片」的功能，目前使用情況良好，也更添使用者願意線上

討論及教學的意願。圖 6.3.4-5、6.3.4-6，分別是站上一則貼圖和插入影片的範例。 

圖 6.3.4-5 網站提供線上貼圖的功能 77 

 

圖 6.3.4-6 網站提供線上播放影片的功能 78 

4. 我的最愛和精華區 

 網站上內容眾多，提供針對個人的功能是必要的，「我的最愛」功能，讓註冊的使

用者，能將喜愛的內容，加上註記、列入最愛，於想再看時，只要按下「我的最愛」連

結，便能再度觀看，圖 6.3.4-7，是加入最愛的連結及「我的最愛」的呈現方式。 

 對於新來訪者而言，能讓他們在最短的時間，進入網站的重點內容，熟悉站上呈現

方式的一個好方式，就是提供「精華區」的功能，亦是針對各主題版面的一個好的整理

版面方式，且文章列入精華，能鼓勵內容提供者提供好的內容，圖 6.3.4-8，「數學 Game

遊戲區」的精華區部份內容。 
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圖 6.3.4-7 我的最愛功能 79 

 

圖 6.3.4-8 精華區功能 80 

6.4 網站經營方式與成果 

 本節將分成二部份，對網站的經營理念、方式，作具體的描述，並作網站成果的介

紹。 

6.4.1 網站經營方式 

本小節列舉幾則有效的經營方式，介紹如下： 

1. 建立更新容易的網站 

 網站架設之初，唯一的理念就是「分享」。我能將我所有的數學內容，在網站上作

資源的分享，造福更多的老師和學習者，這是大多數架設數學網站的的想法，也是目前

國內大部份數學網站的現狀。但時間一久，漸漸覺得一個人的時間有限，能分享的內容

更有限，於是網頁更新的速度愈來愈慢，使人們到訪網站的意願亦愈來愈低，更新緩慢，

是犯了經營網站的大忌。於是更新網頁程式，使內容更新容易，是我作的第一項努力，

這部份如前面 6.2 節已作介紹。 

2. 開發特有的內容和網站技術 

 當網站的內容完全沒有價值，或內容可被其他同性質的網站取代時，訪客是不可能
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長久留在網站上的，豐富的內容對一個網站來說是絕對必要的，「只有這網站上有」，會

是一個網站的成功原因之一，網站上的數學內容，如同三、四、五章所述，多具有原創

性，絕不是他站所能取代，這是網站特有內容對一個網站的重要性。同樣地，網站能在

線上直接打入數學方程式、畫出數學圖形、函數圖形，對使用者而言，是一大吸引力，

這些網站技術的使用，已在 6.3 節中介紹。 

3. 建立作者群制度 

 6.1.1 節中提及的，數學網站常有的三個主要會遭遇的困難或問題，其中第一個問

題：「若是教師經營的個人數學教學網站，常面臨因為是個人經營，費時費心，卻無法

常保內容持續更新，以致無法匯集人氣或長久經營。」針對此點，有了該找有志一同的

人們，來合作的想法油然而生，且不限於身旁的老師，而是網路上廣大的人們。建立一

個好的網站制度，架設適當的網頁程式，建立註冊會員制度，『讓每個人都能是作者』，

讓到訪的網友，都能是內容提供者，並挑選表現良好的會員，給他特殊的權力，成為版

面管理者，加強會員向心力，自己的角色則轉化成網站管理者，事實也証明「作者群」

的制度是成功的，網站轉型為這種經營方式時，找到了一條光明的大道，深深發現合作

的力量是多麼的大，於是網站的數學內容，便源源不絕地產生，在 6.4.2 小節中，有成

果的介紹。 

4. 化被動為主動 

 網站的內容，基本上是被動的，等待著訪客的到來，是大多數網站的共通性。網站

上主動 e-mail 通知站上會員新內容，如圖 6.4.1-1 是一個範例，加強會員再次到訪的意願，

且會員可主動訂閱有興趣主題的發展，主題有新發展時，網站程式會主動發信通知，如

圖 6.4.1-2，化被動為主動，讓網站更具人氣。 
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圖 6.4.1-1 主動 e-mail 通知站上會員新內容範例 81

 

圖 6.4.1-2 主題有新發展網站程式主動發信通知 82

5. 多元化的經營 

 網站經營一段時間後，漸漸有會員希望增加非數學內容的意見反應，讓網站內容不

僅止於數學，這念頭曾讓我掙扎許久。增加其它類別的網頁內容，多元化的經營網站，

是否會降低數學網頁的專業性？適量的多元化，我想是其中最大的原則，不可讓數學網

站的主體性被取代，在此原則之下，網站的多元化是成功的。或許一個訪客初始到訪網

站的本意，不是想來閱讀、學習數學，但他一定會注意到這裡的數學，等到有一天，他

想討論、學習數學，他一定會想起這裡的數學，網站上這類的會員屢見不鮮，也讓網站

的數學內容更蓬勃地發展。 

6.提供優良會員專有福利  

 對於持續提供數學文章內容、積極參與數學討論，且在網站上註冊、停留超過二個

月時間的優良會員，免費提供網誌和相簿的服務。這項專有福利，實是一大鼓勵會員持

續到訪的利器，對他們而言，這不但是他們可以學習、討論的園地，更是他們生活的地

方，能在這寫心情、貼照片，更進而交到有同樣興趣的朋友等。 
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圖 6.4.1-3 優良會員個人免費網誌首頁 83 圖 6.4.1-4 優良會員個人免費相簿首頁 84 

 

 幾則有效的網站經營方式，是網站成立近三年來，不斷調整網站狀態，所累積的心

得，具體的網站經營方式評估，則還有更多研究、努力的空間。 

6.4.2 網站成果 

1. 優質教育網站條件的自我檢視 

 2.2.1 節中，Creed 與 Plank 提出了設計教育網站的七個原則，本節將首先針對這七

個原則，自行檢視網站的表現狀況。 

（1）網頁的下載速度要快(Good course web sites load quickly.) 

 網站主機架設在學術網路上，有極佳的頻寬，且把握適量圖片、聲音、動畫和 Java

程式等的原則，每頁網頁的讀取大多都能在一秒內完成，圖 6.4.2-1 是站上一個測試網

頁完成速度的一個小程式所得出的數據。 

 

圖 6.4.2-1 每頁網頁的讀取速度 85 

 

（2）網站要能容易地瀏覽(Good course web sites are easily navigated.) 

 站上所有內容按主題分區、分類，且透過版主群制度的建立，每日皆有固定版主整

理、分類，並過濾不適宜的內容、討論，訪客很容易進入特定的主題進行分區發表內容、

閱讀或討論。 

（3）網站要能提供最新資訊(Good course web sites contain timely information.) 
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 成立數學新聞專區，隨時提供新知，並主動刪除過時資訊，且訪客以註冊會員身份

登入，針對每位會員有新內容的分區，將自動以圖示作提示，如圖 6.4.2-2 所示。 

 

圖 6.4.2-2 有新內容的分區自動以圖示作提示 86 

 

（4）網站要能容易識別(Good course web sites are easily identified.) 

 「YLL 教學手札」、「YLL 討論網」均以「YLL」為名，YLL 雖是我英文姓名的縮

寫，但當初命名的第一考量，即以好記、不和他站重覆為原則，目前只要在各大搜尋引

擎打入「YLL」三個英文字，不論大小寫，皆可輕易找到本站。 

（5）網站要鼓勵持續使用(Good course web sites encourage sustained use.) 

 建立優良會員制度，鼓勵長久在網站上分享內容的會員，可加入站上的優良會員，

享受特殊福利。 

（6）網站要能幫助學生自我學習(Good course web sites put students in control of their own 

learning.) 

 網站兼具內容和討論的功能，學生如對網站內容或自己本身有數學問題，可輕易地

隨時發問，網站已聚集許多熱心解答的數學愛好者，有助於學生自我學習。 

（7）網站要可供列印教材內容(Good course web sites make good printed text.) 

網站考量到使用者有列印教材內容的需要，提供方便列印的功能，能自動去除不必

要的網頁資訊、深色的網頁底色，方便任何想列印網頁內容的使用者。圖 6.4.2-3 是原

始網頁，圖 6.4.2-4 是按下「友善列印」之後去除網頁底色，方便列印的畫面。 
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圖 6.4.2-3 未使用友善列印功能畫面 87 

 

 

圖 6.4.2-4 使用友善列印功能去除網頁底色 88 

 

 針對以上 Creed 與 Plank 提出的設計教育網站的七個原則，已盡力不斷檢視該改進

的地方，且持續思考更好的方式，以期讓網站有更好的表現。 

2. 網站數值統計 

（1）「YLL 教學手札」部份 

 網站自 2004 年 10 月 24 日改版以來，採當日同一 IP 只計算一次的訪客數統計，截

至 2005 年 7 月 3 日為止，共 252 天，平均每日訪客數為 282 人次，共計 71257 人次，

如圖 6.4.2-5。 

 Google 搜尋的基礎是一種名為「Page Rank」的技術（Page 為創辦人之名，非指網

頁）。這個技術是以其他網站連結的數目，來決定網站的知名度，如果由一個網頁連結

到另一個網頁，可視為一票，則某一網頁贏得的票愈多，在搜尋結果中就排在愈前面。

因此，當你在 Google 輸入查詢後，搜尋引擎會先找到含有查詢字眼的網頁，再依 Page 

Rank 技術排序[46]。以 2005 年 7 月 3 日的數據來說，「YLL 教學手札」在 Google 的網

頁重要評等 PageRank，得到 5/10 的高分數，高過國內大多數主要知名的數學網站，如

圖 6.4.2-6。 

 

圖 6.4.2-5 YLL 教學手札統計數據 89 
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圖 6.4.2-6 YLL 教學手札在 Google 的網頁重要評等 90 

 

（2）「YLL 討論網」部份 

 統計至 2005 年 7 月 3 日為止，數學文章數共 20372 篇（網站全部文章數 71755 篇，

且每日刪除過期文章及不合版面的文章），訪客 1435627 人次，常態性會員 5991 人（網

站自動刪除二個月內未發表文章會員及超過半年未再登入會員），平均每日訪客數為

1263 人次，網站人氣堪稱興盛。 

3. 網站於知名搜尋引撃的表現 

 網站於知名搜尋引撃輸入相關的關鍵字，如「數學網站」、「數學討論」等，都能於

搜尋結果的第一頁中即找到。 

圖 6.4.2-7 網頁於在 Google 的搜尋結果 91 圖 6.4.2-8 網頁於在 Yahoo 的搜尋結果 92 

 圖 6.4.2-7、圖 6.4.2-8 分別是網頁於在 Google、Yahoo 中搜尋「數學討論」的結果

畫面。 
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第七章 討論與展望 

7.1 討論 

 我們使用 GSP，運用「遞迴」、「特殊化與一般化」的概念，開發了許多的數學數位

內容。架設了一個成功熱門的數學網站，完成『即時』技術整合：方程式編輯器、塗鴨

板、函數繪圖器等，並完成數學網路學習和行動研究之平台架構。 

近年來，數學軟體隨著電腦科技的發展，如雨後春筍地不斷出現，且功能正逐漸增

強，我們能以比以往容易的方式，製作出數學數位內容。學習這些軟體的使用，幫助自

己、他人作數學的研究，或製作數學數位教材，協助學生學習數學，這個重要性亦將與

日增，透過本研究的介紹，我們能發現 GSP 是個功能強大，低成本且使用容易的數學軟

體，可協助創造許多互動性強的優質數位內容，應用廣範，能發展的數學內容範圍，小

至小學，大至研究所的數學內容，都有其發揮的空間，的確是個值得推廣使用的數學數

位內容研發工具。 

 本研究所提供的數學數位內容，均透過研究所課程上同儕的討論，或實際的教學，

而不斷改進，另外，網站上網友的回饋，也是個重要的意見來源，一個人的能力永遠都

是有限的，任何事情只有分享、合作才能真正找到出路。架設一個數學網站，分享自己

所有的數學數位內容，可以讓更多的人使用，對研究的數學主題而言，可以讓主題透過

分享，得到繼續討論、研究的可能；對一份數學數位教材而言，可以造福更多的老師、

學生、學習者，減少重覆開發相同教材所浪費的時間。本研究提供有效的數學數位內容，

和一個數學數位內容網站經營的成功經驗，給更多有相同需求、目標的研究者及教師們

參考，更豐富網路上的數學數位內容，造福更多對數學有興趣的學習者。  

7.2 展望 

 有愈來愈多的人，在網路上學習各式各樣的知識，數學的學習也透過網路，而不斷

持續著，本研究提供的數學數位內容及架設的數學網站，均已得到了多數造訪網友的肯

定，也有愈來愈多的網站，將本站加入推薦站，相關成果已於 6.4.2 節中表達。本研究

是持續的，網站也將永續經營，透過網站的互動，將有助於我發展更多的數學內容。因

研究主題的因素，本研究未加入利用其它非 GSP 的數學軟體開發的數學內容，這部份的

努力，將是未來可以期待的目標。 
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 本研究的網站經營成果，是透過具體的網站數值統計來陳述，更有說服力的網站研

究，將可透過線上問卷和更多專業的方式來進行。開發更有利的線上數學討論工具，及

更適切的數學數位內容，為推動資訊科技融入教學盡一分心力，成就更適性化數學內

容、網站，亦將是未來主要努力的目標，也期待能得到最好的成果。 
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附錄 1：其它的數學數位內容 

以下補充一些未納入論文本文的數學內容，內容本身所包含的數學知識有深有淺，

但這裡的重點在於強調內容數位化後，所呈現的視覺、動態效果，而不作繁雜的數學計

算和証明。 

1. Proof Without Words 

 數學教師常常用盡心思，把數學公式証明得嚴謹而周全，這當然是數學教育中，一

項重要的訓練，也是學生必備的基本素養之一。然而難以從直觀的角度，來理解抽象的

數學公式，卻也是高中學生學習數學的困難之一[40]。 

 在數學中，一個公式或定理的証明，有各種方式，其中的『圖說証明』（Proof Without 

Words），具有直觀、輕巧、雅緻之趣（蔡聰明，民 89）。幾何圖形具有直觀易明的優點，

諺云：「一個圖勝過千言萬語」，這就是圖說証明之最佳寫照。1975 年，美國數學協會（The 

Mathematical Association of America，簡稱 MAA）在其出刊的「Mathematics Magazine」期

刊中，推出「Proof Without Words」專欄，是圖說証明再度受到重視的明証。該專欄至今

已三十餘年，歷久不衰，且深受各界好評，目前已由 Roger B. Nelson 教授二度集結成單

行本，更加圖顯「Proof Without Words」的獨特魅力[39]。 

1.1 Cauchy-Schwarz Inequality 

如圖附錄 1.1-1，有顏色部份長方形面積和 1 1 2 2x y x y+ ，經如圖附錄 1.1-2、圖附錄

1.1-3、圖附錄 1.1-4 三步驟的動態轉換，有顏色部份長方形面積和仍為 1 1 2 2x y x y+ 。  

| x1| | y2|

| x2|

| y1|

 
圖附錄 1.1-1 Cauchy-Schwarz Inequality 圖說証明（1）93

| x1| | y2|

| x2|

| y1|

 
圖附錄 1.1-2 Cauchy-Schwarz Inequality 圖說証明（2）94
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| x1| | y2|

| x2|

| y1|

 
圖附錄 1.1-3 Cauchy-Schwarz Inequality 圖說証明（3）95

| x1| | y2|

| x2|

| y1|

y12+y22

x12+x22

圖附錄 1.1-4 Cauchy-Schwarz Inequality 圖說証明（4）

96 

 

最後，由圖附錄 1.1-5，我們可知 2 2 2
1 1 2 2 1 1 2 2 1 2 1 2

2x y x y x y x y x x y y+ ≤ + ≤ + ⋅ + 。 
故得証 Cauchy-Schwarz Inequality。 

| x1| | y2|

| x2|

| y1|

x12+x22

y12+y22

y12+y2

≤
2

x12+x22

 

圖附錄 1.1-5 Cauchy-Schwarz Inequality 圖說証明（5）97 

1.2 三角形的全等性質 

三角形的五個全等性質：SSS、SAS、ASA、RHS、AAS，可用來作許多的幾何証明，

但性質本身，卻不容易體會。透過 GSP 製作可供操作的介面，任意改變原始三角形，分

別作五種性質的作圖方法，產生新三角形，再將二個三角形重疊，用視覺的方式來說明

它們全等，可達到幫助了解全等性質及其作圖方法的功效。 

今以 AAS 的操作的介面為例，任意改變 ABC 的大小，如圖附錄 1.2-1，按順序按

下 1~6 的按鈕，並同時作 AAS 的作圖說明，可得到如圖附錄 1.2-2 的 ，按下 7~8

的按鈕，可將二個三角形重合，以動態圖說的方式証明 AAS 全等性質，按下『重來一

次』按鈕，將圖形恢復至最初狀態。 

DEF
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 再次改變 的大小，這次按下『連續作圖』，可以連續動態圖說的方式証明 AAS

全等性質。 

ABC

  

圖附錄 1.2-1 AAS 全等圖說操作介面說明（1）98

 

圖附錄 1.2-2 AAS 全等圖說操作介面說明（2）99

  

類似的操作方法，可用於 SSS、SAS、ASA、RHS 全等性質的圖說証明。 

1.2.1 SSS 全等性質 

任意二個三角形，若三邊對應相等，則二個三角形全等。如圖附錄 1.2.1-1 的△ABC，

提供可操作的 SSS 作圖方法，得到如圖附錄 1.2.1-2 之△DEF，並將△DEF 移至△ABC 上，

可以發現它們完全重合。任意改變△ABC 的形狀，操作檔案，均能得到二個三角形完全

重合的結果，以視覺的方式，了解 SSS 全等性質及 SSS 作圖方法。 
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圖附錄 1.2.1-1 SSS 性質原始三角形 100 圖附錄 1.2.1-2 SSS 作圖 101 

1.2.2 .SAS 全等性質 

任意二個三角形，若二邊一夾角對應相等，則二個三角形全等。如圖附錄 1.2.2-1

的△ABC，提供可操作的 SAS 作圖方法，得到如圖附錄 1.2.1-2 之△DEF，並將△DEF 移

至△ABC 上，可以發現它們完全重合。任意改變△ABC 的形狀，操作檔案，均能得到

二個三角形完全重合的結果，以視覺的方式，了解 SAS 全等性質及 SAS 作圖方法。 

圖附錄 1.2.2-1 SAS 性質原始三角形 102 圖附錄 1.2.2-2 SAS 作圖 103 

1.2.3 .ASA 全等性質 

任意二個三角形，若二角一夾邊對應相等，則二個三角形全等。如圖附錄 1.2.3-1

的△ABC，提供可操作的 ASA 作圖方法，得到如圖附錄 1.2.3-2 之△DEF，並將△DEF

移至△ABC 上，可以發現它們完全重合。任意改變△ABC 的形狀，操作檔案，均能得

到二個三角形完全重合的結果，以視覺的方式，了解 ASA 全等性質及 ASA 作圖方法。 
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圖附錄 1.2.3-1 ASA 性質原始三角形 104 圖附錄 1.2.3-2 ASA 作圖 105 

1.2.4 .RHS 全等性質 

任意二個直角三角形，若斜邊和一股對應相等，則二個三角形全等。如圖附錄 1.2.4-1

的△ABC，提供可操作的 RHS 作圖方法，得到如圖附錄 1.2.4-2 之△DEF，並將△DEF

移至△ABC 上，可以發現它們完全重合。任意改變△ABC 的形狀，操作檔案，均能得

到二個三角形完全重合的結果，以視覺的方式，了解 RHS 全等性質及 RHS 作圖方法。 

 

 

 

圖附錄 1.2.4-1 RHS 性質原始三角形 106 

 

圖附錄 1.2.4-2 RHS 作圖 107 

1.2.5 .AAS 全等性質 

任意二個直角三角形，若二角一鄰邊對應相等，則二個三角形全等。如圖附錄 1.2.5-1

的△ABC，提供可操作的 AAS 作圖方法，得到如圖附錄 1.2.5-2 之△DEF，並將△DEF
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移至△ABC 上，可以發現它們完全重合。任意改變△ABC 的形狀，操作檔案，均能得

到二個三角形完全重合的結果，以視覺的方式，了解 AAS 全等性質及 AAS 作圖方法。 

 

圖附錄 1.2.5-1 AAS 性質原始三角形 108 圖附錄 1.2.5-2 AAS 作圖 109 

1.3 馬丁加德納（Martin Gardner）的四龜問題 

有四隻烏龜站在邊長為２米的正方形四個角上。這四隻烏龜有一個共同特點，１號

龜總是朝２號爬，２號朝３號爬，３號朝４號爬，４號朝１號爬。現４隻烏龜均以每秒

１cm 同時開始勻速爬動。 

（1）請問經過多少時間它們才能在哪裡碰頭呢？  

（2）每隻烏龜爬過多遠的距離後碰頭？ 

 

 從物理學相對運動的觀點來看，１號龜的行進方向，始終和２號龜的行進方向保持

垂直，且他們都是等速每秒１cm 運動，最後必相遇於正方形對角線的交點，因為原本

１號龜和２號龜的距離是２米＝200cm，這也就是每隻烏龜將爬過的距離，所以他們相

遇的時間便是
200 200
1

= 秒 。我們能在 GSP 中作出動態的模擬畫面，如圖附錄 1.3-1 所

示，是他們的行動軌跡。 
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圖附錄 1.3-1 四龜問題路徑（1）

110 

 

圖附錄 1.3-2 四龜問題路徑（2）

111 

圖附錄 1.3-3 四龜延伸問題（1）

112 

如果將正方形改成任意四邊形，則將得到如圖附錄 1.3-2 的行動軌跡。增加烏龜的

數目，圖附錄 1.3-3、圖附錄 1.3-4、圖附錄 1.3-5、圖附錄 1.3-6，分別是任意五、六、七、

八邊形的行動軌跡。 

 

圖附錄 1.3-4 四龜延伸問題（2）

113 

圖附錄 1.3-5 四龜延伸問題（3）

114 

圖附錄 1.3-6 四龜延伸問題（4）

115 

2 正多邊形的延伸探討 

 針對正多邊形上每個頂點，作不同方式的連線，便會產生不同的圖形，本節將於

GSP 中開發製作的介面，分別介紹 Star Polygon、Complete Graph。 

2.1 Star Polygon 

 一個 Star Polygon
p
q

⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭

（ ,p q∈ ），所代表的意義是，以 p 個點平分一圓周，以任

一點為基準，每隔 q 個點作二點的連線，所成的圖形。 

 如果
2
pq = ，所得圖形是 q 條交於圓心的直徑，這不在我們的討論範圍內，且

p p
q p q

⎧ ⎫ ⎧ ⎫
≡⎨ ⎬ ⎨ ⎬−⎩ ⎭ ⎩ ⎭

，故限制
2
pq < ，可略去重覆圖形的討論。如圖附錄 2.1-1 是一些 Star 
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Polygon 的圖形。 

 

5
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9
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⎩ ⎭

 

 

12
5

⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭

 
35
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⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭

 

圖附錄 2.1-1 一些 Star Polygon 的圖形 116 

如果 'p np= ， （ n ），則'q nq= ∈
'

'

p
q

⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭

所代表的圖形是 n 個
p
q

⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭

的圖形各旋轉
360

n

而成，如圖附錄 2.1-2 分別是
5
2
n
n

⎧ ⎫
⎨
⎩ ⎭

⎬（ 1,2,3,4n = ）的圖形。 
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10⎧ ⎫
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圖附錄 2.1-2 
5
2
n
n

⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭

（ 1,2,3,4n = ）的圖形 117 

2.2 Complete Graph 

 一個類似 Star Polygon 的主題是 Complete Graph。一個 Complete Graph 所代表的意義

是，以 n 個點平分一圓周，對每一個點作其它各點連線，所成的圖形。一個 Complete Graph

會有
( )1

2
n n −

條直線，如圖附錄 2.2-1 是一些 Complete Graph 的圖形。 

   

  

圖附錄 2.2-1 Complete Graph118 

 將 3 的 Complete Graph 重疊於一頂點，可得如圖附錄 2.2-2 的圖形。 , 4,5,6,7,8.....n =

  

圖附錄 2.2-2 重疊的 Complete Graph119 
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 將 Complete Graph 中的每條直線稍向外延伸，便好像長了頭髮的 Complete Graph，稱

為 Complete Graph With Hair，如圖附錄 2.2-3 所示。 

 

圖附錄 2.2-3 Complete Graph With Hair120 

  

 結合數個大小不同的 Complete Graph With Hair 重疊於圓心，可得到美麗的變化，稱

Complete Graph of Various sizes , with Hair，如圖附錄 2.2-4 所示。 

  

圖附錄 2.2-4 Complete Graph of Various sizes , with Hair121 

  

綜合以上討論，Star Polygon 與 Complete Graph 真可謂正多邊形的二種美麗又有趣的

大變身！ 
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附錄 2：各章可供操作的數學數位內容檔案列表 
 

 各章可供操作的數學數位內容檔案名稱，按章節列表，如表附錄 1，可於論文所附

光碟中，開啟檔案，對應章節閱讀，或至「YLL教學手札」（http://yll.loxa.edu.tw），隨時

查看更新內容、檔案： 

 

表附錄 1 1 各章可供操作的數學數位內容檔案 

檔案名稱 對應章節內容（或檔案說明） 

Riemann_Sum.gsp 3.3.1 Riemann Sum 

Arc_Length.gsp 3.3.2 Arc Length 

Taylor_Series.gsp 3.3.3 Taylor series 

牛頓法.gsp 3.3.4 牛頓法求根的近似值 

圖解無窮等比級數.gsp 3.4 圖解無窮等比級數 

正多邊形的漸開線.gsp 3.5.1 正多邊形的漸開線 

Square_Root_Spiral.gsp 3.5.2 Square Root Spiral 

黃金縲線.gsp 3.5.3 黃金縲線 

Self_Similarity.gsp 第四章 自我相似圖構圖的研究 

由餘式定理所延伸出的幾何定理探討.gsp 5.1.1 由餘式定理所延伸出的幾何定理探討

由鴿眼翻轉所延伸出的幾何分割問題.gsp 5.1.2 由鴿眼翻轉所延伸出的幾何分割問題

凸多邊形各邊 n 等分點連線所圍面積.gsp 5.1.3 凸多邊形各邊 n 等分點連線所圍面積

任意四邊形中點連線圖形.gsp 附錄 1：其它的數學數位內容 

Cauchy_Schwarz_Inequality.gsp 附錄 1：其它的數學數位內容 

三角形的全等性質.gsp 附錄 1：其它的數學數位內容 

四龜問題.gsp 附錄 1：其它的數學數位內容 

Star_Polygon&Complete_Graph.gsp 附錄 1：其它的數學數位內容 

附檔名gsp的檔案為GSP的檔案，可於Key Curriculum Press

（http://www.keypress.com/）下載GSP試用版軟體，方可操作論文中所有GSP的檔案。 
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附錄 3：數學塗鴨板的使用方法與實際應用範例 
 

 針對網站上數學塗鴨板的使用方法，介紹如下。如圖附錄 3-1，於發表文章介面，

按下「我要塗鴨」，會產生如圖附錄 3-3 的繪圖介面新視窗，如圖中介紹，主要功能有：

鋼筆（有 2 種筆刷樣式）、毛筆（有 6 種筆刷樣式）、快選圖案（有 149 種可選擇）、輸

入文字、圖案旋轉縮放移動、圖層、調色盤、改變筆刷大小、調整透明度、復原、清光

圖層、預視、設定、列印、儲存等。使用以上工具於繪圖完成後，按下右下角的「儲存」

圖示，便可將繪圖儲存，如圖附錄 3-2，按下確定儲存圖示，便可將所需數學繪圖，加

入發表的文章之中，讓所有數學繪圖，透過此數學塗鴨板，於網站上完成，而不再需要

任何其它的工具，實是數學討論的一大利器。 

圖附錄 3-1 數學塗鴨板使用方法（1）122 圖附錄 3-2 數學塗鴨板使用方法（2）123 

 

圖附錄 3-3 數學塗鴨板使用方法（3）124 
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 以下補充一些，網站上數學文章或問題的實際應用範例，如表附錄 2 所示。 

表附錄 2 2 數學塗鴨板實際應用範例 
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附錄 4：線上數學方程式編輯器的使用方法 
 

 針對網站上數學方程式編輯器的使用方法，介紹如下。如圖附錄 4-1，進入發表文

章介面，便會見到數學方程式編輯器。 

 

圖附錄 4-1 數學方程式編輯器使用方法（1）125 

 

按下上方的功能列，能出現所需的數學方程式符號，如圖附錄 4-2，是部份的功能選單。 

 

圖附錄 4-2 數學方程式編輯器使用方法（2）126 

 

使用此功能列，用滑鼠點選，便可輕易輸入所需數學方程式符號，如圖附錄 4-3，輸入

完畢時，按下「插入方程式」按鈕，便可自動加入 MathML 的網頁語法於發表文章中，

如圖附錄 4-5，再由後端 java 程式處理，便可在發表文章時，作正確的顯示，如圖附錄

4-4，是程式輸出於網頁後的情形。 
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圖附錄 4-3 數學方程式編輯器使用方法（3）127

 

圖附錄 4-4 數學方程式編輯器使用方法（5）128

 

圖附錄 4-5 數學方程式編輯器使用方法（4）129 

 

唯使用上要注意，使用方程式時，每打一行式子，就按「插入方程式」按鈕一次，不可

輸入很多行數學式子後，才按「插入方程式」，以免顯示錯誤！ 
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附錄 5：YLL 討論網重要外掛程式簡介 

 

 「YLL 討論網」主程式使用 phpBB2 的論壇程式，但欲造就現今多功能的狀態，需

作許多的程式修改，也就是一般所謂的外掛程式，以下將對文章中主要提及的功能，作

外掛程式的簡介，並提供程式修改方式或功能介紹的網址連結： 

 

1. 線上數學方程式編輯器 

簡介：提供於網頁中，直接輸入數學方程式的介面，詳如 6.3.1 節中所述。 

http://yll.loxa.edu.tw/phpBB2/viewtopic.php?t=18096

 

2. 數學塗鴨板 

簡介：提供於網頁中，直接畫出數學圖形或寫出解題過程的介面，詳如 6.3.2 節中所述。 

http://yll.loxa.edu.tw/phpBB2/viewtopic.php?t=16702

 

3. 線上數學函數繪圖器 

簡介：提供於網頁中，直接畫出數學函數圖形的介面，詳如 6.3.3 節中所述。 

http://yll.loxa.edu.tw/phpBB2/viewtopic.php?t=25378

 

4. 撥放影片功能  

簡介：提供於網頁中，直接撥放影片的介面，詳如 6.3.4 節中所述。 

http://phpbb-tw.net/phpbb/viewtopic.php?t=9944

 

5. 子版面 

簡介：讓討論區的分類，能以子版面來處理，作更細項的分類。 

http://phpbb-tw.net/phpbb/viewtopic.php?t=33019

 

6. 精華區 

簡介：優良文章，能加入精華區，提供精華區管理、觀看介面，詳如 6.3.4 節中所述。 

http://yll.loxa.edu.tw/phpBB2/viewtopic.php?t=5639

http://phpbb-tw.net/phpbb/viewtopic.php?t=18226
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http://phpbb-tw.net/phpbb/viewtopic.php?t=18226


7. 友善列印 

簡介：除去文章畫面中不必要的資訊，及去除網頁背景色，方便列印，詳如 6.4.2 節中

所述。 

http://yll.loxa.edu.tw/phpBB2/viewtopic.php?t=234

 

8. 我的最愛  

簡介：對每個註冊使用者，提供將所喜愛的文章，加入最愛的功能，方便閱讀，詳如 6.3.4

節中所述。 

http://phpbb-tw.net/phpbb/viewtopic.php?t=13961

http://www.phpbb.com/phpBB/viewtopic.php?t=73503

 

9. 會員 Blog 

簡介：對網站上的優良會員，提供免費的網誌，詳如 6.4.1 節中所述。 

http://yll.loxa.edu.tw/phpBB2/viewtopic.php?t=25860

 

10. 會員相簿 

簡介：對網站上的優良會員，提供免費的相簿，詳如 6.4.1 節中所述。 

http://phpbb-tw.net/phpbb/viewtopic.php?t=22791

 

11. 推薦文章  

簡介：每個註冊使用者，能對文章作出推薦，鼓勵發文者。 

http://phpbb-tw.net/phpbb/viewtopic.php?t=10117
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附錄 6：線上數學方程式編輯器程式碼修改方法 
 

 「YLL討論網」主程式使用phpBB2 的論壇程式，可至竹貓星球

（http://phpbb-tw.net/phpbb/）免費下載安裝使用，網站上線上數學方程式編輯器，參考

「交大應數數學交流網」（http://forum.math.nctu.edu.tw/），使用Design Science開發的軟體

WebEQ（http://www.mathtype.com/en/products/webeq/），用java和php等網頁程式語言，作成

線上數學方程式編輯器，結合在網頁上，使數學符號的輸入，可輕鬆地用滑鼠按、點就

完成，非常方便。 

 以下便就如何架設數學方程式編輯器，於 phpBB2 的論壇程式上，作詳細的說明： 

 

1.上傳 WebEQ 程式檔 

至WebEQ官方網站（http://www.mathtype.com/en/products/webeq/），下載WebEQ試用版

主程式，將其中免費的classes目錄下所有檔案，放至phpBB2 的目錄下。 

 

2. 關閉 phpBB2 的 HTML 語法功能 

 進入 phpBB2 的後台管理介面，將 HTML 語法功能關閉，如圖附錄 5-1 所示。 

 

圖附錄 5-1 關閉 phpBB2 的 HTML 語法功能 130 

 

3. 修改 phpBB2 程式碼 

看到「之後，加上」，程式碼必須加在「尋找」語法的最後一行的下面。 

看到「之前，加上」，程式碼必須加在「尋找」語法的最上一行的上面。 

看到「在最後，加上」，程式碼必須加在所有程式碼的最後面。 

看到「取代為」，在「尋找」語法找到的程式碼，必須完全的取代成「取代為」語法中

的程式碼。 

 

（1）開啟 templates/你的風格目錄/posting_body.tpl    

「尋找」 
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bbcode = new Array(); 

bbtags = new 

Array('[b]','[/b]','[i]','[/i]','[u]','[/u]','[quote]','[/quote]','[code]','[/code]','[list]','[/list]','[list=]','[/lis

t]','[img]','[/img]','[url]','[/url]','[scroll]','[/scroll]','[fade]','[/fade]','[glow=red]','[/glow]','[shado

w=red]','[/shadow]','[stream]','[/stream]','[flash]','[/flash]','[highlight=red]','[/highlight]'); 

imageTag = false; 

 

「之後，加上」 

w = 500; h = 250; 

var winl = (screen.width - w) / 2; 

var wint = (screen.height - h) / 2; 

winprops = 

'height='+h+',width='+w+',top='+wint+',left='+winl+',scrollbars=yes,resizable=yes,toolbar=no

'; 

function editEQ() { 

 if (document.selection) { 

   txt = document.selection.createRange().text; 

   if (txt.length != 0) { 

    document.eqeditor.setMathML(txt); 

   } 

 } 

} 

 

function insertMML() { 

 var msg = document.eqeditor.getPackedMathML(); 

 insertAtCaret(document.post.message, msg); 

} 

function insertAtCaret (textEl, text) { 

 if (textEl.createTextRange && textEl.caretPos) { 

  var caretPos = textEl.caretPos; 

  caretPos.text = caretPos.text.charAt(caretPos.text.length - 1) == ' ' ? text + ' ' : text; 

 } else 

  textEl.value  = text; 
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} 

 

「尋找」 

          <tr>  

   <td colspan="9"><span class="gen">  

     <textarea name="message" rows="15" cols="35" wrap="virtual" 

style="width:450px" tabindex="3" class="post" onselect="storeCaret(this);" 

onclick="storeCaret(this);" onkeyup="storeCaret(this);">{MESSAGE}</textarea> 

     </span></td> 

    </tr> 

  </table><br> 

 

「之後，加上」 

        <br> 

  <input type=button value="插入方程式" onclick="insertMML(); 

document.post.message.focus();"><span>&nbsp;</span><input type=button value="編輯方

程式" onclick="editEQ();"><span>&nbsp;</span><br><br> 

  <applet codebase="./classes" code="webeq3.editor.InputControl" height="150" 

width="650" name="eqeditor" MAYSCRIPT> 

  <param name="eq" value="">  

  </applet>   

 

「尋找」 

{TOPIC_REVIEW_BOX} 

「之前，加上」 

<script> 

var numOfApplets = document.applets.length; 

 

for (i = 0; i < numOfApplets; i++) { 

 if (document.applets[i].name != "eqeditor") { 

  document.applets[i].width = document.applets[i].preferredWidth()+8; 

  document.applets[i].height = document.applets[i].preferredHeight()+8;   

 } 
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} 

</script> 

               

（2）開啟 templates/你的風格目錄/viewtopic_body.tpl    

「在最後，加上」 

<script> 

var numOfApplets = document.applets.length; 

 

for (i = 0; i < numOfApplets; i++) { 

 if (document.applets[i].name != "eqeditor") { 

  document.applets[i].width = document.applets[i].preferredWidth()+8; 

  document.applets[i].height = document.applets[i].preferredHeight()+8;   

 } 

} 

</script> 

             

（3）開啟 templates/你的風格目錄/posting_topic_review.tpl    

「在最後，加上」 

<script> 

var numOfApplets = document.applets.length; 

 

for (i = 0; i < numOfApplets; i++) { 

 if (document.applets[i].name != "eqeditor") { 

  document.applets[i].width = document.applets[i].preferredWidth()+8; 

  document.applets[i].height = document.applets[i].preferredHeight()+8;   

 } 

} 

</script> 

 

（4）開啟 includes/topic_review.php    

「尋找」 

'MESSAGE' => $message, 

「取代為」  
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'MESSAGE' => insertAppletTag($message), 

                                 

（5）開啟 posting.php     

「尋找」 

include($phpbb_root_path . 'includes/functions_post.'.$phpEx); 

「之後，加上」 

function insertAppletTag($text) { 

 $trans = array ("&lt;" => "<", "&gt;" => ">"); 

 $count = 0; 

 $pointer = 0; 

 $tagBeginIdx = strpos ($text, "&lt;math&gt;", $pointer); 

 $return = ""; 

  

 while (is_integer($tagBeginIdx)) { 

  $return = $return . strtr(substr($text, $pointer, $tagBeginIdx-$pointer), $trans); 

  $tagEndIdx = strpos ($text, "&lt;/math&gt;", $tagBeginIdx+1); 

  if (is_integer($tagEndIdx)) { 

   $count++; 

   $return = $return . "<APPLET CODEBASE=\"./classes\" 

CODE=\"webeq3.ViewerControl\" ALIGN=CENTER NAME=eq MAYSCRIPT>" .  

   "<PARAM NAME=eq VALUE=\"" . strtr(substr($text, $tagBeginIdx, 

$tagEndIdx-$tagBeginIdx+13), $trans) . "\">" .  

   "<PARAM NAME=ALIGN VALUE=\"CENTER\">" .  

   "<PARAM NAME=VALIGN VALUE=\"CENTER\">" .  

   "<PARAM NAME=SELECTION VALUE=\"TRUE\">" . 

   "</APPLET>"; 

  } else break; 

  $pointer = $tagEndIdx+13; 

  $tagBeginIdx = strpos ($text, "&lt;math&gt;", $pointer); 

 } 

 $return = $return . substr($text, $pointer, strlen($text)-$pointer); 

 if ($count > 0) { 

  $return = $return . "\n" . " 
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       <script> 

       function checkApplet(appletName, handler) { 

        if (document && document.applets[appletName] && 

appletName != \"eqeditor\") {  

         var f = new Function(handler); 

         f(document.applets[appletName]);  

        } else { 

         setTimeout(checkApplet, 1000, appletName, 

handler); 

        } 

       }  

       for (i = 0; i < document.applets.length; i++) {  

        checkApplet( document.applets[i].name, function 

(applet) {applet.width = applet.preferredWidth()+8; applet.height = 

applet.preferredHeight()+8; } );  

       } 

       </script>"; 

 } 

 

 return $return; 

} 

「尋找」 

$template->assign_vars(array( 

   'TOPIC_TITLE' => $preview_subject, 

「之前，加上」 

  $preview_message = insertAppletTag($preview_message); 

                                                 

（6）開啟 viewtopic.php   

「尋找」 

include($phpbb_root_path . 'includes/bbcode.'.$phpEx);                                         

「之後，加上」 

function insertAppletTag($text) { 

 $trans = array ("&lt;" => "<", "&gt;" => ">"); 
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 $count = 0; 

 $pointer = 0; 

 $tagBeginIdx = strpos ($text, "&lt;math&gt;", $pointer); 

 $return = ""; 

  

 while (is_integer($tagBeginIdx)) { 

  $return = $return . strtr(substr($text, $pointer, $tagBeginIdx-$pointer), $trans); 

  $tagEndIdx = strpos ($text, "&lt;/math&gt;", $tagBeginIdx+1); 

  if (is_integer($tagEndIdx)) { 

   $count++; 

   $return = $return . "<APPLET CODEBASE=\"./classes\" 

CODE=\"webeq3.ViewerControl\" ALIGN=CENTER NAME=eq width=650 height=150  

MAYSCRIPT>" .  

   "<PARAM NAME=eq VALUE=\"" . strtr(substr($text, $tagBeginIdx, 

$tagEndIdx-$tagBeginIdx+13), $trans) . "\">" .  

   "<PARAM NAME=ALIGN VALUE=\"CENTER\">" .  

   "<PARAM NAME=VALIGN VALUE=\"CENTER\">" .  

   "<PARAM NAME=SELECTION VALUE=\"TRUE\">" . 

   "</APPLET>"; 

  } else break; 

  $pointer = $tagEndIdx+13; 

  $tagBeginIdx = strpos ($text, "&lt;math&gt;", $pointer); 

 } 

 $return = $return . substr($text, $pointer, strlen($text)-$pointer); 

 if ($count > 0) { 

  $return = $return . "\n" . " 

       <script> 

       function checkApplet(appletName, handler) { 

        if (document && document.applets[appletName] && 

appletName != \"eqeditor\") {  

         var f = new Function(handler); 

         f(document.applets[appletName]);  

        } else { 
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         setTimeout(checkApplet, 1000, appletName, 

handler); 

        } 

       }  

       for (i = 0; i < document.applets.length; i++) {  

        checkApplet( document.applets[i].name, function 

(applet) {applet.width = applet.preferredWidth()+8; applet.height = 

applet.preferredHeight()+8; } ); 

       } 

       </script>"; 

 } 

 

 return $return; 

} 

 

「尋找」 

'MESSAGE' => $message, 

「取代為」 

'MESSAGE' => insertAppletTag($message), 

 

4. 完工！ 
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