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中文摘要 

本篇論文主要為研究多輸入多輸出（MIMO）正交分頻多工（OFDM）系統

上之訊號偵測與低密度同位檢查碼之解碼。在低密度同位檢查碼的解碼上，我們

使用了三種解碼演算法，包括 Normalized belief propagation（BP）based 演算法、

Normalized a-posteriori probability（APP）based 演算法、和 Layer normalized BP 

based 演算法。這三種不同的解碼演算法，皆比低密度同位檢查碼標準的解碼演

算法─ Sum-product 演算法有更高的可實現性，同時在運算複雜度與效能的取捨

上，都有不錯的表現。而在 MIMO 訊號的偵測上，我們使用了最小均方誤差

（MMSE）與最大事後機率（MAP）偵測。其中，我們將 MMSE 偵測與軟性反

對映結合以獲得軟性輸出（soft outputs），而 MAP 偵測則可直接由所接收到的訊

號來求得軟性輸出。另外，為了降低 MAP 偵測本身龐大的計算量，我們在 MAP

偵測前預先使用了 list sphere decoding 演算法，以降低在 MIMO 訊號偵測上的運

算複雜度。最後，我們在 IEEE 802.11n 與 IEEE 802.16e 系統上模擬，以驗證低

密度同位檢查碼對系統效能上的改善，特別是使用 MAP 偵測 MIMO 訊號時，使

用低密度同位檢查碼對系統效能會有相當大的改進。 
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Abstract 

In this thesis, we study signal detection and decoding of low-density parity-check 

(LDPC) codes for multi-input-multi-output (MIMO) orthogonal-frequency- 

division-multiplexing (OFDM) systems. Three types of LDPC codes decoders are 

investigated, the Normalized belief-propagation (BP) based algorithm, the 

Normalized a-posteriori probability (APP) based algorithm, and the Layered 

normalized BP based algorithms. These decoding algorithms are much simpler to 

implement than the standard LDPC codes decoding algorithm, namely the 

sum-product algorithm, and can achieve good tradeoff between decoding complexity 

and performance. For MIMO signal detection, we consider the 

minimum-mean-squared error (MMSE) and a maximum a-posteriori probability 

(MAP) detector. The MMSE detector is combined with a soft-bit demapper to obtain 

soft outputs, while the MAP detector is designed to have soft outputs directly. To 

redue the high computational inherent in the MAP detector, we apply an efficiency 

algorithm called the list sphere decoding. Simulations with IEEE 802.11n and IEEE 

802.16e systems show that the LDPC codes decoder can effectively improve the 

system performance, particularly when it combined with the MAP detector.  
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第1章 簡介 

1948 年Shannon發表了現代通訊理論最重要的論文“A Mathematical Theory 

of Communication [1]”，精準地預測所有通訊系統的基本極限，並開創了一個全

新的數學領域：消息理論（Information Theory）。他提出對於任何傳輸速率小於

或等於通道容量（capacity）的情況下，必定存在一種編碼方式，可以達成任意

小的錯誤率。雖然他並未具體指出如何設計此種錯誤更正碼（error correction 

code），但卻提供了相當寶貴的依循法則，也為通訊工程指引了一個明確的目標。

目前較為熟知的錯誤更正碼包括線性區段碼（Linear Block Codes）[2]、漢明碼

（Hamming Codes）[3]、摺積碼（Convolutional Codes）[4]，以及里德所羅門碼

（Reed-Solomon Codes）[5]。近 10 年來，則以渦輪碼（Turbo Codes）[6]和低密

度同位檢查碼（LDPC Codes）[7]最受重視。LDPC Codes在 1962 年由MIT的Robert 

Gallager發明，當時卻因被認為複雜度過高而被遺忘將近 30 年，直至近年來被重

新研究後才發現其優越的性能。 

LDPC Codes是一種特殊的線性區段碼，藉著定義一個同位檢查矩陣（parity 

check matrix），我們得以有系統地產生碼字（codeword），並規範訊息位元（message 

bits）之間的關係。在LDPC Codes中的同位檢查矩陣為一稀疏矩陣（sparse 

matrix），因此稱之為低密度（Low Density）。每一個LDPC Codes的同位檢查矩

陣皆可以Tanner Graph[8]表示。而LDPC Codes的解碼方式則是在Tanner Graph上

利用Sum-product演算法 [9]進行check node和bit node的訊息可靠度交換。 

LDPC Codes 運作原理相似於 Turbo Codes，藉由重複遞迴（iterative）的處

理方式來逼近沈農極限（Shannon limit）。然而 Turbo Codes 的碼尺寸（code size）

過大，因此在解碼過程經歷數次遞迴後會造成延遲時間過長，因此無法適用於

WLAN、即時語音通訊或需要即時數據處理等應用。相較之下，由於 LDPC Codes

的行為容易分析、error floor 較低、硬體實現度高以及較高的解碼速度（在 LDPC 

Codes 中主要是記憶體處理，而 Turbo Codes 則完全由運算處理實現）。此外， 
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LDPC Codes 專利已經過期，所以很多公司都可以使用而不必付費。 

目前 LDPC Codes 在 IEEE 802.11n、IEEE 802.15.3a 以及 IEEE 802.16e 的技

術提案中皆被熱烈討論，而下一代衛星數位視訊廣播標準（DVB-S2）也決議以

LDPC Codes 取代 Turbo Codes。在未來，以 LDPC Codes 取代 Turbo Codes 的後

勢相當看好。 

 多輸入多輸出(Multiple-input Multiple-output：MIMO)系統，該技術最早是由

Marconi 於 1908 年提出的，它利用多天線來抑制通道衰落。根據收發兩端天線

數量，相對於普通的 SISO（Single-Input Single-Output）系統，MIMO 還可以包

括 SIMO（Single-Input Multiple-Output）系統和 MISO（Multiple-Input 

Single-Output）系統。原則上，通道容量隨著天線數量的增大而線性增大。也就

是說可以利用 MIMO 系統倍數地提高無線通道容量，在不增加頻寬和天線發送

功率的情況下，頻譜利用率可以倍數地提高。 

  MIMO的核心概念為利用多根發射天線與多根接收天線所提供之空間自由

度提升傳輸速率與改善通訊品質；它主要有兩種功能形式：一為空間多工（spatial 

multiplex），另一為空間分集（spatial diversity）。前者是在發射端利用多根天線

傳送不同資料序列，並在接收端利用多根天線的空間自由度將該組資料序列分別

解出。經由此一程序，在發射端與接收端之間彷彿形成一組虛擬的平行空間通

道，可在同一時間、同一頻段，以同一功率傳送多個資料序列。如此一來，整體

系統的有效資料傳輸率便可以在不增加任何通訊資源的前題下提升數倍。而後者

是利用發射或接收端的多根天線所提供的多重傳輸途徑來對抗通道衰落（fading）

的影響；所謂分集意即多重選擇性，它可由多個獨立的傳輸途徑中選擇或組合出

衰落現象較輕微的接收訊號，以維持穩定的鏈路品質。空間多工接收機的演算法

主要有貝爾實驗室的BLAST演算法、ZF演算法、MMSE演算法 [13]、ML演算法

等 [20]。而空間分集主要代表便是空時區塊編碼(Space-Time Block Coding, 

STBC)，它於發射端將待傳送之資料符元（data symbol）在空間與時間上作預前

編碼，產生適當的冗餘（redundancy），並在接收端經由簡易的處理將此冗餘轉
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化為「分集增益」（diversity gain）。 

本篇論文主要是在討論LDPC Codes的解碼器設計，與MIMO系統的偵測

（detection）。在LDPC Codes的解碼器設計上，由於Sum-product演算法的複雜性

過高，不利於硬體的設計與實現，在此我們使用了三種以Sum-product演算法為

基礎而簡化的LDPC Codes解碼演算法，並在 802.11n與 802.16e的系統上，模擬

比較此三種LDPC Codes解碼演算法的效能。而在MIMO系統的偵測上，則討論

現存MIMO偵測上較常見的MMSE演算法，與以ML演算法為基礎的MAP偵測

[20]，再結合上述三種以Sum-product演算法為基礎而簡化的LDPC Codes解碼演

算法，並在 802.11n的系統上模擬比較此兩種MIMO偵測演算法的效能。 

   本篇論文的結構如下: 第二章將介紹LDPC Codes，包括編碼的原理，與解

碼演算法，其中包含Sum-product演算法，與以Sum-product演算法為基礎而簡化

的Normalized belief propagation based（Normalized BP-based）演算法 [10]、

Normalized a-posteriori probability based（Normalized APP-based）演算法 [11]、

Layered belief propagation（Layered BP）演算法 [12]。第三章則簡介MIMO-OFDM

系統，包括此系統的數學模型建立、MIMO MMSE偵測演算法 [13]，軟式反對映

（soft demapping）[14]，和LDPC Codes在 802.11n[15][16]與 802.16e[18][19]的系

統上的應用。第四章則討論以MAP演算法為基礎的偵測，並將之與List Sphere 

decoding演算法 [22]結合，以降低MAP偵測的運算複雜度。最後總結在第五章中。 
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第2章 低密度同位檢查碼（LDPC Codes） 

低密度同位檢查碼LDPC Codes（Low-Density Parity-Check Codes）[7]原本是

由Robert Gallager在 1962 年所發明的，這是一種使用長段的線性區段碼（Linear 

Block Codes）。由於當時電腦能力不足以處理複雜性運算，因此使人們淡忘許

久，直到 1995 年由Mackey與Neal重新發展出Tanner Graph[8]，在解碼時使用兩

個狀態的同位檢查格（parity check trellis），使得解碼器容易實現，並使其效能接

近沈農極限（Shannon limit），加上近幾年來VLSI技術的快速發展，亦使得LDPC 

Codes又逐漸被人們所廣為討論。 

 

2.1 編碼器（Encoder）  

LDPC Codes 的編碼方式為由產生矩陣（generator matrix）G 乘上訊息向量

（information vector）U 而產生碼字向量（codeword vector）V ，即UG V= 。由

於 LDPC Codes 亦為線性區段碼（Linear Block Codes），故須符合碼字向量V 乘

上同位檢查矩陣（parity check matrix） pH 後等於零的規則，亦即 0T
pH V = ，所

以可由下列方法得到產生矩陣G 和碼字向量V。假設一 LDPC Codes 以 ( ),N K 的

線性區段碼表示，則其中有M N K= − 個檢查位元（parity check bits），K 個訊息

位元（message bits）與訊息向量U 相同。則： 

 ( ) 0
TT

p pH V H UG= =  (2.1) 

 0T
pH G⇒ =  (2.2) 

。由於將同位檢查矩陣 pH 中的任意兩列交換或進行 MOD2 運算，所得之新同位

檢查矩陣仍可滿足 ( )2.2 式，故可將原來的同位檢查矩陣 pH 使用高斯消去法
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（Gaussian elimination）推導至 ( )2.3 式： 

 [ ]'p M K M MH P I× ×=  (2.3) 

其中 M KP × 為同位檢查部（parity check part）， M MI × 為M M× 的單位矩陣（identity 

matrix）。而其所對應的產生矩陣G 為： 

 T
K K K MG I P× ×⎡ ⎤= ⎣ ⎦  (2.4) 

，將 ( )2.3 式與 ( )2.4 式代入 ( )2.2 式中驗證： 

 [ ]' 0
M K

T
p M M M K M K M K

K K

P
H G I P P P

I

×

× × × ×

×

⎡ ⎤
⎢ ⎥= = ⊕ =⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 (2.5) 

。一般說來，產生矩陣G 通常不為稀疏矩陣（sparse matrix），故編碼時的運算複

雜度，會隨碼字長度（codeword length） N 呈 2N 級數增加。 

 

2.2 圖形解碼 

目前LDPC Codes有多種解碼的演算法，其中包括：Majority-logic（MLG）

解碼、Bit-flipping（BF）解碼、Sum-product演算法（SPA）[9]，而Sum-product

演算法又有其它別名：Belief propagation演算法（BPA）、Message Passing algorithm

（MPA）。在上述LDPC Codes的解碼演算法中，以Sum-product演算法的效能最

好，有最低的位元錯誤率（bit error rate），然而其運算複雜度亦最高，硬體實現

上也最困難。因此，吾人使用了三種以Sum-product演算法為基礎而修正的演算

法：Normalized belief propagation based（Normalized BP-based）演算法 [10]、

Normalized a-posteriori probability based（Normalized APP-based）演算法 [11]、

Layered belief propagation（Layered BP）演算法 [12]，以降低運算複雜度，增加

硬體的可實現性。 
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2.2.1  Tanner Graph 

在 LDPC Codes 中，可將一M N× 的同位檢查矩陣 pH 分成兩個部份，這兩

個部份分別包含 check node 和 bit node。第一個部份是把同位檢查矩陣 pH 的每一

列（row）看成一個 check node，故總共有M 個 check node。第二個部份是把每

一行（column）看成一個 bit node，也就是碼字的長度，相當於有 N 個 bit node。

由於 LDPC Codes 解碼的過程要符合 0T
pH V = ，所以連結到同一個 check node

的所有 bit node 均要滿足 0T
pH V = 的關係式，也就是說只有在該列上元素

（element）為“1”的 bit，其 bit node 才有連結到該列所代表的 check node。舉例

來說，若

1 1 0 1 0 1 0 0 1 0
0 1 1 0 1 0 1 1 0 0
1 0 0 0 1 1 0 0 1 1
0 1 1 1 0 1 1 0 0 0
1 0 1 0 1 0 0 1 0 1
0 0 0 1 0 0 1 1 1 1

pH

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

，則 Tanner Graph 可表示為下圖： 

 

圖 2-1 Tanner Graph 
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2.2.2  圖形解碼概念 

由圖 2-2 的解碼器架構圖可知 LDPC Codes 的解碼過程是應用到 Message 

Passing 的概念，由 bit node 及 check node 這兩端互相算出機率再傳送給另一端。

在計算由一特定 bit node 到某一 check node 的機率，是由其它連結到該 bit node

所有 check node，及連結到此 bit node 的 another node 所決定的。同樣的，要計

算由一特定的 check node 到某一 bit node 的機率時，亦是由其它連結到該 check 

node 所有 bit node 來求出。而在最後要求某一 bit 的機率，則是由所有連結到該

bit node 的 check node 及 another node 決定的。下節將討論的其解碼演算過程。 

 

 

圖 2-2 解碼器架構圖 
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2.3 Sum-Product 演算法 

2.3.1  Bit node 至 Check node 機率資訊 

 

圖 2-3 bit node 至 check node 機率資訊 

 

如圖 2-3 所示，其中 ip 表示由 another node iN 傳送至 bit node iB 的機率資訊，

ijr 表示由 check note jC 傳送至 bit node iB 的機率資訊， ijq 表示由 bit node iB 傳送

至 check note jC 的機率資訊。若 bit node iB 與K 個 check node 及 another node iN 相

連結，且彼此獨立（independent），則： 

 ( ) ( ) ( )
( ) { }

'
' \

ij i ij
j M i j

P q P p P rξ ξ ξ
∈

= = = =∏  (2.6) 

，其中ξ等於1或0 ， ( )M i 表示同位檢查矩陣 pH 之第 i行為“1”之列的集合，而

( ) { }\M i j 則表示在集合 ( )M i 中，不包含第 j 個元素之子集合。 

為了簡化運算，我們使用Log-Likelihood ratio（LLR），則依據LLR之定義： 

 ( ) ( )
( )

1
log

0
P a

LLR a
P a

=
=

=
 (2.7) 

check node bit node another node

iB

iN

ijr

jC  

ijq

ip
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，可求得 ( )ijLLR r 、 ( )iLLR p 與 ( )ijLLR q ，並將之代入 ( )2.6 式可得： 

 ( ) ( ) ( )
( ) { }

'
' \

ij i ij
j M i j

LLR q LLR p LLR r
∈

= + ∑  (2.8) 

， ( )2.8 式即為以 LLR 形式所表示之 bit node 至 check node 機率資訊之計算式。 

 

2.3.2  Check node 至 Bit node 機率資訊 

 

圖 2-4 check node 至 bit node 機率資訊 

 

如圖 2-4 所示，check node jC 與K 個 bit node 相連結且彼此獨立。由於解碼

的過程需符合 0T
pH V = 的關係式，所以連結到同一個 check node 的所有 bit node

要滿足： 

 1 2 3 1 1 0i i i KB B B B B B B− +⊕ ⊕ ⊕ ⊕ ⊕ ⊕ =  (2.9) 

，則由 ( )2.9 式，可推得： 

 
( ) ( )
( ) ( )

1 2 3 1 1

1 2 3 1 1

1 1

0 0

ij i i K

ij i i K

P r P B B B B B B

P r P B B B B B B

− +

− +

= = ⊕ ⊕ ⊕ ⊕ ⊕ =

= = ⊕ ⊕ ⊕ ⊕ ⊕ =
 (2.10) 

。為了求出 ( )2.10 式的通式，將 2K = 代入，並假設 ( )1 11P B a= = 、 ( )2 21P B a= =

check node bit node

jC

iB

ijq

ijr
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可求得下式： 

 
( ) ( ) ( )
( ) ( )( )

1 2 1 2 2 1

1 2 1 2 1 2

1 1 1

0 1 1

P B B a a a a

P B B a a a a

⊕ = = − + −

⊕ = = + − −
 (2.11) 

，我們將 ( )2.11 式進一步化簡成下式： 

 
( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

2

2 1 1
1 2

2

2 1 1
1 2

1 1 21 1 2 1 2
1

2 2

1 1 21 1 2 1 2
0

2 2

i
i

i
i

aa a
P B B

aa a
P B B

=

=

− −
− − −

⊕ = = =

+ −
+ − −

⊕ = = =

∏

∏
 (2.12) 

，若K n= 時亦成立，可推得： 

 
( )

( )

( )
( )

1

1
1 2 3 1 1

1

1
1 2 3 1 1

1 1 2
1

2

1 1 2
0 1

2

n

i
i

n n

n

i
i

n n

a
P B B B B M

a
P B B B B M

−

=
− −

−

=
− −

− −
⊕ ⊕ ⊕ = = =

+ −
⊕ ⊕ ⊕ = = = −

∏

∏
 (2.13) 

，則： 

 ( )
1

1
1

2 1 1 2
n

n i
i

M a
−

−
=

+ = −∏  (2.14) 

，假設在 1K n= + 時， ( )1n nP B a= = ： 

 
( ) ( ) ( )
( ) ( )( )

1 2 3 1 1 1

1 2 3 1 1 1

1 1 1

0 1 1
n n n n n n

n n n n n n

P B B B B B a M M a

P B B B B B a M a M
− − −

− − −

⊕ ⊕ ⊕ ⊕ = = − + −

⊕ ⊕ ⊕ ⊕ = = + − −
 (2.15) 

，由 ( )2.12 式及 ( )2.14 式，可將 ( )2.15 式推導至下式： 

 
( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

1 1
1 2

1 1
1 2

1 1 21 1 2 1 2
1

2 2

1 1 21 1 2 1 2
0

2 2

n

i
n n i

n

n

i
n n i

n

aa M
P B B B

aa M
P B B B

− =

− =

− −
− − −

⊕ ⊕ = = =

+ −
+ − −

⊕ ⊕ = = =

∏

∏
 (2.16) 

，經由歸納法證明，我們由 ( )2.16 式之結果，來推得 ( )2.10 式之通式： 
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( ) ( )

( )
( ) { }

( ) ( )
( )

( ) { }

'
' \

1 2 1 1

'
' \

1 2 1 1

1 1 2
1 1

2
1 1 2

0 0
2

i j
i L j i

ij i i K

i j
i L j i

ij i i K

Q
P r P B B B B B

Q
P r P B B B B B

∈
− +

∈
− +

− −

= = ⊕ ⊕ ⊕ ⊕ = =

+ −

= = ⊕ ⊕ ⊕ ⊕ = =

∏

∏
 (2.17) 

，其中 ( )' ' 1i j i jQ P q= = ， ( )L j 表示同位檢查矩陣 pH 之第 j 列為“1”之行的集合，

而 ( ) { }\L j i 則表示在集合 ( )L j 中，不包含第 i個元素之子集合。 

依據 ( )2.7 式 LLR 之定義， ( )2.17 式可進一步簡化為： 

 ( ) ( )
( )

( )
( ) { }

( )
( ) { }

'
' \

'
' \

1 1 2
1

log log
0 1 1 2

i j
ij i L j i

ij
ij i j

i L j i

Q
P r

LLR r
P r Q

∈

∈

− −
=

= =
= + −

∏

∏
 (2.18) 

，接著，我們求出下兩式： 

 ( ) ( )'' '
'

' '

log
1 1

i jLLR qi j i j
i j

i j i j

Q Q
LLR q e

Q Q
= ⇒ =

− −
 (2.19) 

 ( ) 1tanh tanh
2 1

x x x

x x x

e e x ex
e e e

−

−

− −⎛ ⎞= ⇒ =⎜ ⎟+ +⎝ ⎠
 (2.20) 

，並將 ( )'i jx LLR q= 代入 ( )2.20 式中： 

 ( )
'

'
' '

'

'

1
1 12 1 tanh

21
1

i j

i j
i j i j

i j

i j

Q
Q

Q LLR qQ
Q

−
− ⎛ ⎞= − = ⎜ ⎟

⎝ ⎠+
−

 (2.21) 

，再把 ( )2.21 式之結果代入 ( )2.18 式內： 

 ( )
( ) ( ) ( )

( ) { }

( ) ( ) ( )
( ) { }

1
'

' \

1
'

' \

11 1 tanh
2

log
11 1 tanh
2

L j
i j

i L j i
ij

L j
i j

i L j i

LLR q
LLR r

LLR q

−

∈

−

∈

⎛ ⎞− − ⎜ ⎟
⎝ ⎠

=
⎛ ⎞+ − ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∏

∏
 (2.22) 

，其中 ( )L j 表示同位檢查矩陣H 之第 j 列為“1”之行的個數。 

 ( ) ( )1 11 1 1tanh log 2 tanh log
2 1 1

y yy y
y y

− −+ −
= ⇒ − =

− +
 (2.23) 
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最後，我們將 ( ) ( ) ( )
( ) { }

1
'

' \

11 tanh
2

L j
i j

i L j i

y LLR q−

∈

⎛ ⎞= − ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∏ 代入 ( )2.23 式中，可求得： 

 ( ) ( ) ( ) ( )
( ) { }

1
'

' \

12 1 tanh tanh
2

L j
ij i j

i L j i

LLR r LLR q−

∈

⎛ ⎞⎛ ⎞= × − × ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
∏  (2.24) 

，( )2.24 式即為以 LLR 形式所表示之 check node 至 bit node 機率資訊之計算式。 

 

2.3.3  Bit node 事後（a-posteriori）機率資訊 

 

圖 2-5 事後機率資訊 

 

如圖 2-5 所示，由於碼字中的位元 iB 其“ 0 ”與“1”的機率，是由所有與 bit 

node iB 連結的 check node 及 another node iN 所決定，所以我們可推得： 

 ( ) ( ) ( )
( )

i i ij
j M i

P B P p P rξ ξ ξ
∈

= = = =∏  (2.25) 

，再依照 ( )2.7 式，將 ( )2.25 式以 LLR 的形式表示： 

 ( ) ( ) ( )
( )

i i ij
j M i

LLR B LLR p LLR r
∈

= + ∑  (2.26) 

， ( )2.26 式即為以 LLR 形式所表示之 bit node iB  事後機率資訊之計算式。 

check node bit node another node

jC  

iB

iN

ijr

ip



 13

最後再由 ( )2.26 式所得之結果進行判決（decision），若 ( ) 0iLLR B ≥ ，則表

示經過解碼後位元 iB 判決為“1”，反之若 ( ) 0iLLR B < ，則表示經過解碼後位元 iB

判決為“ 0 ”，我們可用下式表示： 

 
( )
( )

01
00

i
i

i

LLR B
B

LLR B
⎧ ≥⎪= ⎨ <⎪⎩

 (2.27) 

 

2.3.4  Sum-Product 演算法解碼流程 

第一步：初始化（initialize），設定最大遞迴次數“ Maxk ”，並令一開始的 check node

至 bit node 之“1”與“ 0 ”的機率資訊是相等的： 

 ( ) ( )0 0.5log 0
0.5ijLLR r = =  (2.28) 

，其中，上標“ ( )k ”內的數字“ k ”，表示為第 k 次遞迴所得之結果。 

第二步：計算 bit node 至 check node 之機率資訊： 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) { }

1
'

' \

k k
ij i ij

j M i j
LLR q LLR p LLR r−

∈

= + ∑  (2.29) 

第三步：計算 check node 至 bit node 之機率資訊： 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) { }

1
'

' \

12 1 tanh tanh
2

L jk k
ij i j

i L j i

LLR r LLR q−

∈

⎛ ⎞⎛ ⎞= × − × ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
∏  (2.30) 

第四步：計算 bit node iB 事後機率資訊，並進行判決： 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

k k
i i ij

j M i
LLR B LLR p LLR r

∈

= + ∑  (2.31) 

 ( )
( ) ( )
( ) ( )

01
0 0

k
ik

i k
i

LLR B
B

LLR B

⎧ ≥⎪= ⎨
<⎪⎩

 (2.32) 

第五步：重複遞迴，直到解出的碼字符合 0T
pH V = ，或 Maxk k= 。 
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2.4 Normalized BP-based 演算法 

2.4.1  UMP（Uniformly Most Powerful）BP-based 演算法 

由於 ( )2.24 式，check node 至 bit node 之機率資訊的計算式中，內含 tanh 及

1tanh− 的函式，故在硬體的設計上極為困難，為了降低硬體的複雜度，我們使用

了其它的函式來逼近 ( )2.24 式，以方便電路的實現。 

首先我們引進兩個式子： 

 ( ) ( )sgn exp logi i i
ii i

a a a⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠
∑∏ ∏  (2.33) 

 ( ) log tanh , 0
2
xx x⎛ ⎞⎛ ⎞Ψ = − >⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

 (2.34) 

。將 ( )2.33 式及 ( )2.34 式代入 ( )2.24 式中，可推導出： 

 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) { }

( ) ( ) ( )
( ) { }

( )
( ) { }

( ) ( ) ( )( ) ( )( )

'1

' \

'1

' \

'

' \

' '

2 1 tanh tanh
2

2 1 tanh sgn tanh
2

exp log tanh
2

1 sgn

L j i j
ij

i L j i

L j i j

i L j i

i j

i L j i

L j
i j i j

i

LLR q
LLR r

LLR q

LLR q

LLR q LLR q

−

∈

−

∈

∈

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟= −

⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
⎛⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟= −
⎜ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠⎝

⎞⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟× ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠⎠

= − × ×Ψ Ψ

∏

∏

∑

( ) { }( ) { } ' \' \ L j ii L j i ∈∈

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑∏

 (2.35) 

由於函數 ( )sgn sgn log tanh
2
x

y x x x
⎛ ⎞⎛ ⎞

= ×Ψ = − × ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
有兩個特性： 

第一個特性為當 x 值越小，對應的 y 值會越大，反之亦然，如圖 2-6 之曲線圖。 

第二個特性為 ( )xΨ 即為自己本身的反函數，如下式所示：  

 ( )( ) ( ) ( ) ( )( ), 0 sgn sgnx x x x x x xΨ Ψ = > ⇒ ×Ψ ×Ψ =  (2.36) 
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圖 2-6 ( )sgny x x= ×Ψ 函數圖 

 

由函數 ( )xΨ 的第一個特性，可知在 ( )2.35 式中的 ( )( )
( ) { }

'
' \

i j
i L j i

LLR q
∈

Ψ∑ 之值

會與最大的 ( )( )'i jLLR qΨ 之值近似，而最大的 ( )( )'i jLLR qΨ 又會被最小的

( )'i jLLR q 所決定，故我們可推得下式： 

 ( )( )
( ) { } ( ) { }

( )( ) ( ) { }
( )' ' '' \' \' \

max mini j i j i ji L j ii L j ii L j i
LLR q LLR q LLR q

∈∈∈

⎛ ⎞Ψ ≈ Ψ = Ψ⎜ ⎟
⎝ ⎠∑  (2.37) 

，又因為函數 ( )xΨ 的第二個特性，我們可將 ( )2.37 式之結果代入

( )( )
( ) { }

'
' \

i j
i L j i

LLR q
∈

⎛ ⎞
Ψ Ψ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑ 中，並近似為 ( )2.38 式： 

 
( )( )

( ) { }

( ) { }
( )

( ) { }
( )

'
' \

' '' \ ' \
min min

i j
i L j i

i j i ji L j i i L j i

LLR q

LLR q LLR q

∈

∈ ∈

⎛ ⎞
Ψ Ψ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠
⎛ ⎞⎛ ⎞≈ Ψ Ψ =⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

∑
 (2.38) 
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因此 ( )2.24 式，check node 至 bit node 之機率資訊的計算式可再做進一步的化簡，

並以 ( )2.39 式近似之： 

 
( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) { }

( )
( ) { }

' '' \' \

' 1 sgn min

ij

L j
ij i j i ji L j ii L j i

LLR r

LLR r LLR q LLR q
∈

∈

≈

= − × ×∏
 (2.39) 

，藉由 ( )2.39 式的結果，我們可把原本 ( )2.24 式複雜的 tanh 及 1tanh− 函數簡化為

min 函數，以利硬體電路的實現。 

 

2.4.2  正規化參數（Normalization factor） 

若列權重（row weight（列之元素為“1”的個數））等於 ρ，在比較 ( )2.24 式

與 ( )2.39 式後，我們可發現，在 ( )2.24 式的 ( )( )
( ) { }

'
' \

i j
i L j i

LLR q
∈

Ψ∑ 的項次為1，而

( )2.39 式的
( ) { }

( )( )'' \
max i ji L j i

LLR q
∈

Ψ 的項次為 1ρ − ，兩式之間相差 2ρ − 個項。故當

LDPC Codes 同位檢查矩陣 pH 其碼字長度短，列權重小時，UMP BP-based 演算

法之效能與 Sum-product 演算法並不會有太大的間距（gap），但隨著碼字長度

變長，列權重亦增加時，兩者之間將會有 1dB 以上的間距。 

藉由 ( )2.35 式與 ( )2.39 式，可觀察到 ( )ijLLR r 與 ( )' ijLLR r 之間有兩樣特性： 

特性一、 ( )ijLLR r 與 ( )' ijLLR r 恆同時為正或同時為負： 

 ( )( ) ( )( )sgn sgn 'ij ijLLR r LLR r=  (2.40) 

証明：由圖 2-6 與 ( )2.35 式可知： 

 ( ) ( )( ) ( )( )
( ) { }

' ' '
' \

0 0 0i j i j i j
i L j i

LLR q LLR q LLR q
∈

> ⇒ Ψ > ⇒ Ψ >∑∵  (2.41) 
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 ( )( )
( ) { }

'
' \

0i j
i L j i

LLR q
∈

⎛ ⎞
∴Ψ Ψ >⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑  (2.42) 

。亦可由 ( )2.39 式中得知： 

 ( )
( ) { }

( )' '' \
0 min 0i j i ji L j i

LLR q LLR q
∈

> ⇒ ∴ >∵  (2.43) 

，因為 ( )( )
( ) { }

'
' \

0i j
i L j i

LLR q
∈

⎛ ⎞
Ψ Ψ >⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑ ，

( ) { }
( )'' \

min 0i ji L j i
LLR q

∈
> ，且兩者最後皆乘上

( ) ( ) ( )( )
( ) { }

'
' \

1 sgnL j
i j

i L j i

LLR q
∈

− × ∏ 之式，故 ( )( ) ( )( )sgn sgn 'ij ijLLR r LLR r= 。 

 

特性二、 ( )ijLLR r 之絕對值恆小於 ( )' ijLLR r 之絕對值： 

 ( ) ( )'ij ijLLR r LLR r<  (2.44) 

証明： 

 
( ) ( )( )

( ) { }

( )
( ) { }

( )

'
' \

'' \
' min

ij i j
i L j i

ij i ji L j i

LLR r LLR q

LLR r LLR q

∈

∈

⎛ ⎞
= Ψ Ψ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

=

∑
 (2.45) 

 ( )( )
( ) { } ( ) { }

( )( ) ( ) { }
( )' ' '' \' \' \

max mini j i j i ji L j ii L j ii L j i
LLR q LLR q LLR q

∈∈∈

⎛ ⎞Ψ > Ψ = Ψ⎜ ⎟
⎝ ⎠∑  (2.46) 

。由圖 2-6 可知： 

 ( ) ( )1 2 1 2x x x x> ⇒ Ψ < Ψ  (2.47) 

，由 ( )2.46 式之結果，可推得： 

 

( )( )
( ) { } ( ) { }

( )

( )( )
( ) { } ( ) { }

( )

( ) ( )

' '' \' \

' '' \' \

min

min

'

i j i ji L j ii L j i

i j i ji L j ii L j i

ij ij

LLR q LLR q

LLR q LLR q

LLR r LLR r

∈
∈

∈
∈

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞Ψ Ψ > Ψ Ψ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠
⎛ ⎞

⇒ Ψ Ψ <⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

⇒ <

∑

∑  (2.48) 
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。藉由此兩項特性，我們可對 ( )' ijLLR r 乘上一個正規化參數“α ”： 

 
( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) { }
( )

( ) { }
' '' \' \

" '

1 sgn min

ij ij

L j
i j i ji L j ii L j i

LLR r LLR r

LLR q LLR q

α

α
∈

∈

= ×

= × − × ×∏
 (2.49) 

，使 ( )" ijLLR r 能比 ( )' ijLLR r 更近似 ( )ijLLR r ，而有較好的效能。而正規化參數“α ”

可由 ( )2.50 式求得： 

 
( ){ }
( ){ }'

ij

ij

E LLR r

E LLR r
α =  (2.50) 

 

2.4.3  正規化參數之推導 

由於在 BPSK 和 AWGN 之狀態下所求出來的正規化參數，仍可適用於

MIMO-OFDM 系統與多重路徑通道（Multipath channel），故為了簡化運算我們

假設系統使用 BPSK 調變與 AWGN 通道，並只考慮第一次遞迴所產生的效應，

忽略在第二次遞迴後所造成的影響。若定義接收端所接收到的訊號為 Ry ，雜訊

機率分佈之變異數（variance）為 0N ，列權重為 ρ，則在第一次遞迴內， ( ) ( )1
ijLLR q

會被初始化為
0

4
Ry

N
，我們可設定{ } ( ) { }{ }': 1, 2, , : ' \i i jX i W q i L j i= … = ∈ ，其中

iX 為 i.i.d.隨機變數，而 1W ρ= − 。 

我們可由 ( )2.22 式、 ( )2.39 式與上段所得之結果，得到： 

 ( ){ }
( )

( )
1

1

1 1 tanh
2log

1 1 tanh
2

W
W i

i
ij W

W i

i

X

E LLR r E
X

=

=

⎧ ⎫⎛ ⎞− −⎪ ⎪⎜ ⎟⎪ ⎪⎝ ⎠= ⎨ ⎬
⎛ ⎞⎪ ⎪+ − ⎜ ⎟⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭

∏

∏
 (2.51) 

 ( ){ } ( ){ }1 2' min , ,ij WE LLR r E X X X= …  (2.52) 

，並將結果代入 ( )2.50 ，以計算正規化參數α 。 
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為了計算 ( ){ }' ijE LLR r ，令 , 1, 2,i iY X i W= = … ，則 iY 的機率密度分佈函數

（probability density function）為： 

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )2
i i i iY X X Xf y f y f y u y f y u y= + − × = ×  (2.53) 

，其中 ( )
iXf i 為 iX 之機率密度分佈函數， ( )u i 則為 unit-step 函式。因為 iX 為 i.i.d.

隨機變數，所以 iY 亦為 i.i.d.隨機變數，故我們可由 ( )2.53 式推得： 

 

( )( ) ( )( )
{ }
( )

1 2

1 2

1

' min , , ,

, ,

ij W

W

W

P LLR r y P Y Y Y y

P Y y Y y Y y

P Y y

> = >

= > > >

= >⎡ ⎤⎣ ⎦

…

…  (2.54) 

，由於 ( )' 0ijLLR r > ，所以： 

 ( ){ } ( )( )0
' 'ij ijE LLR r P LLR r y dy

∞
= >∫  (2.55) 

，接著我們將 ( )2.54 式代入 ( )2.55 式可得： 

 

( ){ } ( )

( )

10

1 10

0

'

1

i

W
ij

Yy

W

W

E LLR r P Y y dy

f y dy dy

y yQ Q dy

y yQ Q dy

μ

μ

μ μ
σ σ

μ μ
σ σ

∞

∞ ∞

∞

= >⎡ ⎤⎣ ⎦

⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ − + ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

⎡ − + ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

∫

∫ ∫

∫

∫

 (2.56) 

，其中
0

4
N

μ = ， 2

0

8
N

σ = ，（ ( ) ( )1

0

4
ij RLLR q y

N
=∵ ）， ( )

2

21
2

x

x
Q x e dx

π

∞ −
= ∫ ， 

又因為 ( )2.56 式之第二項之值極小，故可忽略，所以 ( )2.56 式可再簡化為： 

 ( ){ } 0
' 1

W

ij
y yE LLR r Q Q dy

μ μ μ
σ σ

⎡ − + ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞≈ − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
∫  (2.57) 
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為了進一歩推導 ( )2.51 式，我們定義： 

 ( )
1 1

11 tanh
2 1

i

i

XW W
W i

X
i i

X e
e

β
= =

−⎛ ⎞= − =⎜ ⎟ +⎝ ⎠
∏ ∏  (2.58) 

 

，則依據泰勒展開式（Taylor’s series），可得到： 

 
3 5 71log 2

1 3 5 7
β β β ββ
β

⎛ ⎞−
= − + + + +⎜ ⎟+ ⎝ ⎠

 (2.59) 

，由於： 

 ( ) ( ) ( ) ( )3 5 7sign sign sign signβ β β β= = = =  (2.60) 

，所以： 

 ( ){ } { }2 1

1

1log 2
1 2 1

k

ij
k

E
E LLR r E

k

ββ
β

−
∞

=

⎧ ⎫−
= =⎨ ⎬+ −⎩ ⎭

∑  (2.61) 

，令
k

km E β⎡ ⎤= ⎣ ⎦，則因為 iX 為 i.i.d.隨機變數，故： 

 

( )
1

1

1 tanh
2

tanh
2

tanh
2

tanh
2

tanh
2

W
W i

k
i

W
i

i

W

i

W

i

W
i

Xm E

XE

XE

X
E

YE

=

=

⎧ ⎫⎛ ⎞= −⎨ ⎬⎜ ⎟
⎝ ⎠⎩ ⎭

⎧ ⎫⎛ ⎞= ⎨ ⎬⎜ ⎟
⎝ ⎠⎩ ⎭

⎧ ⎫⎛ ⎞= ⎨ ⎬⎜ ⎟
⎝ ⎠⎩ ⎭

⎧ ⎫⎛ ⎞⎪ ⎪= ⎨ ⎬⎜ ⎟
⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭

⎧ ⎫⎛ ⎞= ⎨ ⎬⎜ ⎟
⎝ ⎠⎩ ⎭

∏

∏

 (2.62) 

，由 ( )2.62 式之結果，可求得： 

 ( ){ }
3 5 7

2
3 5 7
k k k

ij k
m m mE LLR r m

⎛ ⎞
= + + + +⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (2.63) 

，最後，我們將 ( )2.57 式與 ( )2.63 式代入 ( )2.50 式中，即可求得正規化參數α 。 
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由上述推導的關係式中，我們可發現，正規化參數α 之值的大小，會與當時

的 SNR（訊雜比，signal to noise ratio）之值有關，但實際上，由於正規化參數α

對 SNR 的靈敏度（sensitive）並不高，我們只需尋找使位元錯誤率（bit error rate）

介於 310− 到 410− 之間的某個 SNR 之值，並用此 SNR 之值來求得正規化參數α ，

此正規化參數α 即可操作在任何 SNR 之值上。 

 

2.4.4  Normalized BP-based 演算法解碼流程 

第一步：初始化，設定最大遞迴次數“ Maxk ”，並令一開始的 check node 至 bit node

之“1”與“ 0 ”的機率資訊是相等的： 

 ( ) ( )0 0.5" log 0
0.5ijLLR r = =  (2.64) 

第二步：計算 bit node 至 check node 之機率資訊： 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) { }

1
'

' \

"k k
ij i ij

j M i j
LLR q LLR p LLR r−

∈

= + ∑  (2.65) 

第三步：計算 check node 至 bit node 之機率資訊： 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) { }
( ) ( )

( ) { }
' '' \

' \

'' 1 sgn minL jk k k
ij i j i ji L j i

i L j i

LLR r LLR q LLR qα
∈

∈

= − ×∏  (2.66) 

第四步：計算 bit node iB 事後機率資訊，並進行判決： 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

"k k
i i ij

j M i
LLR B LLR p LLR r

∈

= + ∑  (2.67) 

 ( )
( ) ( )
( ) ( )

01
0 0

k
ik

i k
i

LLR B
B

LLR B

⎧ ≥⎪= ⎨
<⎪⎩

 (2.68) 

第五步：重複遞迴，直到解出的碼字符合 0T
pH V = ，或 Maxk k= 。 

Normalized BP-based 演算法解碼流程，除了在第三步：計算 check node 至

bit node 之機率資訊外，其它步驟大致上與 Sum-Product 演算法解碼流程相同。 
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2.5 Normalized APP-based 演算法 

2.5.1  APP-based 演算法 

觀察 Sum-product 演算法中，bit node 至 check node 機率資訊之計算式 ( )2.8 ： 

 ( ) ( ) ( )
( ) { }

'
' \

ij i ij
j M i j

LLR q LLR p LLR r
∈

= + ∑  

與 bit node iB 機率資訊之計算式 ( )2.26 ： 

 ( ) ( ) ( )
( )

'
'

i i ij
j M i

LLR B LLR p LLR r
∈

= + ∑  

，我們可發現兩式之形式非常接近，只相差一個 check node 至 bit node 機率資訊

( )ijLLR r ，所以只要同位檢查矩陣H 之行權重（column weight（行之元素為“1”

的個數））夠大，則 ( )ijLLR q 與 ( )iLLR B 會非常近似。在此情況下，我們可將所

有的 bit node 至 check node 機率資訊，以 bit node 機率資訊來近似，也就是說，

我們可省略掉 Sum-Product 演算法解碼流程中的第二步。透過此一化簡，我們可

大幅的降低解碼時的運算量，也由於省略了 bit node 至 check node 機率資訊的計

算，在硬體設計上更可節省掉將近一半的記憶體空間。 

 

2.5.2  Normalized APP-based 演算法 

我們可將 APP 演算法與 Normalized BP-based 演算法結合，做進一歩的簡

化，也就是把 APP 演算法中 check node 至 bit node 機率資訊計算式以 ( )2.49 式取

代。由於我們在計算正規化參數α 時，只考慮第一次遞迴所產生的效應，忽略了

第二次遞迴後所造成的影響，而在第一次遞迴內，APP 演算法的 ( )iLLR B （bit 

node iB 之機率資訊）與 BP-based 演算法的 ( )ijLLR q （bit node iB 至 check node jC
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機率資訊）相同，皆會被初始化為 ( )iLLR p （another node iN 至 bit node iB 機率資

訊），即： 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1
i ij iAPP base BP base

LLR B LLR q LLR p
− −

= =  (2.69) 

，故 Normalized APP-based 演算法與 Normalized BP-based 演算法之正規化參數α

皆可用相同的計算式求得。而 Normalized APP-based 演算法之正規化參數α 也只

需尋找使位元錯誤率介於 310− 到 410− 之間的某個 SNR 之值，求得正規化參數α 。 

 

2.5.3  Normalized APP-based 演算法解碼流程 

第一步：初始化，設定最大遞迴次數“ Maxk ”，並令一開始的 bit node iB 之機率資

訊為 another node iN 至 bit node iB 之機率資訊： 

 ( ) ( ) ( )0
i iLLR B LLR p=  (2.70) 

第二步：計算 check node 至 bit node 之機率資訊： 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) { }
( ) ( )

( ) { }

1 1

' \
' \

'' 1 sgn ' min 'L jk k k
ij i ii L j i

i L j i

LLR r LLR B LLR Bα − −

∈
∈

= − ×∏ (2.71) 

第三步：計算 bit node iB 事後機率資訊，並進行判決： 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

"k k
i i ij

j M i

LLR B LLR p LLR r
∈

= + ∑  (2.72) 

 ( )
( ) ( )
( ) ( )

01
0 0

k
ik

i k
i

LLR B
B

LLR B

⎧ ≥⎪= ⎨
<⎪⎩

 (2.73) 

第四步：重複遞迴，直到解出的碼字符合 0T
pH V = ，或 Maxk k= 。 

在 Normalized APP-based 演算法解碼流程中，我們並不需要初始化 check 

node 至 bit node 之機率資訊，取而代之的，是對 bit node 之機率資訊進行初始化

的動作。而最大的不同點，則是完全省略掉了 bit node 至 check node 機率資訊的

計算，使得 Normalized APP-based 演算法解碼流程只有四個步驟，這亦是

Normalized APP-based 演算法能大幅降低運算量的原因。 
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2.6 Layered BP 演算法 

2.6.1  Layered BP 演算法 

整個 Layered BP 演算法的概念，就是將同位檢查矩陣 pH 從水平（horizontal）

方向分割成數個不同的層（layer），每一層稱為一個子矩陣（sub-matrix），並

將每一個子矩陣視作一個單位的同位檢查矩陣來處理，進行解碼的運算。在同一

次遞迴內，處理完一個子矩陣的解碼，若其解出的碼字符合 0T
pH V = ，則停止；

如果沒有，才再進行下一層的運算。一直到所有的子矩陣皆完成解碼的運算後，

才算完成一次遞迴。 

而其分割的原則：在同一個子矩陣內的任兩列，其為“1”的元素之位置不得

重疊（non-overlaping），即其為“1”的元素之位置不得在同一行上，換言之，一

子矩陣其行權重之值不能大於1。依據上述之特性，我們可發現；在一個子矩陣

內，一個 check node 仍會與多個 bit node 連結，但一個 bit node 就只會連結到一

個 check node，故我們必須對 Sum-product 演算法做部分的修正，才能對一個子

矩陣進行解碼的運算。在此，我們先對單一個子矩陣做解碼的分析： 

計算 bit node 至 check node 之機率資訊： 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1"k k k
ij i ijLLR q LLR B LLR r−= +  (2.74) 

計算 check node 至 bit node 之機率資訊： 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) { }

1 1

' \

1" 2 1 tanh tanh
2

L jk k
ij ij

i L j i

LLR r LLR q− −

∈

⎛ ⎞⎛ ⎞= × − × ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
∏  (2.75) 

計算 bit node iB 事後機率資訊： 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )"k k k
i ij ijLLR B LLR q LLR r= +  (2.76) 

。其中 ( )2.76 式中的 ( )ijLLR r 是由 ( )2.75 式計算更新（update）所得之值。 
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觀察 ( )2.74 式與 ( )2.75 式，我們可發現，在 ( )2.74 式中所更新的 ( )ijLLR q （bit 

node iB 至 check node jC 機率資訊），會立即被使用於 ( )ijLLR r （check node jC 至

bit node iB 機率資訊）的計算上，而 Layered BP 演算法也因為此項特性，可以只

用較少的遞迴次數，便達到和 Sum-product 演算法相同的位元錯誤率；另外，因

為我們是將一個子矩陣視為一個同位檢查矩陣來處理，而一個子矩陣的解碼運算

中，最多只會有和碼字長度一樣多的 bit node 至 check node 之機率資訊要儲存，

所以在此一架構下，硬體設計可節省掉將近一半的記憶體空間；這是 Layered BP

演算法的兩個優點。但 Layered BP 演算法仍有其缺點存在，其中一個是 ( )2.75 式

（check node 至 bit node 之機率資訊計算式），此計算式中的 tanh 及 1tanh− 函式太

過複雜，並不適合硬體設計；另一個則是其將同位檢查矩陣 pH 分層處理的架構，

需處理完一個子矩陣，才能進行下一個子矩陣的運算，而原本 Sum-product 演算

法在解碼時，是以平行化運算的結構來進行解碼運算，但 Layered BP 演算法分

層處理的架構卻破壞了其平行化處理的優點，降低了解碼的速度。 

 

2.6.2  Layered BP 演算法修正 

為了解決上述的兩個缺點，吾人提出兩個方法，對 Layered BP 演算法作些

微的修正，以處理這兩個缺點。其中第一個缺點，我們可將 Layered BP 演算法

與 Normalized BP-based 演算法結合（可稱之為 Layered Normalized BP-based 演

算法），把 ( )2.75 式以 ( )2.49 式取代。同樣地，我們在計算正規化參數α 時，也

只考慮在第一次遞迴內第一個子矩陣所造成的影響，而不去考慮第二個子矩陣之

後的效應，而在第一次遞迴的第一個子矩陣內，Layered BP 演算法的 ( )ijLLR q （bit 

node iB 至 check node jC 機率資訊），也一樣與 BP-based 演算法的 ( )ijLLR q 相同，
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皆會被初始化為 ( )iLLR p （another node iN 至 bit node iB 機率資訊），即： 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1

_ij ij iLayer BP BP base
LLR q LLR q LLR p

−
= =  (2.77) 

，故 Layered Normalized BP-based 之正規化參數α 之值與 Normalized BP-based

演算法之正規化參數α 之值相同，可用相同的計算式求得。 

而第二個缺點，由於將同位檢查矩陣 pH 任意兩列向量進行置換，並不會影

響到碼字的結構，亦不會改變解碼器的架構，仍滿足 0T
pH V = 的關係式。故我

們可透過將同位檢查矩陣 pH 的列向量做交換的運作，來增加其可平行化處理的

部份。原來的 Layered BP 演算法對同位檢查矩陣 pH 進行子矩陣的分割時，某一

子矩陣“ A ”之下一層子矩陣“ B ”的第一個列“ 1b ”，必然與子矩陣 A的某列，其為

“1”的元素之位置有重疊；但在子矩陣B 的列 1b 之後的所有列（含下一層之後之

所有子矩陣的所有列），卻有可能符合「其為“1”的元素之位置不得重疊」之限

制，也就是說這些能符合此限制的列，皆可於子矩陣 A同屬於同一個子矩陣。所

以我們可藉由列交換的運作，讓同位檢查矩陣 pH 分割出來的子矩陣數目較使用

方法原本分割出來的子矩陣數目少，增加 Layered BP 演算法可平行化處理的部

份。 

我們就此一分割方法舉例說明： 

若同位檢查矩陣： 

 

1 0 1 1 0 0 1 0 0 1
0 0 1 0 0 1 1 1 0 1
0 1 1 0 1 0 0 1 1 0
1 1 0 1 1 0 0 0 1 0
0 1 0 0 1 1 0 1 1 0
1 0 0 1 0 1 1 0 0 1

pH

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 (2.78) 

 

，依照原本的方式進行分割，可分為6 層： 
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1 0 1 1 0 0 1 0 0 1

0 0 1 0 0 1 1 1 0 1

0 1 1 0 1 0 0 1 1 0

1 1 0 1 1 0 0 0 1 0

0 1 0 0 1 1 0 1 1 0

1 0 0 1 0 1 1 0 0 1

pH

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 (2.79) 

 

，若使用修正後的方式進行分割，則會分為3層： 

 

1 0 1 1 0 0 1 0 0 1
0 1 0 0 1 1 0 1 1 0

0 0 1 0 0 1 1 1 0 1
1 1 0 1 1 0 0 0 1 0

0 1 1 0 1 0 0 1 1 0
1 0 0 1 0 1 1 0 0 1

pH

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 (2.80) 

 

2.6.3  Layered Normalized BP-based 演算法解碼流程 

若同位檢查矩陣H 被分割成M 層子矩陣： 

第一步：初始化，設定最大遞迴次數“ Maxk ”，並令一開始的 check node 至 bit node

之“1”與“ 0 ”的機率資訊是相等的： 

 ( ) ( )0 0.5" log 0
0.5ijLLR r = =  (2.81) 

，而 bit node iB 之機率資訊則為 another node iN 至 bit node iB 之機率資訊： 

 ( ) ( ) ( )0,1
i iLLR B LLR p=  (2.82) 

，其中，上標“ ( ),k m ”內的數字“ k ”，表示為第 k 次遞迴所得之結果，而數字“ m ”，
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則表示為第m 層子矩陣內之計算。 

第二步：計算 bit node 至 check node 之機率資訊： 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), 1"k k m k
ij i ijLLR q LLR B LLR r−= +  (2.83) 

第三步：計算 check node 至 bit node 之機率資訊： 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) { }
( ) ( )

( ) { }
' '' \

' \

'' 1 sgn minL jk k k
ij i j i ji L j i

i L j i

LLR r LLR q LLR qα
∈

∈

= − ×∏  (2.84) 

第四步：計算 bit node iB 事後機率資訊，並進行判決： 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), 1 "k m k k
i ij ijLLR B LLR q LLR r+ = +  (2.85) 

 ( )
( ) ( )
( ) ( )

01
0 0

k
ik

i k
i

LLR B
B

LLR B

⎧ ≥⎪= ⎨
<⎪⎩

 (2.86) 

第五步：若解出的碼字符合 0T
pH V = ，停止解碼之運算；若不是，則移往下一

層子矩陣，重複遞迴，直到解出的碼字符合 0T
pH V = ，或 ( )&Maxk k m M= = 。 

 

2.7 模擬結果 

我們將上述所提到的 LDPC Codes 解碼演算法，使用 ( )273,191 Gallager 

Codes，在 BPSK 系統、AWGN 通道環境下進行測試，並將這些 LDPC Codes 之

解碼演算法的效能和 Sum-product 演算法的效能做比較。 

由圖 2-7 與圖 2-8 之模擬結果，可知經由正規化參數修正後的演算法，有較

低的位元錯誤率，其效能更接近 Sum-product 演算法的模擬結果，而其中的 df

（dynamic factor，依照其所在之 SNR 來計算其正規化參數之值）與 cf（constant 

factor，正規化參數之值固定由介於 310− 到 410− 之間的某個 SNR 所求得）兩者之

模擬結果機乎是相同的，由介於 310− 到 410− 之間的 SNR 之值所計算之正規化參

數確實可操作在任何 SNR 上。 
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圖 2-7 Normalized BP-based 演算法模擬結果 
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圖 2-8 Normalized APP-based 演算法模擬結果 
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在圖 2-9 之模擬結果中，L-N-BP-based unrc（non row change）表示使用未修

正前之方式來對同位檢查矩陣進行子矩陣的分割，L-N-BP-based rc（row change）

則是表示可執行列交換的運作來對同位檢查矩陣進行分割。由圖 2-9 可知，在最

大遞迴次數為10的條件下，不論是 L-N-BP-based rc 或是 L-N-BP-based unrc，都

比 Sum-product 演算法的位元錯誤率低，就算是最大遞迴次數為50的情況，

L-N-BP-based rc 和 L-N-BP-based unrc 的模擬結果都近似於 Sum-product 演算法

的模擬結果；另外，由圖 2-9 亦可發現，在同樣的遞迴次數下，L-N-BP-based rc

會比 L-N-BP-based unrc 有更好的效能。 
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圖 2-9 Layered BP 演算法模擬結果 
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由圖 2-10之模擬結果可知，即使用Normalized BP-based演算法中之 ( )2.49 式

來取代 Layered BP 演算法之 ( )2.75 式，其效能與位元錯誤率，仍與 Sum-product

演算法之結果非常接近，其效能和原來的 Layered BP 演算法相比，只有輕微的

下降（degression）。 
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圖 2-10 Layered Normalized BP-based 演算法模擬結果 
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第3章 MIMO-OFDM 系統 

3.1 MIMO-OFDM 系統 

我們考慮一個使用 LDPC Codes 的 MIMO-OFDM 的系統，其中包括了 N t 個

傳送天線及 N r 個接收天線，系統如圖 3-1 所示。傳送端包括了 LDPC Codes 編碼

器，將位元對映到 ( )2M QAM 訊號的 Mapping 及 OFDM 系統中 IFFT（size Nｃ）

及循環前序（cyclic prefix）的插入。接收端則主要由 OFDM-demodulation 的 FFT

及 CP 移除、符元的反對映（demapping）及 LDPC Codes 解碼器所構成。這邊要

特別說明的是，由於 LDPC Codes 的同位檢查矩陣有稀疏的特性，使得其在編碼

的時候不需要交錯器（interleaver），因為位元的資訊會相隔的比較遠，與交錯器

有著同樣的效果。 
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圖 3-1 MIMO-OFDM 系統傳送端方塊圖 

 

資料位元一開始經過一個碼率（code rate）為Rｃ的 LDPC Codes 編碼器，這

些經過編碼的位元資料接著會被以大小為 t cN M N× × 分塊，成為多天線的 OFDM 
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symbol。在這塊的資料中又以大小為 tN M× 分群，對應到 1tN × 複數訊號的向

量，令此向量為 ( ),  ,  1, 2,... cS k n k N= ，表示在第n 個 OFDM symbol 中的第 k 個

子載波中的訊號。之後對應至相同 OFDM symbol 的訊號便通過 IFFT 及加 CP 方

塊。每根多天線的 OFDM symbol 的資料率為 c t cR N M N× × × 。 

我們假設 MIMO 通道為頻率選擇衰落通道（frequency selective channel），並

有適當長度的 CP 及完美的同步。在頻域上，在第 n個 OFDM symbol 的第 k 個子

載波（subcarrier）中，假設傳送訊號為 ( , ) X k n ，我們將會收到 1rN × 的複數訊

號 ( ),    1, 2,... cY k n k N= 。 

 ( ) ( ) ( ) ( ), , , ,Y k n H k n S k n N k n= +  (3.1) 

，其中 ( ),N k n 是指 AWGN 而 ( ),H k n 則是指在第 n個 OFDM symbol 中的第 k 個

子載波中的通道。 ( ),H k n 的第 ( ),i j 項則為從第 i根傳送天線到第 j 個接收天線

的增益（gain）。另外在經過 LDPC Codes 編碼器後，我們可假設 ( ),H k n 與 ( ),N k n

對不同的 k 和n 而言是 i.i.d.隨機變數。而為了表示方便，在本章的數學模式中都

將 n省略，也就是 ( )3.1 式可表示為 ( )3.2 式： 

 ( ) ( ) ( ) ( )Y k H k S k N k= +  (3.2) 

 

3.2 MIMO MMSE 偵測 

在上一節中，我們可以將MIMO-OFDM系統如 ( )3.2 所示，傳送訊號 ( )S k 經

過通道 ( )H k 後，加上高斯雜訊 ( )N k 得到接收訊號 ( )Y k 。在空間多工的應用中， 

MIMO偵測（detection）就是要在接收端將其它根天線的訊號消除，從 ( )Y k 去推

算出 ( )S k ，在本論文中所使用的是最小均方差估測（MMSE）[13]和以最大可能
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性解碼為基礎的List Sphere decoding（LSD，亦可稱為Sphere List detection（SLD））

演算法 [22]，其中List Sphere decoding演算法將留待下一章討論。 

假設收到接收訊號的條件下： ( ) ( ) ( ) ( )Y k H k S k N k= + ，我們定義一個錯誤

向量 ( )e k ，此向量代表傳送的訊號與接收訊號乘上 MMSE 壓抑矩陣後的誤差，

也就是 ( ) ( ) ( )He k Y k G Y k= − ，其中G 是 MMSE 壓抑矩陣。另外，定義一個成本

函數（Cost Function） J ，如下式： 

 ( ) ( ){ } ( ) ( ){ }HHJ E e k e k tr E e k e k⎡ ⎤= =
⎣ ⎦

 (3.3)  

，為了使成本最小，我們對 J 微分，使其等於零，並找出此時的 MMSE 壓抑矩

陣的值，於是可以推導出 Wiener-Hopf equation： 

 H
YY SYG R R=  (3.4) 

，其中 

 
( ) ( ){ }
( ) ( ){ }

H
YY

H
XY

R E Y k Y k

R E S k Y k

=

=
 (3.5) 

，前者為接收訊號向量的協方差矩陣（Covariance Matrix），後者為傳輸和接收向

量的交互相關矩陣（Cross-Correlation Matrix）。然後我們假設: 1H
NtE SS I

α
⎡ ⎤ =⎣ ⎦ ，

H
NrE NN I⎡ ⎤ =⎣ ⎦ ， 0HE SN⎡ ⎤ =⎣ ⎦ ，這裡 2

tNα
σ

= 。換句話說，訊號 S 及外加雜訊 N 在

空間上是白色（white）及沒有相關的隨機向量，而變異數分別為
1

NtI
α

及 NrI （我

們可以將
1
α

想像成在每根天線上 SNR），便可以推導出 MMSE 壓抑矩陣G 如下： 

 
1

r r

H
N NG HH I Hα

−

×⎡ ⎤= +⎣ ⎦  (3.6)  

，所估測的訊號則可表示為： 

 ( ) ( )Ŝ k G Y k= ⋅  (3.7) 
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3.3 軟性反對映（Soft demapping） 

符元對映（symbol mapping）在 M-ary 的系統中扮演著很重要的角色，在非

遞迴解碼裡，証明了葛雷碼（Gray-code）對映的最佳性。然而，在遞迴解碼裡

葛雷 mapping 便並沒有辨法提供明顯的效果，這是因為在相鄰的 ( )2M QAM 裡，

對映位元最多只相差2位元而已，如此一來遞迴迴授並沒有辨法明顯地改善

soft-bit metrics。在使用葛雷編碼下，如果使用最大可能性解碼時，則反對映

（demapping）則有明顯簡化的方法，我們將在下面說明。  

 

 

圖 3-2 單天線傳送接收器 

 

所謂的軟性反對映（soft demapping）[14]即在決定在每個接收到的symbol

裡的位元的機率是1或是0 ，metric的值愈大便代表著位元是1的機率愈大，反之

值愈小的話便代表著位元是0 的機率大。在說明應用在MIMO的情況之前，我們

先說明在單天線的情況。 

單天線傳送接收器如圖 2-2 所示，在頻域上訊號可以表示為： 

 ( ) ( ) ( ) ( )Z k H k S k N k= +  (3.8) 

，利用頻域等化器，我們可以有以下的結果： 

 ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )'
Z k N k

Y k S k S k N k
H k H k

= = + = +  (3.9) 

RF
transmitter 

OFDM
modulator 

QAM 
mapping 

LDPC 
encoder 

RF
receiver 

OFDM
demodulator 

QAM 
demapping 

LDPC 
decoder 

dispersive 
channel 
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， ( )H k 是通道頻率響應（Channel Frequency Response，CFR）在第 k 個子載波的

複數係數， S 是傳送訊號， N 則是指外加雜訊，
[ ]

2
2

' 2
N

N
H k

σσ = 。傳送訊號 S 是

一個從有限星狀圖（constellation） { }1 2, ,...S S S ϒϒ = 取出的 QAM symbol，由資料

位元 [ ]0 1, ,... Mb b b b= 所對映而來。位元數M 則是根據使用的 QAM 大小所決定。

在接收到每個 ( )Z n 都有 4 M 個 metric 需要計算，in-phase 和 quadrature 位元 ,I rb 、

,Q rb 各需計算 0 和 1 的可能性，對 ,I rb ( ,Q rb 是同樣的)而言，我們將 QAM 集合ϒ分

成二部分， ( )0
,I rS 代表著在位置 ( , )I r 的位元是 0 的點，也就是在 in-phase( I )位元

群中第 r 個位元。相對的，是 1 的點便用 ( )1
,I rS 表示。如此這二個 metrics 即可由下

式表示： 

 ( )
( )

( ) ( )( )
,

, max log | , 0,1
c

I r
c I r

S
m b p Z k S k c

α
α

∈
= = =  (3.10) 

 ， ( )Z k 的機率是個高斯函數： 

 ( ) ( )( ) ( ) ( ) 2

2

1 1| exp
22

Z k H k
p Z k S k

α
α

σπσ

⎧ ⎫− ×⎪ ⎪= = −⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

 (3.11) 

，且 ( ) ( ) ( )Z n H n Y n= × ，如此 ( )3,10 即可改寫成： 

 ( ) ( )
( )

( )
,

2 2
, min , 0,1

c
I r

c I r
S

m b H k Y k c
α

α
∈

= − =  (3.12) 

，則依據 ( )2.7 式 LLR 之定義： 

 

( ) ( )( )
( )( )
( ) ( )( )( )

( ) ( )( )( )

1
,

0
,

,
,

,

1|
log

0 |

|
           = log

|
I r

I r

I r
I r

I r

S

S

p b Z k
L b

p b Z k

p S k Z k

p S k Z k
α

α

α

α
∈

∈

=
≡

=

=

=

∑
∑

 (3.13) 

提供了第 ( ),I r 的位元為1或0 之可靠度計算方法，由 ( ),I rL b 的正負號便可決定
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in-phase( I )位元群中第 r 個位元為1或0，而值的大小則表示著可靠度。當雜訊並

非很大時，我們可以將 log-sum 簡化成： 

 log max logj j jj
Z Z≈∑  (3.14) 

 

，如此 ( )3.13 式可寫成： 

 ( )
( )

( ) ( )( )

( )
( ) ( )( )

1
,

0
,

,

max |
 log

max |
I r

I r

S
I r

S

p S k Z k
L b

p S k Z k
α

α

α

α
∈

∈

=
≈

=
 (3.15) 

，將 ( )3.11 式代入 ( )3.15 式可得： 

 ( ) ( )
( )

( )
( )

( )
0 1
, ,

2
2 2

, 2= {min min }
2 I r I r

I r
S S

H k
L b Y k Y k

α α
α α

σ ∈ ∈
− − −  (3.16) 

在圖 3-3 我們以16 QAM 為例：為了計算 ( ),I rL b 而在 ( ) ( )( )1 0
, ,,I r I rS S 這二個集合裡

找離接收訊號最近的點時，我們可以發現在這二個集合裡最近的點都是會在同一

條垂直的線上，同樣地為了計算 ( ),I rL b 在 ( ) ( )( )1 0
, ,,I r I rS S 裡找最近的點時，這二點便

會在同一條水平線上。因此 ( )3.16 式可以簡化成： 

 

( ) ( )
( )

( )
( )

( )

( )
( )

( )
( )

( )

( )
( )

( )
( )

( )

0 1
, ,

0 1
, ,

0 1
, ,

2
2 2

, 2
' '

2
2 2

2
' '

2
2 2

2
' '

,

= min min
2

1          = 4 min min
2 4

2 1          = min min
4

           

I r I r

I r I r

I r I r

I r
S S

S S

S S

I r

H k
L b Y k Y k

H k
Y k Y k

H k
Y k Y k

CSI D

α α

α α

α α

α α
σ

α α
σ

α α
σ

∈ ∈

∈ ∈

∈ ∈

⎧ ⎫
− − −⎨ ⎬

⎩ ⎭

⎧ ⎫
× × × − − −⎨ ⎬

⎩ ⎭

⎧ ⎫
× − − −⎨ ⎬

⎩ ⎭
≡ ×

 (3.17) 

，式中子集合 ( )
,' c

I rS 定義為： ( ) ( ){ }, ,' , 0,1c c
I r I rS S c≡ℜ = 。因此在計算 ( ),Q rL b 便是先

由通道和雜訊算出在 ( )3.17 式中所需的 CSI（channel state information），而 ,I rD 可

利用圖 3-3 而計算得 ( )3.18 式： 
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( )( ) ( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( ) ( )

2 2

2 2
,1

2 2

2 2

,2
2 2

1 1 1 , | | 2
4
1 1 3 2 1 , 2
4
1 3 1 2 1 , 2
4
1 1 3 2, 0
4
1 3 1 2, 0
4

I I I I

I I I I I

I I I I

I I I I

I

I I I I

Y k Y k Y k Y k

D Y k Y k Y k Y k

Y k Y k Y k Y k

Y k Y k Y k Y k
D

Y k Y k Y k Y k

⎧ ⎡ ⎤+ − − = ≤⎪ ⎣ ⎦
⎪
⎪ ⎡ ⎤= + − − = − <⎨ ⎣ ⎦⎪
⎪ ⎡ ⎤+ − − = + >−⎪ ⎣ ⎦⎩
⎧ ⎡ ⎤− − − = − + >⎪ ⎣ ⎦⎪= ⎨

⎡ ⎤⎪ + − − = + <
⎣ ⎦⎪⎩

 (3.18) 

，可將 ( )3.18 式推導為： 

 

( )
( )( )
( )( )

( )
( )
( )

( )

,1

,2

2,
2 1 , 2

22 1 ,

2

II

I I I

II

I I

Y kY k
D Y k Y k

Y kY k

D Y k

⎧ ≤
⎪⎪= − >⎨
⎪ < −+⎪⎩

= − +

 (3.19) 

同理可得 ,Q rD 之式子，只要將 ( )3.19 式中的 ( )IY k 改成 ( )QY k 即可。 
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圖 3-3 16QAM 星狀圖的分割示意圖 
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( )3.19 式在計算上仍略嫌複雜，但只要犠牲少許效能，則可以再進一步化簡為： 

 
( )
( )

,1

,2 2
I I

I I

D Y k

D Y k

≅

= − +
 (3.20) 

 

由 ( )3.19 式與 ( )3.20 式所算出之 ,1ID 及 ,2ID 的比較如圖 3-4 所示： 

 

圖 3-4 In-phase 位元中，16QAM 之簡化對精確 LLR 計算方法比較圖 

 

同樣地，在 64QAM 的情況下可以導出 ( )3.21 式及其簡化式 ( )3.22 式： 

 

( )
( )( )
( )( )
( )( )
( )( )
( )( )
( )( )

( )
( )
( )

( )
( )
( )

( )

( )( )
( )
( )( )

( )
( )

( )

( )
( )

( )

,1

,2

,3

, 2
2 1 , 2 4
3 2 , 4 6
4 3 ,       6
2 1 , 4 2

6 43 2 ,
64 3 ,

2 3 , 2

4 ,    2 6

62 5

2,      4

6,

I
I

I
I

I
I

II I

I I

II

II

I I

I I I

II

I I
I

I

Y k Y k
Y k Y k
Y k Y k
Y kD Y k
Y k Y k

Y kY k
Y kY k

Y k Y k

D Y k Y k

Y kY k

Y k Y k
D

Y k Y

⎧ ≤⎪ −⎪ < ≤
⎪ − < ≤⎪⎪ −= >⎨
⎪ + − ≤ < −⎪
⎪ − ≤ < −+
⎪

< −+⎪⎩
⎧ − + ≤⎪⎪= − < ≤⎨
⎪ >− +⎪⎩

− ≤
=

− + ( ) 4I k

⎧⎪
⎨

>⎪⎩

 (3.21) 
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( )
( )
( )

,1

,2

,3

4

4 2

I I

I I

I I

D Y k

D Y k

D Y k

≅

≅ − +

≅ − − + +

 (3.22) 

 

( )3.21 式及 ( )3.22 式所算出之 ,1ID 、 ,2ID 及 ,3ID 的比較如圖 3-5 所示： 

 

 
圖 3-5 In-phase 位元中，64QAM 之簡化對精確 LLR 計算方法比較圖 

 

( )3.22 式可以推展到使用類似葛雷編碼的任意平方 QAM 的星狀圖上，假設

,I rd 及 ,Q rd 為當 1r > 時，二個集合之間距離的一半當如圖 3-3 所示，則從 ( )3.19 式

到 ( )3.20 式便可一般化為： 

 

( )

( )

( )

( )

,
, 1 ,

, ,

,
, 1 ,

, ,

, 1
, 1

, 1

, 1

I
I r

I r I r

I r I r

Q
Q r

Q r Q r

Q r Q r

Y k r
D

D d r

L b CSI D

Y k r
D

D d r

L b CSI D

−

−

=⎧⎪= ⎨− + >⎪⎩
= ×

⎧ =⎪= ⎨
− + >⎪⎩

= ×

 (3.23) 
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3.4 軟性輸入軟性輸出之 MIMO MMSE 接收機 

這個接收器如圖 3-6 所示，為了方便說明，這裡用2 2× 的模型，不過這個接

收器也很容易推廣到多根傳送接收天線模型。相對於將接收訊號視為訊號向量，

我們直接使用線性的接收器將此向量分成二條獨立的資料流，並分開地計算其軟

性輸出（Soft output）。 

 

 

圖 3-6 2×2 之軟性輸入軟性輸出 MMSE 接收器 

 

在2 2× 的情況下 ( )3.2 式中的接收訊號可以表示為： 

 1,
1, 2,

2,

k
k k k k

k

s
Y h h N

s
⎡ ⎤

⎡ ⎤= +⎢ ⎥⎣ ⎦
⎣ ⎦

 (3.24) 

， ,i kh 表示 ,i ks 所受到的通道影響，也就是H 的第 i 列。而 MMSE 的等化器則可

以表示為： 

 
1

1

2

2 T
H H
k k k T

w
W H H I H

wρ

− ⎡ ⎤⎛ ⎞
= + = ⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎣ ⎦

 (3.25) 

ρ是 SNR
0

SE
N

,則此等化過後的訊號即變成 k kZ WY= ，假設 T
iw 是W 的第 i列，則

對第 i 根天線而言，等化後的訊號即可表示為： 

 , , , , ,

eff eff

T T T
i k i i k i k i j i k j k i k

H N

Z w h s w h s w N≠= + +  (3.26) 

  MMSE 

LLR 

LLR 

genl 

genl 
Cyclic 

shift 

Spatial 
deparser 

LDPC  
decoder 



 42

使用 ( )3.26 式中 kZ 、 effH 及 effN 則可得等效之雜訊變異數為： 

 22
, , 0eff

H H
N i j i k j i k i iw h h w w Nσ ≠ ≠= +  (3.27) 

如此 ( )3.26 式便和在 3.3 中所介紹軟性反對映有相同的格式。注意本方法的計算

複雜度跟 QAM 符元的大小和天線數成線性增加，且在這裡我們將其它根天線的

殘餘干擾訊號當成雜訊處理而避免向量的解碼。 

 

3.5 低密度同位檢查碼在 802.11n 之應用 

在 802.11n[15][16]之系統中，LDPC Codes的同位檢查矩陣是由基礎同位檢查

矩陣（base parity check matrix，簡稱：基礎矩陣（base matrix）） bH （附錄A）所

推導而得，而不同的碼率 cR 會對應到不同的基礎矩陣。若我們定義基礎矩陣為

b bM N× 的矩陣，則 bN 表示基礎矩陣的行數，對不同碼率的基礎矩陣 bN 皆為

24，而 bM 表示基礎矩陣的列數，其值會隨著碼率不同而改變，可定義： 

 ( )1b b cM N R= −  (3.28) 

，對一個大小為M N× 同位檢查矩陣H ，我們定義： 

 / /b bz N N M M= =  (3.29) 

，則我們可由下述之方法將 b bM N× 的基礎矩陣 bH 延伸為M N× 同位檢查矩陣

pH ： 

第一歩：對每一個在基礎矩陣 bH 中不為 1− 之元素 s，我們可用一 z z× 的矩陣 zI 來

取代，其中 zI 為向右循環位移（cyclically shift） 's 次的單位矩陣。其中位移次數

's 為： 

 ( )mod' zs s=  (3.30) 

第二歩：對每一個在基礎矩陣 bH 中為 1− 之元素 t，我們可用一 z z× 的零矩陣（zero 

matrix）0z z× 來取代。 



 43

很顯然的，不同的碼字長度會影響到 z 值的大小，依據 802.11n 之規格說明，

碼字長度有三種可供選擇，當碼字長度為576位元時， 24z = ；碼字長度為1152

位元時， 48z = ；碼字長度為1728位元時， 72z = 。一般而言，除非所傳送的封

包（packet）其所含的資訊位元極少，不適用長段的區段碼，不然在使用 LDPC 

Codes 時，多選擇碼字長度最長者，即1728位元，這是因為由相同的基礎矩陣所

推導而得的同位檢查矩陣，其中碼字長度較長者，其解碼效能會比較好，亦即位

元錯誤率會較低。 

 

3.6 低密度同位檢查碼在 802.16e 之應用 

802.16e[18][19]系統之LDPC Codes同位檢查矩陣的產生方式與 802.11n系統

之LDPC Codes同位檢查矩陣的產生方式相似，一樣是由一個 bm bmM N× 的基礎模

型矩陣（base model matrix） bmH （附錄B）延伸為M N× 同位檢查矩陣 pH 。 bmN

亦表示為基礎模型矩陣的行數，對不同碼率的基礎模型矩陣 bmN 皆為24， bmM 表

示基礎模型矩陣的列數，其值一樣會隨著碼率 cR 不同而改變，亦可定義： 

 ( )1bm bm cM N R= −  (3.31) 

，同樣地，我們可定義： 

 / /f bm bmz N N M M= =  (3.32) 

，我們一樣可由下述之方法將 bm bmM N× 的基礎模型矩陣 bmH 延伸為M N× 同位檢

查矩陣 pH 。 

對碼率 2 / 3cR = 的 A code 之 bmH ，其推導同位檢查矩陣H 之過程與 802.11n

系統相同： 

第一歩：對每一個在基礎模型矩陣 bmH 中不為 1− 之元素 fp ，我們可用一 f fz z× 的

矩陣
fzI 來取代，其中

fzI 為向右循環位移 ' fp 次的單位矩陣。其中的位移次數 ' fp



 44

為： 

 ( )mod
'

f
f f z

p p=  (3.33) 

第二歩：對每一個在基礎模型矩陣 bmH 中為 1− 之元素 fq ，我們可用一 f fz z× 的

零矩陣0
f fz z× 來取代。 

而對碼率 1/ 2cR = 、 2 / 3cR = 的 B code、 3/ 4cR = 的 A、B code、 5 / 6cR = 等

之基礎模型矩陣 bmH ，其推導同位檢查矩陣 pH 之過程則如下述： 

第一歩：對每一個在基礎模型矩陣 bmH 中不為 1− 之元素 fp ，我們可用一 f fz z× 的

矩陣
fzI 來取代，其中

fzI 為向右循環位移 " fp 次的單位矩陣。其中位移次數 " fp

為： 

 
( )mod

"
96

f

f f
f

z

p z
p

×⎢ ⎥
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 (3.34) 

第二歩：對每一個在基礎模型矩陣 bmH 中為 1− 之元素 fq ，我們可用一 f fz z× 的

零矩陣0
f fz z× 來取代。 

與 802.11n 系統相同，不同的碼字長度會影響到 fz 值的大小，依據 802.16e

之規格說明，802.16e 系統在經過連鎖（concatenation）後會依據傳送資訊所使用

的調變、編碼器、及其碼率來決定傳送區塊（block）的大小，而碼字長度再依

照區塊的大小來決定，如表 3-1 所示，其中的參數“ k ”之值即為區塊的大小，單

位為 byte，當區塊大小被決定後，即可由表 3-1 來確定碼字長度與參數“ fz ”之值

的大小，與 802.11n 系統一樣，原則上，儘可能的選用碼字長度最長者來產生同

位檢查矩陣，來進行編碼，理論上由相同的基礎模型矩陣所推導而得的同位檢查

矩陣，其中碼字長度較長者，其解碼效能較好，位元錯誤率較低。 
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k (byte) Number of subchannels n (bit) n (byte) 
fz  

R=1/2 R=2/3 R=3/4 R=5/6 QPSK 16QAM 64QAM

579 72 24 36 48 54 60 6 3 2 

672 84 28 42 56 63 70 7 - - 

768 96 32 48 64 72 80 8 4 - 

864 108 36 54 72 81 90 9 - 3 

960 120 40 60 80 90 100 10 5 - 

1056 132 44 66 88 99 110 11 - - 

1152 144 48 72 96 108 120 12 6 4 

1248 156 52 78 104 117 130 13 - - 

1344 168 56 84 112 126 140 14 7 - 

1440 180 60 90 120 135 150 15 - 5 

1536 192 64 96 128 144 160 16 8 - 

1632 204 68 102 136 153 170 17 - - 

1728 216 72 108 144 162 180 18 9 6 

1824 228 76 114 152 171 190 19 - - 

1920 240 80 120 160 180 200 20 10 - 

2016 252 84 126 168 189 210 21 - 7 

2112 264 88 132 176 198 220 22 11 - 

2208 276 92 138 184 207 230 23 - - 

2304 288 96 144 192 216 240 24 12 8 

表 3-1 LDPC Codes 之區塊大小和碼率表 

 

 

3.7 通道模型 

3.7.1  802.11n 通道模型 

TGn Sync 提供了 A, B, C, D, E, F,六種通道模型供 802.11n 系統模擬使用，而

我們只使用通道 B（NLOS：non-line-of-sight）：距離 6m，通道 D（NLOS）：距

離 11m，通道 D（NLOS）：距離 21m，來作為系統的通道模擬環境，較詳細的通

道特性如表 3-2 和表 3-3 所示。其中，在 line-of-sight（LOS）的情形下，K-factor
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只會對應到第一根 tap，而 K-factor = -∞則對應到其它的 tap。另外，參數 BPd 則

稱為臨界距離（breaking point distance），若通道模型中，傳送端與接收端之間的

距離小於 BPd ，則為LOS通道；若傳送端與接收端之間的距離大於 BPd ，則為NLOS

通道。 

 

Model Condition K-factor (dB) RMS delay spread 

(ns) 

# of clusters

B LOS/NLOS 0 / -∞ 15 2 

D LOS/NLOS 3 / -∞ 50 3 

E LOS/NLOS 6 / -∞ 100 4 

表 3-2 通道模型 LOS/NLOS 參數 

 

Model dBP (m) Slope 
before dBP

Slope after 
dBP 

Shadow 
fading std. 
dev. (dB) 
before dBP 

(LOS) 

Shadow 
fading std. 
dev. (dB) 
after dBP 

(NLOS) 

B 5 2 3.5 3 4 

D 10 2 3.5 3 5 

E 20 2 3.5 3 6 

表 3-3 通道模型路徑損失（path loss）參數 

 

 

3.7.2  802.16e 通道模型 

IEEE 802.16e 系統的規格說明上並未提供模擬使用之通道模型，在此我們使

用了 3GPP 所提供的通道模型，以作為模擬使用。由於 3G 系統的通道模型環境，
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是定義在無線都會型區域（wireless metropolitan area）中，且可支援定點（fixed）

與行動（mobile）無線多重路徑（wireless multipath fading）通道，故此一通道模

型環境與 IEEE 802.16e 系統之操作的環境十分相似，可使用於 IEEE 802.16e 系

統的模擬上。其中，3GPP 之通道模型有三種形式： 

1. Suburban macro-cell：cell 涵蓋範圍為 1～6Km，BS（base station）端天線置

於高於建築物處，範圍為 10m至 80m，平均高度為 32m。SS（subscriber station）

端移動速度介於 0～250 Km/hr。 

2. Urban macro-cell：cell 涵蓋範圍為 1～6Km，BS 端天線置於高於建築物處，

範圍為 10m 至 80m，平均高度為 32m。SS 端移動速度介於 0～250 Km/hr。

Urban macro-cell 在上述之環境與 Suburban macro-cell 之環境相近，但在其

它部份可能與 Suburban macro-cell 之環境略有不同。 

3. Urban micro-cell：BS 與 SS 之間的距離約為 1Km，cell 涵蓋範圍為 0.3～

0.5Km，BS 端天線置於建築物之上，平均高度為 12.5m。SS 端移動速度介

於 0～120 Km/hr。 

而我們是選用 Urban macro-cell 的通道模型，作為我們模擬測試的通道環境。 

 

3.8 模擬結果 

3.8.1  802.11n 系統模擬結果 

3.8.1 的模擬結果是使用本章所提到的 MMSE 偵測及軟性反對映來對接收訊

號進行偵測與軟性輸出的計算，並在依據 802.11n 規格說明所建立的2 2× 、4 4×

通道 B、D、E（NLOS）上測試所得之結果。其中的 LDPC Codes 解碼器，則是

使用第 2 章所介紹的演算法，包括 Sum-product 演算法（SPA）、Normalized 

BP-based 演算法（NBP）、Normalized APP-based 演算法（NAPP）和 Layered 

Normalized BP-based 演算法（LNBP）四種不同的演算法。而模擬中所選用的
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Modulation-Coding Scheme（MCS）則有2根傳送天線的 MCS11、MCS13、

MCS15，和4根傳送天線的 MCS27、MCS28，詳細的 MCS11、MCS13、MCS15、

MCS27、MCS28 規格如表 3-4 所示。 

 

GI = 800ns GI = 400ns 
MCS 

index 

Number of 

spatial 

streams 

Modulation 
Coding 

rate 
Rate in

20MHz

Rate in

40MHz

Rate in 

20MHz 

Rate in 

40MHz 

11 2 16-QAM 1/2 52.00 108.00 57.78 120.00 

13 2 64-QAM 2/3 104.00 216.00 115.56 240.00 

15 2 64-QAM 5/6 130.00 270.00 144.44 300.00 

27 4 16-QAM 1/2 104.00 216.00 115.56 240.00 

28 4 16-QAM 3/4 156.00 324.00 173.33 360.00 

表 3-4 802.11n 之 Modulation-Coding Scheme 表 

 

圖 3-7 到圖 3-12 都是使用 Sum-product 演算法，在估計通道（estimation 

channel）並假設完美同步（perfect synchronization）下的模擬結果，其中我們設

定最大遞迴次數為50，也就是說當遞迴次數為50時，即使 0T
pH V ≠ 仍強制將解

碼所得之結果送出。 

圖 3-13 到圖 3-30 分別是使用 Normalized BP-based 演算法（圖 3-13 到圖

3-18）、Normalized APP-based 演算法（圖 3-19 到圖 3-24）和 Layered Normalized 

BP-based 演算法（圖 3-25 到圖 3-30），在估計通道（estimation channel）並包含

部份非理想效應，最大遞迴次數為15次下的模擬結果。其中非理想效應有載波

頻率偏移（carrier frequency offset，CFO）、取樣頻率偏移（sample frequency offset，

SFO）、直流偏移（DC offset）、I-Q 不平衡（I-Q imbalance）、相位雜訊（phase 

noise）、非線性放大失真（nonlinear amplifier distortion）。 
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由圖 3-13 到圖 3-30 中，我們可看出使用 Layered Normalized BP-based 演算

法解碼的效能較好，位元錯誤率較低，其次是 Normalized BP-based 演算法，最

差的則是 Normalized APP-based 演算法。但從運算複雜度的觀點上來看，

Normalized APP-based 演算法的運算復雜度卻是最低的，而 Normalized BP-based

演算法和 Layered Normalized BP-based 演算法兩者的運算復雜度則大致上相同。

雖然Layered Normalized BP-based演算法因為其分層解碼的架構破壞了其平行處

理結構，但其收斂速度卻幾乎是 Normalized BP-based 演算法的兩倍，舉例來說：

如果 Normalized BP-based 演算法最大遞迴次數為 iteN ，那麼 Layered Normalized 

BP-based 演算法的最大遞迴次數大約只要
2
iteN
次即可達到相近的位元錯誤率。另

外，也因為此分層解碼的架構使得 Layered Normalized BP-based 演算法在和

Normalized APP-based 演算法一樣，在記憶體的需求上只需 Normalized BP-based

演算法的一半，在晶片設計的繞線（routing）上也更為容易。 
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圖 3-7 SPA 解碼在 2×2 通道 B 下模擬結果 
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圖 3-8 SPA 解碼在 4×4 通道 B 下模擬結果 
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圖 3-9 SPA 解碼在 2×2 通道 D 下模擬結果 
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圖 3-10 SPA 解碼在 4×4 通道 D 下模擬結果 
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圖 3-11 SPA 解碼在 2×2 通道 E 下模擬結果 
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圖 3-12 SPA 解碼在 4×4 通道 E 下模擬結果 
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圖 3-13 NBP 解碼在 2×2 通道 B 下模擬結果 
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圖 3-14 NBP 解碼在 4×4 通道 B 下模擬結果 
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圖 3-15 NBP 解碼在 2×2 通道 D 下模擬結果 
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圖 3-16 NBP 解碼在 4×4 通道 D 下模擬結果 
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圖 3-17 NBP 解碼在 2×2 通道 E 下模擬結果 
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圖 3-18 NBP 解碼在 4×4 通道 E 下模擬結果 
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圖 3-19 NAPP 解碼在 2×2 通道 B 下模擬結果 
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圖 3-20 NAPP 解碼在 4×4 通道 B 下模擬結果 
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圖 3-21 NAPP 解碼在 2×2 通道 D 下模擬結果 
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圖 3-22 NAPP 解碼在 4×4 通道 D 下模擬結果 
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圖 3-23 NAPP 解碼在 2×2 通道 E 下模擬結果 
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圖 3-24 NAPP 解碼在 4×4 通道 E 下模擬結果 
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圖 3-25 LNBP 解碼在 2×2 通道 B 下模擬結果 
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圖 3-26 LNBP 解碼在 4×4 通道 B 下模擬結果 
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圖 3-27 LNBP 解碼在 2×2 通道 D 下模擬結果 
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圖 3-28 LNBP 解碼在 4×4 通道 D 下模擬結果 
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圖 3-29 LNBP 解碼在 2×2 通道 E 下模擬結果 
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圖 3-30 LNBP 解碼在 4×4 通道 E 下模擬結果 
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3.8.2  802.16e 系統模擬結果 

3.8.2 的模擬結果是使用本章所提到的 MMSE 偵測及軟性反對映來對接收訊

號進行偵測與軟性輸出的計算，並在 3GPP 所提供的通道上測試所得之結果。其

中的編碼器是使用碼率1/ 2 、碼字長度1152和576位元的 LDPC Codes，而解碼

器，亦是使用第 2 章所介紹的演算法，包括 Normalized BP-based 演算法（NBP）、

Normalized APP-based 演算法（NAPP）和 Layered Normalized BP-based 演算法

（LNBP）三種不同的演算法，並設定最大遞迴次數為15次。 

圖 3-31 到圖 3-33 為 QPSK 調變下的模擬結果，圖 3-34 到圖 3-36 為 16QAM

調變下的模擬結果，而圖 3-37 到圖 3-39 則為 64QAM 調變下的模擬結果。其中，

圖 3-31、圖 3-34、和圖 3-37 為理想通道（perfect channel）下的模擬結果；圖 3-32、

圖 3-35、和圖 3-38 為使用估計通道（estimation channel）下的模擬結果，我們以

ec 來表示；而圖 3-33、圖 3-36、和圖 3-39 則為使用估計通道並加上載波頻率偏

移（carrier frequency offset，CFO）下的模擬結果，我們以 ec cfo 來表示。最後，

為了方便觀察，我們將使用相同 LDPC Codes 解碼演算法的模擬結果放置於同一

張圖上比較，圖 3-40 為使用 Normalized BP-based 演算法的模擬結果，圖 3-41 為

使用 Normalized APP-based 演算法的模擬結果，圖 3-42 則為使用 Layered 

Normalized BP-based 演算法的模擬結果。
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圖 3-31 802.16e 系統在 QPSK 調變、理想通道下模擬結果 
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圖 3-32 802.16e 系統在 QPSK 調變、估計通道下模擬結果 
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圖 3-33 802.16e 系統在 QPSK 調變、估計通道、加入 CFO 效應下模擬結果 
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圖 3-34 802.16e 系統在 16QAM 調變、理想通道下模擬結果 
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圖 3-35 802.16e 系統在 16QAM 調變、估計通道下模擬結果 
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圖 3-36 802.16e 系統在 16QAM 調變、估計通道、加入 CFO 效應下模擬結果 
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圖 3-37 802.16e 系統在 64QAM 調變、理想通道下模擬結果 
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圖 3-38 802.16e 系統在 64QAM 調變、估計通道下模擬結果 
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圖 3-39 802.16e 系統在 64QAM 調變、估計通道、加入 CFO 效應下模擬結果 
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圖 3-40 NBP 解碼在 802.16e 系統下模擬結果 
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圖 3-41 NAPP 解碼在 802.16e 系統下模擬結果 
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圖 3-42 LNBP 解碼在 802.16e 系統下模擬結果 
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第4章 最佳 MIMO 系統偵測 

在上一章，我們使用 MMSE 做為 MIMO 系統之偵測器（detector），並將所

偵測到的訊號透過軟性反對映來獲得軟性輸出，再將此軟性輸出送入 LDPC 

Codes 解碼器進行解碼。雖然使用此一方式來做為接收機的設計雖然架構簡單易

於實現，然而由 ( )3.26 式： 

 , , , , ,

eff eff

T T T
i k i i k i k i j i k j k i k

H N

Z w h s w h s w N≠= + +  

，我們可發現其中的等效雜訊 effN 並非白色雜訊，也就是說不同“ i ”之間的等化

訊號 ,i kZ 彼此會有相關性（correlation）。由於軟性反對映與 LDPC Codes 解碼器

皆是在假設訊號彼此之間互為獨立的條件下對訊號進行分析的，所以在此一情況

下，會使得系統的效能下降。為了解決此一問題，我們使用 MAP 偵測器，將偵

測器與軟性反對映結合在一起，不必透過 MMSE 等化接收訊號後才再求取軟性

輸出，而可直接由原始的接收的訊號來獲得準確性較高的軟性輸出之值，以確保

系統本身的效能。 

在第三章中有提到，整個 MIMO-OFDM 系統在不同的子通道之數學模型可

以用 ( )3.2 式： 

 ( ) ( ) ( ) ( )Y k H k S k N k= +  

來表示，由於 ( )H k 與 ( )N k 對不同的 k 而言是 i.i.d.隨機變數，為了表示方便，我

們將 k 省略，也就是 ( )3.2 式可表示為下式： 

 y Hs n= +  (4.1) 

，以方便我們在數學式上的表示與推導。 
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4.1 MAP 位元偵測 

MAP偵測器 [20]可直接由接收到的MIMO訊號來獲得軟性輸出之值，而不必

透過MMSE等化所接收到的MIMO訊號，再經過軟性反對映來求得軟性輸出。藉

由MAP偵測器，我們可以得到正確性較高的軟性輸出之值來提升系統效能。而

使用MAP偵測器所設計之2 2×  MIMO訊號接收機則如圖 4-1 所示。 

 

 

圖 4-1 2×2 MAP 偵測之接收機 

 

若我們使用 ( )2M QAM 調變，並以 tN 根天線傳送，則 ( )4.1 式中傳送的訊號

向量“ s ”共含 tM N⋅ 個位元，則我們可定義： 

 ( ) 0 1 1, , , ,
ti M Ndemap s x x x x x ⋅ −⎡ ⎤= = ⎣ ⎦… …  (4.2) 

，其中 1ix = ± ， 1+ 表示邏輯上的“1”， 1− 表示邏輯上的“ 0 ”， 0,1, , 1ti M N= ⋅ −… 。

則依據 ( )2.7 式 LLR 之定義，我們可得： 

 ( )( ) ( )
( )

1
log

1
i

i
i

P x y
LLR p x y

P x y
= +

=
= −

 (4.3) 

，由貝氏定理（Baye’s theorem）可知： 

 ( ) ( )( )
( )

( ) ( )

( ) ( )
1

0

, 1
t

i ii
i M N

i i
i

p y x P xp x y
P x y

p y p y x p x

ζ ζζ
ζ ζ⋅ −

=

= ==
= = = = ±

∑

∩
 (4.4) 

，將 ( )4.4 式代入 ( )4.3 式中，可推得： 

decoder 
LDPC   Spatial 

 deparser 

Cyclic 
shift 

   detector 
    MAP 
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( )( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )
( )

( )
( )

1 1
log

1 1

11
log log

1 1

i i
i

i i

ii

i i

p y x P x
LLR p x y

p y x P x

p y xP x
P x p y x

= + = +
=

= − = −

= += +
= +

= − = −

 (4.5) 

，在一開始，我們假設 ix 的事前機率是相等的，所以： 

 ( )
( )

1
1 2log log 011

2

i

i

P x
P x

= +
= =

= −
 (4.6) 

，故 ( )4.5 式可簡化為： 

 ( )( ) ( )
( )

1
log

1
i

i
i

p y x
LLR p x y

p y x
= +

=
= −

 (4.7) 

。由於 x 為經過交錯器處理之訊號，所以我們可假設 0 1 1, , , , ,
ti M Nx x x x ⋅ −… … 彼此之

間互為獨立，故我們可將 ( )4.7 式進一歩推導為： 

 ( )( )
( )

( )
, 1

, 1

log i

i

x X
i

x X

p y x
LLR p x y

p y x
+

−

∈

∈

=
∑

∑
 (4.8) 

，其中 ,iX ζ 表示 x 中滿足 ix ζ= 的所有集合，即： 

 { } { }, 1 , 11 , 1i i i iX x x X x x+ −= = + = = −  (4.9) 

。由 ( )4.1 式 y 與 s 的關係式可知， ( )p y x 的機率密度分佈函數可等效為： 

 ( )( )
( )

2
2

2

1exp
2

2 rN

y H s
p y s map x σ

πσ

⎛ ⎞− ⋅ − ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠= =  (4.10) 

，其中 rN 表示接收天線的個數。我們將 ( )4.10 式代入 ( )4.8 式中可求得： 
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 ( )( ) , 1

, 1

2
2

2
2

1exp
2

log
1exp

2

i

i

x X
i

x X

y H s
LLR p x y

y H s

σ

σ

+

−

∈

∈

⎛ ⎞− ⋅ − ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

=
⎛ ⎞− ⋅ − ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑

∑
 (4.11) 

。為了簡化 ( )4.11 式，我們引用“Jacobian 對數式”： 

 

( ) ( )
( ) ( )

( )

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

jacln , : ln

max , ln 1

a a

a a

r a a

a a e e

a a e− −

−

= +

= + +  (4.12) 

，由於 ( )4.12 式中的 ( )1 2r a a− 極小可省略，所以 Jacobian 對數式可簡化為： 

 ( ) ( )1 2 1 2jacln , max ,a a a a≈  (4.13) 

，我們將 ( )4.11 式以簡化後的 Jacobian 對數式表示則可推導為： 

 ( )( )
, 1 , 1

2 2
2 2

1 1 1max max
2 i i

i x X x X
LLR p x y y H s y H s

σ σ+ −∈ ∈

⎛ ⎞⎧ ⎫ ⎧ ⎫≈ ⋅ − ⋅ − ⋅ − − ⋅ − ⋅⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎜ ⎟⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎝ ⎠
(4.14) 

 

然而，即使將 ( )( )iLLR p x y 簡化至 ( )4.14 式，在求取 ( )( )iLLR p x y 的計算

上仍然非常的複雜，其運算複雜度會隨著接收訊號 s 所含的位元數呈指數成長。

我們可以很容易的從 ( )4.14 式中觀察出，在計算 ( )( )iLLR p x y 的過程中，我們必

須由 12 tM N⋅ − 種可能的 s 集合中找出最大值。若我們使用64 QAM、4根傳送天線，

則我們須由 1 62 8.4 10tM N⋅ − ≈ × 種 s 可能的組合中去找出最大的 ( )( )iLLR p x y ，此一

計算量實在是太大了，在硬體的設計與實現上幾乎是不可行的。為了降低運算

量，我們導入List Sphere decoding演算法 [21][22][23]，這是一種以最大可能性解

碼為基礎的演算法，可將MAP偵測器在計算 ( )( )iLLR p x y 時較不可能的 s 集合有

效的去除，使 s 可能之集合的範圍縮小。透過List Sphere decoding演算法，MAP

偵測器的運算複雜度將大幅的降低，提升硬體設計的可實現性。而我們將在下一

節對List Sphere decoding演算法做詳細的討論。 
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4.2 List Sphere Decoding 演算法 

4.2.1  搜尋半徑與搜尋中心 

 

圖 4-2 搜尋候選列表示意圖 

 

如圖 4-2 所示，List Sphere decoding 演算法的概念，是將代入
2y H s− ⋅ 所得

之值過大的 s 集合扣除，並保留使
2y H s− ⋅ 之值較小的 s 集合，而所保留下的 s

集合我們稱之為候選列表（candidate list）“L ”。若我們定義圖 4-2 中的 'r 為搜尋

半徑， ŝ 為搜尋中心，則可將
2y H s− ⋅ 式加上搜尋半徑的限制並修正為： 

 ( )2 2'y H s r− ⋅ ≤  (4.15) 

，搜尋中心 ŝ 則可定義為接收訊號 y 之最小平方近似解（least-squares 

approximation solution）： 

 ( ) 1
ˆ H Hs H H H y

−
=  (4.16) 

ŝ
'r
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，或是接收訊號 y 之最小均方差估測，其中α 為 SNR 之倒數： 

 
1

ˆ
t t

H H
N Ns H H I H yα

−

×⎡ ⎤= +⎣ ⎦  (4.17) 

 

我們將 ˆ ˆHs Hs− 加入 ( )4.15 式中可得： 

 
( ) ( )

2 2

2 2

ˆ ˆ

ˆ ˆ '

y H s y Hs Hs Hs

y Hs H s s r

− ⋅ = − + −

= − + − ≤
 (4.18) 

，若搜尋中心 ŝ 為 y 之最小平方近似解， ( )4.18 式可推導為： 

 
( ) ( )

( )( ) ( )

2

1 2

ˆ ˆ

'

H H

H H H

y H s s s H H s s

y I H H H H y r
−

− ⋅ = − −

+ + ≤
 (4.19) 

令： 

 ( ) ( )( )122
1 ' H H Hr r y I H H H H y

−
= − +  (4.20) 

，則 ( )4.18 式可簡化為： 

 ( ) ( ) 2
1ˆ ˆH Hs s H H s s r− − ≤  (4.21) 

。由於： 

 2 2 2 2
2 rNy H s n σ− ⋅ = ⋅∼ X  (4.22) 

， ( )4.22 式中之 2σ 為雜訊 n的實數部份之變異數；而 2
2 rNX 為有2 rN 階自由度的

chi-square 隨機變數，且其變異數為 22 rN σ 。則我們可定義搜尋半徑“ 1r ”為： 

 ( )( )12 2
1 2 H H H

rr N K y I H H H H yσ
−

= − +  (4.23) 

，其中 1K ≥ 為一任意變數。同樣地，若搜尋中心 ŝ 為 y 之最小均方差估測，( )4.18

式亦可推導為： 

 
( ) ( )

( )( ) ( )

2

1 2

ˆ ˆ

'
t t

H H

H H H
N N

y H s s s H H s s

y I H H H I H y rα
−

×

− ⋅ = − −

+ + + ≤
 (4.24) 
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令： 

 ( ) ( )( )122
2 '

t t

H H H
N Nr r y I H H H I H yα

−

×= − + +  (4.25) 

，則 ( )4.18 式同樣可簡化為： 

 ( ) ( ) 2
2ˆ ˆH Hs s H H s s r− − ≤  (4.26) 

，而搜尋半徑“ 2r ”可定義為： 

 ( )( )12 2
2 2

t t

H H H
r N Nr N K y I H H H I H yσ α

−

×= − + +  (4.27) 

。由於 ( )4.21 式與 ( )4.26 式兩式之形式相同，故之後的推導皆適用於兩式上，為

了表示方便，我們定義： 

 ( ) ( ) 2ˆ ˆH Hs s H H s s r− − ≤  (4.28) 

，以方便我們的推導。 

 

4.2.2  實數 List Sphere decoding 演算法 

由於 List Sphere decoding 演算法在複數的處理上相當複雜，為了簡化運算，

我們將 y 、 s 、 ŝ 、H 轉為實數等效矩陣 yγ 、 sγ 、 ŝγ 與Hγ ： 

 ( ) ( )Re Im
TTTy y yγ

⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦
 (4.29) 

 ( ) ( )Re Im
TTTs s sγ

⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦
 (4.30) 

 ( ) ( )ˆ ˆ ˆRe Im
TTTs s sγ

⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦
 (4.31) 

 
( ) ( )
( ) ( )

Re Im
Im Re

H H
H

H Hγ

−⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 (4.32) 

，其中 ( )Re a 表示取矩陣a 之實部所產生之矩陣， ( )Im a 表示取矩陣 a之虛部所

產生之矩陣，故 yγ 為2 1rN × 的矩陣， sγ 與 ŝγ 皆為2 1tN × 的矩陣，Hγ 則為
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2 2r tN N× 的矩陣。可發現將 s 、 ŝγ 與Hγ 代入 ( )4.15 式與 ( )4.28 式中仍成立： 

 ( )2 2'y H s rγ γ γ− ⋅ ≤  (4.33)  

 ( ) ( ) 2ˆ ˆ
H Hs s H H s s rγ γ γ γ− − ≤  (4.34) 

 

接著我們使用 Cholesky factorization，求得： 

 H HU U H Hγ γ=  (4.35) 

，其中U 為一2 2t tN N× 的上三角矩陣（upper triangular matrix），並定義U 之元素

為 , , 1, 2, , 2i j tu i j N≤ = … ，且其對角線上的元素 0iiu > ， isγ 和 ˆ isγ 分別表示向量 sγ

和向量 ŝγ 中的第 i個元素，則我們可將 ( )4.31 式推導為： 

 
( ) ( )

( )
2

2 2
,2 2

,
1 1 ,

ˆ ˆ

ˆ ˆ
t t

H H

N N
i j

i i i i i i
i j i i i

s s U U s s

u
u s s s s r

u

γ γ γ γ

γ γ γ γ
= = +

− −

⎡ ⎤
= − + − ≤⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ ∑

 (4.36) 

 

。List Sphere decoding 演算法在求得候選列表的過程，是如同樹狀圖（tree 

diagrams）一層接著一層來進行搜尋，一開始，我們先從 2 ti N= 開始搜尋，並忽

略 1,2, , 2 1ti N= −… 項所產生的影響，依據上述 ( )4.36 式可推導為： 

 ( )22 2
2 ,2 2 2ˆ

t t t tN N N Nu s s rγ γ− ≤  (4.37) 

，我們可由 ( )4.37 式求得 2 tNsγ 的上、下限： 

 2 2 2
2 ,2 2 ,2

ˆ ˆ
t t t

t t t t

N N N
N N N N

r rs s s
u uγ γ γ

⎡ ⎤ ⎢ ⎥
− ≤ ≤ +⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦
 (4.38) 

 

，其中 a⎡ ⎤⎢ ⎥表示取 ( )2M QAM 星狀圖之實數軸上大於等於 a 且最接近 a 的對映
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點，而 a⎢ ⎥⎣ ⎦則表示取 ( )2M QAM 星狀圖之實數軸上小於等於 a 且最接近 a 的對映

點。 2 tNsγ 的上、下限決定後，我們可知道 2 tNsγ 所有可能的選項，任選其中的一

個選項，並令 2 1ti N= − 忽略 1,2, , 2 2ti N= −… 項所產生的影響，可再將 ( )4.36 式

推導為： 

 
( )

( )

2

2 1,22
2 1,2 1 2 1 2 1 2 2

2 ,2

22 2
2 ,2 2 2

ˆ ˆ

ˆ

t t

t t t t t t

t t

t t t t

N N
N N N N N N

N N

N N N N

u
u s s s s

u

u s s r

γ γ γ γ

γ γ

−
− − − −

⎡ ⎤⎛ ⎞
− − −⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

+ − ≤

 (4.39) 

 

，而 2 1tNsγ − 的下限為： 

 ( ) ( )

2 1

1
2 22 2

2 ,2 2 22 1,2
2 1 2 2 2

2 ,2 2 1,2 1

ˆ
ˆ ˆ

t

t t t tt t

t t t

t t t t

N

N N N NN N
N N N

N N N N

s

r u s su
s s s

u u

γ

γ γ
γ γ γ

−

−
−

− −

≥

⎡ ⎤
⎛ ⎞⎢ ⎥− −⎛ ⎞ ⎜ ⎟− − −⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎢ ⎥

 (4.40) 

 

上限為： 

 ( ) ( )

2 1

1
2 22 2

2 ,2 2 22 1,2
2 1 2 2 2

2 ,2 2 1,2 1

ˆ
ˆ ˆ

t

t t t tt t

t t t

t t t t

N

N N N NN N
N N N

N N N N

s

r u s su
s s s

u u

γ

γ γ
γ γ γ

−

−
−

− −

≤

⎢ ⎥
⎛ ⎞⎢ ⎥− −⎛ ⎞ ⎜ ⎟− − +⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

 (4.41) 

 

。同樣地，令 2 2ti N= − 忽略 1,2, , 2 3ti N= −… 項所產生的影響，選取 2 1rNsγ − 所有

可能的其中一個選項，並與之前選定的 2 tNsγ 代入 ( )4.36 式可得： 
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+ − − −⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

( )22 2
2 ,2 2 2ˆ

t t t tN N N Nu s s rγ γ+ − ≤

 (4.42) 

 

 

，而 2 2tNsγ − 的下限為： 

 

( ) ( )

( )

2 2
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2 2 2 1 2 1 2 2

2 2,2 2 2 2,2 2

2

2 1,22 2
2 1,2 1 2 1 2 1 2 2

2 ,2

2 ,2

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ

t

t t t t

t t t t t

t t t t

t t

t t t t t t

t t

t t

N

N N N N
N N N N N

N N N N
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−
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t t

t t
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s s

u
γ γ
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⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

⎫⎢ ⎥− ⎪⎢ ⎥⎬⎢ ⎥⎪⎢ ⎥⎭⎢ ⎥

 (4.43) 

 

 

 

 

 

 



 79

， 2 2tNsγ − 的上限為： 

 

( ) ( )

( )

2 2

2 2,2 1 2 2,2
2 2 2 1 2 1 2 2

2 2,2 2 2 2,2 2

2

2 1,22 2
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− ( ) }
1

2 22
2 2

2
2 2,2 2

ˆ
t t

t t

N N

N N

s s

u
γ γ

− −

⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

⎫⎢ ⎥− ⎪⎢ ⎥⎬⎢ ⎥⎪⎢ ⎥⎭⎣ ⎦

 (4.44) 

 

。在求取 2 3tNsγ − 的上、下限亦同上述的步驟，令 2 3ti N= − 忽略 1,2, , 2 4ti N= −…

項，並將選取的 2 tNsγ 、 2 1tNsγ − 及 2 2tNsγ − 代入 ( )4.36 式即可，然而上述計算過程過

於繁雜不利於硬體的設計，但我們觀察 ( )4.38 式、( )4.40 式、( )4.41 式、( )4.43 式

與 ( )4.44 式，發現可將求取上、下限之運算式整理成一適合執行遞迴運算的通

式。首先令： 

 ( ) ( ) ( )
2

,
22 2 1 1

1 ,

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ,
t

tt t

N
i j

N i j jN N i i
j i i i

u
s s s s s s

uγ γ γ γ γ γ+ +
= +

= = − −∑  (4.45) 

 ( )( )2
2 2 2 2 2

2 1 1, 1 1 1 2
ˆ,

tN i i i i i i i
r r r r u s sγ γ+ + + + + +
′′ ′′ ′′= = − −  (4.46) 

 
,

i
i

i i

rz
u
′′

=  (4.47) 

，則上、下限之運算式可改寫為： 

 ( ) ( )1 1
ˆ ˆi i ii i i i
s z s s zγ γ γ+ +

⎡ ⎤ ⎢ ⎥− ≤ ≤ +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦
 (4.48) 

，如此，我們可以很容易的以疊代和遞迴的方式來計算 isγ 的上、下限。 
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4.2.3  實數 List Sphere decoding 演算法運算流程 

 
圖 4-3 實數 List Sphere decoding 演算法運算流程圖 
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如圖 4-3 所示： 

第一歩：初始化，令： 

 2 ti N=  (4.49) 

 ( ) 22 2 1
ˆ ˆ

tt t
NN N

s sγ γ+
=  (4.50) 

 2 2
2 tNr r′′ =  (4.51) 

第二歩：計算上、下限，令： 

 
,

i
i

i i

rz
u
′′

=  (4.52) 

，則上限 ( )iUB sγ 、下限 ( )iLB sγ 為： 

 ( ) ( ) 1
ˆi ii i

UB s s zγ γ +
⎢ ⎥= +⎢ ⎥⎣ ⎦

 (4.53) 

 ( ) ( ) 1
ˆi ii i

LB s s zγ γ +
⎡ ⎤= −⎢ ⎥⎢ ⎥

 (4.54) 

 ( ) 2i is LB s dγ γ= −  (4.55) 

，其中 2d 為 ( )2M QAM 星狀圖上對映點間的最小距離。 

第三歩：增加 isγ ： 

 2i is s dγ γ= +  (4.56) 

若重新計算所得之 ( )i is UB sγ γ> ，則進行第四步運算；若重新計算所得之

( )i is UB sγ γ≤ ，則執行第五步運算。 

第四步：增加 i： 

 1i i= +  (4.57) 

，若計算所得之 2 1ti N= + ，則結束 List Sphere decoding 演算法計算；否則，跳

回第三歩運算。 

第五步：減少 i： 

 1i i= −  (4.58) 
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，若計算所得之 0i = ，則執行第六步的運作；否則： 

 ( ) ( )
2

,

1
1 ,

ˆ ˆ ˆ
tN

i j
i j ji i

j i i i

u
s s s s

uγ γ γ γ+
= +

= − −∑  (4.59) 

 ( )( )2
2 2 2

1 1, 1 1 1 2
ˆi i i i i i i

r r u s sγ γ+ + + + + +
′′ ′′= − −  (4.60) 

，並回到第二歩運算。 

第六步：將所求得之 sγ 轉換回 s ，再將 s 儲存於候選列表L中，並跳回第三歩運

算。 

 

4.2.4  實數 List Sphere decoding 演算法修正 

 

圖 4-4 2tN = 實數 List Sphere decoding 演算法搜尋圖 

 

如圖 4-4 所示，實數 List Sphere decoding 演算法的運算過程，是如同樹狀圖

一層接著一層來進行搜尋，所以搜尋路徑（path）的多寡（這裡我們定義由一個

節點連結到另一個節點為一個路徑），會決定 List Sphere decoding 演算法的運算

複雜度。由 4.2.2 節的討論，我們知道實數 List Sphere decoding 演算法是由 2 ti N=

3sγ  

2sγ  

1sγ  

4sγ  A B C

D E F G H I J

K L M N O P Q R

S T U V W X



 83

開始搜尋的，由於 2 ti N= 為樹狀圖的最上層， 1i = 則為樹狀圖的最下層，故只有

在 1i = 時有連結之節點的候選（如圖 4-4 之 A-D-K-S、B-G-N-U、B-G-N-V、

C-I-Q-W、C-I-Q-X），才會儲存於候選列表L中，而其它在 1i = 時沒有連結之節

點者（如圖 4-4 之 A-E、B-F-M、B-G-O、B-H、C-I-P、C-J-R），會產生多餘的

路徑（如 A-E、B-F、F-M、B-G、G-O、B-H、C-I、I-P、C-J、J-R），若能減少

多餘路徑的搜尋，便能降低 List Sphere decoding 演算法的計算量。為此，吾人提

出兩種修正方法，可在較上層的運算中，便將多數在 1i = 時沒有連結之節點者排

除，減少多餘路徑的搜尋。 

首先將 ( )4.45 式代入 ( )4.46 式可得： 

 ( )
2

2
1,2 2 2

1 1, 1 1 1
2 1,

ˆ ˆ
tN

i j
i i i i i i j j

j i i i

u
r r u s s s s

uγ γ γ γ
+

+ + + + +
= + +

⎛ ⎞⎛ ⎞
′′ ′′= − − − −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

∑  (4.61) 

，其中 'ir′′為搜尋半徑 r 扣除 2 ' 1ti N i i= = +∼ 層所產生之影響的等效搜尋半徑，而

較小的等效搜尋半徑 'ir′′，其所搜尋到的可能的 'isγ 數目亦會較少，故只要能讓等

效搜尋半徑 'ir′′在較上層的運算中迅速的縮小，即可將多數在 1i = 時沒有連結之節

點者排除。要使等效搜尋半徑 'ir′′在較上層的運算中就變小，我們可以對搜尋中心

ŝγ 內其元素之絕對值進行排序，其值較小者置於 ˆTsγ 的前面，其值較大者則置於 ˆTsγ

的後面，而實數等效通道矩陣Hγ 之行向量，亦要隨 ŝγ 元素置換的順序做相同的

置換，舉例如下，假設有一 2tN = 之系統，則可定義： 

 1 2 3 4ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , ,
T

s s s s sγ γ γ γ γ⎡ ⎤= ⎣ ⎦  (4.62) 

 1 2 3 4, , ,H H H H Hγ γ γ γ γ⎡ ⎤= ⎣ ⎦  (4.63) 

，若 ŝγ 經過排序後為： 

 4 1 3 2 4 1 3 2ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , ,
T

s s s s s s s s sγ γ γ γ γ γ γ γ γ
′ ⎡ ⎤= ≤ ≤ ≤⎣ ⎦  (4.64) 

，則實數等效通道矩陣Hγ 之行向量亦須進行相同的置換： 
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 4 1 3 2, , ,H H H H Hγ γ γ γ γ
′ ⎡ ⎤= ⎣ ⎦  (4.65) 

，即可將 ŝγ ′與Hγ
′代入實數 List Sphere decoding 演算法，最後將求得的 sγ ′進行

反置換為 sγ ： 

 2 4 3 1, , ,s s s s sγ γ γ γ γ
⎡ ⎤′ ′ ′ ′=
⎣ ⎦

 (4.66) 

，再儲存於候選列表L內。由於只要搜尋半徑 r 不變，搜尋到的候選列表L亦不

變，所以經過排序後的 ŝγ ′與Hγ
′並不會改變候選列表L。 

另外，我們亦可對實數等效通道矩陣Hγ 之行向量的模數（Norm）進行排序，

其值較小者置於Hγ 的前面，其值較大者則置於Hγ 的後面，同樣地，搜尋中心 ŝγ

亦須隨Hγ 之行向量置換的順序做相同的置換，依照 ( )4.62 與 ( )4.63 式的例子；

若Hγ 經過排序後為： 

 3 1 2 4 3 1 2 4, , , ,H H H H H H H H Hγ γ γ γ γ γ γ γ γ
′′ ⎡ ⎤= ≤ ≤ ≤⎣ ⎦  (4.67) 

，則搜尋中心 ŝγ 之元素亦須進行相同的置換： 

 3 1 2 4ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , ,
T

s s s s sγ γ γ γ γ
′′ ⎡ ⎤= ⎣ ⎦  (4.68) 

，再將 ŝγ ′′與Hγ
′′代入實數 List Sphere decoding 演算法，最後把求得的 ŝγ ′′進行反

置換為 sγ ： 

 2 3 1 4, , ,s s s s sγ γ γ γ γ
⎡ ⎤′′ ′′ ′′ ′′=
⎣ ⎦

 (4.69) 

，再儲存於候選列表L內。我們將上述兩種經過修正後的實數 List Sphere 

decoding 演算法和原來演算法的運算複雜度與候選列表數進行測試，並將結果表

示於圖 4-5 到圖 4-8。 
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圖 4-5 LSE 搜尋中心在 64QAM 2×2 通道下測試結果 
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圖 4-6 LSE 搜尋中心在 16QAM 4×4 通道下測試結果 
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圖 4-7 MMSE 搜尋中心在 64QAM 2×2 通道下測試結果 
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圖 4-8 MMSE 搜尋中心在 16QAM 4×4 通道下測試結果 
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圖 4-5 到圖 4-8 皆是在單一 tap 數 Rayleigh 分佈的 MIMO 通道上進行測試， 

其中在64 QAM、2 2× 通道下我們所使用的搜尋半徑為0.4，而在16 QAM、4 4×

通道下我們所使用的搜尋半徑則為0.3；圖中的 original 表示原來的實數 List 

Sphere decoding 演算法，method1 表示對搜尋中心 ŝγ 之絕對值排序的實數 List 

Sphere decoding 演算法，method2 則表示對實數等效通道矩陣Hγ 之行向量的模

數排序的實數 List Sphere decoding 演算法；而圖 4-5 和圖 4-6 中的 LSE 是表示以

接收訊號 y 之最小平方近似解為搜尋中心，圖 4-7 和圖 4-8 中的 MMSE 則表示以

接收訊號 y 之最小均方差估測為搜尋中心；computation complexity 線上之值表示

平均的路徑個數，candidate number 線上之值則為平均的候選列表之候選個數。 

由圖 4-5到圖 4-8可確定，使用對搜尋中心 ŝγ 之絕對值排序的實數List Sphere 

decoding 演算法，不論是在64 QAM 2 2× 通道環境下，還是在16QAM 4 4× 通

道環境下，皆有最低的平均路徑個數，在16 QAM 4 4× 通道環境下甚至可以減少

快 200 次路徑的搜尋。使用對實數等效通道矩陣Hγ 之行向量的模數排序的實數

List Sphere decoding 演算法，在64 QAM 2 2× 通道環境下，其平均路徑個數雖只

比對搜尋中心 ŝγ 之絕對值排序的演算法略大一點，但在16 QAM 4 4× 通道環境

下，其平均路徑個數卻與原來未修正的演算法幾乎相同，沒有太大的改進，這應

該是因為在4 4× 的通道環境下，實數等效通道矩陣Hγ 會被延伸為8 8× 的矩陣，

其矩陣的行向量有8個元素之多，而隨著實數等效通道矩陣之行向量內之元素的

增加，不同行向量所得模數之值會越接近，在此情形下對Hγ 之行向量做排序已

無太大的意義，因為行向量彼此之間模數差距不大，其對等效搜尋半徑 'ir′′的影響

亦已降低。但不論是使用 method1 修正的演算法，還是使用 method2 修正的演算

法，其候選列表內平均的候選個數皆與原來未修正的演算法相同，不會對系統的

錯誤率有影響。 
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4.3 Max-Log-MAP List Sphere 偵測器 

透過 List Sphere decoding 演算法，我們可將較不可能的 s 集合去除，而獲得

可能之 s 集合的候選列表L，MAP 偵測器在計算 ( )( )iLLR p x y 時只需在L內找

出最大值即可，故 ( )4.14 式可簡化為： 

 
( )( )

, 1

, 1

2
2

2
2

1 1max
2

1max

i

i

i x X

x X

LLR p x y y H s

y H s

σ

σ

+

−

∈

∈

⎛ ⎧ ⎫≈ − ⋅ − ⋅⎨ ⎬⎜ ⎩ ⎭⎝
⎞⎧ ⎫− − ⋅ − ⋅⎨ ⎬⎟⎩ ⎭⎠

∩

∩

L

L

 (4.70) 

 

，若候選列表L內並不存在 iX 為 1+ 或 iX 為 1− 的向量訊號 s ，即： 

 
[ ]

[ ]

, 1

, 1

or
i

i

X

X

+

−

=

=

∩

∩

L

L

 (4.71) 

，通常表示此傳送之訊號內 iX 為 1+ 或 iX 為 1− 的機率極低，此時會給
2y H s− ⋅ 一

個負的極大值或正的極大值，以確保MAP偵測器與LDPC Codes解碼器的正常運

作。而此Max-Log-MAP List Sphere偵測器 [24]在 2 2× 通道環境下之架構如圖 4-9

所示。 

 

 

圖 4-9 2×2 之 Max-Log MAP List Sphere 偵測器 
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4.4 802.11n 系統模擬結果 

4.4.1 的模擬結果中，虛線表示者的系統模擬環境除了將 MMSE 偵測及軟性

反對映，改以 Max-Log-MAP List Sphere 偵測器來取代對接收訊號進行偵測與軟

性輸出的計算外，其餘模擬環境皆與 3.8.1 相同，我們把使用 Max-Log-MAP List 

Sphere 偵測器的系統以“MLSD”來表示。另外，我們將 3.8.1 使用 MMSE 偵測及

軟性反對映的模擬結果，以實線標示在相同的圖上，並以“MMSE”來表示。 

圖 4-10 到圖 4-15 都是使用 Sum-product 演算法，在估計通道並假設完美同

步下的模擬結果，其中我們設定最大遞迴次數為50。圖 4-16 到圖 4-33 則與 3.8.1

的圖 3-13 到圖 3-30 模擬環境相同，都加上了相同的非理想效應，且最大遞迴次

數皆為15；其中圖 4-16 到圖 4-21 使用 Normalized BP-based 演算法解碼，圖 4-22

到圖 4-27 使用 Normalized APP-based 演算法解碼，4-28 到圖 4-33 使用 Layered 

Normalized BP-based 演算法解碼。 

由圖 4-10 到圖 4-33 可發現，使用 Max-Log-MAP List Sphere 偵測器系統的

效能很明顯的優於使用 MMSE 偵測及軟性反對映的系統。在封包錯誤率（packet 

error rate）同樣為 110− 的情況下，4 4× 通道幾乎都有5至6 dB 以上的改進，MCS28

在 B 通道下甚至會有10dB 的增益。另外使用 MCS28，Max-Log-MAP List Sphere

偵測器的系統，不管在何種通道下，都比使用 MCS27，MMSE 偵測及軟性反對

映的系統有更低的封包錯誤率。而2 2× 通道也幾乎都有3 dB 以上的改進，在 B

通道下，使用 MCS15，Max-Log-MAP List Sphere 偵測器的系統，也比使用

MCS13，MMSE 偵測及軟性反對映的系統有更好的表現。 
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圖 4-10 SPA 解碼在 2×2 通道 B 下模擬結果 
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圖 4-11 SPA 解碼在 4×4 通道 B 下模擬結果 
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圖 4-12 SPA 解碼在 2×2 通道 D 下模擬結果 
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圖 4-13 SPA 解碼在 4×4 通道 D 下模擬結果 
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圖 4-14 SPA 解碼在 2×2 通道 E 下模擬結果 
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圖 4-15 SPA 解碼在 4×4 通道 E 下模擬結果 
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圖 4-16 MCS11 在 2×2 通道 B 下模擬結果 
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圖 4-17 MCS27 在 4×4 通道 B 下模擬結果 



 94

14 16 18 20 22 24 26
10

-3

10
-2

10-1

100

SNR

pa
ck

et
 e

rro
r r

at
e

MCS11 MMSE chD NBP
MCS11 MLSD chD NBP
MCS11 MMSE chD NAPP
MCS11 MLSD chD NAPP
MCS11 MMSE chD LNBP
MCS11 MLSD chD LNBP

 

圖 4-18 MCS11 在 2×2 通道 D 下模擬結果 
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圖 4-19 MCS27 在 4×4 通道 D 下模擬結果 
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圖 4-20 MCS11 在 2×2 通道 E 下模擬結果 
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圖 4-21 MCS27 在 4×4 通道 E 下模擬結果 
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圖 4-22 NBP 解碼在 2×2 通道 B 下模擬結果 
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圖 4-23 NBP 解碼在 4×4 通道 B 下模擬結果 



 97

15 20 25 30 35 40
10

-3

10
-2

10-1

100

SNR

pa
ck

et
 e

rro
r r

at
e

MCS11 MMSE chD NBP
MCS13 MMSE chD NBP
MCS15 MMSE chD NBP
MCS11 MLSD chD NBP
MCS13 MLSD chD NBP
MCS15 MLSD chD NBP

 

圖 4-24 NBP 解碼在 2×2 通道 D 下模擬結果 
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圖 4-25 NBP 解碼在 4×4 通道 D 下模擬結果 
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圖 4-26 NBP 解碼在 2×2 通道 E 下模擬結果 
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圖 4-27 NBP 解碼在 4×4 通道 E 下模擬結果 
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圖 4-28 NAPP 解碼在 2×2 通道 B 下模擬結果 
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圖 4-29 NAPP 解碼在 4×4 通道 B 下模擬結果 
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圖 4-30 NAPP 解碼在 2×2 通道 D 下模擬結果 
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圖 4-31 NAPP 解碼在 4×4 通道 D 下模擬結果 



 101

15 20 25 30 35 40
10

-3

10
-2

10-1

100

SNR

pa
ck

et
 e

rro
r r

at
e

MCS11 MMSE chE NAPP
MCS13 MMSE chE NAPP
MCS15 MMSE chE NAPP
MCS11 MLSD chE NAPP
MCS13 MLSD chE NAPP
MCS15 MLSD chE NAPP

 

圖 4-32 NAPP 解碼在 2×2 通道 E 下模擬結果 
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圖 4-33 NAPP 解碼在 4×4 通道 E 下模擬結果 
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圖 4-34 LNBP 解碼在 2×2 通道 B 下模擬結果 
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圖 4-35 LNBP 解碼在 4×4 通道 B 下模擬結果 
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圖 4-36 LNBP 解碼在 2×2 通道 D 下模擬結果 
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圖 4-37 LNBP 解碼在 4×4 通道 D 下模擬結果 



 104

15 20 25 30 35 40
10

-3

10
-2

10-1

100

SNR

pa
ck

et
 e

rro
r r

at
e

MCS11 MMSE chE LNBP
MCS13 MMSE chE LNBP
MCS15 MMSE chE LNBP
MCS11 MLSD chE LNBP
MCS13 MLSD chE LNBP
MCS15 MLSD chE LNBP

 

圖 4-38 LNBP 解碼在 2×2 通道 E 下模擬結果 
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圖 4-39 LNBP 解碼在 4×4 通道 E 下模擬結果 
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第5章 結論與未來研究目標 

5.1 結論 

本篇論文主要是在探討 LDPC Codes 解碼器的設計並用於 IEEE 802.11n 及

IEEE 802.16e 之系統中，同時也探討 MIMO 訊號偵測器的設計，特別是在簡化

與降低 MIMO Max-Log-MAP 偵測器的運算複雜度的議題上。 

在簡化 LDPC Codes 解碼器的設計上，我們使用 Normalized BP-based 演算

法與 Normalized APP-based 演算法，並將 Layered BP 演算法和 Normalized 

BP-based 演算法結合而成 Layered Normalized BP-based 演算法，同時亦藉由置換

同位檢查矩陣的列向量，來減輕 Layered BP 演算法對平行處理的破壞。在上述

三種演算法中，以 Layered Normalized BP-based 演算法解碼的效能較好，位元錯

誤率較低，雖然其分層解碼的架構破壞了其平行處理結構，但其解碼效能的收斂

速度卻幾乎是 Normalized BP-based 演算法的兩倍。解碼效能最差的，則是

Normalized APP-based 演算法，但 Normalized APP-based 演算法的運算復雜度卻

是三種演算法中最低的。另外，Layered Normalized BP-based 演算法在和

Normalized APP-based 演算法還有一個優點，它們在記憶體的需求上只需

Normalized BP-based 演算法的一半。 

在降低 MIMO Max-Log-MAP 偵測器的運算複雜度上，我們使用 List Sphere 

decoding 演算法，使 s 可能之集合的範圍縮小，讓 Max-Log-MAP 偵測器的運算

量得以大幅的降低。此外，亦藉由對搜尋中心 ŝγ 內其元素之絕對值進行排序，再

進一歩的降低運算量。同時，透過 Max-Log-MAP List Sphere 偵測器，系統的效

能亦獲得大幅度的改善，在封包錯誤率同樣為 110− 的情況下，可分別在2 2× 和

4 4× 通道下獲得3 dB 和6 dB 以上的改進，在 4 4×  B 通道下甚至會有10 dB 的增

益。 
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5.2 未來研究目標 

MAP 偵測器最大的優勢，便是其可與使用遞迴解碼之解碼器在外部結合成

一具有遞迴結構之接收機。我們可藉由 MAP 偵測器將接收訊號轉化為軟性輸

出，將之送進遞迴解碼器中解碼，而解碼後所得之軟性輸出可再送進 MAP 偵測

器處理，接收訊號之資訊就在 MAP 偵測器與解碼器間重複遞迴，直到求出正確

之碼字或達到最大遞迴次數才停止，透過此一架構，可將通道解碼與空時訊號偵

測兩者之處理合而為一。然而，為了降低運算複雜度，我們在 MIMO 偵測上只

執行一次遞迴偵測，此舉無疑扼殺了此一具有遞迴結構之接收機的優點。另外，

List Sphere decoding 演算法仍然有數個問題待解決，其候選列表L內的候選個數

與其運算複雜度皆極不固定，動態範圍變化非常大，兩者皆深受通道狀態的影

響，這兩個問題皆不利於硬體的設計與實現。在下一階段的研究中，應可將接收

機修改為可在偵測器與解碼器之間執行遞迴之系統，同時亦須設法改進候選個數

與其運算複雜度不固定之問題，這將是我們未來研究時所要達成之目標。 
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附錄 A 802.11n 基礎矩陣 

 
Rate1/ 2 ： 12 24b bM N× = ×  
 

0 0 1 0 1 0 1 1 1 0 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

29 1 0 26 1 1 0 1 0 1 1 1 1 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 21 0 1 17 1 1 38 1 0 1 1 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1

43 1 1 30 1 1 1 0 1 41 0 1 1 1 1 0 0 1 1 1 1 1 1 1

5 1 1 1 1 20 35 1 1 2 1 1 1 1 1

− − − − − − − − − − − − − − − − −

− − − − − − − − − − − − − − − − −

− − − − − − − − − − − − − − − − −

− − − − − − − − − − − − − − − − −

− − − − − − − − − − −1 0 0 1 1 1 1 1 1

1 46 1 1 1 1 22 1 40 8 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1 1 1 1 1

1 1 1 9 1 1 18 13 1 35 1 27 1 1 1 1 1 1 0 0 1 1 1 1

2 1 44 1 1 1 27 1 1 25 18 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 1 1 1

33 35 1 29 1 1 16 1 1 1 1 30 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 1 1

1 1

− − − − − −

− − − − − − − − − − − − − − − − −

− − − − − − − − − − − − − − − − −

− − − − − − − − − − − − − − − − −

− − − − − − − − − − − − − − − − −

− − −1 4 4 1 1 1 15 17 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 1

5 1 1 19 1 14 1 1 1 1 11 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0

10 1 1 1 21 1 18 8 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0

− − − − − − − − − − − − − − −

− − − − − − − − − − − − − − − − − −

− − − − − − − − − − − − − − − − − −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 
 
 
 
 
 
Rate 2 / 3： 8 24b bM N× = ×  

 

71 40 1 1 11 40 1 1 1 69 1 59 10 1 1 21 46 0 1 1 1 1 1 1

18 1 35 51 27 1 1 49 17 1 1 37 4 1 1 1 1 0 0 1 1 1 1 1

42 52 1 1 12 1 54 1 43 1 62 62 52 1 1 1 1 1 0 0 1 1 1 1

13 1 27 1 1 1 5 1 28 33 1 1 58 47 18 1 0 1 1 0 0 1 1 1

1 1 1 38 50 1 7 9 34 1

− − − − − − − − − − − − − −

− − − − − − − − − − − − − −

− − − − − − − − − − − − − −

− − − − − − − − − − − − −

− − − − − 1 1 65 1 17 70 1 1 1 1 0 0 1 1

71 1 1 39 62 14 1 1 53 1 39 1 2 67 1 1 1 1 1 1 1 0 0 1

54 56 1 1 53 1 1 2 66 57 1 1 1 24 1 52 1 1 1 1 1 1 0 0

17 1 44 1 44 29 1 1 48 1 26 1 39 1 14 1 46 1 1 1 1 1 1 0

− − − − − − − − −

− − − − − − − − − − − − − −

− − − − − − − − − − − − − −

− − − − − − − − − − − − − −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦
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Rate3 / 4： 6 24b bM N× = ×  
 

0 23 1 1 0 47 53 1 1 5 1 13 66 34 1 62 65 1 0 1 1 1 1

14 57 7 11 1 1 69 1 25 34 1 25 13 1 19 70 1 35 1 0 0 1 1 1

59 3 1 18 1 43 48 58 1 29 1 54 49 1 25 0 66 1 1 1 0 0 1 1

15 1 2 1 1 39 19 1 37 64 52 1 28 4 1 21 20 1 0 1 1 0 0 1

22 64 1 48 60 1 36 1 15 62 68 1 46 5

− − − − − − − − − − −

− − − − − − − − − −

− − − − − − − − − −

− − − − − − − − −

− − − − 5 1 41 1 7 1 1 1 1 0 0

63 36 57 1 55 1 41 34 1 45 46 1 8 1 37 44 1 15 1 1 1 1 1 0

− − − − − −

− − − − − − − − − −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 
 
 
 
 
 
Rate5 / 6： 4 24b bM N× = ×  

 
11 26 59 44 36 45 51 32 13 60 3 70 47 21 1 67 52 49 15 1 1 0 1 1

39 58 28 60 43 55 30 51 49 13 50 4 1 26 10 1 30 58 28 22 1 0 0 1

36 11 35 38 1 5 9 36 15 47 1 39 39 1 71 53 66 1 20 45 0 1 0 0

54 67 51 0 15 65 24 17 38 58 53 1 11 2 2 26 1 15 1 6 1 1 1 0

− − − −

− − − −

− − − −

− − − − −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦
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附錄 B 802.16e 基礎模型矩陣 

 
Rate1/ 2 ： 12 24bm bmM N× = ×  
 

1 94 73 1 1 1 1 1 55 83 1 1 7 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 27 1 1 1 22 79 9 1 1 1 12 1 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 24 22 81 1 33 1 1 1 0 1 1 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1

61 1 47 1 1 1 1 1 65 25 1 1 1 1 1 0 0 1 1 1 1 1 1 1

1 1 39 1 1 1 84 1 1

− − − − − − − − − − − − − − − − − −

− − − − − − − − − − − − − − − − −

− − − − − − − − − − − − − − − − −

− − − − − − − − − − − − − − − − − −

− − − − − − − 41 72 1 1 1 1 1 0 0 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 46 40 1 82 1 1 1 79 0 1 1 1 1 0 0 1 1 1 1 1

1 1 95 53 1 1 1 1 1 14 18 1 1 1 1 1 1 1 0 0 1 1 1 1

1 11 73 1 1 1 2 1 1 47 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 1 1 1

12 1 1 1 83 24 1 43 1 1 1 51 1 1 1 1 1 1

− − − − − − − − − − −

− − − − − − − − − − − − − − − − −

− − − − − − − − − − − − − − − − − −

− − − − − − − − − − − − − − − − − −

− − − − − − − − − − − − − 1 1 0 0 1 1

1 1 1 1 1 94 1 59 1 1 70 72 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 1

1 1 7 65 1 1 1 1 39 49 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0

43 1 1 1 1 66 1 41 1 1 1 26 7 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0

− − − −

− − − − − − − − − − − − − − − − − −

− − − − − − − − − − − − − − − − − −

− − − − − − − − − − − − − − − − − −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 
 
 
 
 
 
Rate 2 / 3 , A code： 8 24bm bmM N× = ×  

 

3 0 1 1 2 0 1 3 7 1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 36 1 1 34 10 1 1 18 2 1 3 0 1 0 0 1 1 1 1 1

1 1 12 2 1 15 1 40 1 3 1 15 1 2 13 1 1 1 0 0 1 1 1 1

1 1 19 24 1 3 0 1 6 1 17 1 1 1 8 39 1 1 1 0 0 1 1 1

20 1 6 1 1 10 29 1 1 28 1 14 1 38 1 1 0 1

− − − − − − − − − − − − − −

− − − − − − − − − − − − − −

− − − − − − − − − − − − − −

− − − − − − − − − − − − − −

− − − − − − − − − − −1 1 0 0 1 1

1 1 10 1 28 20 1 1 8 1 36 1 9 1 21 45 1 1 1 1 1 0 0 1

35 25 1 37 1 21 1 1 5 1 1 0 1 4 20 1 1 1 1 1 1 1 0 0

1 6 6 1 1 1 4 1 14 30 1 3 36 1 14 1 1 1 1 1 1 1 1 0

− − −

− − − − − − − − − − − − − −

− − − − − − − − − − − − − −

− − − − − − − − − − − − − −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦
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Rate 2 / 3 , B code： 8 24bm bmM N× = ×  
 

2 1 19 1 47 1 48 1 36 1 82 1 47 1 15 1 95 0 1 1 1 1 1 1

1 69 1 88 1 33 1 3 1 16 1 37 1 40 1 48 1 0 0 1 1 1 1 1

10 1 86 1 62 1 28 1 85 1 16 1 34 1 73 1 1 1 0 0 1 1 1 1

1 28 1 32 1 81 1 27 1 88 1 5 1 56 1 37 1 1 1 0 0 1 1 1

23 1 29 1 15 1 30 1 66

− − − − − − − − − − − − − −

− − − − − − − − − − − − − −

− − − − − − − − − − − − − −

− − − − − − − − − − − − − −

− − − − 1 24 1 50 1 62 1 1 1 1 1 0 0 1 1

1 30 1 65 1 54 1 14 1 0 1 30 1 74 1 0 1 1 1 1 1 0 0 1

32 1 0 1 15 1 56 1 85 1 5 1 6 1 52 1 0 1 1 1 1 1 0 0

1 0 1 47 1 13 1 61 1 84 1 55 1 78 1 41 95 1 1 1 1 1 1 0

− − − − − − − − − −

− − − − − − − − − − − − − −

− − − − − − − − − − − − −

− − − − − − − − − − − − − −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 
 
 
 
 
 
Rate3 / 4 , A code： 6 24bm bmM N× = ×  
 

6 38 3 93 1 1 1 30 70 1 86 1 37 38 4 11 1 46 48 0 1 1 1 1

62 94 19 84 1 92 78 1 15 1 1 92 1 45 24 32 30 1 1 0 0 1 1 1

71 1 55 1 12 66 45 79 1 78 1 1 10 1 22 55 70 82 1 1 0 0 1 1

38 61 1 66 9 73 47 64 1 39 61 43 1 1 1 1 95 32 0 1 1 0 0 1

1 1 1 1 32 52 55 80 95 22

− − − − − − − − − −

− − − − − − − − − −

− − − − − − − − − −

− − − − − − − − −

− − − − 6 51 24 90 44 20 1 1 1 1 1 1 0 0

1 63 31 88 20 1 1 1 6 40 56 16 71 53 1 1 27 26 48 1 1 1 1 0

− − − − − −

− − − − − − − − − −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 
 
 
 
 
 
Rate3 / 4 , B code： 6 24bm bmM N× = ×  
 

1 81 1 28 1 1 14 25 17 1 1 85 29 52 78 95 22 92 0 0 1 1 1 1

42 1 14 68 32 1 1 1 1 70 43 11 36 40 33 57 38 24 1 0 0 1 1 1

1 1 20 1 1 63 39 1 70 67 1 38 4 72 47 29 60 5 80 1 0 0 1 1

64 2 1 1 63 1 1 3 51 1 81 15 94 9 85 36 14 19 1 1 1 0 0 1

1 53 60 80 1 26 75 1 1 1

− − − − − − − − − −

− − − − − − − − −

− − − − − − − − −

− − − − − − − − −

− − − − − −1 86 77 1 3 72 60 25 1 1 1 1 0 0

77 1 1 1 15 28 1 35 1 72 30 68 85 84 26 64 11 89 0 1 1 1 1 0

− − − −

− − − − − − − − −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦
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 Rate5 / 6： 4 24bm bmM N× = ×  
 

125 55 1 4 7 4 1 91 84 8 86 52 82 33 5 0 36 20 4 77 80 0 1 1

1 6 1 36 40 47 12 79 47 1 41 21 12 71 14 72 0 44 29 0 0 0 0 1

51 81 83 4 67 1 21 1 31 24 91 61 81 9 86 78 60 88 67 15 1 1 0 0

68 1 50 15 1 36 13 10 11 20 53 90 29 92 57 30 84 92 11 66 80 1 1 0

− − − −

− − − −

− − − −

− − − −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦
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