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第一章  緒 論 

橢圓偏光術 (ellipsometry) 是一種測量介質對入射光與反射光

的偏極態間的轉變，進而推算介質光學特性的方法，由於其有非破壞

性的特性再加上電腦科技的提升增加了資料處理的速度，故已被廣泛

應用於半導體薄膜的檢測[1]。橢圓偏光術依設置可分為三類:反射式

橢圓偏光術  (Reflection Ellipsometry) 、穿透式橢圓偏光術

(Transmission Ellipsometry) 以及散射式橢圓偏光術 (Scattering 

Ellipsometry) ，而運用橢圓偏光技術所發展出來的儀器即為橢圓儀

(Ellipsometer) ，根據運作原理的不同，橢圓儀大致上可分為歸零式

橢圓儀  (nulling ellipsometer) 與亮 度式橢圓儀  (photometric 

ellipsometer) 。歸零式橢圓儀發展較早，所以市面上所購得的多屬此

型，主要是量取最小訊號，由於需尋找最暗點故需要一個極靈敏的偵

測器 。 而 Meyer et. al. [2]測量析光片 (analyzer) 各個方位角下

的反射光強度的分佈，並利用最小平方法 (Least-Squares Method) 來

推算物質的光學特性，本實驗室發展一[3] 僅測量析光片三個角度之

光強度即可推算出物質之橢圓參數，並可量出偏光片的方位角誤差進

而降低了因偏光片的方位角誤差所造成的影響。由於此三亮度量法所

需資料處理有限，故曾用於影像式偏光儀 (CCD polarimetry) [4]。傳

統的橢圓儀組成元件主要為偏光片  (Polarizer) 、補償器
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(compensator) 、待測樣品 (sample) 與析光片 (analyzer) ，稱為 

PCSA 系統，若利用擴束系統與電荷耦合偵測器 CCD (charge coupled 

device) 收光，則可將系統提升為 PCSA 影像式橢圓儀。依照運用上

方法的不同大致可將影像式橢圓儀區分為以下三種類別: 

(1) 歸零式: 目前市面上所生產的 Nanofilm (EP3) 影像式橢圓儀就

是屬於此類型，其基本架構為 PCSA 或 PSCA ，主要是量取最小信

號[5] ，此系統側向解析度最大可達 2 µm ，放大倍率為 50 倍。 

(2) 歸零與亮度混合式 : 此類方法可分為兩種 (a) 其基礎是利用歸

零式的方法找到參考平面之信號最小時 P 、 C 與 A 的方位角，利

用待測樣品厚度的微小變化使得光強度增強的狀況下，可以得到樣品

與參考面之間的相對厚度 [6-8]，系統側向解析度為 5 µm。 (b) 入

射角固定於基材 (一般為水或玻璃) 之布魯斯特角 (Brewster 

angle) ，除以可調變相位之液晶延遲器取代補償片外，其基本架構為

PCSA ，量測調變相位下微小光強度之變化，並利用 Drude 方程式

推得待測物之厚度變化[9-12]，此系統側向解析度最大可達 2 µm。 

(3) 亮度式 : 此類方法主要都是以光強度振幅的變化做為量測的基

本資料，其基本架構為 PSA 為主，以析光片旋轉調變入射光信號方

式進行量測[13]，系統側向解析度為 3 µm。 

上述三種方法中，前兩種方法因需要尋找最小光亮度或量測微小亮度
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之變化故主要缺點是量測速度慢，且需採用高靈敏度之 CCD 配合，

而亮度式的方法需量測多個不同析光片下光強度的值，經富氏轉換或

數據擬合以求橢圓偏光參數。由於所得資料過於龐大 (以單點為例，

一般須要 128 個亮度量測) ，造成運算上的困難且費時，非常不適

合發展成影像式橢圓偏光儀。 

本實驗室近年來利用傳統之三個亮度 PSA 架構橢圓偏光術， 

不管是針對實驗中光學元件的角度校正或是應用在光學常數的量測

上，均已獲得不錯的結果[3,4,17,18]。近年來材料科學的快速發展

使得在光學常數以及材料相關參數的量取與探討更形重要，因此我們

利用擴束系統與 CCD 取代傳統的光偵測器，將傳統 PSA 單點量測

的架構延伸為對於二維表面上的研究。因為只需要量測三個角度之光

強度分佈，不管是在量測速度還是資料處理上都可節省時間並有一定

的精準度。 由於在實驗過程中系統需旋轉偏光片會造成光束偏差 

(Beam deviation) ，造成入射角偏差[14]。除此之外，在橢圓偏光術

量測系統中光學元件 (偏光片與析光片) 角度設定有偏差時會造成

量測的誤差，因此如何克服入射角偏差問題與方位角的校正成為本論

文研究重點之一，詳細內容將在第三章中加以討論。 

在傳統的橢圓偏光量測中，一般光束之光強度是由光偵測器的單

點信號量測，對於非均勻 (inhomogeneous,如變折射率) 之材料的光
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學參數是無法直接獲得，因此希望能從二維影像式的量測方法獲得進

一步的資料，過去有許多學者[20-27]發展出各種方法來量測變折射

率，我們利用影像式偏光量測 BK7 楔型玻璃的折射率的分佈，結果

驗證了此三個亮度 PSA 影像式偏光量測方法有足夠的準確度來量

取 GRIN Lens (gradient index lens) 的變折射率分佈。 由於系統中偏

光片與析光片之方位角誤差多少都會存在，在本研究中我們針對此誤

差做了一個數值模擬，以便了解方位角誤差大小對量測結果的影響。 

量取 GRIN Lens 變折射率分佈時，我們亦可同時推得偏光片之方位

角誤差 α 分佈，除了可以判斷所量得的折射率的準確性，並可判斷

平面的平整性，故可應用在非均勻平面材料的量測。傳統橢圓儀一般

僅適用於研究平面材料之光學特性[1]，對於曲面結構的研究往往因

為入射角的偏差而無法準確的量測，為了進一步研究入射角偏差對量

測結果的影響，我們希望影像式橢圓偏光術除了能量測平面上材料之

折射率外，且能夠量測到曲面上材料之表面形貌 (surface topography)

與折射率分佈，以便擴展本技術的應用範圍。利用水平面作為參考平

面用來校正系統中偏光片方位角誤差 α ，再量測 SiO2 / Si 的平面在

不同傾斜角度下所得之 α 分佈，從量測出來所得之結果，可以確定 

α 可用來量測樣品表面法線變化的方向，根據此結果可進一步的來觀

察曲面結構對 α 分佈的關係。 以 BK7 平凸透鏡凸面做為量測樣
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品，根據量測出來的 α 分佈計算凸面之曲率半徑，並代入修正入射

角偏差量來獲得正確的折射率分佈，詳細內容將在第四章中加以討

論。 

本論文主要分為五個章節，第一章為緒論，內容包括有關橢圓偏

光術的應用背景說明，並扼要陳述研究動機。第二章主要來描述論文

中所採用三個亮度 PSA 量測系統其架構與工作原理。第三章著重於

PSA 單點量測系統中偏光片與析光片之方位角之校正，並利用 PSA

二維影像的方法量得且校正因旋轉偏光片而造成入射角偏差量。第四

章我們分別討論非均勻平面 (變折射率) 材料與非平面但均勻性材

料之折射率之研究，除此之外我們透過量測偏光片之方位角偏差量 

α，可推出凸面的曲率半徑。第五章總結本論文所提出的重要論點與

研究成效並提出 PSA 影像式橢圓偏光術之未來研究方向。 
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第二章  原理 

 

2.1  橢圓偏極態理論: 

偏極是橫波共有的一種性質。例如：電磁波和固體中的彈性波⋯

等均具有這種性質。光波實質上就是電磁波亦是一種橫波，它的電場

向量是與傳播方向垂直，而偏極即是指用一個電場向量來描述空間某

一個固定點所觀測到的向量波隨時間變化的特性。一般都將光波的偏

極（振）態定義為：電場方向隨時間在空間中畫出之軌跡。而由電場

隨時間變化偏極的軌跡形狀可將光波的偏極態區分為線偏極光、圓偏

極光以及橢圓偏極光。 

描述光波的偏極態常用的數學表示方法有兩種：史托克向量

(Stokes vector) 和瓊斯向量 (Jones vector) 。史托克向量為一 4×1矩

陣，可用來描述具有包含部分偏極化光（partially polarized light）的

任意光，能將圓座標及直角座標放在同一矩陣中。瓊斯向量是一 2×1

的矩陣，簡單而易於說明，但只限用在純偏極化的電磁波且為一瞬間

電場的振幅，如需量測則需算出其亮度，又不能將圓座標及直角座標

放在同一矩陣中。 
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2.1.1 瓊斯向量 

在這裡的電磁波以平面波為例子，假設光波沿 z 軸方向前進，

則電場之振動方向將位於 x-y 平面上，平面波的電場可寫成 x，y的

分量為 

 

                

( )
0

( )
0

( , ) ( ) ;

( , ) ( )

x

y

i kz wt
x x
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y y

E z t E t e
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− +

=
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             (2.1) 

  

其中 0 ( )xE t 與 0 ( )yE t 為瞬時的振幅（instantaneous amplitudes）， δx 與 

δy 為瞬時的相位  （ instantaneous phase factors），  ω 為角頻率 

（angular frequency）。可將 (2.1) 式可改寫為 
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其中 
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由(2.2)式可看出 Ex(z,t) 和 Ey(z,t) 的不同點僅在於電場振幅 Ex 和

Ey 的部分，現在就討論 Ex 和 Ey 並將電磁波的電場表示為 2×1 矩

陣 
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則 (2.4) 式稱為瓊斯向量。 一般而言瓊斯向量只能表示純偏極光，

不能表示非偏振光或部份偏振光，但光波大部份均為部份偏振光，故

需用史托克向量來代表。 
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2.1.2  史托克向量與穆勒矩陣 

由於史托克向量係一量測值，故在這裡的電磁波仍以一往 z 方

向行進的平面波的實值來表示，平面波的電場可寫成: 

 
          0( , ) ( )cos[ ( )]x x xE z t E t kz wt tδ= − +          (2.5) 

          0( , ) ( )cos[ ( )]y y yE z t E t kz wt tδ= − +          (2.6) 

 

利用移項和三角函數的運算可將 (2.5) 式及 (2.6) 式展開為 

 

( , ) cos( )cos( ) sin( )sin( )x
x x

ox

E z t wt kz wt kz
E

δ δ= − − −    (2.7) 

( , )
cos( )cos( ) sin( )sin( )y

y y
oy

E z t
wt kz wt kz

E
δ δ= − − −    (2.8) 

 

將 (2.7) 及 (2.8) 合併計算可得 

 

( , )( , ) sin( ) sin( ) cos( )sin( )yx
y x y x

ox oy

E z tE z t wt kz
E E

δ δ δ δ− = − −     (2.9) 

( , )( , ) cos( ) cos( ) sin( )sin( )yx
y x y x

ox oy

E z tE z t wt kz
E E

δ δ δ δ− = − −    (2.10) 

 

將 (2.9) 及 (2.10) 式合併可得 

  2 2 2( , ) ( , )( , ) ( , )( ) ( ) 2 cos( ) sin ( )y yx x

ox oy ox oy

E z t E z tE z t E z t
E E E E

δ δ+ − =    (2.11) 
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其中 

x yδ δ δ= −  

方程式 (2.11) 為橢圓方程式，也就是說在某平面電場在一週的傳播

軌跡為橢圓形。一般來說，橢圓的長軸和短軸並不是在 x 軸和 y 軸

上；所以必須藉由座標轉換才可將 (2.11) 式化成標準的橢圓方程

式。如圖 2-1 所示，將座標 (x,y) 旋轉 θ 角，則新座標 (x`,y`) 為 

 

               
' 'cos sinx x yE E Eθ θ= −                 (2.12) 

                
' 'sin cosy x yE E Eθ θ= +                 (2.13) 

 

將 (2.12) 和 (2.13) 代入 (2.11) 式中計算可得[15] 

 

                   

' 2' 2

2 2 1yx EE
a b

+ =                     (2.14) 

其中 

 

2 2 2 2 2cos sin 2 cos cos sinox oy ox oya E E E Eθ θ δ θ θ= + +      (2.15) 

2 2 2 2 2sin cos 2 cos cos sinox oy ox oyb E E E Eθ θ δ θ θ= + −     (2.16) 

與 

                    2 2

2 cos
tan 2 ox oy

ox oy

E E
E E

δ
θ =

−
                  (2.17) 
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圖 2-1：橢圓偏振光示意圖 

由 (2.11) 式可知光波在任一點之電場分布為橢圓型故稱橢圓偏振形

式，接下來介紹幾種橢圓偏極的特例： 

(1) 當 0δ =  或 δ π= ±  時，電場為沿著固定方向振動，稱為線性

偏振光 (圖 2-2)。 

(2) 當 
2
πδ =  並且 x 與 y 方向之振幅相等時，電場在 x-y 平面

的振幅相同，稱為圓偏振光 (圖 2-3)。 

 

 

                           

  圖 2-2：線偏振光示意圖          圖 2-3：圓偏振光示意圖 
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由於 (2.11) 式中的電場均為瞬時電場，而瞬時的電場是無法被量測

到，因此必須將 (2.11) 式做時間平均，此處對時間平均的符號表示

為< >，所以 (2.11) 式寫成 

( ) ( ) ( ) ( )2 2
2

2 2
0 0 0 0

2
cos sinx y x y

x y x y

E t E t E t E t
E E E E

δ δ+ − =     (2.18) 

代入 

( ) ( ) ( ) ( )
0

1[   ] , ,
T

i j i j
T

E t E t E t E t dt i j xy
Tlim

→∞

= =∫       (2.19) 

並乘上
2
0

2
04 yx EE ,即可以得到 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( )

2 2 2 2
0 0 0 0

2

0 0

4 4 8 cos

2 sin

y x x y x y x y

x y

E E t E E t E E E t E t

E E

δ

δ

+ −

=
  (2.20) 

由(2.5)，(2.6)兩式利用(2.19)式求對時間平均可得到 

                  
2 2

0
1( )   
2x xE t E< > =                  (2.21a) 

                  
2 2

0
1( )   
2y yE t E< > =                  (2.21b) 

             0 0
1( ) ( )   cos
2x y x yE t E t E E δ< > =          (2.21c) 

將 (2.21a)、(2.21b) 與 (2.21c) 代入 (2.20) 得到 

( ) ( )2 22 2 2 2
0 0 0 0 0 0 0 02 2 2 cos 2 sinx y x y x y x yE E E E E E E Eδ δ+ − =     (2.22) 
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若以光強度來表示最後的結果，則 (2.22) 式可改寫成 

 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 22 2 2 2
0 0 0 0 0 0 0 02 cos 2 sinx y x y x y x yE E E E E E E Eδ δ+ − − − =   (2.23) 

 

現在可將 (2.23) 式中量寫成 

2 2
0 0 0x yS E E= +                        (2.24a) 

2 2
1 0 0x yS E E= −                      (2.24b) 

2 0 02 cosx yS E E δ=                  (2.24c) 

3 0 02 sinx yS E E δ=                  (2.24d) 

則 (2.23) 式表示為 

                    
2
3

2
2

2
1

2
0 SSSS ++=                (2.25) 

(2.24) 式中的四個方程式代表平面波的史托克參數（ Stokes 

parameters） ，至於其分別代表的意義是：S0是光波的總亮度（total 

intensity of the light） ， S1 是表示光的水平線偏振與垂直線偏振的

亮度差， S2 是表示光沿 45° 方向的線偏振與沿 -45° 方向的線偏振

的亮度差， S3 是表示右旋偏振與左旋偏振的亮度差。 

如同描述電磁波偏極狀態的方法，描述光學元件對電磁波傳導可用

穆勒矩陣以用來描述。由於史托克參數有四個，故穆勒矩陣是一個

4x4 階的矩陣，可用來表示光學元件的傳導矩陣。當一入射光進入偏

光元件時，元件本身所帯有的光學特性會改變入射光的偏振態，可利
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用穆勒矩陣 (M) 來結合入射光 (S) 史托克向量和出射光史托克向

量 (S`) 的關係 

 

           

'
00 01 02 03 00

'
10 11 12 13 11

'
20 21 22 23 22

'
30 31 32 33 33

m m m m SS
m m m m SS
m m m m SS
m m m m SS

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= ⋅
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

         (2.26) 

 

以下列舉常用到的矩陣: 

(1) 旋轉矩陣 (假設旋轉 φ  度) 

 

1 0 0 0
0 cos2 sin 2 0
0 sin 2 cos2 0
0 0 0 1

RM
φ φ
φ φ

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=

−⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

          (2.27) 

 

(2)  偏光片透射軸 (transmission axis) 與入射面所夾之方位角為 P

度時 

1 0 0 0 1 1 0 0 1 0 0 0
0 cos2 sin 2 0 1 1 0 0 0 cos2 sin 2 0

( )
0 sin 2 cos2 0 0 0 0 0 0 sin 2 cos2 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1

polarizer

P P P P
M P

P P P P

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= ⋅ ⋅

−⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

 

可推得: 
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2

2

1 cos 2 sin 2 0
cos 2 cos 2 sin 2 cos 2 01( )
sin 2 sin 2 cos 2 sin 2 02

0 0 0 0

polarizer

P P
P P P P

M P
P P P P

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

   (2.28) 

  當光路徑中有數個偏光元件，則出射光的史托克向量 (Sout) 等於各

元件的穆勒矩陣 (M1、M2、M3 …) 依序作用於入射光史托克向量 

(Sout) 的結果 :  

              1 2 3( )out inS M M M S= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅                (2.29) 
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2.2 橢圓參數 Ψ 與 ∆ 之定義: 

根據馬克斯威爾方程式 (Maxwell equations) 和介面條件 

(Boundary conditions) 可導出介質表面的反射係數及穿透係數[15]為 

 

                1 0 0 1

1 0 0 1

cos cos
cos cosp

N Nr
N N

θ θ
θ θ

−
=

+
               (2.30a) 

                0 0 1 1

0 0 1 1

cos cos
cos coss

N Nr
N N

θ θ
θ θ

−
=

+
               (2.30b) 

                0 0

1 0 0 1

2 cos
cos cosp

Nt
N N

θ
θ θ

=
+

               (2.30c) 

                0 0

0 0 1 1

2 cos
cos coss

Nt
N N

θ
θ θ

=
+

               (2.30d) 

其中 

pr ：平行入射面方向之反射係數 

sr ：垂直入射面方向之反射係數 

pt ：平行入射面方向之穿透係數 

st ：垂直入射面方向之穿透係數 

0N ：入射前介質之折射率  

1N ：入射後介質之折射率 

0θ ：入射角 

1θ ：折射角 

 

橢圓參數則定為平行入射面的反射率與垂直入射面的反射率之比 
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tan pi

s

r
e

r
∆Ψ =                    (2.31) 

又平行入射面的反射率與垂直入射面的反射率之比可定為 

 

pi
p pr r e δ= ， si

s sr r e δ=  

(2.31) 式可改寫成 

 

tan /p sr rΨ = ， p sδ δ∆ = −  

其中 tanΨ 為反射光在平行入射面與垂直入射面之振幅大小比值; ∆ 

為反射光在平行入射面與垂直入射面之相位差。這兩參數被命名為橢

圓參數 (ellipsometric parameters) ，如何藉此參數轉換為光學參數則

須先了解偏極光經介質反射時所遵循的物理模式即可推算,以下僅就 

(1) 單次反射的塊狀物 (bulk medium) (2) 具多次反射型態的薄膜 

(thin film) 兩種模式加以討論。 

(1) 塊狀物：單次反射型態  

 

圖 2-4：單次反射型示意圖 
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當平面光波照射在各向同性 (isotropic) 、 具吸收的介質 (如金屬或

半導體) 中，其折射率 (complex refractive index) 應為複數 N ，故

其表示法為 N = n – ik ，其中 n 為該介質的折射率 (index of 

refraction) ， k 為介質的消光係數 (extinction coefficient) ，如圖

2-4 ，若傾斜入射的平面光波在複數折射率分別為 N0 與 N1 且各向

同性均勻介質 0 與 1 間平面界面處的反射和透射，其中折射角 θ1

可以由 Snell’s law 求得 

 

            20
1 0

1

cos 1 ( sin )N
N

θ θ= −                (2.32) 

 

如果介質 0 與 1 都是透明的，則 N0 和 N1 都是實數，然而如果任

一種介質或兩種介質都有吸收為吸收介質，此時 (2.32) 式仍然有

效。利用量測反射光的偏振態來求出 P偏振與 S 偏振的費涅爾反射

係數的比值 ρ 為 

;p

s

r
r

ρ =  

又稱為橢圓偏光參數，故 

= tan ieρ ∆Ψ  

 

利用方程式 (2.30a) 、(2.30b) 與 (2.32) 可以推得   
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12 2

1 0 0 02

4tan  [ 1  sin ]
(1 )

N N ρθ θ
ρ

= −
+

             (2.33) 

如果已知介質 0 的折射率，並能在入射角為 0θ  時量測得比值 ρ ，

則能得到介質 1 的複數折射率 (詳細運算程式見附錄 A) 。 

 

(2) 薄膜型：多次反射型態  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 2-5：多次反射型示意圖 

 

在橢圓偏光量測中最常使用的一種情形正是薄膜量測，此種型態

有多次反射情形發生，假設第一道反射光和第二道反射光的相位差為 

2γ，同理第二道反射光和第三道反射光的相位差也為 2γ，所以第 n 

道反射光和第 n+1 道反射光的相位差都為 2γ 。則反射係數為： 

 

2 2 4 2 3 6
01 01 10 12 01 10 10 12 01 10 10 12 ....i i i

p p p p p p p p p p p p pr r t t r e t t r r e t t r r eγ γ γ− − −= + + + +  

                                                    (2.34a) 
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2 2 4 2 3 6
01 01 10 12 01 10 10 12 01 10 10 12 ....i i i

s s s s s s s s s s s s sr r t t r e t t r r e t t r r eγ γ γ− − −= + + + +  

                                                    (2.34b) 

其中 

cos cos
cos cos

j i i j
ijp

j i i j

N N
r

N N
θ θ
θ θ
−

=
+

 

cos cos
cos cos

i i j j
ijs

i i j j

N N
r

N N
θ θ
θ θ
−

=
+

 

2 cos
cos cos

i i
ijp

j i i j

Nt
N N

θ
θ θ

=
+

 

2 cos
cos cos

i i
ijs

i i j j

Nt
N N

θ
θ θ

=
+

 

                      
1

1
2 cosdNπγ θ
λ

=                 (2.35) 

d：薄膜厚度 

λ：光的波長 

ijpr ：光線從介質 i 入射到介質 j，平行入射面方向之反射係數 

ijsr ：光線從介質 i 入射到介質 j，垂直入射面方向之反射係數 

ijpt ：光線從介質 i 入射到介質 j，平行入射面方向之穿透係數 

ijst ：光線從介質 i 入射到介質 j，垂直入射面方向之穿透係數 

反射端所接收總反射係數為 

2
01 10 12

01 2
10 121

i
p p p

p p i
p p

t t r e
r r

r r e

γ

γ

−

−= +
−

 

2
01 10 12

01 2
10 121

i
s s s

s s i
s s

t t r er r
r r e

γ

γ

−

−= +
−
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又因 

10 10r r= − ，
2

01 10 011t t r= −  

可得  

       
2 2

01 12 01 12
2 2

01 12 01 12

1tan
1

i i
p p pi s s

i i
s p p s s

r r r e r r ee
r r r e r r e

γ γ

γ γ

− −
∆

− −

+ +
Ψ = =

+ +
         (2.36) 

由方程式 (2.35) 、 (2.36) 可知橢圓偏光參數 (Ψ、∆) 與物理參數 

(N0、N1、N2、θ0、d) 之函數關係。只要知道橢圓參數、入射角以及

各層介質的折射率就可以反推薄膜的厚度 (詳細程式見附錄 B)。 
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2.3 PSA橢圓偏光術 : 

若各向同性介質之橢圓參數分別為 Ψ 與 ∆ ，則其穆勒矩陣可寫

為[1] 

⎡ ⎤+ Ψ − + Ψ
⎢ ⎥− + Ψ + Ψ⎢ ⎥=
⎢ ⎥Ψ ∆ Ψ ∆
⎢ ⎥

− Ψ ∆ Ψ ∆⎢ ⎥⎣ ⎦

2 2

2 2

1 tan 1 tan 0 0

1 tan 1 tan 0 0

0 0 2 tan cos 2 tan sin

0 0 2 tan sin 2 tan cos

sM

 

當線性偏振雷射光 (Si) 經過偏振片 (P) 、樣品 (S) 、析光片 

(A) 而構成 PSA 橢圓偏光量測系統後，出射光 (Sf) 之矩陣乘積表

示法 

 f a s p iS M (A) M ( , ) M (P) S= ⋅ Ψ ∆ ⋅ ⋅  

可由 Sf之第一項 So (代表強度 I) 得 

 

     

2 2 2 2 2( , ) (sin sin tan cos cos
  0.5tan cos sin 2 sin 2 )

oI P A I P A P A
P A

= ⋅ + Ψ ⋅ ⋅
+ Ψ ⋅ ∆ ⋅ ⋅

    (2.37) 

  

其中 P ，A 分別為偏光片與析光片的方位角，由於亮度僅有三個未

知數，即 tanΨ 、 cos∆ 及 Io ，故只需量測三個方位角的亮度即可

推算以上的未知數。 Meyer et.al. 將 P=45o 的線偏極光照射在金屬

上，並以極座標表示 (如圖 2-6) ，則反射光之強度分佈形成類橢圓

型，其數學模式可寫成下式[2] 
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2 2( ) cos ( ) sin ( ).

2 2
L TI A A Aθ θ= − + −          (2.38) 

其中 L 與 T 為長軸與短軸，θ 為偏振角。 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 2-6：反射光之強度分佈圖 

 

 比較 (2.37) 與 (2.38) 式展開式及三角函數關係可得[16] 

 

             
2

1 cos 2
tan

1 cos 2

L T
L T
L T
L T

θ

θ

−
−

+Ψ =
−+
+

                    (2.39) 

 

tan 2 cos tan 2 .θ = − ∆ Ψ                   (2.40) 

 

其中當 A= 0 、60 與 120o 三個角度下之亮度分列如下 

 I(0) = 0.5[(L+T) + (L-T)cos2θ ] 

      I(60) = 0.5[(L+T) + (L-T)cos(120-2θ )] 

       I(120) = 0.5[(L+T) + (L-T)cos(240-2θ )] 
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由以上三式可推導出[3，16] 

 

      
3[ (60) (120)]tan 2

2 (0) (60) (120)
I I

I I I
θ −
=

− −
         (2.41) 

 
2 (0) (60) (120)cos2 .

(0) (60) (120)
L T I I I
L T I I I

θ− − −
=

+ + +
      (2.42) 

 

由 (2.42) 式代入 (2.39) 式可推出 Ψ 值，由 (2.41) 式與 Ψ 值代入

(2.40) 即可得 ∆ 值。 
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2.4 偏光片與析光片方位角具誤差下之優化法: 

  若假設偏光片 (P) 與析光片 (A) 均產生一微小偏差量 α 與 β ， 

則 P = 45o + α ， A = A + β  ; 故 (2.37) 與 (2.38) 兩式可分別改寫

成 

 

2 2 2

2 2 2

( , ) 0.5 [sin ( ) tan cos ( )

               (sin ( ) - tan cos ( )) sin 2
               tan cos sin 2( ) cos2 ]
            

oI A I A A

A A
A

α β β β

β β α
β α

+ = + + Ψ ⋅ +

+ + Ψ ⋅ + ⋅
+ Ψ ⋅ ∆ ⋅ + ⋅

     (2.43) 

     2 2( ) cos [( ) ] sin [( ) ]I A L A T Aβ β θ β θ+ = + − + + −       (2.44) 

比較 (2.43) 與 (2.44) 式展開式及三角函數關係可得 

 

            
2 (1 sin 2 ) (1 )tan

(1 sin 2 ) (1 )
RB
RB

α
α

+ ⋅ +
Ψ =

− ⋅ −
              (2.45) 

其中 cos2( )L TRB
L T

θ β−
= −

+
。 

 

同理，當 P = - 45o + α 可得 

 

            

'
2

'

(1 sin 2 ) (1 )tan
(1 sin 2 ) (1 )

RB
RB

α
α

− ⋅ +
Ψ =

+ ⋅ −
             (2.46) 

 

其中 

' '
' '

' ' cos2( )L TRB
L T

θ β−
= −

+
。 由 (2.45) 與 (2.46) 兩式相乘得 
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'
1/ 4

'

(1 ) (1 )tan [ ]
(1 ) (1 )

RB RB
RB RB

+ ⋅ +
Ψ =

− ⋅ −
             (2.47) 

可獲得一組不受到偏光片方位角偏差 α 所影響的橢圓參數 Ψ 。 

 

當 α = 0 , β = 0 時 : 

 

            tan 2 tan 2 cosθ = − Ψ ⋅ ∆                    (2.48) 

            
'tan 2 tan 2 cosθ = Ψ ⋅ ∆                    (2.49) 

 

由式 (2.48) 與 (2.49) 可知 : ' 0180θ θ+ = 。 

 

當 α ≠ 0 與 β ≠ 0 時從 (2.43) 與 (2.44) 兩式可推得: 

 

  
cos2tan 2( ) tan 2 cos cos2 ( )

cos2 sin 2
θ β α

α
Ψ

− = − Ψ ⋅ ∆ ⋅ ⋅
Ψ +

     (2.50) 

  ' cos2tan 2( ) tan 2 cos cos2 ( )
cos2 sin 2

θ β α
α

Ψ
− = Ψ ⋅ ∆ ⋅ ⋅

Ψ −
      (2.51) 

 

由式 (2.50) 與 (2.51) 可知 : ' 02 180θ θ β+ − ≠  

 

取 θ θ β θ β= − − + −'[180 ( ) ( )]/ 2o  代入 (2.40) 式可得 

 

              
θ−

∆ =
Ψ

tan 2
cos

tan 2
                      (2.52) 
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可藉由以上之優化過程推算出較精確之橢圓參數 Ψ 與 ∆ 。 

若將 (2.45) 與 (2.46) 兩式相除可得 

 

           

'

'

(1 sin 2 ) (1 )(1 )
(1 sin 2 ) (1 )(1 )

RB RB
RB RB

α
α

− + −
=

+ − +
            (2.53) 

 

令 
'

'

(1 )(1 )
(1 )(1 )

RB RB g
RB RB

+ −
=

− +
 且將上式整理化簡得 

                    
11 1sin ( )

2 1
g
g

α − −
=

+
                 (2.54) 

利用反算方位角偏差 α 與已校正的方位角偏差 α 比較，可以用來

判斷此實驗數據的正確與否 (詳細程式見附錄 C)。 
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第三章 系統校正 

 

在 PSA 量測系統中，因為只需要量測三個角度之光強度分佈，

不管是在量測速度還是資料處理上都可節省時間並有一定的精準

度。由於在實驗過程中系統需旋轉偏光片，以優化橢圓偏光參數的量

測值，但此旋轉偏光片會造成光束偏差，因此我們選擇一楔型玻璃上

的油跡當作面上的參考點，匹配非對稱油跡的重心來修正光束偏差。

除此之外，在橢圓偏光術量測系統中光學元件 (偏光片與析光片) 角

度設定有偏差時會造成量測的誤差，利用光強度比例 (Intensity Ratio)

技術以內挿法來求得光學元件方位角偏差量。最後再以三個亮度  

PSA 影像式橢圓儀來量測一標準片的薄膜厚度並與精密儀器中心

Sopra 橢圓儀之量測結果做比較。 
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3.1 偏光片與析光片之方位角校正 

3.1.1 粗調 

如果入射角為布魯斯特角 Bθ ，即 
1

1tan ( / )B on nθ −= ，此時平行

入射面方向之反射率為零。運用此原理，若有一不知透射軸方向的偏

光片，可找到光經由一已知折射率 1n  之樣品以布魯斯特角反射後通

過偏光片所測得之光強度最弱之位置，便是此偏光片之穿透軸 (如圖

3-1)。 

 

B

 

圖 3-1 : 測量偏光片穿透軸之架構圖 

 

3.1.2 微調 

假設偏光片與析光片方位角偏差分別為 α 與 β ，利用 (2.37)

式可得兩亮度比為[17] 

 



 37

             

(45 , ) ;
(45 ,90 )

( 45 , ) .
( 45 ,90 )

o

o o

o

o o

IE
I

IF
I

α β
α β

α β
α β

+
=

+ +

− +
=

− + +

            (3.1) 

當α, β < 10o ，則由 (3.1) 式一階近似可寫成 

 

2 2 2tan 2(2 tan sec tan cos )E α βΨ − Ψ ⋅ − Ψ ⋅ Ψ ⋅ ∆ ⋅      (3.2) 
2 2 2tan 2(2 tan sec tan cos )F α βΨ + Ψ ⋅ − Ψ ⋅ Ψ ⋅ ∆ ⋅      (3.3) 

 

由 (3.2) 與 (3.3) 式可知 E 、 F 均與 α 和 β 成線性關係，當 β 固

定在 βi  時，可看出 E 與 F 對 α 呈線性關係且斜率相反。當  

2 22 tan sec tan cos 0α β⋅ Ψ ⋅ − Ψ ⋅ Ψ ⋅ ∆ ⋅ =  時 E = F = tan2Ψ 。  

 

3.1.3 方位角校正之實驗步驟 

 

  以 PSA 系統裝置 (圖 3-2) 來說明: 

i i

 

圖 3-2 : PSA 系統實驗裝置圖 
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實驗基本設置為:雷射光源 (Melles Griot He-Ne laser 1 mw) ，偏光片

及析光片 (Melles Griot 03FPG007 sheet polarizer of extinction ratio 

10-4 ) ，及光偵測器 (Newport 818-SL) 。本實驗裝置 (圖 3-2) 為 

PSA 亮度式橢圓儀，當光源輸出一光強度後，通過偏光片 (P) ，經

由樣品 (S) ，以入射角 ( 45O 或 70O ) 入射，其反射光通過析光片 

(A) 進入偵測器內，所偵測到的訊號以供電腦處理。以厚度 105 nm 

SiO2/Si 薄膜為樣品，當光通過偏光片後在樣品上以反射角 45O 反射

後通過析光片進入偵測器，此時將析光片 A 固定於 0O ，分別讓偏

光片從 40O 轉到 50O 與 -50O 轉到 -40O ，每 1O 取一亮度值，再將 

A 轉至 90O ，同樣讓偏光片從 40O 轉到 50O 與 -50O 轉到 -40O 每 

1O 取一亮度值即完成第一步。此時再將 A 由 89O 轉至 91O 每 1O 

重複上述第一步驟，如此即完成在入射角等於 45O 的部份。接下來

將入射角調 70O ，繼續執行與在入射角為 45O 時所做的實驗步驟，

最後以內插法可推算出所須微調角度，並將偏光片與析光片調整至正

確位置。表 1 為 SiO2/Si 薄膜在入射角分別為 45O 與 70O 下相對於 

β = -1O ，β = 0O 及 β = 1O 所測得之 α 值，(圖 3-3) 為 α 對 β 在

兩入射角下在零點間之線性關係，利用內插法可得其交點 

(-0.08,0.03) ，此即為所需校正之角度。 
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表 1 : 不同入射角下所量測之方位角偏差結果 

 

 

 

圖 3-3 : 不同入射角下所量測之方位角偏差圖 
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3.2 旋轉偏光片所造成入射角偏差之校正 

  如果光學元件的平面不平整時，則光束通過該元件透射出來時便會

造成光束偏差[14]，因此在橢圓偏光量測時，旋轉偏光片會有入射角

的偏差的現象而造成測量上的誤差，為了校正此偏差，我們量測玻璃

上微小凸起且非對稱油跡 (圖3-4) 並使用擴束系統將光點放大並由

電荷耦合器取像，分別量測在偏光片方位角 P = 45O  與 P = -45O 之

橢圓參數 ∆ ，我們比較在不同偏光片方位角下 ∆ 的變化進而算出

入射角偏差量。現在以 PSA 影像式橢圓儀實驗架構以 (圖 3-5) 來

做說明，雷射光垂直入射偏光片 P (旋轉角度 45O ) 後以 70O 入射

到樣品為楔型玻璃上的油點後反射進入析光片 A (析光片旋轉方位

角 0 、 60 、 120O ) 經擴束系統放大由電荷耦合偵測器 ( CCD， 

Starlight MX516，16 bit ) 取像計算出 ∆ ；再旋轉偏光片方位角為 

-45O 並重複上述步驟計算出 ∆’。比較最大 ∆ 及 ∆’ 位置的偏移以

求出偏光片由 P = 45O 到 P = -45O 光點的偏移。實驗基本設置均如

前除了多加一放大率為 10 倍的擴束器外並將偵測器換成電荷耦合

偵測器以達二維的量測。由 (圖 3-6) 可知，當 P = 45O 時橢圓參數

最大 ∆ 的 (x,y) 位置在 (73,71) 可對應 P = -45O 時橢圓參數最大 

∆’
 的 (x’,y’) 位置在 (65,71) 。可知當偏光片旋轉時，光點位置往負 

x 方向移動 8 個像素 (pixel)。 利用式 (2.53) 可反推出偏光片方位
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角偏差 α 的整個分佈情形，從 (圖 3-7) 中可知，雷射光點經擴束

系統放大後在電荷耦合偵測器上所能運算的範圍為 100 個像素。由

於雷射光點大小為 1.5 mm 因此可以推出在 10 倍放大下， PSA 影

像式橢圓儀的側向解析度為 15 µm ，量測反射光點到毛玻璃的距離

為 20 cm ，利用三角函數計算我們可以求出入射角偏移量為 

0.041O ，所測出的入射角偏差也與先前所量的結果[18]入射角偏移量 

0.06O ± 0.02O 相近。 

 

 

 

 

 

圖 3-4 : 楔型玻璃上的非對稱油跡 

 

 

 

 

 

 

 圖 3-5 : PSA 影像式橢圓儀實驗裝置圖 
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圖 3-6 : 旋轉偏光片後橢圓參數 ∆ 的分佈圖 

 

 

圖 3-7 : 雷射光點在電荷耦合偵測器上的有效工作範圍 
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3.3  PSA 影像式橢圓偏光術之薄膜量測 

  經過先前之光學元件方位角偏差校正與入射角偏差校正，為了可確

定三個亮度 PSA 影像式橢圓偏光量測系統對薄膜厚度量測的準確

性，因此選取標準厚度校正片為樣品 (圖 3-8) 進行量測，所量測的

樣品為標示 2 的位置。將偏光片方位角分別設定在 P = 45O 與 P = 

-45O ，旋轉析光片方位角度，經 10 倍放大擴束系統以電荷耦合偵

測器取 A = 0 、 60 、 120O 的亮度圖，利用 2.4 節所介紹的運算

原理可得優化後的橢圓參數 Ψ 與 ∆ ，將樣品的折射率代入程式 

(附錄 B) 則可推出薄膜厚度為 296 ± 3 Å  (如圖 3-9) 。將相同的樣

品以精密儀器中心 Sopra 橢圓儀量測後所得之厚度結果 297 ± 5 Å 

(如表 2) ，此結果可以確認 PSA 影像式橢圓偏光術在平面量測的準

確度。再將所量測到的橢圓參數 Ψ 代入 (2.52) 與 (2.53) 式去反推

偏光片方位角偏差 α (圖 3-10) ，可以驗證之前以光強度比例技術

用內挿法來求得光學元件方位角偏差量 α 之結果相符合。 
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圖 3-8 : 標準校正片 

 

 

圖 3-9 : 薄膜厚度分佈圖 
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表 2 : Sopra 橢圓儀量測之結果 

 

 

圖 3-10 : 偏光片方位角偏差分佈圖 
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第四章 非均勻平面與均勻曲面材料之研究 

 

近年來材料科學的快速發展使得在光學常數以及材料相關參數

的量取與探討更形重要，因此我們利用擴束系統與電荷耦合器取代傳

統的光偵測器，將傳統 PSA 單點量測的架構延伸為對於二維表面上

的研究與應用。我們先針對影像式偏光量測 BK7 楔型玻璃的折射率

的分佈，驗證了此三個亮度 PSA 影像式偏光量測方法有足夠的準確

度來量測 GRIN Lens 之漸變折射率分佈，並以水平面作為參考平面

用來校正系統中偏光片方位角偏差 α ，再量測 SiO2 / Si 的平面在不

同傾斜角度下所得之 α 分佈，從量測出來所得之結果，可以確定 α  

可用來量測樣品表面法線變化的方向並應用於曲面之曲率半徑的量

測，故以下分為非均勻 (如漸變折射率) 平面與均勻曲面材料 (如凸

透鏡) 分別加以探討。 
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4.1 非均勻平面材料之量測 

漸變式折射率鏡片簡稱 GRIN Lens ，其製程是利用離子擴散來

達到材料的濃度漸進的狀態而形成漸變折射率，為光通訊系統所必須

的組件，目前已經完成的相關產品如光纖準直器 (collimator) ，其主

要的功能在於協助光線的前進達到近乎平行直進的程度，以避免光傳

播的發散導致光能量損失，而鏡片上漸變折射率分佈的狀態會影響整

體光通訊元件的品質[19]。目前在量測漸變折射率分佈的方法有掃描

折射光式 (scanning refracted ray) [20-23]、影像式 (imaging) [24，

25]、干涉式 (interference) [26，27]三種，前兩種方法的基本概念是

利用光線追跡 (ray tracing) 的技巧而第三種方法則是運用干涉的理

論，上述的三種方法全都是利用穿透的架構，並運用幾何光學的數學

方法或利用計算干涉條紋間的變化將材料的漸變折射率分佈推導出

來。相較於利用穿透的方式，我們提出以偏光片-樣品-析光片為實驗

基本架構再搭配以電荷耦合偵測器為光偵測器的三個亮度 PSA 影

像式橢圓偏光術，運用反射且非破壞性的方法 (不用將樣品浸入匹配

油中) 將漸變折射率的分佈直接量測出來。實驗之初我們首先以數值

模擬的方法，驗證了以三個亮度量測技術的正確性，在實際量測中，

我們利用此方法可精確的量測了 BK7 玻璃的折射率分佈，此結果驗
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證了三個亮度 PSA 影像式偏光量測方法有足夠的準確度來進一步

量測 GRIN Lens 的漸變折射率分佈，亦可同時推得偏光片方位角偏

差分佈，可判斷所量的折射率值之準確性，除此之外我們以原廠所提

供的產品規格與量測出來的結果做比較。 

 

4.1.1 工作原理與數值運算 

利用 2.2 節與 2.4 節所敘述的運算方法可求得材料之橢圓參

數 Ψ 與 ∆ 、材料之折射率以及偏光片方位角偏差 α 。為了了解偏

光片方位角偏差 α 與優化後 ∆ 的關係，我們使用兩種優化方法來

做數值運算  (a) 利用亮 度最大的相位角的平均值，即 

'[(180 ) )]/ 2oθ θ θ= − +  ，代入 (2.40) 式以求得優化 ∆ 之方法， (b) 

利用 
45 45

( ) / 2o o−
∆ = ∆ + ∆  之平均數。比較這兩種優化方法所得之數

值結果 (圖4-1) 可以歸納出只要 α 小於  ±3o ，利用優化的方法即

可獲得準確之橢圓參數 Ψ 與 ∆ 。由於此種優化過程是可以提高偏

光量測的準確性[3]，因此我們應用此種技術於影像式橢圓偏光術

上，再用來量得非均勻平面之折射率分佈。 
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圖 4-1 : 利用不同優化方法之數值模擬結果 

 

4.1.2 實驗架構與步驟 

  為了量測的準確性，我們利用第三章中所述之光強度比例的方法校

正偏光片與析光片的偏光角。實驗基本架構與步驟與 3.2 節所述相

同，在經過 10 倍放大的擴束系統後由電荷耦合偵測器在毛玻璃上取

像並紀錄下光強度的分佈，並可利用影像處理軟體中的 Gaussian 

smoother filter 的功能將雜訊去除。為了比較表面之折射率分佈，我

們分別量測了具相同折射率分佈的 BK7 楔形玻璃與漸變折射率分
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佈的 GRIN Lens 兩種樣品。其中我們所量測的 GRIN Lens 是由 

NSG 公司利用離子交換的方法所製造，型號為 SLW-180 且直徑大

小為 1.8 mm。 

 

4.1.3 結果與討論 

  利用三個亮度的技術將量測到的光強度代入式 (2.39-42) 與 

(2.52-53) 可以推得橢圓參數 Ψ 、 ∆ 與偏光片方位角偏差 α 。除

了使用優化後的 Ψ 值之外，我們亦使用了 4.1.1 節所介紹 (a) 、 

(b) 兩種優化 ∆ 的方法，將優化後的 Ψ 與分別求得 ∆ 代入式 

(2.33) 計算出 BK7 玻璃之折射率分佈，從這兩種方法我們皆可得到

兩組平坦的折射率分佈平面 (如圖4-2) ，且求得之折射率分別為  

 

 

 

 

 

 

 

圖 4-2 : 不同優化方法所得 BK7 玻璃折射率分佈圖 
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1.519 ( ±0.003 ) 與 1.520 ( ±0.003 )，所得之結果與廠商所提供的規格 

(Schott: optical glass，BK7, n=1.521) 相符，由於所量到折射率之準確

度可達 10-3 ，足以用來量測漸變折射率材料之折射率分佈。根據 

NSG 提供之 GRIN lens 的規格為: 波長為 550 nm 時軸心折射率 

(no) 為 1.614; 漸變常數 (A) 為 0.344 ，本實驗利用 543 nm 雷射

所量測到的軸心折射率 (no) 為 1.614 而漸變常數 (A) 為 0.345 均

與所提供之資料吻合。除此之外，此橢圓偏光技術最有趣的方面是能

夠利用推得的偏光片方位角偏差量 α 找出與表面的關係，並且能夠

了解所量測到之結果是否準確 (如圖4-3(a)) ，因為推得之 α 在優

化條件的範圍內，量測之折射率分佈曲線與規格之理論曲線相符合 

(如圖4-3(b))。由於光束並非垂直入射於透鏡或取像時有輕微失焦

[18]都會造成極化像差，可能是造成量測之邊緣折射率分佈與理論值

有較大誤差 (約 0.004) 的主要原因 ，此誤差大於在量測 BK7 玻璃

時的標準差 (如圖4-4) 。對於折射率剖面圖中非對稱之結果可能是

材料結構本身還是極化像差所造成，目前則仍在研究中。 為了探討

此問題我們需要安裝高倍率的擴束系統與較穩定的光源， 這些裝置

也同時能夠增加量測折射率之解析度與準確度。 從以上的實驗結果

顯示，利用影像式橢圓偏光術不但僅需量測六個光強度就可以獲得相

當準確的橢圓參數值，可以節省分析非均勻平面材料的時間。 
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圖 4-3 : GRIN Lens 折射率分佈曲線與方位角偏差分佈圖 

 

 

 

 

 

 

 

圖 4-4 : GRIN Lens 之折射率剖面分佈圖 
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4.2 均勻曲面材料之量測 

利用影像式橢圓偏光術，我們除了希望能量測材料平面上之折射

率分佈，且能夠量測到均勻曲面之表面形貌與折射率分佈，以便擴展

本技術的應用範圍。一般用來量測表面形貌的儀器分別有以探針為主

的接觸式 (contact stylus) [29,30] 與以光學為主的非接觸式 

(non-contact) [31,32] 兩種方法，並有其應用的領域 [33] 。利用 

PSA 三個亮度橢圓偏光術[3]，在分別量出偏光片在兩個方位角相差

90o 的情形之下橢圓參數的優化法，可以判斷出與入射面有關的偏光

片方位角偏差 α 。在本節中我們將證明以 PSA 影像式橢圓偏光術

所量測出來的 α 分佈與待測物表面之法線變化量是相同。利用水平

面作為參考平面用來校正系統中偏光片方位角偏差 α ，再量測 SiO2 

/ Si 的平面在不同傾斜角度下所得之 α 分佈，從量測出來所得之結

果可以確定 α 可用來量測樣品表面法線變化的方向，根據此結果可

進一步的來觀察曲面結構對 α 分佈的關係。從 4.1 節中可知利用影

像式橢圓偏光術可以推得材料之折射率分佈，在本節中延續先前之方

法來量測稀釋酒精與水的折射率分佈，並且得到一平坦的 α 分佈平

面且其值接近零，進而證實其法線的方向。既然 α 可以用來量測樣

品表面法線變化的方向，我們以此觀念利用影像式橢圓偏光術來量測

一 BK7 平凸透鏡之表面形貌，根據量測出來的 α 值可推得凸面之
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曲率半徑並修正入射角偏差來獲得正確的折射率分佈。 

 

4.2.1 結果與討論 

本實驗架構僅改變了光源波長 (λ = 632.8 nm) 與放大倍率 20 

倍的擴束系統，其餘實驗架構及步驟與 3.2 節所述相同。為了校正

一平坦表面，我們量測了水與稀釋酒精的橢圓參數 Ψ 、 ∆ 與偏光

片方位角偏差 α (如圖 4-5) ，從這兩種樣品所推得的 α 分佈都很

平坦，所得之折射率則分別為 1.333 (± 0.002) 與 1.373 (± 0.002)。另

外我們量測在不同傾斜角度下的 SiO2 / Si 平面，表面法線變化與量

測所得偏光片方位角偏差 α 的關係 (如圖 4-6) ，由於我們將 SiO2 

/ Si 平面的傾斜角度從 –2o 轉至 2o 每間隔 1o ，量測到的 α 分佈

正如預期相同， 所以可以確定 α 是可用來量測樣品表面法線變化的

方向。 
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圖 4-5 : 水與酒精之折射率及 α 之分佈圖 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 4-6 : 不同傾斜角之 SiO2 / Si 平面所得 α 分佈圖 
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利用影像式橢圓偏光術來量測一 BK7 平凸透鏡之表面形貌，為

了便於觀察 (圖 4-7 (a)) ，將凸面鏡表面反射分析在各處 α 值之

大小，發現底部邊緣 α 值分佈的並不對稱，可能是因為雷射光所造

成干涉，此結果仍尚待進一步的研究。取誤差最小擬合法 (least square 

fit) 利用 α 中心曲線來計算曲面上斜率；擬合出凸面鏡之曲率半徑

為 72.70 mm ，與 Zygo 相位干涉儀 (Phase-shift interferometer) 所

量出來樣品之曲率半徑 (72.55 mm) 相去不遠 。若將量測樣品的位

置分為凸面之中心與外圍兩部分，因為在影像處理中使用了 

Gaussian smoother filter 的功能將雜散光去除，不過此功能會使曲線

變得較為平滑 (圖4-7 (b)) ，線性度降低，影響線性迴歸分析時擬

合所得之結果，比較在凸面之中心與外圍所得 α 分佈曲線，由於兩

條曲線邊緣之 α 相差 ( 0.03o ) 大於在平面量測所得之標準差 

( 0.02o ) ，根據擬合所得之結果，可得凸面之中心與外圍之曲率半徑

差為 0.80 mm ，由於中心與外圍 α 曲線之非對稱性與 4.1 節所得

之折射率分佈非對稱相類似，可知極化像差可能是造成誤差的原因。

根據量測到的 α 分佈，我們可以推斷出因為凸面所造成的入射角偏

差範圍從 70o – 0.4o 到 70o + 0.4o ，利用所得的入射角偏差來修正所

得的折射率分佈，修正後可得一平坦的折射率分佈平面 (圖4-8) ，

其值為 1.521 ( ± 0.002 ) 。一般而言，傳統的橢圓儀僅能量測平面薄
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膜的特性，然而利用 PSA 影像式橢圓偏光術將可應用於透鏡上光學

鍍膜之膜厚量測。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 4-7 : α 之分佈及與斜率之線性擬合結果 
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圖 4-8 : BK7 透鏡之折射率修正前與修正後分佈之結果 

 
 

根據以上的分析可知，利用 PSA 影像式橢圓偏光術，除了能量

測非均勻平面上材料之折射率分佈，亦能夠利用 α 來量測均勻曲面

材料之表面形貌，應可做為其它現有量測材料參數之系統以外的另一

種選擇 (圖 4-9)。  
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圖 4-9 : 影像式橢圓儀在表面形貌量測上的應用範圍 
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第五章 結論 

 

傳統歸零式橢圓儀都有使用補償片，但為了避免補償器造成色散

現象而以無補償器的簡式橢圓儀為基礎設計而成的 PSA 影像式橢

圓儀，利用三個亮度量測技術可以節省量測及資料分析的時間。 實

驗過程中旋轉偏光片而造成光束偏差會影響量測的精準度，我們匹配

非對稱油跡的重心 (center of mass) 並將橢圓偏光參數 Ψ 加以優化

而獲得一定的精準度，所量出的入射角偏差也與石英所量的結果[18] 

相近。此反射式量測法是一種非破壞性的方法 (不用將樣品浸入匹配

油中) ，除了可以直接量測變折射率的分佈外，亦可同時推得偏光片

之方位角誤差 α 分佈，因此可以判斷所量得的折射率的準確性及其

平面的平整性。由於藉 α 可以量測平面的倾斜角，故我們量測均勻

曲面並證明 α 是可用來量測樣品表面法線變化的方向。根據量測出

來的 α 值我們可推得凸面之曲率半徑並修正入射角偏差來獲得正確

的折射率分佈。 本量測技術不但對於非均勻平面結構材料之光學參

數，更可應用於均勻曲面結構材料之量測上，應可做為其它現有量測

材料參數之系統以外的另一種選擇。  

最後有關此系統未來之研究方向，除現在正進行中的凸面鏡上膜

厚之量測外，對於應用在量測上所發展出新的數值計算法可分別推算
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出偏光片與析光片的方位角誤差並立即修正樣品之橢圓參數，此數值

計算法可大幅提高量測準確度，並可放寬對偏光片方位角誤差的限制

(α 小於 ±3o) ，除此之外，對於解決光學元件造成之極化像差的問

題都將是下一階段研究重點。 
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附錄  A 

運算塊材折射率 

clear all; 
data1=fitsread('pa0.fit'); 
data2=fitsread('pa60.fit'); 
data3=fitsread('pa120.fit'); 
 
 
data4=fitsread('sa0.fit'); 
data5=fitsread('sa60.fit'); 
data6=fitsread('sa120.fit'); 
 
pab=data1(183:243,228:288); 
pbb=data2(184:244,225:285); 
pcb=data3(180:240,229:289); 
 
 
pdb=data4(154:214,210:270); 
peb=data5(159:219,213:273); 
pfb=data6(166:226,208:268); 
 
for k=1:61; 
j=1:61; 
 
NRP(k,j)=((2*pab(k,j)-(pbb(k,j)+pcb(k,j)))./(pab(k,j)+pbb(k,j)+pcb(k,j))); 
NRA(k,j)=((2*pdb(k,j)-(peb(k,j)+pfb(k,j)))./(pdb(k,j)+peb(k,j)+pfb(k,j))); 
 
NTANPHIP(k,j)=sqrt((1+NRP(k,j))./(1-NRP(k,j))); 
NTANPHIA(k,j)=sqrt((1+NRA(k,j))./(1-NRA(k,j))); 
NPHIP(k,j)=atan(NTANPHIP(k,j)).*180/pi; 
NPHIN(k,j)=atan(NTANPHIA(k,j)).*180/pi; 
 
tanphi(k,j)=sqrt((NTANPHIP(k,j).*NTANPHIA(k,j))); 
PHI(k,j)=atan(tanphi(k,j)).*180/pi; 
 
NTAN2B0P(k,j)=(sqrt(3)*(pbb(k,j)-pcb(k,j)))/(2*pab(k,j)-(pbb(k,j)+pcb(
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k,j))); 
NTAN2B0A(k,j)=(sqrt(3)*(peb(k,j)-pfb(k,j)))/(2*pdb(k,j)-(peb(k,j)+pfb(
k,j))); 
 
BETAP(k,j)=atan(NTAN2B0P(k,j)).*180/(2*pi); 
BETAA(k,j)=atan(NTAN2B0A(k,j)).*180/(2*pi); 
BETA(k,j)=(180-BETAA(k,j)+BETAP(k,j))./2; 
 
NTAN2B0(k,j)=tan(2*BETA(k,j).*pi/180); 
cosdelta(k,j)=-NTAN2B0(k,j)./tan(2*PHI(k,j).*pi/180); 
DELTA(k,j)=acos(cosdelta(k,j)).*180/pi; 
 
a=70*pi/180;                               % incident angle 
b(k,j)=tanphi(k,j).*exp(i*(DELTA(k,j).*pi/180));  % ellipsometric ratio 
 
n(k,j)=tan(a)*sqrt(1-(4*b(k,j).*sin(a)^2./(1+b(k,j)).^2));   
% refractive index of bulk medium 
end 
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附錄  B 

反推入射角與厚度 

clear all; 
 
w=0.6328;               %wavelength 
del=118.0694;            % input the experimental data 
chi1=17.4439; 
chi=chi1; 
Z0=z0;                  % impedance resistance =377 
a0=69;                   % incident angle 
step=0.1;                 % step            
d1=1000/10000;           % initial thickness 
step1=20/10000;           %step 
xi1=tan(45*pi/180);        % p=45 
for x=1:31; 
    for y=1:101; 
    a(x)=a0+(x-16).*step; 
    beta=sin(a(x).*pi/180); 
    w1(y)=(d1+(y-51).*step1)./w; 
cover(:,:,x,y)=[1 1 1 0 0 0 NaN]; 
layer1(:,:,x,y)=[1.46 1.46 1.46 0 0 0 w1(y)];      
% refractive index of SiO2 
substrate(:,:,x,y)=[3.88+i*0.02 3.88+i*0.02 3.88+i*0.02 0 0 0 NaN];   
% refractive index of substrate 
system(:,:,x,y)=[cover(:,:,x,y) 
    layer1(:,:,x,y) 
    substrate(:,:,x,y)]; 
m=size(system(:,:,x,y),1); 
Fc(:,:,x,y)=fmat(system(1,:,x,y),beta); 
M(:,:,x,y)=cmat(system(2:m-1,:,x,y),beta); 
Fs(:,:,x,y)=fmat(system(m,:,x,y),beta); 
A(:,:,x,y)=smat(Fc(:,:,x,y),M(:,:,x,y),Fs(:,:,x,y)); 
Rss(:,:,x,y)=(A(1,1,x,y)*A(4,3,x,y)-A(1,3,x,y)*A(4,1,x,y))./(A(1,1,x,y)*
A(3,3,x,y)-A(1,3,x,y)*A(3,1,x,y)); 
Rsp(:,:,x,y)=(A(4,1,x,y)*A(3,3,x,y)-A(4,3,x,y)*A(3,1,x,y))./(A(1,1,x,y)*
A(3,3,x,y)-A(1,3,x,y)*A(3,1,x,y)); 
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Rps(:,:,x,y)=(A(1,1,x,y)*A(2,3,x,y)-A(2,1,x,y)*A(1,3,x,y))./(A(1,1,x,y)*
A(3,3,x,y)-A(1,3,x,y)*A(3,1,x,y)); 
Rpp(:,:,x,y)=(A(2,1,x,y)*A(3,3,x,y)-A(2,3,x,y)*A(3,1,x,y))./(A(1,1,x,y)*
A(3,3,x,y)-A(1,3,x,y)*A(3,1,x,y)); 
xr1(:,:,x,y)=((Rsp(:,:,x,y)./Rss(:,:,x,y))+xi1)./((Rpp(:,:,x,y)./Rss(:,:,x,y))+(
(Rps(:,:,x,y)./Rss(:,:,x,y)).*xi1)); 
tau1(:,:,x,y)=xi1/xr1(:,:,x,y); 
psi(:,:,x,y)=atan(abs(tau1(:,:,x,y))).*180/pi; 
delta(:,:,x,y)=angle(tau1(:,:,x,y)).*180/pi; 
if (delta(:,:,x,y))<180 & 0<(delta(:,:,x,y)) 
    delta1(:,:,x,y)=180-(delta(:,:,x,y)); 
else 
    delta1(:,:,x,y)=180-(delta(:,:,x,y)); 
end 
E1(:,:,x,y)=abs((psi(:,:,x,y)-chi).*5)+abs((delta1(:,:,x,y)-del)); 
end 
end 
E=reshape(E1,31,101); 
for m=1:31;                     % exp data 
  for n=1:101;                  % x parameter 
[m,n]=find(E==min(min(E))); 
end 
end 
a2=a0+(m-16)*step;             % incident angle of round2  
d2=d1+(n-51)*step1;            % thickness of round 2  
step2=0.01;                     % degree 
step3=0.1/10000;                     %thickness 
 
for x1=1:101;                         % round 2 
    for y1=1:201; 
    a1(x1)=a2+(x1-51).*step2; 
    beta=sin(a1(x1).*pi/180); 
    w2(y1)=(d2+(y1-101).*step3)./w; 
cover(:,:,x1,y1)=[1 1 1 0 0 0 NaN]; 
layer1(:,:,x1,y1)=[1.46 1.46 1.46 0 0 0 w2(y1)]; 
substrate(:,:,x1,y1)=[3.88+i*0.02 3.88+i*0.02 3.88+i*0.02 0 0 0 NaN]; 
system(:,:,x1,y1)=[cover(:,:,x1,y1) 
    layer1(:,:,x1,y1) 



 68

    substrate(:,:,x1,y1)]; 
m=size(system(:,:,x1,y1),1); 
Fc(:,:,x1,y1)=fmat(system(1,:,x1,y1),beta); 
M(:,:,x1,y1)=cmat(system(2:m-1,:,x1,y1),beta); 
Fs(:,:,x1,y1)=fmat(system(m,:,x1,y1),beta); 
A(:,:,x1,y1)=smat(Fc(:,:,x1,y1),M(:,:,x1,y1),Fs(:,:,x1,y1)); 
Rss(:,:,x1,y1)=(A(1,1,x1,y1)*A(4,3,x1,y1)-A(1,3,x1,y1)*A(4,1,x1,y1))./(
A(1,1,x1,y1)*A(3,3,x1,y1)-A(1,3,x1,y1)*A(3,1,x1,y1)); 
Rsp(:,:,x1,y1)=(A(4,1,x1,y1)*A(3,3,x1,y1)-A(4,3,x1,y1)*A(3,1,x1,y1))./(
A(1,1,x1,y1)*A(3,3,x1,y1)-A(1,3,x1,y1)*A(3,1,x1,y1)); 
Rps(:,:,x1,y1)=(A(1,1,x1,y1)*A(2,3,x1,y1)-A(2,1,x1,y1)*A(1,3,x1,y1))./(
A(1,1,x1,y1)*A(3,3,x1,y1)-A(1,3,x1,y1)*A(3,1,x1,y1)); 
Rpp(:,:,x1,y1)=(A(2,1,x1,y1)*A(3,3,x1,y1)-A(2,3,x1,y1)*A(3,1,x1,y1))./(
A(1,1,x1,y1)*A(3,3,x1,y1)-A(1,3,x1,y1)*A(3,1,x1,y1)); 
xr11(:,:,x1,y1)=((Rsp(:,:,x1,y1)./Rss(:,:,x1,y1))+xi1)./((Rpp(:,:,x1,y1)./Rs
s(:,:,x1,y1))+((Rps(:,:,x1,y1)./Rss(:,:,x1,y1)).*xi1)); 
tau11(:,:,x1,y1)=xi1/xr11(:,:,x1,y1); 
psi1(:,:,x1,y1)=atan(abs(tau11(:,:,x1,y1))).*180/pi; 
delta2(:,:,x1,y1)=angle(tau11(:,:,x1,y1)).*180/pi; 
if (delta2(:,:,x1,y1))<180 & 0<(delta2(:,:,x1,y1)) 
    delta3(:,:,x1,y1)=180-(delta2(:,:,x1,y1)); 
else 
    delta3(:,:,x1,y1)=180-(delta2(:,:,x1,y1)); 
end 
E2(:,:,x1,y1)=abs((psi1(:,:,x1,y1)-chi).*5)+abs((delta3(:,:,x1,y1)-del)); 
end 
end 
E3=reshape(E2,101,201); 
for m1=1:101;                     % exp data 
  for n1=1:201;                  % x parameter 
[m1,n1]=find(E3==min(min(E3))); 
end 
end 
a3=a2+(m1-51)*step2               % final angle      
d3=(d2+(n1-101)*step3)*10000      % final thickness 
psi1(:,:,m1,n1) 
delta3(:,:,m1,n1) 
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子程式 
fmat 

 
function [F,alpha,E,H]=fmat(arg1,beta) 
% fmat  Field matrix used in Berreman calculus. 
%       In [F,alpha,E,H]=fmat(arg1,beta) arg1 may 
%       have the material or layer format. 
 
%4X4 field matrix F, alphas, power and fields for anisotropic medium 
% test for PS layer 
if nargin==1 
ny=arg1(1); 
nz=arg1(2); 
F=[1     1       0     0 
   ny/z0 -ny/z0  0     0 
   0     0       1     1 
   0     0     -nz/z0 nz/z0]; 
alpha=[ny -ny nz -nz]; 
E=[0 0 0 0 
    F(1,:) 
    F(3,:)]; 
H=[0 0 0 0 
   F(4,:) 
   F(2,:)]; 
else 
 
n1=arg1(1);  n2=arg1(2);  n3=arg1(3); 
eta=arg1(4); psi=arg1(5); xi=arg1(6); 
 
% test for isotropic layer 
if (abs(n1-n2) < 0.000001) & (abs(n1-n3) < 0.000001) 
 alph=sqrt(n1^2-beta^2); 
 gs=-alph/z0; gp=n1*n1/alph/z0; 
 F=[1     1      0    0 
      gp  -gp      0    0 
      0     0      1    1 
      0     0      gs -gs]; 
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 alph=sqrt(n1^2-beta^2); 
 alpha=[alph -alph alph -alph]; 
 exx=n1^2; exy=0; exz=0; 
else 
 e=epsilon(arg1); % dielectric matrix 
 exx=e(1,1); exy=e(1,2); exz=e(1,3); 
             eyy=e(2,2); eyz=e(2,3); 
                         ezz=e(3,3); 
 Mbeta=[-beta*exy/exx  z0*(1-beta^2/exx)  -beta*exz/exx     0 
 (eyy-exy*exy/exx)/z0  -beta*exy/exx (eyz-exy*exz/exx)/z0  0 
     0                           0           0                  
-z0 
 (-eyz+exz*exy/exx)/z0   beta*exz/exx  (beta^2-ezz+exz*exz/exx)/z0 
0]; 
 [F,Alpha]=eig(Mbeta); 
 alpha=[Alpha(1,1) Alpha(2,2) Alpha(3,3) Alpha(4,4)]; 
 
% normalize columns of F so that |Ey|^2+|Ez|^2=1 
% set phase of columns to angle(Ey+Ez) 
 normc=sqrt(F(1,:).*conj(F(1,:))+F(3,:).*conj(F(3,:))) ... 
      .*exp(i*angle(F(1,:)+F(3,:))); 
 F=F./[normc; normc; normc; normc]; 
 
% sort columns of F in order of real alpha, with complex conjugates 
%   sorted on imag alpha 
a=alpha; 
[dum,j]=sort(real(a)); 
a=[a(j(1)) a(j(2)) a(j(3)) a(j(4))]; 
F=[F(:,j(1)) F(:,j(2)) F(:,j(3)) F(:,j(4))]; 
j=[1 2 3 4]; 
ia=a~=real(a); 
ni=sum(ia); 
if ni==2 
 ji=find(ia); 
 if imag(a(ji(1))) > imag(a(ji(2))) 
  jh=j(ji(1)); j(ji(1))=j(ji(2)); j(ji(2))=jh; 
 end 
elseif ni==4 
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 if imag(a(1)) > imag(a(2)) 
  j=[j(2) j(1) j(3) j(4)]; 
 end 
 if imag(a(3)) > imag(a(4)) 
  j=[j(1) j(2) j(4) j(3)]; 
 end 
end 
alpha=[a(j(1)) a(j(2)) a(j(3)) a(j(4))]; 
F=[F(:,j(1)) F(:,j(2)) F(:,j(3)) F(:,j(4))]; 
 
 
% first determine sign of power flow along x-axis for each basis vector 
Pd=poynting(F); 
for j=1:4 
if abs(Pd(j)) < 0.00001 
Pd(j)=0; 
end 
end 
Pd=sign(Pd); 
 
  j=[4 1 2 3];  
if Pd==[-1 -1 1 1] | Pd==[-1 0 0 1] 
  j=[4 1 3 2]; 
end 
 
alpha=[alpha(j(1)) alpha(j(2)) alpha(j(3)) alpha(j(4))]; 
F=[F(:,j(1)) F(:,j(2)) F(:,j(3)) F(:,j(4))]; 
end 
 
% complete fields of basis vectors 
E=[-(exy*F(1,:)+exz*F(3,:)+z0*beta*F(2,:))/exx 
         F(1,:) 
         F(3,:)]; 
H=[beta*F(3,:)/z0; F(4,:); F(2,:)]; 
end 
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Cmat 
 

function M=cmat(arg1,beta)  
% cmat  Characteristic matrix M in Berreman calculus. 
%       cmat(arg1,beta) can be used to determine M for a layer, 
%       stack, or system. 
if nargin==1    % PS case 
Z0=z0; 
m=size(arg1,1); 
m1=1; m2=m; 
if arg1(1,3) == NaN 
m1=2; m2=m-1; 
end 
M=eye(4); 
for j=m1:m2 
ny=arg1(j,1); 
nz=arg1(j,2); 
dw=arg1(j,3); 
phiy=2*pi*ny*dw; 
phiz=2*pi*nz*dw; 
cy=cos(phiy); 
cz=cos(phiz); 
sy=sin(phiy); 
sz=sin(phiz); 
M=M*[cy -i/ny*Z0*sy 0 0 
   -i*ny/Z0*sy cy 0 0 
    0 0 cz i/nz*Z0*sz 
    0 0 i*nz/Z0*sz cz]; 
end 
 
else          % general case 
m=size(arg1,1); 
m1=1; m2=m; 
if arg1(1,7) == NaN 
m1=2; 
end 
if arg1(m,7) == NaN 
m2=m-1; 
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end 
M=eye(4); 
for j=m1:m2 
[F,alpha]=fmat(arg1(j,:),beta); 
M=M*F*pmat(alpha,arg1(j,7))*inv(F); 
end 
end 
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smat 
 
function A=smat(arg1,arg2,arg3) 
% smat  System matrix A used in Berreman calculus. 
%       Formats are smat(system,beta) and smat(Fc,M,Fs).  
 
if nargin==2 
 system=arg1; beta=arg2 
 m=size(system,1); 
 Fc=fmat(system(1,:),beta) 
 M=cmat(system(m-1,:),beta); 
 Fs=fmat(system(m,:),beta) 
else 
 Fc=arg1; M=arg2; Fs=arg3; 
end 
A=inv(Fc)*M*Fs; 
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Epsilon 
 

function y=epsilon(param1) 
% epsilon  Relative permittivity matrix. 
%          Determines epsilonxyz from epsilon123. 
 
% param1=[n1 n2 n3 eta psi xi] in the material format. 
% param1=[n1 n2 n3 eta psi xi dw] in the layer format. 
e=[param1(1)^2 0 0; 0 param1(2)^2 0; 0 0 param1(3)^2]; 
e=rxmat(param1(4))*e*rxmat(-param1(4)); 
e=rzmat(param1(5))*e*rzmat(-param1(5)); 
y=rxmat(param1(6))*e*rxmat(-param1(6)); 
 

rxmat 
 

function y=rxmat(x) 
y=[1    0      0 
   0  cos(x) -sin(x) 
   0  sin(x)  cos(x)]; 
 

rymat 
function y=rymat(x) 
% rymat  Rotation matrix used in Berreman calculus. 
y=[cos(x) 0 -sin(x) 
   0      1  0 
   sin(x) 0  cos(x)]; 
 

rzmat 
 

function y=rzmat(x) 
% rzmat  Rotation matrix used in Berreman calculus. 
y=[cos(x) -sin(x) 0 
   sin(x)  cos(x) 0 
     0      0    1]; 
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附錄  C 

反推橢圓參數與偏光片方位角偏差 

clear all; 
 
data1=fitsread('pa0.fit'); 
data2=fitsread('pa60.fit'); 
data3=fitsread('pa120.fit'); 
 
 
data4=fitsread('sa0.fit'); 
data5=fitsread('sa60.fit'); 
data6=fitsread('sa120.fit'); 
 
 
pa=data1(85:185,161:261); 
pb=data2(85:185,161:261); 
pc=data3(85:185,161:261); 
 
 
sa=data4(80:180,155:255); 
sb=data5(80:180,155:255); 
sc=data6(80:180,155:255); 
 
for i=1:100; 
      j=1:100; 
      pa1=pa(i,j); 
pb1=pb(i,j); 
pc1=pc(i,j); 
 
sa1=sa(i,j); 
sb1=sb(i,j); 
sc1=sc(i,j); 
 
pRB(i,j)=((2*pa1-(pb1+pc1))./(pa1+pb1+pc1)); 
sRB(i,j)=((2*sa1-(sb1+sc1))./(sa1+sb1+sc1)); 
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tanphi1(i,j)=sqrt(((1+pRB(i,j)).*(1+sRB(i,j)))./((1-pRB(i,j)).*(1-sRB(i,j))
)); 
tanphi(i,j)=sqrt(tanphi1(i,j)); 
phi(i,j)=atan(tanphi(i,j)).*180/pi; 
 
NTANPHIP(i,j)=(1+pRB(i,j))./(1-pRB(i,j)); 
NTANPHIA(i,j)=(1+sRB(i,j))./(1-sRB(i,j)); 
 
A(i,j)=sqrt(NTANPHIA(i,j)./NTANPHIP(i,j)); % optimized Ψ 
B(i,j)=((A(i,j)-1)./(A(i,j)+1)); 
alpha(i,j)=0.5*asin(B(i,j))*180/pi;      % azimuth deviation of α 
 
tanbeta1(i,j)=(sqrt(3)*(pb1-pc1))./(2*pa1-(pb1+pc1)); 
tanbeta2(i,j)=(sqrt(3)*(sb1-sc1))./(2*sa1-(sb1+sc1)); 
beta1(i,j)=atan(tanbeta1(i,j))*180/(2*pi); 
beta2(i,j)=atan(tanbeta2(i,j))*180/(2*pi); 
beta(i,j)=(180-beta2(i,j)+beta1(i,j))./2; 
cosdelta(i,j)=-(tan(2*beta(i,j)*pi/180))./tan(2*phi(i,j)*pi/180); 
delta(i,j)=acos(cosdelta(i,j))*180/pi;      % optimized ∆ 
 
end 
 
 
 
 
 
 


