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中文摘要 

 

本文針對 3RPS 工具機，建立計算力矩控制架構，並與傳統位置控制比較兩

者在不同載重中對於連續路徑之追蹤行為。針對軌跡在高速且大曲率時所造成輪

廓精度降低的問題，本文利用模糊邏輯控制建立進給速度、曲率及輪廓誤差的關

係式，以替代複雜且不精準的數學推導，並結合基因演算法以系統化的方式建立

系統控制參數，經由模擬和實驗結果證明，在軌跡為大曲率變化下可經由減速動

作達到提升空間軌跡輪廓精度的效果。為了能夠直接量測運動平台在空間中所行

走的軌跡路徑，本論文也提出架設循圓量測儀(Ballbar)的方法，藉由循圓量測儀

量測實際的平台位置姿態，來比較本文所發展的軌跡修正方法，最後以 3RPS 平

行式機構上驗證其可行性。 
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Abstract 
In this study the computed-torque control has been developed on 3RPS parallel 

machine tool, and compared the continuous trajectory tracking in different load with 

traditional position control. In order to improve the low precision of tracking in high 

feedrate and large curvature, the relationship of feedrate, curvature and contour error 

has been established with fuzzy logic control to replace the complicated and 

inaccurate mathematics model, and also combined with genetic algorithm to build up 

control parameters. The simulation and experimental results show that this new 

control strategy improves the performance of contouring. To measure the spatial 

position of the platform directly, a method is presented using ballbar. The different 

control methods developed in this paper can be compared by using ballbar, and test in 

the 3RPS parallel machine tool. 
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第一章 緒論 
平行式機構的研究及受到矚目是從 Stewart 在 1965 年的介紹[1]開始。運動

平台機構(Stewart platform manipulator , SPM)的優點在於其高負載、低慣性、高

精度及可高速化等特性優於傳統串聯式機器人，一般應用於飛行模擬器上。而隨

著工業的進步，對於工件的切削加工精度和快速化的需求也隨之提高，若將運動

平台發展成切削工具機，運用運動平台的特性優點，必能提升加工效率與品質；

因此，如何提升運動平台的效能和空間軌跡的追蹤能力，成為目前發展運動平台

機構的最大課題。 

在現代的工具機加工過程中，軌跡路徑當時的進給速度和曲率變化是影響加

工精度的重要因素，為了提升軌跡的輪廓精度，一般方法是利用圓形近似法

(Circular approximation)擬合曲線以推導出曲率、輪廓誤差與進給速度的數學相關

式，這種方法在加工路徑為平面曲線且具有曲率變化時，可以藉由降低當時的進

給速度，達到提升軌跡輪廓精度的效果，但是對於加工路徑為空間中的立體軌跡

而言，隨著軌跡的複雜性提高，將會導致近似方法在擬合曲線中，所推導出的數

學模型不精確性提高，因而限制了應用在運動平台上的可行性。因此本論文將利

用模糊邏輯控制無需推導精準數學模型的特性，以模糊邏輯控制建立進給速度、

曲率與輪廓誤差之間的幾何模型，來提升運動平台在空間軌跡的追蹤能力。 

此外，在運動平台的量測儀器應用方面，一般是在各驅動桿件上加裝光學

尺，藉由所量測得到的各桿位置訊號，經由前向運動學的計算得到即時的平台姿

態位置，由於前向運動學的解並非唯一，所計算得到的結果並不代表是實際平台

的姿態位置。為了能夠直接量測運動平台在空間中所行走的軌跡路徑座標，本論

文提出架設循圓量測儀(Ballbar)的方法，藉由循圓量測儀量測實際的平台位置姿

態，來比較本文所發展的軌跡修正方法，最後以 3RPS 平行式機構驗證其可行性。 
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1.1 文獻回顧 

對於工具機的輪廓誤差補償方面，在一般的正交式(Orthogonal)雙軸工具機

系統上 Koren [2] 提交叉偶合控制的架構，並證實在雙軸的控制系統可以改善輪

廓誤差，Huan [3] 提出一種工具機的軌跡預補償方法，利用速度預補償，得到良

好的軌跡精度，Chin and Tsai [4] 將預補償法進一步發展到傳統串聯式機器手臂

上，Chin and Lin [5] 整合預補償與交叉偶合兩種方法，運用在三軸的工具機上。

經由上述文獻可以得知預補償與交叉偶合兩種方法確實可改善一般工具機所要

求的工作精度，但是在工具機為高速進給且具有曲率變化的情形下，[6~9]就提

到進給速度和軌跡的曲率變化是造成弦高誤差(Chord error)擴大的主要原因，文

獻中利用軌跡的曲率變化資訊，對工具機的進給速度做控制，證實軌跡在曲率的

變化下，仍可降低軌跡的弦高誤差，不過文獻中利用圓形近似法所推導出的曲

率、弦高誤差與進給速度的關係式，仍有幾何上的誤差缺點。 

一般而言，模糊邏輯控制是以模糊集合論(Fuzzy Set)作為數學基礎，它的誕

生是以 Zadeh [10] 在 1965 年提出模糊理論為起始。自從 1974 年 Mamdani [11] 首

先利用模糊數學理論進行蒸汽機和鍋爐控制方面的研究獲得成功後，模糊邏輯控

制的研究和應用一直十分活躍。在傳統工具機的應用上，[12~14]利用模糊邏輯

控制來代替一般傳統 PID 控制器，經由模擬和實驗做比較，證明擁有較快的響應

(response)和超越量(overshoot)減少之特性；在史都華平行機構的應用上， [15~17] 

也顯示模糊邏輯控制在處理非線性及不明確性(Uncertainty)的問題上，擁有較佳

的穩定性(Stability)與強健性(Robust)表現。由於在空間的軌跡追蹤上，理想中的

路徑規劃是當任意一條軌跡的曲率變化量增加，造成輪廓精度降低時，則即時對

工具機的進給速度做減速的動作，但是由於軌跡的曲率、輪廓誤差與進給速度三

者之間並無存在一精確的數學關係式[6~9]，並且很難以利用數值方法推導出精

準的數學模型，因此本論文利用模糊邏輯控制不需要精準系統模型的特性為基

礎，來建立三者之間的關係，以便改善工具機在高速進給和軌跡的曲率變化下，

輪廓誤差擴大的情形發生。 
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基因演算法應用於模糊邏輯控制之方法，由設計者角度，模糊邏輯控制之規

則庫與歸屬函數調整可視為組合最佳化的問題，而基因演算法是極有效且強健的

搜尋最佳解技術，[18~20]利用基因演算法所設計後的模糊控制器主要有二項優

點，一為設計過程不需人類經驗，完全由電腦計算，二為所設計出之 FLC 具有

強健性且容錯性的特質。因此基因演算法對於模糊邏輯控制的確能提供客觀且最

佳化之設計，除了防止人為經驗設計的疏失，也提供一個有系統化建立模糊邏輯

控制之選擇。 

在運動平台的量測儀器應用方面，一般是在各驅動桿件上加裝光學尺，藉由

所量測得到的各桿位置訊號，經由前向運動學的計算得到即時的平台姿態位置，

由於前向運動學的解並非唯一，所計算得到的結果並不代表是實際平台的姿態位

置。[21~22] 利用雷射量測系統來自動追蹤架設於上平板形心的貓眼(Cat’ eye)，

藉由貓眼表面反射雷射光來量測平台移動時的位移量，經由座標轉換得到平台的

實際姿態，以用來修正機構的絕對精準度，雖然經由雷射自動追蹤量測系統所量

測的數據非常精準，但是缺點是量測儀器的價格非常昂貴，無法符合經濟上的考

量。[23]設計一 3D laser ball bar 機構，利用三組雷射感測器來量測平台移動時所

產生的位移量與旋轉角度，由於文中的 3D laser ball bar 末端是和上平板形心處

桿件相連接，在雷射感測器方面就不需具備自動追蹤的性能要求，可大幅降低設

備成本，可以說是目前最經濟且有效的量測方法。因此本論文利用現有的量測儀

器(Ballbar)，設計來量測平台的實際姿態，以利用來比較各控制策略的誤差修正

效果。 
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1.2 論文大綱 

本篇論文架構分為五章，概述說明如下所示： 

第一章  緒論：敘述本研究之研究動機、文獻回顧及論文架構。 

第二章  運動平台機構分析：介紹本篇論文中所用於平行式機構之運動學分析，

包含前向運動學與逆向運動學，接著進行動力學分析，最後模擬各軌跡

的桿長變化與輸出扭力的行為。 

第三章  平行式機構軌跡追蹤策略：首先以計算力矩控制為基礎，結合交叉偶合

預補償方法，並考慮進給速度與曲率對軌跡精度的影響，提出利用模糊

邏輯控制建立曲率、輪廓誤差與進給速度三者之間的幾何模型，最後以

基因演算法對控制器作最佳化的調整，並以模擬進行各控制法則的優劣

比較。 

第四章  實驗與討論：利用第三章所提的控制架構進行實驗驗證，並提出架設循

圓量測儀的方法，最後對實驗的數據做討論。 

第五章  結論。 
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第二章 運動平台的機構特性 
   本章節中將討論三軸平行式機構的特性，首先介紹本論文所研究的是一個

3RPS 平行式機構(Revolute-Prismatic-Spherical)，如圖 2.1 所示，再來分別對其機

構運動學及動力學等關係加以推導分析。 

 

圖 2.1  3RPS 平行式機構實驗機台 

2.1 座標系統 

    本論文中所研究的機台為 3RPS 平行式機構，其結構是由上平板與下平板以

三根驅動軸並聯而成，上平板和驅動軸間以球接頭聯結，而下平板與驅動軸則以

只有 1 個旋轉自由度的接頭聯接，上平板的三個球接頭位置為半徑 uR 之圓內接

正三角形的頂點，同理下平板的三個接頭位置為半徑 lR 之圓內接正三角形的頂

點。其配置可由表 2.1 中得知： 
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表 2.1  上平板與底板接頭位置示意表 

Upper platform Lower Bases 

uR =105 mm lR =150 mm 

θu=120° θl=120° 

 

 

機構的上平台座標向量可表示成[26]： 

Tzq ),,( βα=  (2.1.1) 

如圖 2.2 所示，其中 z 代表卡氏座標的 Z 軸方向，而α 、β 代表分別對 x , y軸旋轉

的尤拉角(Eular angle)。各軸移動距離向量 l可表示成： 

[ ]Tllll 321=  (2.1.2) 

如圖 2.2 所示，座標 W 為世界座標.；動座標 P 則是固定在運動平板上的參考座

標，動座標 P 和座標 W 的原點假設位於運動平板和下平板的形心位置。 

Joint 2 Joint 3

Joint 1

θl

Y

Joint 2 Joint 3

Joint 1

θu 

Y 

X X
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圖 2.2  運動平台機構空間配置示意圖 

 

 

圖 2.3  座標轉換示意圖 
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如圖 2.3 所示，假設一位於運動平板上之向量 P 相對於世界座標 W 的初始位置

可表示成： 

Tw zP )00(=  (2.1.3) 

向量 P 經過運動平台的位移和旋轉後，對於座標 W 可表示成： 

PRzP P
P

wT
P

w += )00(  (2.1.4) 

旋轉矩陣 WRp 代表對動座標 P 之 x , y軸做旋轉: 

對 x軸旋轉α 得： 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−=
αα
ααα

cs
scxR

0
0

001
),(  (2.1.5) 

對 y軸旋轉 β 得： 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
=

ββ

ββ
β

cs

sc
yR

0
010

0
),(  (2.1.6) 

既然動座標 P 對 z軸不做旋轉，所以轉換矩陣為單位矩陣： 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

100
010
001

),( γzR  (2.1.7) 

將(2.1.5)(2.1.6)(2.1.7)式相乘可得旋轉矩陣 P
W R ： 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−==

αβαββ
αα
αβαββ

αβγ
ccscs
sc
csssc

xRyRzRRP
w 0),(),(),(  (2.1.8) 



 

 

9

，c 和 s 代表 cosine 和 sine 函數。. 

2.2 運動學分析 

    在本節中將探討運動平板之位置、速度、加速度與各驅動軸的位置、速度、

加速度的關係。 

2.2.1 逆向運動學 (Inverse Kinematics) 

   逆向運動學的問題定義為：已知運動平板形心的位置、速度以及加速度進而

求解各軸位置、速度與加速度。 

逆向運動學：位置分析 

如圖 2.2 所示， ib  i=1,2,3 為運動平台之球接頭位置向量。向量 ib 相對於世

界座標 W 可表示成[26]： 

i
P

P
w

P
w

i
w bRxb +=  , [ ]TP

w zx ,0,0=  (2.2.1) 

i
Pb 代表向量 ib  相對於動座標 P。 決定 i

wb  後， 驅動軸之向量 Li 可表示成： 

i
w

i
w

i
w abL −=  (2.2.2) 

驅動軸長度 li 為向量 Li 的距離可表示成： 

iii LLl ⋅=  (2.2.3) 

驅動軸的單位向量如下： 

i

i
w

i
w

l
L

n =  (2.2.4) 
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逆向運動學：速度分析 

由方程式(2.2.1)的時間微分可得球接頭 ib 的速度向量[26]： 

i
p

P
w

PP
w

bi
w bRxv ×+= ω�  ,  

其中 [ ]TP
w zx �� ,0,0= and [ ]TP 0βαω ��=  (2.2.5) 

驅動軸的速度會等於球接頭 ib 的速度向量對驅動軸單位向量 ni 的投影： 

)( i
w

i
p

P
w

Pi
w

P
w

i
w

bi
w

i nbRnxnvl ×⋅+⋅=⋅= ω��  (2.2.6) 

從 (2.2.6)式可得到 platform Jacobian matrix[26]： 

qJl P �� =  , 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

β
α
�
�
�

�
z

q  (2.2.7) 

其中 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

×

×
=

T
yx

wP
P

w

T
yx

wP
P

w

T
z

T
z

P

nbR

nbR

n

n
J

,33

,11

,3

,1

)(

)(
##  (2.2.8) 

當 det(J)=0 可能會在工作空間中產生奇異點。所以為了避免奇異點的發生，事先

的軌跡規劃是必要的。  

逆向運動學：加速度分析 

由 (2.2.5)式的時間微分可得球接頭 ib 之加速度向量[26]： 

)( i
P

P
w

PPi
P

P
w

PP
w

bi
w bRbRxv ××+×+= ωωα���  ,  

其中 [ ]TP
w zx ���� ,0,0=  (2.2.9) 
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對(2.2.6)式作時間微分可得驅動軸之加速度： 

i
w

i
w

iiii
w

bi
w

i nnlnvl ⋅××−⋅= ))(( ���� ωω  (2.2.10) 

其中 iω , iα  分別為驅動軸之角速度和角加速度： 

ibi
w

i
w

i lvn /)( ×=ω  (2.2.11) 

iiibi
w

i
w

i llvn /)2( ωα �� −×=  (2.2.12) 

最後，將逆向運動學計算步驟及方程式整理如下： 

1. 代入(2.2.3)式求得驅動軸長度 li 

2. 代入(2.2.6)式求得驅動軸速度 il�  

3. 代入(2.2.11)式求得驅動軸角速度 iω  

4. 代入(2.2.10)式求得驅動軸加速度 il��  

5. 代入(2.2.12)式求得驅動軸角加速度 iα  

2.2.2 前向運動學 (Forward Kinematics) 

   前向運動學的問題定義為：已知各軸位置、速度、加速度進而求解運動平板

形心的位置、速度以及加速度。 

前向位置運動學分析： 

在前一節之逆向位置運動學分析中得到： 

l inverse=  ( )kinematic q  (2.2.13) 

在前向運動學分析時已知各軸伸長量 l，目的為求解對應之平台姿態，因此定義

函數[26]： 

F inverse=  ( ) 0kinematics q l− =  (2.2.14) 
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則前向解問題即可視為一非線性系統方程式的求根問題，通常使用之求解方法為

Newton_Raphson method[26]。因為非線性方程式之根不唯一，所以雖然使用最佳

化 方 法 求 得 一 解 ， 但 仍 然 無 法 確 定 此 解 即 為 目 前 之 平 台 姿 態 。 另 外 ，

Newton_Raphson method 在 Jacobin矩陣出現奇異點時將會失效。但若是機構設計

得當，在其工作空間中不會有運動學上奇異點發生的話，Newton_Raphson method

仍是可行方案。 

Step.1 將量得的驅動軸長 il 與給定的初始姿態 0q 帶入(2.2.14)式。 

Step.2 由 FJ Δ−1
的關係可得到誤差值 qΔ 。 

Step.3 藉由 qqq kk Δ+=+1 計算出新的姿態，並將所得的 1+Kq 代入前式去算新的

誤差值 1+Δ Kq 。 

Step.4 重複上述步驟直到誤差值 qΔ ≤容許誤差，則 qqq kk Δ+=+1 即為所求之可

動板姿態。 

在步驟 1 的初始姿態 0q 必須猜測得到，通常是以前次計算得到的上平台姿

態作為猜測值。也因此在過程中所算得的誤差值是以其為基準，可以避免所計算

的姿態 1+Kq 超出應有的工作空間，並大幅降低計算的時間。 

前向速度運動學： 

在 2.2.1 節中得到式（2.2.7）之逆向速度運動學方程式，將之左右各乘以 1−J

即可得[26]： 

LJq �� ⋅= −1  (2.2.15) 

此即是速度之前向解。同理，當 det( 1−J )=0 時將遇到前向運動學奇異點。 
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Newton_Raphson method [26]流程圖如下所示： 

0)0( =kq 、

)( )(kqF

?)( )( δ<kqF
)( )(kqJ ∇=

)( )(1)( kk qFJq −−=Δ

)()()1( kkk qqq Δ+=+

1+= kk

 

圖 2.4  Newton_Raphson method[26] 

 

2.3 動力學分析 

在分析並聯式機構的動態模型時，因為存在多連桿封閉迴路，所以動態方程

式一般而言非常複雜。文獻中最常使用的幾種分析方法有：Newton-Euler 方法、

Lagrangian 方法以及虛功原理[24](Principle of Virtual Work)。本論文所使用的方

法是虛功原理，虛功原理的好處在於拘束力(Constrain force)一開始就可以被消

去，不需要像 Newton-Euler 法一樣去計算在每個接頭上的作用力，因此相關各

拘束力的方程式也不會出現，進而大幅降低其計算次數，所以利用虛功原理來推

導並聯式機構的動態模型是最有效率的方法。 

2.3.1 逆向動力學分析 (Inverse Dynamics) 

在此節中所謂逆向動力學問題的定義為：給定可動板的姿態q、速度q�、加

速度q�� ，求出各驅動軸所需的出力 [ ]T321 τττ 。 
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2.3.1.1 Manipulator Jacobin 矩陣與 Link Jacobin 矩陣 

為了讓計算簡化，首先在接頭 ia 上定義一動座標系( iii zyx ,, )，其與底板座標

( zyx ,, )的關係如圖 2.5 所示[24]： 

 

圖 2.5  驅動軸之尤拉角示意圖 

假設每根驅動軸和固定底板以萬向接頭相聯結，所以驅動軸相對於固定底板所做

的旋轉可以用二個 Euler angles( iφ 、 iθ )來描述。由底板座標對 z軸旋轉 iφ 得到座

標( iii zyx ′′′ ,, )，再對 iy′ 軸旋轉 iθ 得到驅動軸的動座標系( iii zyx ,, )。動座標系

( iii zyx ,, )與底板座標系 W 之間的座標轉換可由一轉動矩陣達成： 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
=

ii

iiiii

iiiii

i
w

cs
ssccs
scscc

R
θθ
θφφθφ
φφφθφ

0
 (2.3.1) 

其中 iφ 、 iθ 可由驅動桿的單位向量 i
wn 得到： 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

i

ii

ii

i
w

c
ss
sc

n
θ
θφ
θφ

 (2.3.2) 
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結合式(2.2.4)和(2.3.2)得： 

iix
w

i

iiy
w

i

iy
w

ix
w

i

iz
w

i

snc

sns

nns

nc

θφ

θφ

πθθ

θ

/

/

)0(,22

=

=

≤≤+=

=

 (2.3.3) 

 

圖 2.6  典型驅動軸之自由體圖 

如圖 2.6 所示[24]，每根驅動軸包含一圓筒 (cylinder，桿件 1)和一活塞(piston，

桿件 2)， 1e , 2e 分別代表圓筒質心相對接頭 ia 和活塞質心相對球接頭 ib 的距離，

因此圓筒和活塞的質心座標可表示成： 

i
w

ii near 11 +=  (2.3.4) 

i
w

iii nelar )( 22 −+=  (2.3.5) 

將式(2.2.5)乘以轉動矩陣 T
i

wR ，可得相對驅動軸動座標之球接頭速度： 

bi
w

w
i

bi
i vRv =  (2.3.6) 
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同理將式(2.2.9)乘以轉動矩陣 T
i

wR ，可得相對驅動軸動座標之球接頭加速度： 

bi
w

w
i

bi
i vRv �� =  (2.3.7) 

同理將式(2.2.4)乘以轉動矩陣 T
i

wR ，可得相對驅動軸動座標之球接頭單位向量： 

i
w

w
i

i
i nRn =  (2.3.8) 

將式(2.3.6) (2.3.7) (2.3.8)代入式(2.2.11)(2.2.12)得： 

)(1
bi

i
i

i

i
i

i vn
l

×=ω  (2.3.9) 

i
i

i

i
bi

i
i

i

i
i

i

l
l

vn
l

ωα
�

� 21
−×=  (2.3.10) 

圓筒和活塞的質心速度可由(2.3.4)(2.3.5)對時間微分求得： 

i
i

i
i

i
i nev ×= ω11  (2.3.11) 

i
i
ii

i
i

i
ii

i nlnelv �+×−= ω)( 22  (2.3.12) 

同理，圓筒和活塞的質心加速度可由(2.3.11)(2.3.12)對時間微分求得： 

)(111 i
i

i
i

i
i

i
i

i
i

i
i nenev ××+×= ωωω�  (2.3.13) 

i
i

i
i
ii

i
i

i
i

i
ii

i
i

i
ii

i
ii

i nlnelnelnlv ×+××−+×−+= ωωωω ����� 2)()()( 222 (2.3.14) 

從式(2.2.5)得： 

qJv bibi
w �=  (2.3.15) 

，其中q�代表運動平台之速度和角速度， biJ 定義為 3×3 矩陣： 
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⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−=

xiyi

zi

zi

bi

bb
b

b
J

,,

,

,

1
00

00
 (2.3.16) 

將式(2.3.15)代入式(2.3.6)得： 

qJv bi
i

bi
i �=  (2.3.17) 

其中： 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

≡=

zbi
i

ybi
i

xbi
i

biw
i

bi
i

J
J
J

JRJ

,

,

,

 (2.3.18) 

式(2.2.7)可改寫成： 

qJl zbi
i

i ��
,=  (2.3.19) 

將式(2.3.19)以每根驅動軸重寫三次，得到三個方程式所組成的矩陣： 

qJl P �� =  (2.3.20) 

其中 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

zb

zb

zb

P

J
J
J

J

,3
3

,2
2

,1
1

 (2.3.21) 

PJ 即為 manipulator Jacobian 矩陣[24]。 

同理，式(2.3.9)(2.3.11)(2.3.12)可改寫成： 

qJ
J

l xbi
i

ybi
i

i
i

i �
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡−
=

0

1
,

,

ω  (2.3.22) 
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qJ
J

l
ev ybi

i
xbi

i

i
i

i �
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=
0

,

,
1

1  (2.3.23) 

q
Jl
Jel
Jel

l
v

zbi
i
i

ybi
i

i

xbi
i

i

i
i

i �
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

=

,

,2

,2

2 )(
)(

1  (2.3.24) 

結合式(2.3.22) (2.3.23)(2.3.24)得到： 

qJx i
i

i
i �� 11 =  (2.3.25) 

qJx i
i

i
i �� 22 =  (2.3.26) 

其中 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−=

×

xbi
i

ybi
i

i
i

i

J
J

l
J

,

,

31

1

0
1  (2.3.27) 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−=

xbi
i

ybi
i

zbi
i
i

i
i

i

J
J
Jl

l
J

,

,

,

2
1  (2.3.28) 

式(2.3.27)(2.3.28)即為 link Jacobian 矩陣[24]。 
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2.3.1.2 虛功原理 

在使用虛功原理前，必須先將作用在上平板質心位置的外力與外力矩表示為

[24]： 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
×−−

−+
=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=

)(ˆ

ˆ

PPPPPext

PPPext

P

P
P IIn

vmgmf
n
fF

ωωα
�

 (2.3.29) 

其中 extext nf 、 為作用在質心的外力與外力矩，並且外力只求其在 Z 向分量，外力

矩只求其在 X、Y 向分量，因為只有在其自由度方向才有虛位移。同樣的，作用

在驅動軸上下桿件質心位置的力與力矩可表示為： 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

×−−
−

=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=

)(ˆ

ˆ

11

111

1

1
1

i
i
i

i
i

i
i

i
i

i
i

i
iw

i
i

i

i
i

i

II
vmgRm

n
fF

ωωω�
�

 (2.3.30) 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

×−−
−

=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=

)(ˆ

ˆ

22

222

2

2
2

i
i
i

i
i

i
i

i
i

i
i

i
iw

i
i

i

i
i

i

II
vmgRm

n
fF

ωωω�
�

 (2.3.31) 

同理，外力與外力矩只求其在自由度方向分量。根據虛功原理，運動平台的虛功

方程式可寫成： 

0)( 22

3

1
11 =+++ ∑

=
i

iT
i

i

i
i

iT
i

i
P

TT FxFxFql δδδτδ  (2.3.32) 

其中τ 為驅動件要求輸出的力。根據前面的推導結果： 

qJl Pδδ =  (2.3.33) 

qJx i
i

i
i δδ 11 =  (2.3.34) 

qJx i
i

i
i δδ 22 =  (2.3.35) 
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將式(2.3.33) (2.3.34) (2.3.35)帶入(2.3.32)式可得： 

0)( 2211

3

1
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+++ ∑

=
i

iT
i

i
i

iT
i

i

i
P

T
P

T FJFJFJq τδ  (2.3.36) 

因為虛位移不為零，所以式(2.3.36)可以改寫成： 

0)( 2211

3

1

=+++ ∑
=

i
iT
i

i
i

iT
i

i

i
P

T
P FJFJFJ τ  (2.3.37) 

經過整理後可得： 

)( y
T
yx

T
xP

T
Pz FJFJFJF ++−−= −τ  (2.3.38) 

其中 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

z

z

z

z

f
f
f

F

,23

,22

,21

ˆ
ˆ
ˆ

 (2.3.39) 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

++−+

++−+

++−+

=

3,23,13,2323,131

2,22,12,2222,121

1,21,11,2121,111

/)ˆˆˆ)(ˆ(
/)ˆˆˆ)(ˆ(
/)ˆˆˆ)(ˆ(

lnnfelfe
lnnfelfe
lnnfelfe

F

yyxx

yyxx

yyxx

x  (2.3.40) 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−−+

−−−+

−−−+

=

3,23,13,2323,131

2,22,12,2222,121

1,21,11,2121,111

/)ˆˆˆ)(ˆ(
/)ˆˆˆ)(ˆ(
/)ˆˆˆ)(ˆ(

lnnfelfe
lnnfelfe
lnnfelfe

F

xxyy

xxyy

xxyy

y  (2.3.41) 

式(2.3.38)即是此機構的逆向動力學方程式[24]，輸入要求之姿態、速度、加速度，

即可計算得各驅動軸所需出力。 
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2.4 軌跡模擬 

此節將利用式(2.1.1)至式(2.3.41)的運動學及動力學方程式，彙整出運動平台

軌跡運作時所需之計算力[24]： 

),,( qqqDynamicsF ���=  (2.4.1) 

使用 Matlab 軟體模擬上述之運動平台動態行為，並且假設重力是唯一作用

於驅動桿件上的外力，系統所需之各項實驗參數則是經由電子磅秤量得，分別條

列如下： 

動平板質量及其轉動慣量： 

Mp=1.444 kg            2

2086000
0104300
0010430

mmkgI p
P ⋅

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=   

驅動軸下桿件(link1)質量、長度及其轉動慣量： 

iM ,1 =0.985 kg (i=1,2,3)， mme 1101 = ， 2
1

8.11000
040300
004030

mmkgI i
i ⋅

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=  

驅動軸上桿件(link2)質量、長度及其轉動慣量： 

iM ,2 =0.838 kg (i=1,2,3)， mme 452 = ， 2
2

3.9400
015150
001515

mmkgI i
i ⋅

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=  

表(2.1)中上平板與下底板圓半徑： 

uR =105mm              lR =150mm                   

模擬所規劃的軌跡有三組，其中 t 為時間(seconds)： 

其中軌跡一的設計，是為了提供架設循圓量測儀時，所要行走的路徑，因此與其

他軌跡不同處在於，軌跡的規劃是在於卡氏座標中，是一條 X-Y 平面上的圓弧

曲線，但是運動平台的形心只有工作空間(z,α ,β )的位置座標，因此本文在上平 
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板的形心處架設一刀頭桿件，其長度假設為 to，實際為 5cm，利用上平板的旋轉

角度(α ,β )，使桿件末端在卡氏座標 X-Y 平面上產生一圓形曲線，以便利用循

圓量測儀檢測運動平台機構的誤差行為。桿件末端在卡氏座標的實際位置為： 

[ ] [ ]0 0 * 0 0 TA
BTa z R to= +  (2.4.2) 

整理展開可得： 

cos sin
sin

cos cos

X to
Ta Y to

Z z to

α β
α

α β

⋅ ⋅⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = − ⋅⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥+ ⋅ ⋅⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 (2.4.3) 

最後運動平台的工作空間(z,α ,β )可由式子(2.4.3)轉換得到： 

1sin ( )Y
to

α −=
−

， 1

1
sin ( )

cos(sin ( ))

X
Yto
to

β −

−
=

⋅
−

， 

1 1

1
cos(sin ( )) cos(sin ( ))

cos(sin ( ))

Y Xz Z to Yto to
to

− −

−
= − ⋅ ⋅

− ⋅
−

 (2.4.4) 

而軌跡二和軌跡三的設計，為工作空間中具有曲率變化的空間軌跡，以用來

驗證模糊邏輯控制的成效，其中架設於上平板形心處的刀頭桿件空間位置可以由

式(2.4.3)得到。 
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軌跡一： 

210 cos( )
7
210 sin( )
7

310

pi t
X

Ta Y pi t
Z

⎡ ⎤⋅ ⋅ ⋅⎢ ⎥
⎡ ⎤ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = ⋅ ⋅ ⋅⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦

⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

，時間為 0~7 秒 

 

圖 2.7  軌跡一的卡氏座標圖 圖 2.8  軌跡一的工作空間圖 

 

圖 2.9  軌跡一的桿長變化圖 圖 2.10 軌跡一的桿件輸出力圖 
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軌跡二： 

2

270
0.40.2
7

0.40.2
7

p t

t

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

= − + ⋅⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎛ ⎞− + ⋅⎢ ⎥⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

，時間為 0~7 秒 

 

圖 2.11 軌跡二的卡氏座標圖 圖 2.12 軌跡二的工作空間圖 

 

圖 2.13 軌跡二的桿長變化圖 圖 2.14 軌跡二的桿件輸出力圖 
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軌跡三： 

260 3

cos( )
180

sin( )
180

t
pip t t

pi t t

⎡ ⎤
⎢ ⎥+ ⋅
⎢ ⎥
⎢ ⎥= ⋅ ⋅
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⋅ ⋅
⎢ ⎥⎣ ⎦

，時間為 0~7 秒 

圖 2.15 軌跡三的卡氏座標圖 圖 2.16 軌跡三的工作空間圖 

 

圖 2.17 軌跡三的桿長變化圖 

 

圖 2.18 軌跡三的桿件輸出力圖 
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如圖 2.9、2.13、2.17 所示，代表規劃軌跡可經由逆向運動學解耦為各軸位

置訊號；根據式(2.4.1)則可計算出各驅動軸所需出力變化，如圖 2.10、2.14、2.18

所示。經由各圖的觀察可以發現驅動軸之長度變化與所需出力成反向關係；假設

驅動軸只有伸長的情形下時，則驅動軸的出力會漸漸減少，此現象可解釋為當運

動平板上升遠離底板時，驅動桿件的方向逐漸垂直，因此減少所需出力。 

經由上述軌跡動態模擬的結果將有助於了解系統的動態行為，並且得到正確

的軸向出力以便控制驅動軸。 
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第三章 平行式機構軌跡追蹤策略 
在此章節中，將利用第二章所建立的系統動態模型，計算出各驅動軸所需扭

力，以建立系統的計算力矩控制架構。在輪廓誤差的修正方面，以計算力矩控制

為基礎結合交叉偶合預補償方法，並考慮機台進給速度與軌跡曲率對精度的影

響，提出利用模糊邏輯控制建立曲率、輪廓誤差與進給速度三者之間的幾何模

型，最後以基因演算法對控制器作最佳化的調整，並以模擬進行各控制法則的比

較。 

3.1 計算力矩控制 

在進行系統的計算力矩控制前，必須先建立驅動器(actuator)的模型，此模型

的輸入為電壓訊號，而輸出為驅動桿件所需的出力。整體的運動方式是由馬達的

旋轉軸帶動皮帶，然後再經由皮帶帶動滾珠螺桿使得桿件做伸長或縮短的直線動

作，進而使上平板形心點達到工作空間的軌跡座標，如圖 3.1 所示，為驅動器的

模型，其內容包括馬達模型與滾珠螺桿模型。 

 
圖 3.1  馬達與滾珠螺桿示意圖[27] 

根據[27]的推導可以得到下列主要關係式： 

1
b RT K P

η
=  (3.1.1) 

式(3.1.1)為驅動軸的軸向力 P 與螺桿扭矩 bT 的關係式，其中滾珠螺桿的導程角與
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螺桿效率 0.9η = ， RK 為馬達旋轉產生直線運動的轉換係數( / 2L π  L：螺桿導

程)，此處 RK 為 0.637。 

在馬達只有螺桿迴轉的情形下，所需的馬達扭矩 aT 為： 

2

2

( )
a

d tT J
dt
θ

=  (3.1.2) 

其中 J 為馬達軸與螺桿之慣性矩(此處 J 為 4 20.025 10 kg m−× ⋅ )，θ 為馬達軸回轉

角，故馬達的輸出扭矩即為：  

a bT T T= +  (3.1.3) 

而輸入電壓與上桿件位移的關係式如下[27]： 

4 3

( ) 1
1( ) [ ] [ ] [ ]R R

n R n R n R R R a

X s Kt
MK CKMJ MKtKm KtKm C J KtKmEa s Ra s CJ s s

K K K K Ra K K Ra K K Rη η

=
+ + + + + +

 (3.1.4) 

式(3.1.4)即為本論文在進行計算力矩控制模擬時所使用的驅動器(actuator)模型，

其中 

Ra：電樞電阻，Km：旋轉反電勢常數，Kt：扭矩常數，C：回轉軸衰減係數，

nK ：導螺桿與上桿件之進給剛性， ( )x t ：上桿件位移。 

 

    計算力矩控制的定義為：給定可動板的姿態 q、速度q�、加速度q�� ，求出各

驅動軸所需的出力 [ ]T321 τττ ，經由控制器修正所需的扭力，以達到控制的目

的，並利用第二章所推導出來的動態模型，其控制流程[25]如圖 3.2 所示： 
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圖 3.2  計算力矩控制示意圖 

控制律可表示成： 

),()( qqhuqM d ��� ++=τ      (3.1.5) 

其中輸入訊號： 

eKpeKvtu ⋅+⋅= �)(      (3.1.6) 

在圖 3.2 運動平台機構的動態方程式可寫成： 

τ=++ )(),()( qGqqVqqM ���      (3.1.7) 

其中 )(qM 為慣性矩陣（inertia matrix）、 ),(
•

qqV 為離心力及科氏力項及G(q)為重力

項。在式(3.1.5)中： 

)(),(),( qGqqVqqh +≡ ��      (3.1.8) 

如此一來可以準確的得到在某個姿態所需要的控制量，使得整個系統的誤差動態

可表示成： 

0=⋅+⋅+ eKpeKve ���      (3.1.9) 

其中 

qqe d −= ， qqe d ��� −=   (3.1.10) 
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3.2 交叉偶合預補償控制 

交叉偶合預補償控制[5]目的在於增加軌跡行走時的精度，而在本文中用來

判斷工作精度優劣的準則為輪廓誤差，其中輪廓誤差的定義是利用空間軌跡的幾

何關係所推導出，然後由控制器同時對工作空間座標(z,α , β )中的位置及速度訊

號作誤差修正，以改善軌跡的輪廓精度。 

3.2.1 輪廓誤差模型 

輪廓誤差的定義為實際輪廓與期望輪廓的最短距離，在工作空間中的的幾何關係

示意圖如下： 

 

圖 3.3  工作空間輪廓誤差示意圖[5] 

圖 3.3 中， dP 為曲線上的期望位置， aP 為目前的實際位置， *P 為曲線中最

接近實際位置之點。追蹤誤差(tracking error)定義為 ad PPE −= ，而輪廓誤差定義

為 aPPEr −= * 。 dV 、 aV 則分別為在 dP 、 aP 的速度向量，因此平均速度V 可表

示為[5]： 

  d a

d a

P PV
V V

+
=

+
   (3.2.1) 
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根據圖 3.3 的幾何關係可以得到[5]： 

   ( ) ( )rE E V V E E V V≅ − × × ≅ − i   (3.2.2) 

式(3.2.2)即為輪廓誤差的近似計算式。 

3.2.2 交叉偶合預補償控制結合計算力矩控制 

在控制策略上，雖然計算力矩控制在機台的整體追蹤能力上，擁有良好的成

效，但是對於工具機的切削加工精度需求卻無法應付，原因在於計算力矩控制是

對各驅動軸作桿長的控制修正，所以對於誤差的修正是在軸空間座標 1 2 3( , , )L L L

進行，但是對於工具機的加工過程而言，決定精度的優劣卻是在工作空間(z,α , β )

中，因此本章節以計算力矩控制為基礎結合預補償與交叉偶合兩種方法，目的在

於利用工作空間上的輪廓誤差修正，來提升軌跡的輪廓精度。控制流程如圖 3.4

所示： 

 

圖 3.4  交叉偶合預補償控制結合計算力矩控制示意圖[34] 

在圖 3.4 中 ， cpK 為交叉偶合控制的增益值， cvK 則為速度預補償控制的增益值。 
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3.3 模糊邏輯控制與基因演算法 

本節將介紹模糊邏輯控制與基因演算法的原理及基本架構，並考量軌跡的進

給速度和曲率變化對於精度的影響，提出利用模糊邏輯控制建立曲率、輪廓誤差

與進給速度三者之間的幾何模型，最後以基因演算法對控制器作最佳化的調整。 

3.3.1 模糊邏輯控制 

模糊邏輯控制是以模糊集合論(Fuzzy Set)作為數學基礎，它的誕生是以

Zadeh [10]在 1965 年提出模糊理論為起始，其特色在於適用於如數學模型建立不

完全、某些複雜可變的受控系統，並且和傳統控制器不同的地方在於模糊邏輯控

制的設計是依賴於操作者的經驗。在一般傳統控制器中，參數或控制輸出的調整

是根據動態模型形的狀態分析來進行的，而模糊邏輯控制的參數或控制輸出的調

整是從函數的邏輯模型產生的規則(Rules)來進行的，因此一般改善模糊邏輯控制

性 能 的 最 有 效 方 法 就 是 調 整 其 規 則 庫 (Rule base) 或 歸 屬 函 數 (Membership 

function)，但是規則庫或歸屬函數的設計通常是將人的操作經驗轉化為模糊語言

形式獲得，過程不但耗時，也缺乏有系統地建構控制器，因此本論文將利用基因

演算法建立模糊邏輯控制的系統參數。 

模糊控制器的基本架構如圖 3.5 所示，主要程序包含模糊化(Fuzzification)、

資料庫(Data Base)、規則庫(Rule Base)、推論機構(Inference Engine)及解模糊化

(Defuzzification)五個部份[28][29]，以下就這五部分加以簡單說明。 
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圖 3.5  模糊邏輯控制系統基本架構 

 

 (一) 模糊化(Fuzzification) 

模糊化的功能是將外界輸入之確定值(Crisp value)資料轉換成適當語意之模

糊資料(也可稱為是模糊集合中之歸屬函數值)，其主要功能有： 

(1) 接收受控系統輸出之量測值。 

(2) 進行尺度映射(Mapping)，代表將輸入變數值轉換成至相對應之論域(universe 

of discourse)。 

(3) 將輸入資料轉換成適合語意值。 

 (二) 資料庫(Data Base) 

資料庫的功能在於提供模糊化與解模糊化時所需之歸屬函數，一般常用歸屬

函數類型如圖 3.6 所示： 
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圖 3.6  常用之模糊歸屬函數圖形 

如圖 3.6 所示，以本文所使用的三角形歸屬函數(trimf)做說明，其方程式可表示

成： 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
−−
−+

=
0

/)(1
/)(1

)( bc
ac

ε
ε

εμ       
[ ]
[ ]

otherwise
bcc
cac

+∈
−∈
,

,
ε
ε

 (3.3.1) 

 (三) 規則庫(Rule Base) 

規則庫代表整個系統的思考法則，其中所儲存的規則，是以 thenif − 的形式

表示代表包含人類判斷之模糊控制演算法則。一般規則庫的產生方法有： 

(1) 以專家經驗或知識為基礎產生。 

(2) 由觀察操作員的控制行為得到。 

(3) 根據受控體對控制輸入與系統輸出的關系歸納受控行為，並以試誤法設計。 

(4) 將控制系統以學習演算法修正，是目前最有效率及系統式的方法。 
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 (四) 推論機構(Inference Engine) 

當控制器的輸入已模糊化後，接著依其所觸發之控制規則，進行適合度的運

算。 

 

圖 3.7  模糊推論法示意圖 

圖 3.7 中，假設控制輸入值為 1ε , 2ε ，其所觸發之規則有兩條： 

Rule 1：If 1ε  is 1A  AND 2ε  is 1B  Then U is 1C  

Rule 2：If 1ε  is 2A  AND 2ε  is 2B  Then U is 2C  

其中適合度(True value) 21 ,WW 可表示成： 

))(),(min(
))(),(min(

22122

21111

εμεμ
εμεμ

BA

BA

W
W

=
=

 (3.3.2) 

 (五) 解模糊化(Defuzzification) 

如果輸出語意變數是用模糊集合定義的，則為曼尼型推論(Mamdani)，此推

論在解模糊化的過程中必須要解面積的重心，但是如果圖形太複雜，計算時間就

會增加，由於實驗中控制器必須對下一點的軌跡做誤差補償，如果運算時間太

長，就會無法達到即時控制的效果，因此本文採用另一種蘇敢諾型推論(Sugeno 

style)[33]，其推論的輸出是以公式所組成： 
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1 2Z P Q Rε ε= ⋅ + ⋅ +  (3.3.3) 

其 1ε , 2ε 為控制輸入值，P,Q,R 為預先設計好的常數值，故解模糊化的輸出 Z 只需

套用式(3.3.3)計算得到，不需花費太多計算時間。此處 P,Q=0，只剩 R 值，在歸

屬函數圖形代表為單竿(Singleton or spike)，最後的輸出值可由結合式(3.3.2)及

(3.3.3)得到： 

Final output = 1

1

N

i i
i
N

i
i

W Z

W
=

=

∑

∑
 (3.3.4) 

3.3.2 基因演算法 

基因演算法的基本理論是由 Holland[30]首先提出，是基於演化過程的一種

最佳化搜尋機構。 

傳統基因演算法的流程如圖 3.8 所示，其步驟：首先針對問題的要求，將所

要搜尋的參數編碼成字串(物種)，以方便接下來做複製、交配與突變的運算工

作，如此隨機產生重複 N 個初始物種，接著根據問題求解的條件給予適當的適

應函數，將適應值高的物種複製至交配池(mating pool)，適應值低的則淘汰，經

由交配過程所產生新的物種，透過突變過程來避免落入局部最佳解，和此重複下

去即可得到適應值最高的物種及最佳解。接下來將對基因演算法之流程步驟

[31][32]做說明： 
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圖 3.8  基因演算法之架構流程 

（一）定義染色體字串 

基因演算法將每種搜尋參數的可能解以字串的形式表示，此字串稱為染色

體，不同的染色體代表不同的參數解集合，染色體內部的個別字元稱為基因，染

色體內的基因即是基因演算法所需最佳化的參數。為了有效的搜尋參數，首先必

須先確認每個參數的搜尋範圍，並將每個參數以固定長度字串予以編碼

(encoding)，本文所使用的編碼方式[31]為二進位碼(binary code)，轉換公式為： 

 2 ( ) /(2 1)Lx B D UB LB LB= ⋅ − − +      (3.3.5) 

其中，B2D 為二進位換成十進位數，UB 為基因最大數，LB 為基因最小數，L

為 bit length，x 為基因實數值。 

（二）選擇族群大小(Population) 

    族群大小即是有多少組染色體，或是有多少組解。族群大小會直接影響基因

演算法的搜尋效率，族群太大會使收斂太慢而導致搜尋時間過長，而族群太小則

收斂較快，但會導致較差的解，而本文所選擇的族群大小為 30。 
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（三）定義適應函數(Fitness function) 

適應函數為基因演算法在最佳化過程中最重要的關鍵，因為所訂出的適應函

數代表基因演算法的性能指標(performance index)。若能使適應函數達到最大，

則系統誤差的行為便可達到最佳化，本文目的為增加軌跡追蹤的精度要求，因此

以輪廓精度做為性能指標，定義適應函數如下：  

適應函數值= 1
IAE

 (3.3.6) 

其中 

1

1 ( )
N

i

IAE i
N

ε
=

= ∑  ，其中 ( )iε 為輪廓誤差值 (3.3.7) 

（四）複製(Reproduction) 

複製是依據每一種物種的適應程度來決定在下一代中應被淘汰或複製的個

數多寡的一種運算過程，本文採用輪盤挑選法(Roulette Wheel)[31]進行再生演算，

假設有一族群，其大小為 n個個體，且每一個體所對應的適應函數值分別為

( 1,2,....., )if i n= ，則在此族群中，每一個體被拷貝到下一代的機率為： 

1

i
i n

i
j

fp
f

=

=

∑
 (3.3.8) 

其中 ip 為第 i個染色體被選取的機率， if 是第 i個染色體的適應值。 

（五）交配(Crossover) 

交配是隨機選取族群內的個體，根據交配機率選擇兩個個體配成一對，藉由

兩個個體間相互交換字串的部份位元，以組成新的個體的一種運算過程。本文所

使用的方法為單點交配[31](此處交配率為 0.7)，單點交配就是在所選出的兩字串

中，隨機選取一交配點，並交換兩字串中此交配點後的所有字元，例如： 
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1001|11 

0111|00 

在兩字串中插入交配點，交配後得到新子代為： 

1001|00 

0111|11 

（六）突變(Mutation) 

雖然根據上述的各種運算，的確能指引基因演算法朝向最佳解的目標前進，

但是若沒有其他的機制，基因演算法則會陷入區域最佳解中。因此，加上突變後，

便可以確保在基因演算法演化的過程中，空間中的所有可能解都有被搜尋到的機

會，以便能獲得整體最佳解。依突變率，選擇出欲進行突變運算的染色體進行突

變，對於本文所使用的二進位字串而言就是將字串的 0 變成 1，1 變成 0，而本

文所設定的突變率為 0.06。 

（七）終止測試(Termination Test) 

進行式(3.3.6)、(3.3.7)適應函數計算，判斷是否到達預設的終止條件，否則

繼續複製、交配及突變流程。 
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3.3.3 模糊邏輯控制結合基因演算法應用於軌跡追蹤 

本節考量軌跡的進給速度和曲率變化對於精度的影響，提出利用模糊邏輯控

制建立曲率、輪廓誤差與進給速度三者之間的幾何模型，最後結合基因演算法對

控制器作最佳化的調整。 

如圖 3.9 所示，代表工具機在空間中的一條任意行走軌跡， dP 為曲線上的期

望位置， aP 為目前的實際位置， *P 為曲線中最接近實際位置之點。輪廓誤差的

定義為實際輪廓與期望輪廓的最短距離 aPPEr −= * 。在行進高曲率的加工路徑

上，由於進給速度過於快速，導致實際軌跡徧離期望軌跡的位置，產生位置及輪

廓誤差無法及時收斂，即使結合了預補償速度 rVK EKV ⋅=
K

的效果，仍無法有效

降低輪廓誤差，推究其主要原因，為軌跡曲率高再加上進給速度過快，導致交叉

偶合預補償控制無法達成預期的成效。 

 

 

圖 3.9  曲線在高曲率下，進給速度對於軌跡的追蹤情形 
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針對參數化曲線和弦高誤差(chord error) [6]提出適應性進給速度插補方法，

文中利用圓弧近似法決定出曲率、弦高誤差與曲線速度的關係式，在使用圓弧近

似法擬合任意曲線的同時，雖然能得知曲率、弦高誤差與曲線速度之數學關係

式，但是也會產生曲線的擬合誤差，因此本論文藉由模糊邏輯控制無需得知完整

數學模型的特性以及可反映人類思考模式的優點，提出使用模糊邏輯控制來建立

曲率、輪廓誤差與曲線速度三者之間關係式方法。 

假設上平板形心行進在曲率變化的路徑上，藉由系統量測迴授資訊得知輪廓

誤差大於容許範圍時，則在實際位置的切線速度進行減速的動作： 

K
t

t
t VK
V
VVV

K
K
KKK

+⋅−=  (3.3.9) 

其中預補償速度 rVK EKV ⋅=
K

， tV
K

為切線速度， K 為隨著曲率、輪廓誤差而改變

的變數，為模糊控制器的輸出值。本文將 K 值的範圍設計介於 0 和 1 之間，因

此對於進給速度具有減速的機制，並且在小曲率、高精度的軌跡中可恢復成原本

的進給速度行走。 

假設一隨時間變動的參數曲線 ktZjtYitXtF )()()()( ++= ，則任意一點的曲率κ

可由下列式子計算得到： 

3F

FF
′

′′×′
=κ  (3.3.10) 

經由式子(3.3.10)及(3.2.2)可以即時得到軌跡上任意一點的瞬時曲率及輪廓誤差

資訊，以做為模糊邏輯控制的兩項輸入值，並經由下列圖 3.10,3.11,3.12，訂定出

曲率、輪廓誤差與減速變數 K 之間的幾何關係以及模糊規則，再經由模糊推論

求得在不同曲率、輪廓誤差下所需要的減速變數 K。 
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如圖 3.10 所示，軌跡為曲率”大”，且輪廓誤差”大”的情形下，為了同時降低輪廓

誤差以及曲率的影響，給定 K 值為”大”，並由式(3.3.9)得到由預補償速度及模糊

減速機制改良後的修正速度V
K

。 

 

圖 3.10 在軌跡曲率”大”，且輪廓誤差”大”的情形下 

如圖 3.11 所示，軌跡為曲率”大”，且輪廓誤差”小”的情形下，由於大曲率的關係，

為了避免行進軌跡在下一點產生誤差的擴大，給定 K 值為”小”，對於切線速度進

行小幅度的減速動作。 

 
圖 3.11 在軌跡曲率”大”，且輪廓誤差”小”的情形下 

如圖 3.12 所示，軌跡為曲率”小”，且輪廓誤差”小”的情形下，可發現預補償速度

控制已經足夠應付，所以給定 K 值為”零”，此時進給速度照著原本預定的速度行

走。 
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圖 3.12 在軌跡曲率”小”，且輪廓誤差”小”的情形下 

依照上述的軌跡幾何關係，可以訂定出模糊控制的規則庫(Rule base)，如表 3.1

所示： 

表 3.1  模糊控制器之規則庫定義表 

Curvature     rE  PL PS ZE NS NL 

Large  Large  Small Small Small Large  

Medium Large  Small Zero Small Large  

Small Small Zero Zero Zero Small 

其中 PL 為”正大”，PS 為”正小”，ZE 為”零”，NS 為”負小”，NL 為”負大”。 

圖 3.13 為系統的完整架構，由於輸入值的歸屬函數調整關係到控制器的輸

出表現，所以必須謹慎選擇，而通常為了達到工作需求有二種建立歸屬函數的方

法，第一種是藉由操作員長時間觀察系統運作行為來加以調整，第二種則是採用

發展架構完整的最佳化方法，基於前者需累積大量經驗、時間才能達到目標，因

此本文採用執行方便、有效率的基因演算法來加以規劃設計，以降低輪廓誤差( rE )

為性能指標，調整搜尋參數 1 10~K K  ，參數的定義如圖 3.14 所示：
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圖 3.13  Fuzzy logic control and Genetic Algorithm enhanced CCPM  
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圖 3.14  Genetic Algorithm adjusted Membership function  

 

如圖 3.14 所示，模糊邏輯控制的輸入值為曲率(curvature)與輪廓誤差( rE )，

輸出值為減速參數 K，由於本文中解模糊化的推論型式為 Sugeno style，因此輸

出值的歸屬函數設計為單竿(Singleton or spike)圖形，此推論方法的優點在於解模

糊化的過程中不需要計算面積的重心，可大幅減少控制器運算所花費的時間，因

此可以符合實驗中實行即時控制的要求。 

此外，模糊邏輯控制的輸入值之各等級(例如：small,medium,large)歸屬函數

參數( iK )間，具有一定程度之相對大小關係，故有必要加以定義，綜合得知有下

列之限制，以圖 3.15 加以舉例說明： 

(1) 以同一等級的歸屬函數而言，以三角形歸屬函數做說明，假設等級為”small”

之歸屬函數左邊底角、頂點以及右邊底角之參數值分別為 1
smallK 、 2

smallK 和

3
smallK ， 則應符合： 1 2 3

small small smallK K K< < 。 
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(2) 以 不 同 等 級 的 歸 屬 函 數 (small 、 medium) 舉 例 說 明 ， 則 應 符 合 ：

1 1 3
small medium smallK K K< < 、 2 2

small mediumK K< 以及 3 3
small mediumK K< 。 

最後輸入值的歸屬函數之各參數( 1 10~K K )範圍限制可定義如表 3.2 所示，以

做為基因演算法搜尋時的邊界限制。 

 

 
圖 3.15 歸屬函數之參數定義示意圖  

 

 

表 3.2  基因演算法參數邊界定義表 

10 0.5K< <  5 61 0K K− < < <  

20.5 1K< <  91 0K− < <  

30 0.5K< <  7 80 1K K< < <  

40.5 1K< <  100 1K< <  
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3.4 模擬與討論 

本章節將利用第二章所模擬的三種軌跡，來比較與分析控制法則於輪廓誤差

的效果，在誤差的比較方法上，是用 IAE (Integral Absolute-Error)值為判斷，其

定義為[5]： 

1

1 ( )
N

i
IAE i

N
ε

=

= ∑ ，其中 ( )iε 為誤差值。 

此外，在各軌跡於不同控制策略下的增益值參數選擇方面，本文是以 simulink

軟體模擬整體控制流程，並使用基因演算法來搜尋決定增益值參數，其中基因演

算法的交配率為 0.7，突變率為 0.06，族群大小為 30，並產生 40 個世代，適應

函數定義在式(3.3.6)、(3.3.7)，經由圖 3.8 的基因演算法流程反覆尋優，得到表

3.3、3.4、3.6 的最佳化增益值參數表。 

表 3.5、3.7 為模糊邏輯控制的參數表，其中各參數的定義可參考圖 3.14，基

因演算法的交配率、突變率等設計與上一段相同，最後根據表 3.2 的參數邊界限

制，以基因演算法搜尋得到最佳化的歸屬函數參數以表 3.5、3.7 條列出。圖 3.18、

3.19、3.23、3.24 是根據表 3.5、3.7 最佳化參數表所繪製而成的歸屬函數示意圖。 

本節中也將利用軌跡一與軌跡三之模擬結果與文獻[34]進行比較，本文所建

立之控制架構(computed-torque control、CCPM)與文獻[34]的模擬架構相同，差別

在於系統之控制參數選擇，文獻[34]是採用試誤法決定，而本文則是利用基因演

算法根據輪廓誤差為準則對整體控制流程進行尋優加以找出最佳化的參數，對於

控制系統之參數選擇判斷可藉此模擬比較出兩種方法的優缺點。 

 

 (1)、軌跡一模擬 

表 3.3  軌跡一控制增益值參數表 

PD for Position Error P for Contour Error P for Precompensation
 

P gain D gain P gain P gain 

Computed-torque 

control 
260 57 0 0 

CCPM 260 57 0.0247 13.57 
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Structure 1：計算力矩控制(圖 3.2)： 

 

圖 3.16 軌跡一工作空間追蹤誤差與輪廓誤差示意圖 

 

Structure 2：計算力矩控制結合交叉偶合預補償控制 (圖 3.4)： 

 

圖 3.17 軌跡一工作空間追蹤誤差與輪廓誤差示意圖 
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(2)、軌跡二模擬 

表 3.4  軌跡二控制增益值參數表 

PD for Position Error P for Contour Error P for Precompensation
 

P gain D gain P gain P gain 

Computed-torque 

control 
190 76 0 0 

CCPM 190 76 0.1 29 

表 3.5  軌跡二之模糊邏輯控制參數表 

1K  2K  3K  4K  5K  

0.04148 0.549 0.1448 0.7658 -0.8305 

6K  7K  8K  9K  10K  

-0.01517 0.04174 0.5826 -0.6186 0.4154 

 

 
圖 3.18 軌跡二模糊控制之曲率歸屬函數示意圖 

 
圖 3.19 軌跡二模糊控制之輪廓誤差歸屬函數示意圖 
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Structure 1：計算力矩控制(圖 3.2)： 

 

圖 3.20 軌跡二工作空間追蹤誤差與輪廓誤差示意圖 

 

Structure 2：計算力矩控制結合交叉偶合預補償控制 (圖 3.4)： 

 

圖 3.21 軌跡二工作空間追蹤誤差與輪廓誤差示意圖 
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Structure 3：模糊邏輯控制 (圖 3.13)： 

 

 

圖 3.22 軌跡二工作空間追蹤誤差與輪廓誤差示意圖 

 

(3)、軌跡三模擬 

表 3.6  軌跡三控制增益值參數表 

PD for Position Error P for Contour Error P for Precompensation 
 

P gain D gain P gain P gain 

computed-torque 

control 
290 49.34 0 0 

CCPM 290 49.34 .0138 24.115 

 

表 3.7  軌跡三之模糊邏輯控制參數表 

1K  2K  3K  4K  5K  

0.2274 0.934 0.0056 0.9632 -0.9416 

6K  7K  8K  9K  10K  

-0.1061 0.01452 0.3798 -0.1213 0.1278 
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圖 3.23 軌跡三模糊控制之曲率歸屬函數示意圖 

 

 
圖 3.24 軌跡三模糊控制之輪廓誤差歸屬函數示意圖 

 

Structure 1：計算力矩控制(圖 3.2)： 

 
圖 3.25 軌跡三工作空間追蹤誤差與輪廓誤差示意圖 
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Structure 2：計算力矩控制結合交叉偶合預補償控制 (圖 3.4)： 

 

圖 3.26 軌跡三工作空間追蹤誤差與輪廓誤差示意圖 

 

 

Structure 3：模糊邏輯控制 (圖 3.13)： 

 

圖 3.27 軌跡三工作空間追蹤誤差與輪廓誤差示意圖 
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表 3.8  模擬各軌跡控制方法 IAE 比較表 

Position error in 

work space 

Contour error in work 

space 
Trajectory 

number 
Control strategy 

z α 、 β  z α 、 β  

CTC+CCS[34] 0.5317 0.0865 0.0102 0.0152 

CTC+CCPM[34] 0.5137 0.0934 0.0184 0.0054 

CTC 0.35497 0.0693 8.1258e-6 0.0017 
1 

CTC+CCPM 0.35502 0.0710 8.2035e-6 0.00069 

CTC 0.3326 0.0184 3.6032e-5 5.1461e-4 

CTC+CCPM 0.28753 0.0156 3.0047e-5 2.8589e-5 2 

CTC+CCPM+FLC 0.2468 0.0134 3.0031e-5 2.1868e-5 

CTC+CCS[34] 0.4843 0.0217 6.6913e-4 0.0024 

CTC+CCPM[34] 0.4825 0.0277 6.6263e-4 0.0014 

CTC 0.38473 0.0229 2.2189e-5 0.0017 

CTC+CCPM 0.38215 0.0195 2.2082e-5 0.0004 

3 

CTC+CCPM+FLC 0.35781 0.0191 2.0297e-5 2.8689e-4 

表 3.8 中，文獻[34]是以扭力控制為模擬的控制架構基礎，分別結合 CCS 和

CCPM 進行模擬比較，且文獻[34]之軌跡一與軌跡三的路徑規劃與本文相同。其

中 CCS 為交叉偶合控制，CCPM 代表交叉偶合預補償控制，CTC 代表計算力矩

控制，FLC 代表模糊邏輯控制。 

在軌跡一的模擬中，由圖 3.16、3.17 得知，在加入 CCPM 控制之後，模擬

結果顯示α 、 β 角的輪廓誤差有大幅的收斂改善，從原本的 32 10−± × 收斂至

31 10−± × 的輪廓誤差區間，因此 CCPM 即使在計算力矩控制的環境下，也可提升

空間軌跡的輪廓精度。 
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在軌跡二的模擬中，由圖 2.12 得知軌跡二為一條中間曲率大、頭尾曲率小

的曲線，圖 3.20 可以觀察發現，輪廓誤差在 3.5 秒後有發散的現象，這可說明計

算力矩控制無法追蹤曲率大幅變化的區段，造成輪廓誤差發散無法收斂，圖 3.21

為加入 CCPM 後的誤差示意圖，經由 CCPM 的補償量可使輪廓誤差收斂至固定

範圍內，不會有誤差持續發散的現象，但是β 角的輪廓誤差在中間區段仍有震盪

產生，因此 CCPM 在軌跡具有曲率變化的情形下仍有缺陷，而圖 3.22 為模糊邏

輯控制下的誤差示意圖，由圖中可看出上述的問題沒有出現，β 角的輪廓誤差非

常穩定的保持在 55 10−± × 之內，主要原因在於路徑曲率突然增加時，模糊邏輯控

制即時對進給速度進行減速動作，因此避免輪廓誤差產生瞬間的震盪。 

在軌跡三的模擬中，由圖 3.25 得知 5~7 秒的區間，位置誤差以及輪廓誤差

皆有急速增加的現象發生，造成此現象的主要原因可以很清楚從圖 2.16 得知在

該軌跡末端為大曲率的路徑，使得控制系統在該區段的軌跡變化中追蹤不及而無

法做出適當的反應，因而造成極大的路徑輪廓誤差產生，然而在圖 3.27 的輪廓

誤差末端區域卻沒有這樣的情形，其主要原因在於上述的末端路徑曲率增加時，

模糊邏輯控制以此資訊即時對該區段的進給速度進行減速動作，因此使得輪廓誤

差能收斂至與前段的小曲率軌跡一樣。 

經由軌跡二以及軌跡三的模擬結果可以證實，本文利用模糊邏輯控制所建立

曲率、輪廓誤差與進給速度之間的幾何模型，在軌跡為大曲率變化時，確實可經

由減速動作達到提升空間軌跡輪廓精度的效果。 

此外，本文以表 3.8 的模擬結果與文獻[34]比較，可以發現在相同的扭力控

制架構下經由各軌跡之 IAE 相比，本文利用基因演算法尋優後的數據明顯小於

文獻[34]的結果，以[34]所使用的試誤法來看，其原理是隨機給與參數值來反覆

測試出最好的模擬結果，此過程中不僅需要消耗大量人工時間來調整參數變動

量，也會因起始參數選取不佳而落入局部解，因此本文嘗試使用基因演算法來決

定控制系統之參數，模擬結果顯示由基因演算法所決定之參數確實能得到最佳之

軌跡精度，為了防止試誤法中人為經驗設計的疏失，基因演算法的確提供一個有

系統化建立系統參數之選擇。 
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第四章 實驗與討論 
 

本研究的實驗目的有三點： 

1. 在以相同的實驗機台(3PRS 平行式機構)下，藉由平面路徑(軌跡一)和立體路

徑(軌跡三)的實驗中，來比較本論文所建立的計算力矩控制架構和文獻[34]

中的傳統位置控制架構有何差異性(章節 4.4)。 

2. 對於三種軌跡追蹤控制方法(分別為計算力矩控制 CTC、交叉偶合預補償控制

CCPM 以及模糊邏輯控制 FLC)，藉由追蹤三種不同的軌跡路徑(第 2.4 節)，

以實驗數據比較 FLC、CTC 和 CCPM 在輪廓精度方面之功效(章節 4.5、4.6)。 

3. 證實循圓量測儀的架設方法，可以量測實際運動平台的上平板姿態，並且經

由實驗數據加以比較控制方法於軌跡輪廓精度的追蹤情形(章節 4.5、4.6)。 

4.1 實驗架構 

圖 4.1 為本論文之整體實驗架構圖，控制機台為 3RPS 平行式機構，運作方

式先利用電腦計算出扭力命令，並換算成類比電壓訊號後，經由 D/A 卡輸出至

各驅動軸的驅動器(Driver)，驅動馬達旋轉，再經由導螺桿使桿件做直線運動，

藉由加裝在桿件上的光學尺量測現在桿件的實際長度，再回授給編碼器讀取卡做

接收處理，其中控制 sampling time 為 0.01 秒，而循圓量測儀的架設為量測目前

上平板的卡氏座標姿態。 

系統實驗架構簡介說明如下： 

1. 個人電腦：撰寫控制法則並計算控制扭力輸出至 D/A 卡。 

2. D/A 卡：將數位控制數值轉換為類比電壓輸出。 

3. 驅動器：根據不同電壓值驅動馬達運轉。 

4. 3RPS 平行式機構：由三組 AC 伺服馬達所驅動的三軸運動平台。 

5. 編碼器讀取卡：偵測光學尺所回授的 pulse 訊號。 

6. 循圓量測儀：量測上平板刀頭末端在 X-Y 平面上的誤差情形。 

本論文實驗之各個設備規格如下： 

1. 個人電腦：Pentium4-2.8GHZ，RAM1.5GB，控制軟體為 Borland C++Builder 6。  

2. D/A 卡：ADLINK 公司的 PCI-6208，8 channels voltage output for PCI interface，

voltage output range：-10V to10V。  
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3. 驅動器：Panasonic 公司的 MINAS-A 系列 AC 伺服馬達驅動器，額定扭矩為

0.16Nm，最大回轉速度為 3000r/min。 

4. 編碼器讀取卡：ADLINK 公司的 PCI-8134，4 channels pulser signal input for 

Encoder index signal，pulse rate setting steps：0 to 2.4Mpps。 

5. 光學尺：為 RENISHAW 公司所代理的線性光學尺，型號為 RGH41X，解析

度達1 mμ 。 

6. 桿件滾珠螺桿：精度為 C5 等級，行程為5cm，導程誤差為18 mμ 。 

7. 循圓量測儀：為 RENISHAW 公司所代理的線性量測儀器，解析度為 0.1 mμ ，

行程為-1.25mm到 1.75mm，採樣率為 250 int/ secpo ond。 

 

 
圖 4.1  實驗硬體流程圖 

 

在做計算力矩控制之前，必須先經由第二章的逆向動力學計算出各軸所需扭

力，並換算成類比電壓訊號，才能由 D/A 卡輸出，此處驅動軸的所需出力與馬

達輸出扭力關係式可由式(3.1.1)~(3.1.3)計算得到，扭力命令與類比電壓訊號關係

式由驅動器設定為3 0.16V N m= ⋅ ，代表當 D/A 卡輸出 3 伏特的電壓時，馬達會

產生 0.16N m⋅ 的扭力。 
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4.2 循圓量測儀(Ballbar)架設 

在運動平台的量測儀器應用方面，一般是在各驅動桿件上加裝光學尺，藉由

所量測得到的各桿位置訊號，經由前向運動學的計算得到即時的平台姿態位置，

由於前向運動學的解並非唯一，因此無法真實得到平台的姿態位置資訊。[21~22] 

利用雷射量測系統來自動追蹤架設於上平板形心的貓眼(Cat’ eye)，藉由貓眼表面

反射雷射光來量測平台移動時的位移量，經由座標轉換得到平台的實際姿態，以

用來修正機構的絕對精準度，雖然經由雷射自動追蹤量測系統所量測的數據非常

精準，但是缺點是量測儀器的價格非常昂貴，無法符合經濟上的考量。[23]設計

一 3D laser ball bar 機構，利用三組雷射感測器來量測平台移動時所產生的位移

量與旋轉角度，由於文中的 3D laser ball bar 末端是和上平板形心處桿件相連接，

在雷射感測器方面就不需具備自動追蹤的性能要求，可大幅降低設備成本，因此

可以說是目前最經濟且有效的量測方法。 

 
圖 4.2  Ballbar 架設示意圖 
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為了能夠直接量測運動平台在空間中所行走的軌跡路徑座標，以比較第三章

所發展的軌跡修正策略，為本研究中架設循圓量測儀(Ballbar)的目的。  

如圖 4.2 所示，本文在上平板的形心處架設一刀頭桿件，其長度為 5cm，循

圓量測儀以基座固定於平板形心的正上方，以磁力將 ballabr 的一端與上平板刀

頭桿件末端相連接，並固定平台 Z 軸方向位置，利用上平板的旋轉角度(α , β )，

使桿件末端在卡氏座標 X-Y 平面上產生一圓弧曲線(第 2.4 節軌跡一，圖 2.7)，

經由 ballabr 與 Z 軸所夾的角度θ (此處為 6D )，可以得此圓弧曲線的誤差ε ： 

sin( )eε θ= ⋅  (4.2.1) 

其中 e為 ballabr 內部線性感測器所量測得到的位移誤差量。 

最後藉由 ballabr 回授行走此圓弧時的誤差，來比較與驗證各控制方法在卡

氏座標上的誤差修正情形。 

圖 4.3 與圖 4.4 為 ballabr 在機台上的實際架設情形： 

 
圖 4.3  Ballbar 實際架設示意圖(整體照片) 
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圖 4.4  Ballbar 實際架設示意圖(近照) 

 

4.3 單軸的定位控制 

本節使用 PID 為控制器對單獨驅動軸做定位控制，測試各驅動軸對單位步階

的追蹤情形，各驅動軸的控制量如下： 

( ) p i du t k e k edt k e= ⋅ + ∫ + ⋅ �  (4.3.1) 

其中 d ae l l= − ，控制參數表如下： 

表 4.1  單位步階之 PID 控制參數表 

pk  ik  dk  

6000 80 30 
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圖 4.5  各桿件之步階響應圖 
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表 4.2  桿件步階響應性能表 

 Limb1 Limb2 Limb3 

Maximum 

overshoot(%) 
0.1439 0.1435 0.1373 

Delay time(s) 0.05 0.06 0.055 

Rise time(s) 0.1 0.12 0.11 

Setting time(s) 0.27 0.86 0.17 

 

圖 4.5 為各桿件的步階響應圖，由圖中可以發現伺服馬達在做單軸的定位控

制時，其反應非常快速，約 0.1 秒的時間即可達到所規劃的位置，而且誤差很小，

由表 4.2 比較各驅動軸的差異性，可以看出各驅動軸在最大超越量、延遲與上升

時間的比較上，非常相近，不過桿件二的安定時間明顯大於其他桿件，這和桿件

的硬體設計有關，不同桿件在機構運作時的物理特性必定有差異性，根據單軸的

定位測試中，可作為之後章節軌跡追蹤的控制基礎。 
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4.4 位置控制[34]與計算力矩控制實驗比較 

實驗目的：在以相同的實驗機台(3PRS 平行式機構)下，藉由軌跡一和軌跡

三的實驗中，來比較本論文所建立的計算力矩控制架構和文獻[34]的位置控制架

構有何差異性。 

實驗中所追蹤的軌跡一如圖 4.6 所示，為上平板 z 軸方向固定經由旋轉角

,α β 旋轉得到之一圓曲線，在平台無負載以及上平板的形心處加載 13kg、26kg

重物的情形下，以此來比較不同載重中位置控制[34]與計算力矩控制對於軌跡的

追蹤行為。 

另外如圖 4.9 所示，軌跡三為空間中的立體螺旋路徑，藉由此軌跡將運動平

台行走路徑由 2D 平面提升為 3D 的立體座標，來觀察位置控制[34]與計算力矩控

制對於軌跡複雜性提高時所產生之變動。 

(1)、軌跡一實驗： 

 
圖 4.6  軌跡一之工作空間圖 



 

 

64

 
圖 4.7  軌跡一於不同載重下之桿件 IAE 比較 

 

圖 4.7 為不同載重下之各桿件總合 IAE 比較，當載重為零時，可以發現計算

力矩控制之 IAE 明顯低於傳統的位置控制，但是隨著上平板載重的增加，計算

力矩控制之 IAE 呈現線性擴大，而位置控制 IAE 則是保持在 2.6mm，因此可以

推論隨著載重的增加，在位置控制下並不會對各桿件的追蹤性能造成嚴重影響，

而在計算力矩控制下隨著載重增加將會降低各桿件的追蹤性能，但是以整體的情

形來看，在負載為 30kg 以下，計算力矩控制下的桿件追蹤性能還是比位置控制

好，因此當運動平台所加載的負重為容許重量時，計算力矩控制比較位置控制更

能提升運動平台在桿件的追蹤性能。 
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圖 4.8  軌跡一於不同載重下之工作空間( ,α β )輪廓誤差 IAE 比較 

 

由圖 4.8 整體的輪廓誤差比較圖可以發現無論是位置控制或是計算力矩控制

皆有一個共同點，那就是在載重增加時各控制法則的工作空間輪廓誤差不會擴大

反而有改善的效果，這對於本論文一開始欲將運動平台發展成切削工具機的目的

而言，由於切削的過程中工件和刀具之間一定會有相當大小的接觸力，而實驗中

對載重增加的意義就相同於接觸力的大小，因此實驗結果可驗證運動平台非常適

合於工具機的切削加工應用。 

另外在一開始負載為零的情形下，計算力矩控制對於輪廓誤差的效果是明顯

不如位置控制，但是隨著負載的增加，尤其是負載到達 15kg 時，計算力矩控制

的 IAE 就已經小於位置控制，由位置控制的觀念來看，位置控制是以規劃的軌

跡經由逆向運動學推算出各驅動軸所需的位移量，因此位置控制並不會因為負載

的增加而改變各驅動軸位移量大小，這由圖 4.8 位置控制的 IAE 為平緩線段可觀

察得知，但是計算力矩控制則是會同時考慮到當時的位置、速度、加速度以及承

載力情形，並以此資訊利用逆向動力學計算出各驅動軸所需出力大小，即使運動 
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平台有負載的增加，計算力矩控制也會即時做出相對應的動作，由圖 4.8 可觀察

發現計算力矩控制隨著負載增加，對於輪廓誤差的改善效果比照位置控制更是明

顯，且輪廓誤差同等於切削時所要求的工作精度，因此在切削加工的應用方面，

計算力矩控制會比位置控制來得有潛力。 

 

(2)、軌跡三實驗： 

 
圖 4.9  軌跡三之工作空間圖 
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圖 4.10 軌跡三於不同載重下之桿件 IAE 比較 

 
圖 4.11 軌跡三於不同載重下之工作空間( ,α β )輪廓誤差 IAE 比較 
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由圖 4.10 可以觀察得知軌跡三的桿件 IAE 比較圖大致與圖 4.7 軌跡一的桿

件 IAE 比較圖相似，同樣在載重為增加的情形下，位置控制並不會有太大的影

響，反而計算力矩控制會隨著負載增加造成桿件的追蹤性能會有大幅的降低情形

發生。且圖 4.10 與圖 4.7 比較中得知，計算力矩控制在桿件追蹤誤差方面，軌跡

三的發散速度有明顯的增加，在負載約 27kg 處計算力矩控制的 IAE 就會大於位

置控制的 IAE 值，這是因為軌跡三與軌跡一的路徑規劃不同，軌跡三為空間中

的立體螺旋路徑，路徑的複雜性提高因而增加了控制法則對於各桿件的追蹤負

荷，造成計算力矩控制的 IAE 加速擴大。 

由圖 4.11 的輪廓誤差比較圖得知，計算力矩控制對於輪廓誤差並不如圖 4.8

一樣是隨著負載增加而有降低效果，反而在載重為 0 至 13kg 時，計算力矩控制

的 IAE 是增加情形，13kg 至 26kg 之 IAE 則是趨於緩和減少，這顯示計算力矩控

制仍有缺點，特別是隨著所規劃軌跡的複雜性提高(由平面路徑到空間路徑)，計

算力矩控制於輪廓誤差的改善效果越不穩定，這是一個可繼續研究的課題。以整

體的軌跡追蹤性能而言，有負載的情形下，在計算力矩控制的環境下會優於位置

控制。 
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4.5 實驗結果 

本節將利用以第 2.4 節所規劃的三組軌跡做為實驗軌跡(如表 4.3 所示)，並

以第三章的控制架構來比較各種軌跡的追蹤性能(如圖 4.12,4.13,4.14 所示)，其中

軌跡一的設計，是為了提供架設循圓量測儀時，所要行走的路徑，因此與其他軌

跡不同處在於，軌跡的設計為卡氏座標 X-Y 平面上的圓弧曲線，而軌跡二和軌

跡三的設計，為工作空間中具有曲率變化的空間軌跡，以用來驗證模糊邏輯控制

的成效。並且由第 3.4 節的模擬中，經由基因演算法所規劃的系統最佳化參數值

做為實驗中控制器的增益值。 

 

表 4.3  實驗軌跡規劃表 

Trajectory 1 
2 2( ) 10 cos( ), 10 sin( ), 310
7 7

X t pi t pi t= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅Y(t)= Z(t)=  

Trajectory 2. ( ) ( ) ( )
20.4 0.4270,  0.2 ,  0.2

7 7
Z t t t t tα β ⎛ ⎞= = − + ⋅ = − + ⋅⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

Trajectory 3. ( ) ( ) ( )260 3 ,  cos( ),  sin( )
180 180
pi piZ t t t t t t t tα β= + ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅  

 

 

 

 

 
圖 4.12 實驗計算力矩控制示意圖 
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圖 4.13 實驗交叉偶合預補償控制結合計算力矩控制示意圖 

 
圖 4.14  Fuzzy logic control and Genetic Algorithm enhanced CCPM 
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(1)、軌跡一（第二章）實驗 

Structure 1：計算力矩控制(圖 4.12) 

 
圖 4.15 軌跡一期望與實際軌跡示意圖 

 

 
圖 4.16 軌跡一 Ballbar 量測分析圖 
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圖 4.17 軌跡一驅動軸位置誤差示意圖 
 

圖 4.18 軌跡一工作空間位置誤差示意圖

 

 

 
圖 4.19 軌跡一工作空間輪廓誤差示意圖 
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Structure 2：計算力矩控制結合交叉偶合預補償控制(圖 4.13) 

 
圖 4.20 軌跡一期望與實際軌跡示意圖 

 

 

 
圖 4.21 軌跡一 Ballbar 量測分析圖 
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圖 4.22 軌跡一驅動軸位置誤差示意圖 圖 4.23 軌跡一工作空間位置誤差示意圖 

 

 

 
圖 4.24 軌跡一工作空間輪廓誤差示意圖 
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(2)、軌跡二（第二章）實驗 

Structure 1：計算力矩控制(圖 4.12) 

 

圖 4.25 軌跡二實驗直角座標示意圖 圖 4.26 軌跡二實驗工作空間示意圖 

 
 

圖 4.27 軌跡二驅動軸位置誤差示意圖 圖 4.28 軌跡二工作空間位置誤差示意圖 
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圖 4.29 軌跡二工作空間輪廓誤差示意圖 

 

Structure 2：計算力矩控制結合交叉偶合預補償控制(圖 4.13) 

圖 4.30 軌跡二實驗直角座標示意圖 圖 4.31 軌跡二實驗工作空間示意圖 
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圖 4.32 軌跡二驅動軸位置誤差示意圖 圖 4.33 軌跡二工作空間位置誤差示意圖 

 

 
圖 4.34 軌跡二工作空間輪廓誤差示意圖 
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Structure 3：模糊邏輯控制(圖 4.14) 

 

圖 4.35 軌跡二實驗直角座標示意圖 圖 4.36 軌跡二實驗工作空間示意圖 

 

 

圖 4.37 軌跡二驅動軸位置誤差示意圖 圖 4.38 軌跡二工作空間位置誤差示意圖 
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圖 4.39 軌跡二工作空間輪廓誤差示意圖 

 

(3)、軌跡三（第二章）實驗 

Structure 1：計算力矩控制(圖 4.12) 

圖 4.40 軌跡三實驗直角座標示意圖 圖 4.41 軌跡三實驗工作空間示意圖 
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圖 4.42 軌跡三驅動軸位置誤差示意圖 圖 4.43 軌跡三工作空間位置誤差示意圖 

 

 
圖 4.44 軌跡三工作空間輪廓誤差示意圖 
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Structure 2：計算力矩控制結合交叉偶合預補償控制(圖 4.13) 

 

圖 4.45 軌跡三實驗直角座標示意圖 圖 4.46 軌跡三實驗工作空間示意圖 

 

 

圖 4.47 軌跡三驅動軸位置誤差示意圖 圖 4.48 軌跡三工作空間位置誤差示意圖 
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圖 4.49 軌跡三工作空間輪廓誤差示意圖 

 

Structure 3：模糊邏輯控制(圖 4.14) 

 

圖 4.50 軌跡三實驗直角座標示意圖 圖 4.51 軌跡三實驗工作空間示意圖 

 



 

 

83

 

圖 4.52 軌跡三驅動軸位置誤差示意圖 圖 4.53 軌跡三工作空間位置誤差示意圖 

 

 
圖 4.54 軌跡三工作空間輪廓誤差示意圖 
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表 4.4  軌跡一實驗 ballbar 分析資料表 

    IAE (mm) feedrate(mm/min)
Maximum 

deviation( mμ )

Minimum 

deviation( mμ )

CTC 0.041714 3578.1 523.7 -639.6 

CTC+CCPM 0.032106 3553.8 461.1 -519.7 

 

表 4.5  實驗各軌跡控制方法 IAE 比較表 

Position error in 

work space 

Contour error in 

work space Trajector

y number 
Control strategy 

z α 、β z α 、β  

Position error 

of limb 

CTC 0.2254 0.0165 0.2249 0.0045 2.7247 
1 

CTC+CCPM 0.1915 0.0062 0.1911 0.003 1.0939 

CTC 0.1463 0.0056 0.1463 0.0022 1.0087 

CTC+CCPM 0.1158 0.0033 0.1157 0.0018 0.6275 2 

CTC+CCPM+FLC 0.1016 0.0027 0.1014 0.0014 0.5295 

CTC 0.2194 0.0046 0.2194 0.0025 0.9902 

CTC+CCPM 0.1199 0.0031 0.1197 0.0018 0.6124 3 

CTC+CCPM+FLC 0.1082 0.0027 0.1079 0.0016 0.5487 

表 4.5 中， CCPM 代表交叉偶合預補償控制，CTC 代表計算力矩控制，FLC 代

表模糊邏輯控制。 
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4.6 實驗結果分析與討論 

在軌跡一的實驗中，圖 4.16 和圖 4.21 為 CTC 和 CCPM 控制架構下，使用

循圓量測儀所量測得到的上平板形心桿件實際姿態，由圖中可以得知桿件末端在

X-Y 平面上的圓軌跡誤差情形，圖 4.16 中可以發現在圖形上有 3 個明顯的凸起

與凹陷，且經過多次實驗中觀察凸起的方向大小並不會改變，代表 CTC 架構下

所追蹤的軌跡在 X-Y 平面上有週期性的誤差行為，造成軌跡的輪廓精度大幅降

低。圖 4.21 為加入 CCPM 後的軌跡追蹤示意圖，除了一開始 0 ~ 45D D 有較大的輪

廓誤差外，其餘的路徑中均能將輪廓誤差控制在一定的範圍內，不至於有明顯的

凸起或凹陷情形發生，藉由 ballbar 所量測得到之實驗數據可以真實地表現出兩

種控制法在追蹤圓軌跡時的誤差行為，與傳統利用光學尺量測的差異性在於，光

學尺只能量得桿長的變化量，再以此桿長資訊經過前向運動學計算才能得到上平

板的形心姿態，因此經由計算得到的姿態只能算是理想中的解答，對於平台的上

下接頭在運作時產生的誤差便不能量測出來，這也是造成理想姿態與實際平台姿

態有差距的主要原因，因此在量測儀器方面，利用 ballbar 所得到的位置資訊比

起光學尺需要經過計算才能得到的理想解答來得真實可靠。此實驗也驗證了

ballbar 架設在運動平台的可行性，在行進路徑為圓軌跡的情形下，可以做為控制

策略的誤差修正效果之比較工具。 

軌跡二和軌跡三的實驗規劃為具有曲率變化的空間曲線，目的是用來驗證

FLC 對於軌跡修正的成效，由表 4.5 中的 IAE 值可看出 FLC 不只有降低輪廓誤

差的作用，對於桿件的位置誤差也有收斂的效果，雖然 FLC 在輪廓誤差改善幅

度方面沒有 CCPM 大，但 FLC 為一考慮曲率變化而產生的減速機制，若是增加

FLC 對速度的補償量，雖然可以再降低輪廓誤差，但對於桿件的位置誤差會造成

追蹤不及的影響，因此本文在基因演算法的尋優過程中已排除這種情形的發生，

所調整後的系統參數並不會有位置誤差和輪廓誤差互相損害的情形發生。 

在實驗過程中，各驅動軸的輸出力是由第二章所推導的動態模型計算得到，

亦即代表各驅動桿件所受的外力只有重力，這是模擬時的理想狀況，但是實際的

實驗環境中上桿件與下桿件之間具有摩擦力的影響，若要達到更好的軌跡追蹤性

能，需將控制架構中考慮摩擦力的補償，至於如何針對各驅動桿件建立摩擦力的

修正模型，則是可繼續研究的課題[25]。 
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第五章 結論 
 

本論文在 3RPS 平行式機構上建立計算力矩控制的基本架構，並且針對平台

有負載的情形下與傳統位置控制以實驗進行比較(章節 4.4)，由實驗結果顯示位

置控制並不會因為負載的增加而造成軌跡輪廓誤差有太大的影響，反而在計算力

矩控制的架構下，逆向動力學會利用承載力的資訊計算出各驅動軸所需出力大

小，即使運動平台有負載的增加，各驅動軸也會即時做出相對應的動作，實驗證

明計算力矩控制對於輪廓誤差有明顯的改善效果，對於本論文欲將運動平台發展

成切削工具機的目的而言，具有相當大的潛力。 

在系統之控制參數選擇方面，本文以基因演算法和傳統的試誤法進行比較

(章節 3.4)，過程中基因演算法根據輪廓誤差為準則對整體控制流程進行尋優加

以找出最佳化的參數，並藉由複製、交配與突變等運算工作成功避免試誤法需要

消耗大量人工時間來調整參數變動，也防止因起始參數選取不佳而落入局部解的

情形發生。模擬比較結果顯示由基因演算法所決定之參數確實能得到最佳之軌跡

精度，在面對高精度且自動化的加工環境需求下，提供了一個有系統化建立控制

參數之選擇。 

對於軌跡在高速且曲率變化量增加時會造成輪廓精度降低的問題，由於一般

方法是利用圓形近似法(Circular approximation)在擬合曲線時來推導出曲率、輪廓

誤差與進給速度的數學相關式，但是這種方法會隨著軌跡的複雜性提高，導致所

推導出的數學模型不精確性也會相對提高，因此本文提出利用模糊邏輯控制器無

需推導精準數學模型的特性來建立起三者之間的關係式，並由模擬和實驗結果證

明，FLC 在軌跡為大曲率變化時，確實可經由減速動作達到提升空間軌跡輪廓精

度的效果。 

在實驗量測儀器方面，以往平台在工作空間上的姿態必須經過光學尺量測及

前向運動學(Forward kinematic)的計算才能得到，由於前向運動學是以最佳化的

方法求解，因此仍無法證明是目前平台的真實姿態，而本論文藉由循圓量測試儀

(Ballbar)的架設可以直接量測到上平板的實際軌跡追蹤情形，經由 ballbar 量測得

到的實驗數據在行進路徑為圓軌跡的情形下，可以做為控制策略的誤差修正效果

之比較工具。 
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