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 摘  要  
 

本文以非線性方法探討調制平面普修流的不穩定現象，

首先建立流線擾動方程式，然後使用頻譜法 (Spectral method)

以雙重級數展開來模擬流線函數，基底函數在 x 方向採用複

數形式的 Fourier 級數，在 y 方向選用具有快速收歛特性及高

精準度的 Chebyshev 多項式。在數值方法部分，線性項中具

有基態 (basic state)速度者及非線性項採用 Adam-Bashforth 

Method 離散，其餘則採用 Crank-Nicolon Method 離散，然後

將雙重級數代入離散化的流線擾動方程式後，在 x 方向以

Galerkin method 處理， y 方向以定置法 (Collocation method)

處理，使方程式得以轉化成代數方程式並可逐步求解。  

    找出不同調制條件下的臨界雷諾數，並將數據繪製成偏

移量 (threshold shift)圖，藉此探討調制作用對流場臨界雷諾數

的影響。利用時間級數圖、FFT 頻譜圖、相平面圖及 Poincare

映射圖探討超越臨界雷諾數之後的調制流場行為。結果發

現，在低頻時調制會造成明顯的負偏移，而在中至高頻間調

制會造成微小的正偏移，而調制強度會放大偏移的效果。對

超越臨界雷諾數之後的調制流場而言，隨著雷諾數增加流場

會從原本的單一週期性運動，逐漸演變至最終的混沌 (Chaos)

狀態，而調制作用所造成的影響為：增加調制頻率將造成流

場變動加快提前進入混沌；增加調制振幅會使得流場容易分

配能量至與調制頻率無關的頻率，導致流場提前進入混沌狀

態。  
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第 一 章 
緒    論 

 

1.1 文獻回顧 
 

典型的普修流(Poiseuille flow)為藉由一固定壓力梯度驅使流體

流動之流場。由於普修流是流體力學中最基本的問題之ㄧ，在考慮穩

定層流流動的前提下，經由 Navier-Stokes 方程式可得速度的單一函數

基態解，故當學者們一旦發展出新的實驗或數值方法，普修流便成為

驗證新方法正確性的最佳流場形式。  

依照流體所流經空間的幾何特性，普修流大致可被區分為兩種類

型，分別是流經等截面圓管普修(Circular Poiseuille flow)流及流經兩

固定平行板間的平面普修流(Plane Poiseuille flow)。關於普修流穩定性

的研究及其沿革也可依此劃分為兩個研究方向介紹如下。 

1.圓管普修流 

    可追朔至 19 世紀末，Osborne Reynolds 以圓導管做了普修流的實

驗，發現層流在雷諾數為 13000 時發生不穩定。後人更進一步考慮實

驗物表面的差異來作研究，發現在表面非常粗糙時臨界(critical)雷諾

數約為 2000，表面非常平滑時臨界雷諾數可達 40000。  

Sexl(1927) 首先將圓導管普修流穩定性的問題理論化，推導出相

關的方程式。之後 Sexl 和 Lessen,Fox, Bhat 以及 Liu(1964)更深入探討

複雜的非對稱管流的問題。在實驗以及理論對照下，他們發現了普修

流在受到極微小的擾動下呈穩定，但在一般的擾動下則呈現不穩定的

狀態。 

2.平面普修流－Orr-Sommerfeld 方程式 

W. Orr & A. Sommerfeld(1907)兩人針對平行通道(channel)內之普

修流提出流線函數的線性擾動方程式用以計算流場的穩定性，稱之為
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Orr-Sommerfeld 方程式。時至 1950-1960 年代，隨著計算機科技初步

發展，學者試著以各種數值方法針對 Orr-Sommerfeld 方程式作數值

解，藉此探討線性普修流的問題求得發生不穩定的臨界雷諾數。

Shen(1955)以 Lin(1954)所發表的近似分析(asymsptotic analysis)法得

到 5360Re0 = ， 05.1=α 。 Thomas(1953) 率先以有限元素法得到

5780Re0 = ， 026.1=α ；Betchov & Criminale(1967)隨後也以有限元素法

得到 5360Re0 = ， 05.1=α 。 

Orszag(1971)以 Chebyshev 多項式搭配 QR 矩陣特徵值演算法得

到臨界雷諾數發生於 22.5772Re0 = ， 02056.1=α 。他以方程式中 Im(λ )

之正負值判斷解的穩定與否。當雷諾數不大於 5772.22 時，Im(λ )皆

為負值，一旦超過 5772.22 則 Im(λ )當中會有正值出現。Orszag 的結

果不但證明 Chebyshev 多項式具有高度精確及快速收斂的特性，同時

可節省大量 CPU 時間，相當適合用來處理流體運動方面的問題。 

Fortin 與 Jardak(1994)針對普修流的穩定性分析進行了完整的研

究。他們將問題分細分為一維及二維、線性及非線性，首先解出最基

本的線性 Orr-Sommerfeld 方程式，得到臨界雷諾數發生於

020545.1=α ， 22.5772Re0 = ，與 Orszag 的結果吻合。接著將非線性加

入 Orr-Sommerfeld 方程式中，採用有限元素法直接解出整個非線性的

擾動方程式，同時將完整的流場繪出。結果顯示在低雷諾數時流場呈

現穩定的流動，外加擾動在一定的時間內達到收斂，當雷諾數提高到

臨界值時，時間級數圖顯示擾動並不隨時間收斂，而是在一定的範圍

內震盪。進一步利用 FFT(Fast Fourier Transform)頻譜圖及相平面圖

(Phase plane)分析得知流動行為僅有一組基頻與其倍數頻率的組合，

為單一週期性的運動，稱為週期性流場。為了瞭解流場超過臨界雷諾

數時的行為，再繼續提高雷諾數，隨著雷諾數的增加，流場接著出現

具有第二組頻率的擬週期性(quasi-periodic)運動，直到雷諾數達到

12900 時，流場已產生混沌現象。 
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洪英棋(2005)採用頻譜法(Spectral method)將流線函數以雙重級

數展開，在水平方向以複數形式的 Fourier 級數展開，垂直方向以

Chebyshev 多項式展開，而展開係數則為時間的函數，藉此模擬流場

的變化，得到與 Fortin 一致的結果。 

近年來，調制形式的問題已開始受到重視並逐漸發展。藉著調制

作用導致流場提前發生不穩定，促使流場中的熱量或質量加速傳遞，

例如醫學上可藉由調制作用使得混合配方的時間顯著減少；相對的藉

著調制作用使得流場穩定化，機械潤滑更為穩定順利，或是使印表機

噴墨更為均勻。關於調制問題的研究，調制旋轉圓柱間之流場堪為代

表。 

Donnelly et al. (1962)和 Donnelly(1964)以實驗的方式研究流場受

到調制作用的影響，探討內圓柱在不同的調制頻率及調制振幅轉速下

對整個流場穩定性的影響。為了解調制作用對流場臨界雷諾數的影

響，文中定義偏移量(Threshold shift) ( ) oc Re/ReRe 0−=Δ ，其中 cRe 為調

制作用下的臨界雷諾數， 0Re 為定轉速下的臨界雷諾數。結果發現流

場在低頻時有明顯的負向偏移，中、高頻時有微小的正向偏移。 

Kuhlman(1984)，Kuhlman，Roth 和 Lucke(1989)將 Navier-Stokes

方程式轉換為 Lorenz 方程組，並以有限差分法求解，藉以探討外圓

柱靜止，內圓柱調制轉速旋轉的問題。結果發現調制作用會使得基態

流場(basic flow)趨向不穩定，而當一個週期中，在內圓柱的調制轉速

出現超臨界的情形下，在較大的調制振幅時，則會有次調諧流

(subharmonic)的產生。 

Ganske，Gebhartdt 和 Grossmann(1994)以數值方法分析內圓柱調

制轉動，外圓柱靜止條件下的穩定性。結果發現在低調制頻率時會產

生較不穩定的情形，而在高頻時臨界雷諾數則相等或略高於非調制

值。另外，在相同的調制頻率下，發現較大的調制振幅會有較低的臨

界雷諾數，亦即流場較不穩定。 
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李鎰清(2001)藉由一改良的 Lorenz 模型，輔以 Runge-Kutta 數值

方法對調制旋轉圓柱間流場求解，探討調制作用對流場的影響。發

現在外管固定，內管調制轉動時，低頻流場會產生負向偏移，中、

高頻流場出現正向偏移；在外管調制轉動，內管等速轉動時，低頻

流場產生正向偏移，而隨著調制頻率上升，最終偏移量會趨近於零。 

 

1.2 研究目的 
    

  本文嘗試以頻譜法對調制普修流場的流線擾動方程式求其數值

解後，藉流線函數定義得到流場速度。而後尋找不同調制條件下的臨

界雷諾數，繪製成偏移量圖以探討調制作用對流場臨界雷諾數的影

響。並配合時間級數圖、FFT 頻譜圖、相平面圖及 Poincare 映射圖等

分析方式，探討超越臨界雷諾數後的調制流場行為。 
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第 二 章 

數學模式 
 

本文中研究的調制普修流之物理模式如圖一所示。兩平行板其間

充滿黏性流體，相距 2H 長度。吾人定義座標在水平方向為 x，並假

設 x方向為無限長，垂直方向為 y ，水平方向施加一調制壓力梯度： 

)cos1(/ tcxP ωε+=∂∂−   

其中，ε 為調制強度，ω為調制頻率。 

 

2.1 統御方程式 
 

為了簡化問題，吾人作如下假設： 

1.系統為二維。 

2.考慮不可壓縮之牛頓流體。 

3.等溫流場， const.=μ 。 

則統御方程式可表示如下： 

連續方程式(continuity equation)： 

0=
∂
∂

+
∂
∂

y
v

x
u             (2.1) 

動量方程式(momentum equations)： 
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u μρ        (2.2a) 

                                     

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

2

2

2

2

y
v

x
v

y
P

y
vv

x
vu

t
v μρ                   (2.2b) 

                                                                              

上式中μ為黏滯係數(viscosity)， ρ為流體密度(density)。                        
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邊界條件(boundary conditions) ： 

( ) ( ) 0,,,, =±=± tHxvtHxu          (2.3) 
 

2.2 無因次化 

 

吾人在此定義無因次參數如下： 

H
xx =∗  

H
yy =∗  

0u
uu =∗  

0u
vv =∗  

2
0u

PP
ρ

=∗  
H

tu
t 0=∗  

ν
Hu0Re =  

0u
Hωω =∗  

上式中 0u 為 0=ε 時流道中央處最大速度。將各無因次參數代入統御方

程式並除去上標後，得到無因次化的統御方程式如下： 

連續方程式(continuity equation)： 

0=
∂
∂

+
∂
∂

y
v

x
u             (2.4) 

動量方程式(momentun equations)： 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

−=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

2

2

2

2

Re
1

y
u

x
u

x
P

y
uv

x
uu

t
u                   (2.5a) 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

−=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

2

2

2

2

Re
1

y
v

x
v

y
P

y
vv

x
vu

t
v                   (2.5b) 

其中邊界條件(boundary conditions)為： 

( ) ( ) 0,1,,1, =±=± txvtxu           (2.6) 

 

2.3 基態解 

 

考慮流體在基態(basic state)時為一維週期性運動， ),( tyuu = 、

0v = ，則(2.5a)可簡化為： 
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( ) 2

2

Re
1cos1

Re
2

y
ut

t
u

∂
∂

++=
∂
∂ ωε         (2.7) 

邊界條件轉變成： 

( ) 0,1 =± tu                                        (2.8) 

    令基態速度 ( ) ( ) ( )tyuyutyu ps ,, += ，其中 su 為與時間無關之穩態

解，而 pu 為與時間有關之暫態解。將其代入(2.7)中並利用邊界條件可

得： 

21 yu s −=               (2.9a) 

( )

( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+
+

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−×= +−+

+−+

ββββ

ββββ
ω

ω
ε ii

yiyyiy
ti

p
ee
eeeirealu 1

Re
2       (2.9b) 

其中，
2

Reωβ =  。 

 

2.4 擾動方程式之建立 
 

在基態上加入擾動量後的流場速度及壓力表示如下： 

( ) ( )tyxutyuu ,,, ′+=                                   (2.10a) 

( )tyxvv ,,0 ′+=                                      (2.10b)  

( ) ( )tyxPtxPP ,,, ′+=                                  (2.10c) 

然後，將(2.10)代入無因次的統御方程式中即可到速度的擾動方程式

如下： 

 

連續方程式： 

0=
∂
′∂

+
∂
′∂

y
v

x
u                                      (2.11) 
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動量方程式： 

=
∂
′∂′+

∂
∂′+

∂
′∂′+

∂
′∂

+
∂
′∂

y
uv

y
uv

x
uu

x
uu

t
u

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∂
′∂

+
∂

′∂
+

∂
′∂

− 2

2

2

2

Re
1

y
u

x
u

x
P   (2.12a)             

=
∂
′∂′+

∂
′∂′+

∂
′∂

+
∂
′∂

y
vv

x
vu

x
vu

t
v

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∂
′∂

+
∂

′∂
+

∂
′∂

− 22

2

Re
1

y
v

x
v

y
P        (2.12b)              

其邊界條件為： 

( ) ( ) 0,1,,1, =±′=±′ txvtxu           (2.13) 

    利用流線函數和速度分量之關係，即
y

u
∂
∂

=′
ψ
、

x
v

∂
∂

−=′
ψ
，則(2.12)

可表示成： 

=
∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

−
∂∂

∂
∂
∂

+
∂∂

∂
+

∂∂
∂

2

2222

yxy
u

xyxyyx
u

yt
ψψψψψψψ  

                             
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∂
∂

+
∂∂

∂
+

∂
′∂

− 3

3

2

3

Re
1

yyxx
P ψψ      (2.14a) 

=
∂∂

∂
∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

−
∂∂

∂
−

yxxxyx
u

xt
ψψψψψψ 2

2

2

2

22

 

                          
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∂∂
∂

+
∂
∂

−
∂
′∂

− 2

3

3

3

Re
1

yxxy
P ψψ

    (2.14b) 

    將(2.14a)對 y 偏微分減去(2.14b) 對 x偏微分，消去壓力項，得流

線函數的非線性擾動方程式如下： 

       ψψψψψψψψ 2
2

2

Re
1
Δ=Δ

∂
∂

∂
∂

−Δ
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

−Δ
∂
∂

+Δ
∂
∂

yxxyxy
u

x
u

t
 (2.15)    

其邊界條件為： 

( ) ( ) ( ) 0,1,,1,,1, =
∂
±∂

=
∂
±∂

=±
y

tx
x

txtx ψψψ                  (2.16)              
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(2.15)中 2

2

2

2

yx ∂
∂

+
∂
∂

=Δ ， 4

4

22

4

4

4
2 2

yyxx ∂
∂

+
∂∂
∂

+
∂
∂

=Δ 。 

    在(2.15)式中若考慮調制振幅 0=ε (無調制作用)的情況，並忽略左

式的第四和第五兩非線性項，即為 Orr-Sommerfeld 方程式。換言之，

Orr-Sommerfeld 方程式可視為(2.15)式的一個特例。 
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                第 三 章 

                數值方法 
 

    在上一章中推導出的流線函數擾動方程式，因其具有非線性項，

無法直接求得其解析解，需藉由數值方法的使用方能處理。本文中採

用頻譜法處理此問題。 

 

3.1 頻譜法(Spectral method) 
     

    吾人首先以雙重級數展開模擬流線函數，同時配合邊界條件決定

各空間方向的展開函數。然後將擾動方程式離散化，再將雙重級數展

開式代入經重新整理劃分的離散方程式。最後則是使用 Galerkin 

method 處理 x方向及 Collocation method 處理 y 方向得到代數方程式。 

 

3.1.1 雙重級數展開 
    吾人以雙重級數展開來模擬流線函數，因為流場在 x方向呈現週

期性，故採用複數形式的 Fourier 級數展開，在 y 方向則採用符合邊

界條件的基底函數展開，此函數由具有快速收歛特性及高精準度的

Chebyshev 多項式所構成，至於展開係數則為時間的函數。可將流線

函數表示如下： 

      ( ) ( ) ( ) mxi
n

m n
mn eytatyx αφψ ∑∑=,,                           (3.1) 

 

其中基底函數表示如下： 

      ( )

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−
−

+
−
−

−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+−

=

noddTnTnT

nevenTnTnT
y

n

n

n

12

22

32

2

0

2

2

2

13
3

13
1

1
44φ  

而 ( )yTn 為第一型n階 Chebyshev 多項式，其定義如下： 
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      ( ) ( )ynyTn
1coscos −⋅= ,    ......2,1,0=n  

其中 y 的定義域為 [ ]1,1− 。 

 

3.1.2 離散方程式 

    針對流線函數的擾動方程式(2.16)加以離散化(discretization)。在

其線性項部份，凡是本身具有基態速度u 者採用 Adam-Bashforth 

Method 離散，即
2

3 1−−
=

kk fff ，其餘採用 Crank-Nicolon Method 離散，

即
2

1 kk fff +
=

+

；非線性項則一律採用 Adam-Bashforth Method 進行離

散。經推導出離散化後的擾動方程式如下所示： 

      =Δ−Δ ++ 121

Re2
kk dt ψψ 11

22
3 −−

Δ
∂
∂

+Δ
∂
∂

−Δ kkkk

x
udt

x
udt ψψψ  

                      k
kkkk

dt
xy

udt
xy

udt ψψψ 2
1

2

12

2

2

Re222
3

Δ+
∂

∂
∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

+
−−

 

                      1
1

22
3 −

−

Δ
∂
∂

∂
∂

+Δ
∂
∂

∂
∂

− k
k

k
k

xy
dt

xy
dt ψψψψ  

                      1
1

22
3 −

−

Δ
∂
∂

∂
∂

−Δ
∂
∂

∂
∂

+ k
k

k
k

yx
dt

yx
dt ψψψψ       (3.2) 

                                                    

3.1.3 代數方程式 

    將模擬流線函數的雙重級數(3.1)代入(3.2)當中，然後在 x方向以

Galerkin method 處理， y 方向以定置法(Collocation method)處理，而

定置點的取法為 Ns
N
sys ,,2,1,

1
cos L=

+
=

π
。如此可將統御方程式轉化

為代數方程式，以矩陣形式表示如下： 
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      1,1 −+ = kkk bAX                                        (3.3)    

其中，係數矩陣 A為一與時間無關之方陣，大小為 ( )2NM × ，矩陣 X的 

元素為待求的時間係數群，其和矩陣b的大小皆為 ( )NM × 。此矩陣等

式的組成如下： 
 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

MMA

A
A

L

MOMM

L

L

00

00
00

22

11

=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
+1

2

1 k

Ma

a
a

M

1

2

1

2

1 −

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
k

M

k

M LII

LII
LII

LI

LI
LI

MM

1

2

1

2

1 −

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+

k

M

k

M H

H
H

G

G
G

MM
 

其中，係數矩陣 A及矩陣 LI 、 LII 、G 、H 內的元素通式表示如下： 

     

      ( ) ( ) ( ) ( )snsnsnsn
mm
sn ymdtymdtyymA ″+−″+−= φαφαφφα 224422

ReRe2
 

          ( ) ( )sn ydt 4

Re2
φ−                                   (3.4a) 

     

      ( ) ( ) ( )sn
n

s
n

n
n

sn
mm
s ymdtyymLI φαφφα 4422

Re2∑∑∑ +″+−=  

          ( ) ( ) ( ) ( ) ( )sn
n

ks

n
snsn

n

y
y

tyu
midtydtymdt φαφφα ∑∑∑ ∂
∂

++″− 2

2
422 ,

2
3

Re2Re
 

          ( ) ( ) ( ) ( )snks
n

snks
n

ytyumidtytyumidt ″−+ ∑∑ φαφα ,
2

3,
2

3 33      (3.4b) 

    

     ( ) ( ) ( ) ( )snks
n

snks
n

mm
s ytyumidtytyumidtLII ″+−= −− ∑∑ φαφα 11

33 ,
2

,
2

 

          ( ) ( )∑ ∂
∂

− −

n
sn

ks y
y

tyu
midt φα 2

1
2 ,

2
                       (3.4c) 

 

  ( ) ( ) ( ) ( )⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ ′
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−= ∑∑∑∑

p q
sqkpq

m n
snkmn

m
s ytapytmaidtG φφα 23

2
3  
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 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+ ∑∑∑∑

p q
sqkpq

m n
snkmn ytaytmaidt 3

2
3 φφα  

          ( ) ( ) ( ) ( )⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ ′+ ∑∑∑∑
p q

sqkpq
m n

snkmn ytapytaidt φφα 33

2
3  

          ( ) ( ) ( ) ( )⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ ″
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ ′− ∑∑∑∑
p q

sqkpq
m n

snkmn ytpaytaidt φφα
2

3         (3.4d) 

 

  ( ) ( ) ( ) ( )⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ ′−= ∑∑∑∑ −−
p q

sqkpq
m n

snkmn
m
s ytapytaidtH φφα 1

3
1

3

2
 

 ( ) ( ) ( ) ( )⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ ″
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ ′+ ∑∑∑∑ −−
p q

sqkpq
m n

snkmn ytpaytaidt φφα 112
 

          ( ) ( ) ( ) ( )⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ ′
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+ ∑∑∑∑ −−

p q
sqkpq

m n
snkmn ytapytmaidt φφα 1

2
1

3

2
 

          ( ) ( ) ( ) ( ) ( )⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
− ∑∑∑∑ −−

p q
sqkpq

m n
snkmn ytaytmaidt 3

112
φφα        (3.4e)   

 

(3.4b)和(3.4c)為線性項，(3.4d)和(3.4e)為非線性項，其中 Mm ,...,2,1= ，

Nns ,...,2,1, = 。而未知數最新一次的值，可由前兩次的解求得。 

    將求得之時間係數代入模擬流線函數的雙重級數中，配合流線函

數的定義則可計算出速度分量。 
 

3.2 數值解的分析方法 

      
3.2.1 時間級數與 FFT 頻譜分析 

對於動力系統可選擇其內部與時間相關的函數 )(tf 或是其動力

變數的時間級數(Time series)來表示其隨時間演變的過程，本文選取

擾動在 y 方向的速度分量 v′作為研究依據。由於任何時間函數 )(tf 通
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常可以視為許多週期性分量之疊代所組成，為得知時間函數 )(tf 有哪

些週期性分量及其相對強度則需藉助頻譜分析(Spectral analysis)，故 

頻譜分析為研究穩定性的一個重要方法。 

藉由傅立葉轉換(Fourier transform)來求取各分量頻譜強度，將欲

求的時間函數轉換為一頻率函數，並分離其分量強度以描繪吾人所需

之頻譜強度圖。當一個時間函數 )(tf 為一週期性函數時，該頻譜圖將

會是其基本頻率及其倍數頻率的組合，而當時間級數為一非週期性函

數時，該頻譜圖則會呈現振盪的連續頻率。 

吾人在此採用快速傅立葉轉換 (Fast Fourier transform)(簡稱

FFT)，藉以求取吾人所需之頻譜強度圖，該演算法是由 70 年代的學

者所提出，其為離散傅立業轉換(Discrete Fourier transform)所演化而

來，但其運算速率更為有效率，可較快獲取吾人所要的轉換函數。 

我們可藉由轉換後之頻譜圖來判讀動力系統的運動形態，若為一個同

頻(Synchronous)的週期性振盪，則頻譜為基頻與其倍數頻率的組合；

而當次調諧(Subharmonic)的週期性運動時，則由基頻之分數倍頻所組

成，而對於進入混沌狀態的系統，其頻譜圖則是無法判讀的連續不規

則圖形。 

 

3.2.2 相平面圖 
Baker 和 Gollub (1990)研究中提出，動力系統中的相空間(Phase 

space)是一種數學上正交座標系統下的空間，用以確立動力系統中在

相同瞬時狀態下之各時間變數，而相平面(Phase plane)的觀念則是來

自於相空間。例如一質點運動於一維座標下運動，其位置 )x( 與速度

)v( 則是可表示其狀態之相空間，而此空間為一平面；而當質點運動

於三維座標下時，則其需要六個維度的相空間來描述其瞬時狀態，其

中包含三個位置分量及三個速度分量，而相空間的架構有許多種方

式，例如動量可以取代速度分量。對於複雜參數的動力系統，其相平

面通常極為紊亂，此時須藉由其他方法才較為容易判讀系統狀態。至
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於本文則是採用水平向及鉛直向的擾動速度作為表示流場狀態之相

空間。 

 

3.2.3 Poincare 映射圖 
Poincare 映射圖是一種用來簡化相平面圖的方法，藉由固定週期

下，對相平面的軌跡取一投影來取樣觀察(strobe)，而在此吾人是以壓

力梯度的調制週期來做取樣，使得吾人可以清楚的觀察動力系統的演

變過程。 

由 Poincare 映射圖吾人可以得知動力系統頻率 )( 0ω 對於取樣頻

率 )( sω 的比例關係。當動力系統的自然頻率為 s)qp( ω 時( qp 為有理

數)，則於 Poincare 映射圖上會顯現q個映射點於一個封閉軌道之上，

而剩下 )]1p(q[ +− 個點則會與先前的映射點位置重複，是故可以忽略

這些映射點。對一個消散(Dissipative)系統而言，其映射點會移動至適

當的吸子(Attractor)而形成一點，而當取樣頻率與自然頻率成有理數

關係時，則會形成散佈在封閉軌道上的點群，若完全不相關時，其映

射圖上的點甚至會填滿而形成一封閉曲線。 
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第 四 章 
結果與討論 

 

在本章中先探討在非調制(ε=0)的條件下流場的穩定性，其次討論

調制作用對流場臨界雷諾數的影響，最後則藉時間級數圖、頻譜圖、

相平面圖及 Poincare 映射圖探討超越臨界雷諾數後之調制流場行為。 

   

4.1 非調制(ε=0)流場的穩定性 
 

Fortin 與 Jardak(1994)以有限元素法及洪英棋(2005)以頻譜法對於

非調制的普修流場在波數(wave number)α=1.020545 時求解，皆獲得臨

界雷諾數 Re0=5772.22 的精確結果。在前一章當中流線函數的 x 與 y

方向分別以複數形式Fouries series及Chebyshev polynomials作雙重級

數展開，其展開項數(M×N)將影響數值計算結果的準確度，因此吾人

必須藉改變(M×N)的項數去尋找準確的臨界雷諾數。理論上，展開項

數取的愈多其結果之準確度也愈高，但項數太多將會耗費大量的運算

時間，因此取最少的展開項數而能達到相當的準確度才是最佳的選

擇。 

先考慮展開項數(3×5)項，發現臨界雷諾數 Re0=573，然後逐漸提

高 N 項，所得到的臨界雷諾數隨之改變如圖二所示，一直到(3×43)

項，此時可發現 Re0=5664，再增加至(3×45)項仍是 Re0=5664，顯示

增加 N 項已無法改善準確度，須朝增加M 項著手。 

增加 M 項使展開項數由 (3×43) 項增加至 (7×43) 項得到

Re0=5772.22，再增加至(9×43)仍是 Re0=5772.22，如圖三所示，因此

(7×43)項為最佳的展開項數。 
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4.2 調制作用對臨界雷諾數的影響 
 

為了解在不同的調制條件下，流場臨界雷諾數的變化情形，在此

定義偏移量(Threshold shift) 00 Re/)Re(Re −=Δ c ，其中 cRe 為調制作

用下的臨界雷諾數，正偏移量代表調制臨界雷諾數大於非調制時的臨

界雷諾數(即 5772.22)，負偏移量代表調制臨界雷諾數小於非調制時的

臨界雷諾數。 

在不同調制振幅及頻率時的臨界雷諾數列於表 1，若以偏移量表

示如圖四。由圖四可知流場在頻率 ω=0.01 至頻率 ω=1 之間具有負的

偏移量，且頻率越低偏移量越小，亦即臨界雷諾數越小，流場越提前

發生不穩定。而在頻率 ω=1 至頻率 ω=10 之間則具有正的偏移量，亦

即此時流場相較非調制的結果有較高的臨界雷諾數，即流場延後發生

不穩定。至於調制振幅的作用則是放大提前或延後發生不穩定，亦即

原本不穩定的流場變得更不穩定，原本穩定的流場則更加穩定。 

 

4.3 臨界雷諾數後之調制流場行為  
 

4.3.1 調制頻率的影響  
圖五為當調制振幅 ε=1，調制頻率 ω=0.1，雷諾數 Re=6000 時的

(a)時間級數圖、(b)頻譜圖、(c)相平面圖及(d) Poincare 映射圖。為更

容易觀察到調制頻率與頻譜頻率的關係，在此以角頻率(angular 

frequency)的形式來表示頻譜頻率，即角頻率形式等於頻率(frequency)

形式乘上 2π。由圖五(a)發現流場呈週期性擾動，經頻譜分析由圖五

(b)得知其頻譜頻率為單一頻率 0.1(即 ω)，表示流場為單一週期運動。

觀察圖五(c)呈現一封閉曲線，顯示於圖五(d)則為一點。圖六為當

ε=1，ω=0.1，Re=6500 時的(a)時間級數圖、(b)頻譜圖、(c)相平面圖

及(d) Poincare 映射圖。由圖六(a)發現流場仍呈週期性擾動，但振幅
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隨著時間略有變化，由圖六(b)得知除原來的頻率又另外產生兩個強度

微弱的頻率分別是 0.075(即 3ω/4)和 0.125(即 5ω/4)。圖六(c)中相平面

為一由許多封閉曲線所疊合而成的圓環，顯示於圖六(d)則為一線段。

圖七為當 ε=1，ω=0.1，Re=8500 時的(a)時間級數圖、(b)頻譜圖、(c)

相平面圖及(d) Poincare 映射圖。由圖七(a)發現流場雖仍呈週期性擾

動，但波形與先前相較已有明顯的不同，經頻譜分析由圖七(b)發現又

增加一新的頻率 0.15(即 3ω/2)。圖七(c)相平面呈現由許多封閉曲線所

疊合而成的兩個圓環，投影於圖七(d) 則為兩條線段。圖八為當 ε=1，

ω=0.1，Re=10000 時的(a)時間級數圖、(b)頻譜圖、(c)相平面圖及(d) 

Poincare 映射圖。由圖八(a)發現流場呈現混亂狀態，再經由圖八(b)

觀察亦發現流場不具週期性，此時流場已進入混沌(chaos)狀態。圖八 

(c)中相平面由無數雜亂的封閉曲線所組成，顯示於圖八(d)則為無數

的映射點。 

圖九為當調制振幅 ε=1，調制頻率 ω=1，雷諾數 Re=6000 時的(a)

時間級數圖、(b)頻譜圖、(c)相平面圖及(d) Poincare 映射圖。圖九(a)

顯示擾動呈單一週期變化，由圖九(b)觀察頻譜頻率為單一頻率 1(即

ω)，代表單一週期(periodic)運動。圖九(c)中的相平面為一封閉曲線，

降維後顯示於圖九(d)為一映射點。圖十為當調制振幅 ε=1，調制頻率

ω=1，雷諾數 Re=6500 時的(a)時間級數圖、(b)頻譜圖、(c)相平面圖

及(d) Poincare 映射圖。由圖十(a)發現流場雖不是單一週期運動，但

仍可觀察出具有週期性，經由頻譜分析由圖十(b)得知頻譜頻率有 1(即

ω)和 1.5(即 3ω/2)兩個，表示流場為擬週期(quasi-periodic)運動。圖十

(c)中相平面為兩條規則性的封閉曲線，顯示於圖十(d)為兩映射點。 

圖十一為當調制振幅 ε=1，調制頻率 ω=1，雷諾數 Re=8500 時的(a)

時間級數圖、(b)頻譜圖、(c)相平面圖及(d) Poincare 映射圖。由圖十

一(a)發現其與圖十(a)相似，唯一差異是振幅較大，經頻譜分析由圖

十一(b)觀察同樣是得到 1 和 1.5 兩個頻率，所以此時流場仍處於擬週
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期運動。圖十一(c)中的相平面同樣為兩條規則性的封閉曲線，顯示於

圖十一(d)同樣為兩映射點。圖十二為當調制振幅 ε=1，調制頻率 ω=1，

雷諾數 Re=10000 時的(a)時間級數圖、(b)頻譜圖、(c)相平面圖及(d) 

Poincare 映射圖。由圖十二(a)及圖十二(b)皆無法觀察任何週期性，代

表流場已進入混沌狀態。圖十二(c)中呈現由無數曲線填滿的複雜圖

形，顯示於圖十二(d)中為無數的映射點。 

圖十三為當調制振幅 ε=1，調制頻率 ω=10，雷諾數 Re=6000 時

的(a)時間級數圖、(b)頻譜圖、(c)相平面圖及(d) Poincare 映射圖。由

圖十三(a)發現流場為單一週期運動，經頻譜分析由圖十三(b)得知此

單一頻率為 6.8。圖十三(c)中相平面為一封閉曲線，顯示於圖十三(d)

中為一映射點。圖十四為當調制振幅 ε=1，調制頻率 ω=10，雷諾數

Re=6500 時的(a)時間級數圖、(b)頻譜圖、(c)相平面圖及(d) Poincare

映射圖。由圖十四(a)發現流場呈週期性擾動，經頻譜分析由圖十四(b)

得知除 6.8 之外又產生另一個主要頻率 10.7，此時流場為擬週期運

動。圖十四(c)中相平面為兩封閉曲線，顯示於圖十四(d)中為兩映射

點。圖十五為當調制振幅 ε=1，調制頻率 ω=10，雷諾數 Re=8500 時

的(a)時間級數圖、(b)頻譜圖、(c)相平面圖及(d) Poincare 映射圖。由

圖十五(a)發現流場已呈混亂的狀態，進一步作頻譜分析由圖十五(b)

觀察到在緊鄰兩個主要頻率的位置生成一些不相干的頻率，代表流場

此時產生輕微的混沌現象。圖十五(c)中相平面已呈現由無數曲線填滿

的圖形，顯示於圖十五(d)中為無數的映射點。圖十六為當調制振幅

ε=1，調制頻率 ω=10，雷諾數 Re=10000 時的(a)時間級數圖、(b)頻譜

圖、(c)相平面圖及(d) Poincare 映射圖。由圖十六(a)發現流場擾動變

得更加混亂，經頻譜分析由圖十六(b)得知流場已不具週期性，表示流

場已完全進入混沌狀態。圖十六(c)中相平面依然是由無數曲線填滿的

圖形，且比先前的圖形顯得更加濃密，顯示於圖十六(d)中也依然是無

數的映射點。 
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經由上述的討論可得到在超越臨界雷諾數後調制頻率對流場的

影響，可歸納如下: 在低頻(ω=0.1)及中頻(ω=1)時，流場在進入混沌

之前其週期性與調制頻率存在若干比例關係，於低頻時存在有 ω、

3ω/4、5ω/4 及 3ω/2 的關係；於中頻時存在有 ω和 3ω/2 的關係。但在

高頻(ω=10)時，此關係則不復存在，此現象顯示在高調制頻率時，壓

力梯度變動得太快導致流場中流體來不及充分吸收和傳遞能量所

致。另外，隨著調制頻率的增加，相對造成流場變動得愈快，導致流

場愈容易進入混沌的狀態。選取中頻(圖九~十二)與高頻(圖十三~十六)

作比較則可觀察到此現象，當雷諾數為 8500 時，高頻流場已開始進

入混沌狀態，而中頻流場則仍處於擬週期運動。 

 

4.3.2 調制振幅的影響 

圖十七為當調制振幅 ε=0.5，調制頻率 ω=1，雷諾數 Re=6500 時

的(a)時間級數圖、(b)頻譜圖、(c)相平面圖及(d) Poincare 映射圖。由

圖十七(a)發現擾動呈單一週期變化，經頻譜分析由圖十七(b)得知產

生單一頻率 1(即 ω)，代表單一週期運動。圖十七(c)的相平面為一封

閉曲線，顯示於圖十七(d)為一映射點。圖十八為當調制振幅 ε=0.5，

調制頻率 ω=1，雷諾數 Re=8500 時的(a)時間級數圖、(b)頻譜圖、(c)

相平面圖及(d) Poincare 映射圖。圖十八(a)顯示流場呈週期性擾動，

經頻譜分析由圖十八(b)得知產生兩個頻率分別是 1(即 ω)和 1.5(即

3ω/2)，此時流場為擬週期運動。圖十八(c)中相平面為兩封閉曲線，

顯示於圖十八(d)為兩映射點。圖十九為當調制振幅 ε=0.5，調制頻率

ω=1，雷諾數 Re=10000 時的(a)時間級數圖、(b)頻譜圖、(c)相平面圖

及(d) Poincare 映射圖。觀察圖十九(a)發現流場同樣呈週期性擾動，

經頻譜分析由圖十九(b)得知同樣產生 1 和 1.5 兩個頻率，流場仍為擬

週期運動。圖十九(c)中相平面同樣為兩封閉曲線，顯示於圖十九(d)

同樣為兩映射點。圖二十為當調制振幅 ε=0.5，調制頻率 ω=1，雷諾
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數 Re=11000 時的(a)時間級數圖、(b)頻譜圖、(c)相平面圖及(d) 

Poincare 映射圖。由圖二十(a)發現流場擾動呈現混亂，由圖二十(b)

得知頻譜分析的結果，流場進入混沌狀態。圖二十(c)中相平面為無數

的封閉曲線，投影於圖二十(d)為無數的映射點。 

選取在中頻時較大調制振幅 ε=1 (圖九~十二)和較小調制振幅

ε=0.5 (圖十七~二十)作比較可觀察到在超越臨界雷諾數後調制振幅

對流場的影響。在雷諾數為 6500 時，較大調制振幅已進入擬週期運

動，較小調制振幅仍處於單一週期運動，當雷諾數增加至 10000 時，

較大調制振幅已進入混沌狀態，較小調制振幅仍處於擬週期運動。由

此得知增加調制振幅會使得流場容易分配能量至各種與調制頻率無

關的頻率分量，導致流場容易進入混沌狀態。 
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第 五 章 
結    論 

 

本文中藉由頻譜法以 Chebyshev 多項式及複數形式的 Fourier 級

數對流線函數作雙重級數展開來模擬調制平面普修流並求其數值

解，研究調制作用對流場產生的影響。綜合前一章所得到的結果，吾

人得到以下的結論。 

 

1. 在非調制(ε=0)條件下，當展開項數為(7×43)項，dt=0.02 時，得到

α=1.020545，Re0=5772.22 的精確值，與 Fortin 等人（1994）及洪

英棋(2005)的結果一致。 

 

2. 就調制作用對流場臨界雷諾數的影響而言，流場在低頻時，有明

顯的負偏移量，而在中頻至高頻之間，則有些微的正偏移量。至

於調制振幅則具有放大偏移的效應。 

 

3. 調制流場在臨界雷諾數之後的行為，低頻(ω=0.1)流場原先為單一

週期運動(即 ω)，隨著雷諾數的增加，流場先進入由 ω、3ω/4 及 5ω/4

等頻率疊合而成的週期運動，然後進入由 ω、3ω/4、5ω/4 及 3ω/2

疊合而成的週期運動，最終進入混沌狀態。至於中頻(ω=1)及高頻

(ω=10)流場原先同樣為單一週期運動，隨著雷諾數的增加，流場進

入擬週期運動，最終處於混沌的狀態。 

 

4. 就調制作用對超越臨界雷諾數後之流場的影響而言，調制頻率的

增加，將會使得流場的週期減短，導致流場的變化過程加快;而增

加調制強度，不但會使流場的振盪變大，也容易使流場產生與調

制頻率無關的振盪，因此增加調制頻率與調制強度都將會使得流

場容易形成混沌。 
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ω  0.01 0.02 0.05 0.1 0.2 0.5 1 2 5 10 20 50 100 

cRe  5380 5382 5382 5386 5456 5620 5768 5864 5844 5776 5772 5772 5772

 
(a) 

 
 
 

ω  0.01 0.02 0.05 0.1 0.2 0.5 1 2 5 10 20 50 100 

cRe  5642 5644 5644 5646 5674 5728 5762 5812 5806 5774 5772 5772 5772

 
(b) 

 
 

表 1 調制振幅(a)ε=1 和(b)ε=0.5 時，在不同調制頻率下所對應的臨界雷諾數。 
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圖一 調制普修流物理模式示意圖 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

)cos1( tc
x
P ωε+=
∂
∂

− H2
x

y



 28

 
 
 
 

 
 
 

 

圖二 當 3=M ， 020545.1=α 時，針對非調制流場( 0=ε )不同N 所得到

的臨界雷諾數。 
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圖三 當 43=N ， 020545.1=α 時，針對非調制流場( 0=ε )不同M 所得到

的臨界雷諾數。 
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圖四 偏移量圖 
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(a) 

 
(b) 

 

圖五 當 1=ε ， 1.0=ω ， 6000Re = 時的(a)時間級數圖、(b)頻譜圖、 

      (c)相平面圖及(d)Poincare 映射圖。 
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(c) 

 
(d) 

續 
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(a) 

 
(b) 

 

圖六 當 1=ε ， 1.0=ω ， 6500Re = 時的(a)時間級數圖、(b)頻譜圖、 

      (c)相平面圖及(d)Poincare 映射圖。 
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(c) 

 
(d) 

續 
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(a) 

 
(b) 

 

圖七 當 1=ε ， 1.0=ω ， 8500Re = 時的(a)時間級數圖、(b)頻譜圖、 

      (c)相平面圖及(d)Poincare 映射圖。 
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(d) 

續 
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(a) 

 
(b) 

 

圖八 當 1=ε ， 1.0=ω ， 10000Re = 時的(a)時間級數圖、(b)頻譜圖、 

      (c)相平面圖及(d)Poincare 映射圖。 
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(d) 

續 
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(a) 

 
(b) 

 

圖九 當 1=ε ， 1=ω ， 6000Re = 時的(a)時間級數圖、(b)頻譜圖、 

       (c)相平面圖及(d)Poincare 映射圖。 
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(d) 

續 
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(a) 

 
(b) 

 

圖十 當 1=ε ， 1=ω ， 6500Re = 時的(a)時間級數圖、(b)頻譜圖、 

       (c)相平面圖及(d)Poincare 映射圖。 
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(c) 

 
(d) 

續 
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(a) 

 
(b) 

 

圖十一 當 1=ε ， 1=ω ， 8500Re = 時的(a)時間級數圖、(b)頻譜圖、 

        (c)相平面圖及(d)Poincare 映射圖。 
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(c) 

 
(d) 

續 
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(a) 

 
(b) 

 

圖十二 當 1=ε ， 1=ω ， 10000Re = 時的(a)時間級數圖、(b)頻譜圖、 

        (c)相平面圖及(d)Poincare 映射圖。 
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(c) 

 
(d) 

續 
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(a) 

 
(b) 

 

圖十三 當 1=ε ， 10=ω ， 6000Re = 時的(a)時間級數圖、(b)頻譜圖、 

        (c)相平面圖及(d)Poincare 映射圖。 

 
 



 48

 
(c) 

 
(d) 

續 
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(a) 

 
(b) 

 

圖十四 當 1=ε ， 10=ω ， 6500Re = 時的(a)時間級數圖、(b)頻譜圖、 

        (c)相平面圖及(d)Poincare 映射圖。 
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(c) 

 
(d) 

續 
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(a) 

 
(b) 

 

圖十五 當 1=ε ， 10=ω ， 8500Re = 時的(a)時間級數圖、(b)頻譜圖、 

        (c)相平面圖及(d)Poincare 映射圖。 
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(c) 

 
(d) 

續 
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(a) 

 
(b) 

 

圖十六 當 1=ε ， 10=ω ， 10000Re = 時的(a)時間級數圖、(b)頻譜圖、 

       (c)相平面圖及(d)Poincare 映射圖。 

 
 



 54

 
(c) 

 
(d) 

續 
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(a) 

 
(b) 

 

圖十七 當 5.0=ε ， 1=ω ， 6500Re = 時的(a)時間級數圖、(b)頻譜圖、 

        (c)相平面圖及(d)Poincare 映射圖。 
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(c) 

 
(d) 

續 
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(a) 

 
(b) 

 

圖十八 當 5.0=ε ， 1=ω ， 8500Re = 時的(a)時間級數圖、(b)頻譜圖、 

        (c)相平面圖及(d)Poincare 映射圖。 
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(c) 

 
(d) 

續 
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(a) 

 
(b) 

 

圖十九 當 5.0=ε ， 1=ω ， 10000Re = 時的(a)時間級數圖、(b)頻譜圖、 

       (c)相平面圖及(d)Poincare 映射圖。 
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(c) 

 
(d) 

續 
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(a) 

 
(b) 

 

圖二十 當 5.0=ε ， 1=ω ， 11000Re = 時的(a)時間級數圖、(b)頻譜圖、 

       (c)相平面圖及(d)Poincare 映射圖。 
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(c) 

 

(d) 

續 
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