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國立交通大學機械工程學系碩士班 

摘  要 

 

 光聲效應主要應用於量測材料的光學、熱物理性質與微結構的次表面性

質。本文根據徹體波的聲彈理論，推導層狀介質殘留應力的熱彈聲波理論，

模擬薄膜材料的光聲效應。薄膜材料廣泛應用於半導體與光電元件，當薄

膜材料的晶格大小與基材不一致，甚或兩者熱膨脹係數相異時，在薄膜上

會產生殘留應力。本文推導高斯分佈之強度調制雷射光束照射薄膜結構表

面，模擬單晶立方材料承受單軸與雙軸面內殘留應力的光聲效應變化。以

數值分析塊材的徹體波與熱波之相速度與振幅衰減，兩者的變化均與殘留

應力大小呈線性關係。薄膜結構的熱彈性波頻散分析遭遇數值不穩定問

題，故以定性方式探討熱彈性藍姆波頻散方程之波數複數根的變化。 

 

關鍵字：光聲效應、熱彈聲波、殘留應力、薄膜結構 
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Thermal Acoustic Wave Propagation in Stressed Thin-film 
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Deparment of Mechanical Engineering 
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ABSTRACT 

 

 Photoacoustic effect is used to measure optical, thermal physical properties 

of materials and to characterize the subsurface properties of microstructures. 

This thesis presents a formulation for thermal acoustic wave propagation in 

stressed layered media based on the acoustoelasticity for bulk acoustic waves in 

order to simulate photoacoustic effect of thin-film materials. Thin-film materials 

are broadly used in many applications of semiconductor and electro-optic 

devices. Due to misfit between different lattices or distinction of coefficients of 

thermal expansion of the heterostructures, residual stresses are frequently 

induced in thin film structures during fabrication. The stressed thin-film 

structure is insonified by an intensity modulated laser which is modeled as a 

Gaussian beam. The photoacoustic effects for single crystalline cubic thin-films 

under in-plane, uniaxial and biaxial stresses are investigated numerically. The 

azimuthal dependent phase velocities and attenuation factors for bulk acoustic 

waves and thermal waves are calculated. Variations of both are proportional to 

the residual stress values. Unfortunately, numerical instability occurred in 

solving the dispersion of thermal acoustic waves in thin-film structures.  

Instead, the complex-value roots of the dispersion equation for thermal acoustic 

Lamb waves were qualitatively discussed. 
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第一章 緒 論 

1.1研究背景 

    薄膜材料具有電、磁和光等方面的特殊性質，近年來，被廣泛的應用

在許多不同的領域，尤其在超大型積體電路(VLSI)和微機電(MENS)製程

裡，薄膜材料更是一大關鍵。以薄膜材料成長或沉積的方式而言，如熱氧

化(thermal oxidation)、化學氣相沉積(chemical vapor deposition，CVD)、濺

鍍(sputtering)、蒸鍍(evaporation)等，都會使基材表面的薄膜產生殘留應力，

對半導體、微機電製程而言，殘留應力的存在容易造成薄膜元件的變形、

並減損壽命及強度。但殘留應力的存在並非完全只有負面的影響，有時反

而是個有利因素，如珠擊法(shot peening)，將機械元件的表面利用珠粒(如

鋼珠)高速噴擊，使它的表面受衝擊力，而造成塑性變形產生殘留壓應力，

使表面能夠承受較大的拉伸應力，並有效抑制表面的裂紋成長，增加機械

元件的疲勞強度。對於表面聲波(surface acoustic wave，SAW)元件而言，如

果在元件內部加上殘留拉應力，能使元件的彈性常數增加，增強剛性，提

高表面聲波頻率，可應用於高頻的射頻(radio frequency，RF)元件上。為了

探究殘留應力對工業產品的影響，亟需可靠與有效的殘留應力量測方法。 

    過去二十多年中，光聲效應被歐、美、蘇等國家研究發掘出潛力。光

聲顯微鏡(photoacoustic microscopy，PAM)是基於固體的光聲效應，材料受

到光線照射時，吸收光能而受激發，然後通過非輻射的消除激發過程，使

吸收的光能全部或部分地轉變為熱能。如果照射的光束的強度先經過週期

性的調制(modulation)，在材料內部就會產生週期性的溫度變化。溫度變化

使材料熱脹冷縮，內部的應力和應變也會產生週期性變化，產生週期性的

熱彈性(thermoelastic)變形。若利用感測器將熱彈性變形轉換為電子訊號，

其頻率與光的調制頻率相同，強度和相位則由材料本身的光學、熱學、彈
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性特性及樣品的幾何形狀決定。透過鎖相(lock-in)技術可以獲得微弱的時諧

電子訊號之強度和相位訊息，藉以分析出材料內部的物理性質。光聲顯微

鏡技術的研究主要針對各種金屬、陶瓷、塑膠材料內部的熱物理性質以及

表面或次表面的微細結構，對於應力相關的研究卻寥寥無幾。若能將光聲

法拓展至量測材料內部的殘留應力，對於半導體、微機電製程等的改良，

將會是ㄧ個有利的工具。 

1.2文獻回顧 

    光聲成像技術若依偵測樣品熱彈效應的型式區分，可以分為接觸式及

非接觸式量測。非接觸式量測方式有兩種，參考圖 1.1 所示，以麥克風作

為感測器，量測在光聲腔體(photoacoustic cell)內試片的光聲效應；另一如

圖 1.2所示，雷射和光電位置感測器(position sensitive detector，PSD)搭配的

方式來偵測表面變形。接觸式則是以壓電換能器(piezoelectric transducer)來

偵測熱彈性變形，如圖 1.3 所示。本研究模擬非接觸式偵測光聲效應，因

此不考慮感測器造成的影響。 

     1880 年，Bell [1]研究光聲電話(photophone)，首先發現固體的光聲效

應，他將固體密封於硒晶光聲腔體(selenium cell)裡，利用聚焦太陽光間斷

的照射在光聲盒中的樣品，通過一個連接到光聲腔體上的聽筒聽到了某種

聲響。1881 年，他又和 Tyndall和 Röntgen相繼發現氣體和液體也有光聲效

應，進一步發現光聲訊號強度決定於物質對光的吸收率。 

    1976 年，Rosencwaing和 Gersho [2]利用調制光束照射透明及非透明固

體，推導在光聲腔體內垂直樣品表面一維壓力變化的光聲效應方程式，光

聲腔體假設為絕熱。計算的結果顯示改變光束的調制頻率可變化熱擴散長

度，光聲訊號的強度與光吸收係數、熱擴散長度成正比。 

    2001 年，Wang et al [3]依據 Rosencwaing和 Gersho[2]的理論，以實驗
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量測矽晶圓(SiO2)基材和基材上鎳薄膜的熱擴散係數，無論試片的表面性質

為粗糙成或光滑，由光聲訊號的強度變化，皆能成功量測出基材的熱擴散

係數，且與理論值相近。 

    1974 年，Mindlin [4]曾分析線性範圍內的熱壓電晶體平板之位移、電

壓與溫度變化，以吉布士自由能(Gibbs free energy)推導熱壓電晶體本構方

程式，再推導出熱壓電晶體板的振動方程式。在 2002 年，Altay和 Dökmeci 

[5-6]進一步將Mindlin熱壓電方程式中的位移高階項，分別應用於一維熱壓

電桿及二維熱壓電薄殼的振動理論推導。 

    1967 年，Lord 和 Shulman [7]研究動態熱彈理論(dynamical theory of 

thermoelasticity)，發現在分析動態熱彈現象時，熱傳方程式若只考慮古典

的傅立葉熱傳導(Fourier law of heat conduction)，波傳速度上會產生誤差。

因此考慮非傅立葉(non-Fourier)熱傳導效應，在古典的熱傳導式子裡加入一

個熱弛緩時間(thermal relaxation time)做修正。1972 年，Green和 Linsay [8]

為了減少動態熱彈理論上的誤差，於能量方程式及 Duhamel-Neumann熱彈

性定律中也導入二個熱弛緩時間做修正。 

    1974 年，Banerjee 和 Pao[9]研究接近絕對零度時，在非等向性固體傳

遞的熱彈波(thermoelastic wave)，在熱彈連體理論中，考慮熱聲子弛緩效應

(effect of thermal phonon relaxation)，發現熱彈波共有四個波速，其中三個

近似於等溫絕熱條件下的彈性波，另一個則為熱波(thermal wave)，表示固

體內的溫度擾動。 

2001 年，Wang和 Xu [10]依據 Lord-Shulman[7]的動態熱彈理論，研究

脈衝雷射照射固體產生的熱彈波(thermoelastic wave)，以數值模擬不同脈衝

時間的雷射生成熱彈波的差異，並比較傅立葉與非傅立葉熱傳導的影響，

結果顯示，考慮非傅立葉熱傳導效應，固體的表面溫度更高，而彈性波強

度較弱，但脈衝雷射時間須在幾十皮秒(ps)、甚至是幾十飛秒(fs)的情況下，
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非傅立葉熱傳導對結果才會有較顯著的影響。目前研究非傅立葉熱傳效應

的領域，主要都是圍繞在低溫凝態物質或是短脈衝加熱的情況，對光聲效

應而言，加熱時間遠長於幾十皮秒的短脈衝雷射，因此非傅立葉熱傳效應

的影響十分有限。 

    2002 年和 2006 年，Verma [11-12]利用 Lord-Shulman[7]的非傅立葉熱

傳效應，分別推導非等向性層狀結構之熱彈理論，探討層狀結構的縱波、

熱波波速與熱弛緩時間的關係，發現不論是採用熱彈耦合理論或古典理

論，剪力波皆不受熱變化的影響。 

    2005 年，Singh [13]根據 Lord-Shulman[7]與 Green-Linsay[8]的熱彈理論

做基礎，分別推導固體等向性材料的二維熱彈方程式，探討平面波反射係

數與熱能、擴散參數之間的關係。 

    1984-1985 年，Pao et al [14]及 Pao與 Gamer [15]依據物體受力狀態，

描述具殘留應力之物理模型，建立殘留應力的聲彈理論(acoustoelasticity)。

發現在軸向對稱的介質中，由於初始應變的影響，造成剪力波產生雙折射

現象，且兩剪力波的波速差與兩應力主軸的應力差有關。 

    2000 年，Osetrov et al [16]依據 Pao et al [14]建立之徹體波聲彈理論，

以傳遞矩陣法(transfer-matrix method)計算矽鍺薄膜結構殘留應力的聲彈效

應，模擬在[100]及[110]方向傳遞的拉芙波(Love wave)相速度與殘留應力之

間的關係。 

1.3內容簡述 

    本研究以熱彈耦合理論(theory of coupled thermoelasticity)探討光聲效

應的生成機制，並分析具殘留應力的薄膜材料對光聲效應之影響。內容共

分四章。 

    第二章介紹具殘留應力的熱彈耦合理論，先以 Mindlin [4]的熱壓電吉
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布士自由能做基礎，忽略電性部分，推導熱彈本構方程式。繼而參考 Pao

和 Gamer [14]的殘留應力聲彈理論，將熱彈模型依受力情形區分為自然狀

態、初始狀態與最終狀態不同狀態討論，座標系統也以相同方式區分，透

過座標轉換導出預殘留應力之熱彈本構方程式。 

    第三章考慮以 Lagrangian 座標表示的運動方程式及熵平衡(balance of 

entropy)方程式，將預殘留應力之熱彈本構方程式代入，推導出具殘留應力

的熱彈統御方程式，參考 Verma [10-11]將位移及溫度變化假設為時諧行進

波(time-harmonic traveling wave)。此外，將調制雷射光假設為時諧之高斯能

束(Gaussian beam)照射於試片表面上，以層狀介質之波傳理論來進行分析。 

    第四章為本研究的模擬結果與討論，而第五章為本文的結論與展望。 
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第二章 具殘留應力的熱彈聲波理論 

光聲效應是調制雷射光照射試體，試體吸收調制雷射的輻射熱後，部

分熱能引起體積熱膨脹產生熱彈聲波，其餘則由試體吸收產生溫度變化，

若以感測訊號作區分，前者為交流(AC)訊號，後者為直流(DC)訊號。本章

將以熱彈耦合理論為基礎探討光聲效應，並以 Pao et al [14]及 Pao與 Gamer 

[15]的方法為經緯，進一步推導具殘留應力的熱彈聲波理論。 

2.1 熱彈本構方程式 

在熱彈耦合理論中，應力、位移、熵及溫度之間存有相互作用，彈性

與熱的散度方程式(divergence equations)[17]表示為 

,
u~
2
β

2

t
ρ

ξ
σ

α

αβ

∂

∂
=

∂
∂

  
t
ηθ

ξ
q

r
α

α

∂
∂

−=
∂
∂ ~

         (2.1) 

其中 αβσ~ 為應力張量， ρ為質量密度， βu 為位移張量， αq 為熱通量(heat 

flux)， rθ 為參考溫度，η~為熵(entropy)，t 為時間。彈性與熱的梯度方程式

(gradient equations)[17]表示為 

    ,
uu

2
1E βα

αβ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂
∂

+
∂
∂

=
αβ ξξ

  
β

αβα ξ
Kq

∂
∂

−=
θ
       (2.2) 

其中前者代表應變張量 αβE 的定義，後者為傅立葉熱傳導方程式， αβK 為熱

傳導係數，θ表示溫度。熱彈本構方程式與吉布士電能函數的關係為 

    ,
E

~
αβ∂

∂
=

Gσαβ   
θ

~
∂
∂

−=
Gη           (2.3) 

其中G為吉布士電能函數，考慮熱與彈性耦合，表示如下： 

    
3

2
2

1
2

αβαβ

γδαβεζγδαβγδαβ

θ
3!
1θ

!2
1θE

!2
1θE

θEE
!2

1EEE
3!
1EE

!2
1

∈−∈−−−

−+=

αβαβ

αβγδαβγδεζαβγδ

νµ

λccG
   (2.4) 
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其中 αβγδc 為二階彈性常數， αβγδεζc 為三階彈性常數 (third-order elastic 

constants)， αβµ 為熱模數(thermal moduli)， γδαβγδαβ αcµ = ， γδα 為熱膨脹係數

張量(thermal expansion tensor)， αβγδλ 為應變二次與溫度一次的高階熱彈耦合

常數， αβν 為應變一次與溫度二次的高階熱彈耦合常數， 01 θCρ e=∈ ， eC 為

固定應變下的比熱(specific heat at constant strain)， 2∈ 為熱能的高階常數。

將(2.4)代回(2.3)，可得熱彈本構方程式為 

    2
γδεζγδγδ θ

2
1θθEEE

2
1E~

αβαβαβγδαβγδεζαβγδαβ νµλccσ −−−+=   (2.5a) 

    θEEEE
2
1θ

2
1θ~

αβαβγδαβ
2

21 αβαβαβγδ νµλη +++∈+=∈     (2.5b) 

2.2 具殘留應力的熱彈本構方程式 

    依試體受力情況區分為三種系統狀態，參考圖 2.1 所示，系統在無應

力和應變的自然狀態(natural state)；系統受殘留應力產生預變形的初始狀態

(initial state)，以上標符號 i表示；以及系統受其他動態擾動的最終狀態(final 

state)，以上標符號 f 表示。座標系統採 Eulerian 座標系，依狀態劃分，在

自然狀態下為自然座標 (natural coordinates)，以羅馬字母的下標符號

321 ,,α,β,γ = 表示；在初使狀態下為初始座標(initial coordinates)，以大寫英文

字母的下標符號 321 ,,I,J,K = 表示；在最終狀態下則為最終座標 (final 

coordinates)，以小寫英文字母的下標符號 321 ,,i,j,k = 表示，而ξ、X和 x分

別代表自然狀態、初始狀態、最終狀態的位置向量。 

2.2.1 殘留應力效應 

    探討具殘留應力介質受到微小的擾動，是以初始狀態為基準，觀察最

終狀態的變化，先各別考慮系統的初始狀態及最終狀態，由圖 2.1 可知

ξXu −=i ， ξxu −=f ，則初始狀態和最終狀態的位置梯度可分別表示為 
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α

i
J

Jα
α

J

ξ
uδ

ξ
X

∂
∂

+=
∂
∂

            (2.6a) 

    
α

f
j

jα
α

j

ξ
u

δ
ξ
x

∂
∂

+=
∂
∂

            (2.6b) 

其中 jαδ 為 Kronecker delta。根據 Lagrangian應變的定義，初始應變和最終

應變可表示為 

    ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

∂
∂

∂
∂

= αβ
β

J

α

Ji
αβ δ

ξ
X

ξ
XE

2
1

          (2.7a) 

    ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

∂
∂

∂
∂

= αβ
β

j

α

jf
αβ δ

ξ
x

ξ
x

E
2
1

           (2.7b) 

由(2.6)和(2.7)，可將初始和最終應變以位移梯度(displacement gradient)表示

為 

    i
γ,δ

i
γ,βαδαδβγβδαγ

i
αβ uuδδδδδE )(

2
1

++=         (2.8a) 

    f
γ,δ

f
γ,βαδαδβγβδαγ

f
αβ uuδδδδδE )(

2
1

++=         (2.8b) 

由(2.5a)，初始狀態和最終狀態的應力分別為 

    
2

2
1

2
1 i

αβ
i

αβ
ii

γδαβγδ
i
εζ

i
γδαβγδεζ

i
γδαβγδ

i
αβ θνθµθEλEEcEcσ −−−+=    (2.9a) 

    
2

2
1

2
1 f

αβ
f

αβ
ff

γδαβγδ
f
εζ

f
γδαβγδεζ

f
γδαβγδ

f
αβ θνθµθEλEEcEcσ −−−+=    (2.9b) 

由(2.5b)，初始狀態和最終狀態的熵分別為 

    ii
αβαβ

i
αβαβ

i
γδ

i
αβαβγδ

iii θEνEµEEλθθη +++∈+=∈
2
1

2
1 2

21     (2.10a) 

    ff
αβαβ

f
αβαβ

f
γδ

f
αβαβγδ

fff θEνEµEEλθθη +++∈+=∈
2
1

2
1 2

21     (2.10b) 

由初始狀態觀察最終狀態的動態擾動，所觀察的相對位移稱為位移增量

(incremental displacement)，表示如下: 



 9

    if uuu −=               (2.11) 

相對的溫度則稱為溫度增量(incremental temperature)，表示為 

    if θθθ −=               (2.12) 

相對的應變稱為應變增量(incremental strains)，表示為 

    i
αβ

f
αβαβ EEE −=             (2.13) 

將(2.8)和(2.11)代入(2.13)，考慮微小變形( iuu << )，忽略位移增量的高次乘

積項( 0≈γ,δα,βuu )，可將應變增量以位移梯度表示為 

    γ,δ
i
γ,αβδ

i
γ,βαδγ,βαδαδβγβδαγαβ uuδuδuδδδδδE )(

2
1

++++=    (2.14) 

相對的應力變化稱為應力增量(incremental stresses)，表示為 

    i
αβ

f
αβαβ σσσ −=              (2.15) 

由(2.9)及(2.12)~(2.15)，可將應力增量改以位移梯度表示如下： 

    
i

αβαβ
i
κ,λαβκλ

i
κ,λαβκλ

i
µ,νκ,λαβκλµνκ,λ

i
κ,γαβγλκ,λαβκλαβ

θθνθµθuλ

θuλuucuucucσ

−−−

−++=
   (2.16) 

同理，相對的熵變化稱為熵增量(incremental entropy)，表示為 

    if ηηη −=               (2.17) 

由(2.10)~(2.14)及(2.17)，可將熵增量改以位移梯度表示如下： 

    
θuνθuν

uuµuµuuθθθη

i
κ,λκλ

i
κ,λκλ

κ,λ
i
κ,βλβκ,λκλ

i
µ,νκ,λκλµν

i

++

++λ+∈+∈= 21
    (2.18) 

(2.16)與(2.18)合稱為殘留應力的熱彈本構方程式(基於自然座標)，經化簡表

示為 

    θµucσ o
αβγ,δ

o
αβγδαβ −=            (2.19a) 

    θuµη α,βαβ
∗∗ ∈+=             (2.19b) 

其中各項係數為 
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    i
αβγδ

i
ε,ζαβγδεζ

i
γ,λαβλδαβγδ

o
αβγδ θλucuccc −++=       (2.20a) 

    i
αβαβ

i
γ,δαβγδ

o
αβ θνµuλµ ++=           (2.20b) 

    i
αβ

i
α,νβναβ

i
γ,δαβγδαβ θνuµµuλµ +++=∗         (2.20c) 

    i
α,βαβ

i uνθ +∈+=∈∈∗
21            (2.20d) 

2.2.2 座標轉換 

    參考圖 2.2 所示，偵測預變形材料的動態擾動是以初始狀態和初始座

標為基準。(2.19)雖然是描述初始狀態至最終狀態的變化，卻是以自然座標

描述，因此需進行座標轉換，由自然座標轉為初始座標。依據 N階張量座

標轉換之定義 

    
321

444 3444 21
321

order 
order 

1

order 

det
N

δ...αβγ

N

δ
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γ

K
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ℜ
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∂

∂
∂

∂
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∂
∂

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

=ℜ
−

    (2.21) 

其中 L...IJK.ℜ 為基於初始座標的 N 階張量， δ...αβγℜ 為基於自然座標的 N 階

張量。利用(2.21)，可將 2nd Piola-Kirchhoff應力張量予以進行座標轉換，應

力張量屬於 2階張量，初始座標與自然座標的應力增量關係為 

    αβ
β

J

α

I
IJ σ

ξ
X

ξ
Xσ

∂
∂

∂
∂

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
ξ∂

∂
=

−1
Xdet          (2.22) 

純量屬於 0階張量，根據(2.21)的張量定義，初始座標與自然座標的熵增量

關係為 

    η
ξ
X 1

detη
−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

=             (2.23) 

其中 )X/(det ξ∂∂ 的定義為 
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IJK
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∂
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∂      (2.24) 

此處 αβγε 與 IJKε 為 permutation symbol。將(2.6a)代入(2.24)，可獲得 
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u

ξ
u

ξ
u

ξ
u

ξ
u

ξ
u

ξ
u

ξ
u

ξ
u

iiiii

iiiiiii

∂
∂

∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

+

∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

    (2.25) 

若僅考慮線性部分，忽略初始位移梯度兩次以上乘積項( 0≈i
γ,δ

i
α,βuu )，(2.25)

近似為 

    
ν

i
ν

ξ
u
∂
∂

+≈⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂ 1
ξ
Xdet             (2.26) 

(2.26)中 1/ui <<ξ∂∂ νν ，因此 1)X/(det −ξ∂∂ 近似為 

    
ν

i
ν

ξ
u
∂
∂

−≈⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−

1
ξ
Xdet

1

           (2.27) 

將(2.6a)及(2.27)代回(2.22)及(2.23)，可獲得 

    
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

∂
∂

+
∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−= βδ
δ

i
α

αγ
γ

i
β

αβ
ν

i
ν

JβIαIJ σ
ξ
uσ

ξ
u

σ
ξ
uδδσ 1      (2.28a) 

    η
ξ
u
ν

i
ν
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−= 1η              (2.28b) 

根據(2.16)及(2.18)，可將(2.28)改以位移梯度表示 

    

θ
ξ
uθνµ

ξ
u

θνµ

ξ
u

λθνµ
ξ
uδδ

ξ
u

ξ
uθλc

ξ
u

θλc

ξ
uc

ξ
u

cθλc
ξ
uδδσ

λ

i
αi

βλβλ
κ

i
βi

ακακ

δ

i
γ

αβγδ
i

αβαβ
ν

i
ν

JβIα

δ

γ

λ

i
αi

βλγδβλγδ
κ

i
βi

ακγδακγδ

ζ

i
ε

αβγδεζ
µ

i
γ

αβµδ
i

αβγδαβγδ
ν

i
ν

JβIαIJ

⎥
⎦

⎤
∂
∂

++
∂
∂

++

∂
∂

++⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−−

∂
∂

⎥
⎦

⎤
∂
∂

−+
∂
∂

−+

∂
∂

+
∂
∂

+−⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−=

)()(

)(1

)()(

)(1

  (2.29a) 
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⎥
⎥
⎦

⎤
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂
∂

+∈+∈+

∂
∂

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+

∂
∂

++
∂
∂

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−=

θ
ξ
uνθ

ξ
uθν

ξ
uµµ

ξ
u

λ
ξ
u

β

i
α

αβ
i

β

αi
αβ

ν

i
α

βναβ
δ

i
γ

αβγδ
ν

i
ν

21

1η

    (2.29b) 

考慮位移梯度之座標轉換 

    
J

I
JβIα

β

α

ξ
uδδ

ξ
u

∂
∂

=
∂
∂

, 
J

i
I

JβIα
β

i
α

ξ
uδδ

ξ
u

∂
∂

=
∂
∂

        (2.30) 

根據(2.6a)， JI ξ/u ∂∂ 及 J
i
I ξ/u ∂∂ 可近似為 

    
J

i
M

M

I

J

I

J

I

X
u

X
u

X
u

ξ
u

∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

≈
∂
∂

, 
J

i
M

M

i
I

J

i
I

J

i
I

X
u

X
u

X
u

ξ
u

∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

≈
∂
∂

    (2.31) 

由(2.30)及(2.31)，可獲得 

    ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

≈
∂
∂

J

i
K

K

I

J

I
JβIα

β

α

X
u

X
u

X
uδδ

ξ
u

, ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

≈
∂
∂

J

i
K

K

i
I

J

i
I

JβIα
β

i
α

X
u

X
u

X
uδδ

ξ
u

 (2.32b) 

將(2.32)代回(2.29)，得到初使座標下之具殘留應力的熱彈本構方程式為 

    

θ
X
uλ

θν
X
uµ

X
uµ

X
uµµ

X
uθλ

X
uc

X
uc

X
uc

X
uc

X
uc

X
uccσ

N

i
M

IJMN

i
IJ

N

i
I

NJ
N

i
J

IN
N

i
N

IJIJ

L

ki
IJKL

N

i
L

IJKN
N

i
I

NJKL
N

i
J

INKL

N

i
M

IJKLMN
N

i
K

IJNL
N

i
N

IJKLIJKLIJ

⎟⎟
⎠

⎞
∂
∂

+

+
∂
∂

+
∂
∂

+⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−−

∂
∂

⎟⎟
⎠

⎞
−

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+

∂
∂

+
∂
∂

+⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−=

   (2.33a) 

    

θ
X
uνθ

X
u

X
u

X
uλ

θν
X
uµ

X
uµ

X
uµµ

J

i
I

IJ
i

N

i
N

J

I

L

i
K

IJKL

i
IJ

N

i
J

IN
N

i
I

NJ
N

i
N

IJIJ

⎟⎟
⎠

⎞
∂
∂

+∈+⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∈+∈+
∂
∂

⎟⎟
⎠

⎞
∂
∂

+

+
∂
∂

+
∂
∂

+⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+=

211

η

   (2.33b) 
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(2.33)透過化簡表示如下： 

    θµ
X
uCσ IJ

L

k
IJKLIJ −

∂
∂

=            (2.34a) 

    θ
X
uµ

J

I
IJ ∈+
∂
∂

=η             (2.34b) 

其中 IJKLC 為有效彈性常數(effective elastic constants) 

    

i
IJKL

N

i
L

IJKN
N

i
I

NJKL

N

i
J

INKL
N

i
M

IJKLMN
N

i
K

IJNL
N

i
N

IJKLIJKLIJKL

θλ
X
uc

X
uc

X
uc

X
uc

X
uc

X
uccC

−
∂
∂

+
∂
∂

+

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

−=

  (2.35a) 

IJµ 是有效熱模數(effective thermal moduli) 

    
L

i
K

IJKL
i

IJ
N

i
I

NJ
N

i
J

IN
N

i
N

IJIJIJ X
uλθν

X
uµ

X
uµ

X
uµµµ

∂
∂

++
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

−=    (2.35b) 

i
o

e

θ
Cρ

=∈ ，其中 eC 為有效熱容量(effective heat capacity)，∈則可表示為 

    
J

i
I

IJ
N

i
Nii

N

i
N

X
uν

X
uθθ

X
u

∂
∂

+
∂
∂

∈−∈+
∂
∂

∈−=∈∈ 2211      (2.35c) 

2.3 具殘留應力的熱彈統御方程式 

    熱彈統御方程式由運動方程式及熵平衡式組成。運動方程式描述系統

的力平衡，其中包含徹體力(body force)，但彈性波位移擾動很小，徹體力

作功遠小於應變能和動能，因此將徹體力忽略不計。熵平衡式中也含有熱

源的熵生成(entropy generation)，但熱源僅在試體表面加熱，所以統御方程

式中不考慮熱源，而是以邊界條件來考慮。 

2.3.1 具殘留應力的運動方程式 

    同 2.2 節觀念，具殘留應力的運動方程式即是相對於初始狀態及初始

座標的運動方程式。由圖 2.1所示，可知 
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    t)(X,t)(X, JJJ uXx +=            (2.36) 

將(2.36)對初始座標 LX 偏微分得 

    
L

J
JL

L

J

X
uδ

X
x

∂
∂

+=
∂
∂

            (2.37) 

將(2.36)對時間偏微分兩次，可得初始座標系描述之加速度， 

    2

2

2

2 t)(X,t)(X,
t

x
t

u JJ

∂
∂

=
∂

∂
           (2.38) 

最終狀態的運動方程式為 

    J
i

L

Jf
KL

K
xρ

X
xσ

X
&&=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

           (2.39) 

由(2.36)~(2.39)，可獲得以位移梯度表示之最終狀態運動方程式， 

    J
i

L

Jf
KL

f
JK

K
uρ

X
uσσ

X
&&=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

         (2.40) 

    在初始狀態下，殘留應力屬於靜態平衡，試體呈現靜止狀態，即

0=JX&& ，則初始狀態的運動方程式為 

    0==
∂
∂

J
i

K

i
KJ Xρ

X
σ &&             (2.41) 

其中 i
KJσ 為柯西應力(Chauchy stress)張量。考慮相對於初始狀態的運動方程

式，將(2.40)減去(2.41)，可獲得 

    J
i

L

Jf
KL

i
JK

f
JK

K
uρ

X
uσσσ

X
&&=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∂
∂

+−
∂
∂

        (2.42) 

基於初始座標的 2nd Piola-Kirchhoff應力增量為 

    i
JK

f
JK

i
JK

f
JKJK σσσσσ −=−=           (2.43) 

(2.43)對初始座標 LX 偏微分，移項後得 

    
K

JK

K

i
JK

K

f
JK

X
σ

X
σ

X
σ

∂
∂

−
∂
∂

=
∂
∂            (2.44) 

將(2.43)及(2.44)代回(2.42)，獲得具殘留應力的運動方程式， 
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    J
i

L

J
KL

i
KLJK

K
uρ

X
uσσσ

X
&&=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

++
∂
∂ )(        (2.45) 

    由於僅考慮微小擾動， i
KLKL σσ << ， i

JJ uu << ，因此忽略應力增量和位

移增量梯度的乘積項( 0≈
∂
∂

L

J
KL X

uσ )，則(2.45)具殘留應力的運動方程式可改

寫為 

    J
i

L

Ji
KLJK

K
uρ

X
uσσ

X
&&=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

         (2.46) 

2.3.2 具殘留應力的熵平衡式 

    為了描述具殘留應力試體中的熱變化，熵的平衡方程式仍以最終狀態

相對於初始狀態來考慮。利用 Lagrangian表示的熵平衡方程式可寫為 

    
t

θ
X
q

I

I

∂
∂

−=
∂
∂ η

0              (2.47) 

將傅立葉熱傳導方程式(2.2b)等號兩端對於空間座標一次微分，則 

    
JI

IJ
I

I

XX
θK

X
q

∂∂
∂

−=
∂
∂            (2.48) 

由(2.47)及(2.48)，可獲得 

    
JI

IJ XX
θK

t
θ

∂∂
∂

=
∂
∂η

0            (2.49) 

其中 0θ 是絕對參考溫度，即  2730 ++= refθθθ ， refθ 是周圍環境的攝氏溫

度。根據(2.49)，初始狀態的熵平衡方程式表示為 

    0η
0 =

∂∂
∂

=
∂
∂

JI

i

IJ

i
i

XX
θK

t
θ           (2.50) 

其中 iθ0是絕對初始溫度，即 2730 ++= ref
ii θθθ 。同理，最終狀態的熵平衡

式表示為 
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JI

f

IJ

f
f

XX
θK

t
θ

∂∂
∂

=
∂
∂η

0            (2.51) 

其中 fθ0 是絕對最終溫度，即 2730 ++= ref
ff θθθ 。考慮相對於初始狀態的

熵平衡方程式，將(2.51)減去(2.50)，可獲得具殘留應力的熵平衡方程式， 

    
JI

IJ
i

i

XX
θK

t
θθ

t
θ

∂∂
∂

=
∂
∂

++
∂
∂ η)(η

0         (2.52) 

因為初始狀態的熵是屬於靜態的( 0η =∂∂ ti )，且初始絕對溫度遠大於溫度

增量( θθ i >>0 )，所以 ii θθθ 00 ≈+ ，則(2.52)具殘留應力的熵平衡式可改寫為 

    
JI

IJ
i

XX
θK

t
θ

∂∂
∂

=
∂
∂η

0            (2.53) 
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第三章 光聲效應之波傳理論分析 

    光聲效應是由週期性的局部加熱生成時諧的熱波(thermal wave)及彈性

波，藉由具殘留應力的熱彈統御方程式建立其物理模型，邊界條件考慮試

體表面為自由表面，且調制雷射光假設為熱源。考慮試體為薄膜材料，以

層狀介質熱彈波傳理論探討薄膜結構殘留應力的光聲效應。 

3.1 具殘留應力立方晶體平板的熱彈波頻散方程式 

    參考圖 3.1所示，在本文考慮的材料中，矽與鍺皆為立方晶體材料(cubic 

material)，由於兩種材料的晶格常數不同，造成矽鍺薄膜結構因為異質界面

晶格不匹配(lattice misfit)而產生預應力，假設預應力是延材料主軸方向的正

向應力，且不具剪應力，依據第二章殘留應力的熱彈耦合理論，可得到材

料的有效常數。 

    本節將以藍姆波的型態，先探討受預應力之單層立方晶體平板的熱彈

波波傳，熱性之邊界條件不考慮任何加熱源，求出齊次解(homogeneous 

solution)和頻散方程式。 

3.1.1 克里斯多福方程式 

    參考圖 3.2 所示，考慮三維物理模型，將具殘留應力的熱彈本構方程

式(2.34)代入(2.45)及(2.52)，可將具殘留應力的熱彈統御方程式表示為 

    J
i

K

Ji
IKIJ

L

k
IJKL

I
uρ

X
uσθµ

X
uC

X
&&=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∂
∂

+−
∂
∂

∂
∂

      (3.1a) 

    
JI

IJ
J

I
IJ

i

XX
θK

t
θ

tX
uµθ

∂∂
∂

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∈+
∂∂

∂
0        (3.1b) 

考慮(3.1)中各項材料常數，立方晶體材料在自然狀態下的彈性常數為 
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⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

66

55

44

332313

232212

131211

00000
00000
00000
000
000
000

c
c

c
ccc
ccc
ccc

         (3.2) 

    假設試體中的殘留應力為均勻分布之正向應力，且不具剪應力，則初

始應力與初始應變的關係可表示為 

    
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

i
,

i
,

i
,

i

i

i

u
u
u

ccc
ccc
ccc

σ
σ
σ

33

22

11

333213

322221

132111

33

22

11

         (3.3) 

立方晶體的三階彈性常數共有六個，表示如下： 

    123c , 456c , 

    333222111 ccc == , 

    366255144 ccc == ,            (3.4) 

    233122113133223112 cccccc ===== , 

    355266344244155166 cccccc =====  

三階彈性常數具對稱性質，因此 

    JKIKIJIJK ccc ==             (3.5) 

具殘留應力效應之有效彈性常數可由(2.35a)、(3.2)~(3.5)式計算獲得，若忽

略高階熱彈耦合常數( 0=IJλ )，則有效彈性常數可表示為 

    

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

66

55

44

332313

232212

131211

00000
00000
00000
000
000
000

C
C

C
CCC
CCC
CCC

        (3.6) 

其中各項展開如下： 
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3

3
211

2

2
112

1

1
111111111 )4()(1

X
uc

X
uc

X
uccεcC

iii
i

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

++−=    (3.7a) 

    
3

3
112

2

2
11122

1

1
1122222 )4()(1

X
uc

X
ucc

X
ucεcC

iii
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(3.7)中 iε 表示初始體積變化率，定義為 
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    熱彈耦合由熱膨脹引起，以彈性力學觀點而言，熱模數是描述熱應力

與溫度變化的關係， 

    θαcθµσ KLIJKLIJ
T
IJ ==            (3.9) 

其中 T
IJσ 為熱應力， IJµ 為自然狀態的熱模數， KLα 為熱膨脹係數(thermal 

expansion coefficients)。若立方晶體材料受熱後產生等向性(isotropic)的熱膨

脹，熱膨脹係數表示為 
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αKL

00
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            (3.10) 

依據(2.35b)、(3.9)與(3.10)，忽略應變一次與溫度二次的高階熱彈耦合常數

( 0=IJν )，有效熱模數可表示為 

    

⎥
⎥
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⎤

⎢
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⎣

⎡
=

33
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00
00
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µ
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µ
µIJ            (3.11) 

其中各項展開如下： 

    
1

1
111111 2)1(

X
uαcεαcµ

i
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∂
∂

+−=          (3.12a) 
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2
222222 2)1(

X
uαcεαcµ

i
i

∂
∂

+−=          (3.12b) 
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333333 2)1(

X
uαcεαcµ

i
i

∂
∂

+−=          (3.12c) 

    材料的熱性質描述材料吸收熱能後溫度的變化和分布，依據熱容量的

定義，在溫度變化未造成材料相變化(phase transition)的前提下，吸收熱量

與溫度變化的關係為 

    θ= eρCQ               (3.13) 

其中Q為吸收的熱量。根據(2.35c)，並忽略高階常數( 02 ==∈ IJν )，則 

    )1(
00

i
N,Ni

e
i

i
e

i

u
θ
Cρ

θ
Cρ

−==∈           (3.14) 

    材料吸收熱量後溫度的擴散和分布屬於熱傳導性質，參考傅立葉熱傳

導方程式(2.2b)，假設立方晶體材料的熱傳導性質屬於等向性，則熱傳導係

數表示為 
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            (3.15) 

    在光聲效應的研究中，所使用的熱源是調制雷射，使試體受週期性加

熱，並以鎖相技術偵測所引起的溫度變化和熱膨脹，因此考慮位移場和溫

度場具時諧因子(time-harmonic factor) ωte− ，表示如下： 

    )]([exp)( 32211321 ωtXXkXkiU,t,X,XXu JJ −ζ++=     (3.16a) 

    )]([exp)( 32211321 ωtXXkXkiΘ,t,X,XXθ −ζ++=     (3.16b) 

其中 1k 、 2k 、ζ 分別為 1X 、 2X 、 3X 方向的波數(wavenumber)，且 11 ωsk = 、

22 ωsk = 、 ωςζ = ， 1s 、 2s 、ς分別為 1X ， 2X ， 3X 方向上的波慢(slowness)， 

ω為角頻率(angular frequency)， JU 為 JX 方向位移偏振的振幅分量，Θ為

熱波振幅。將各項材料常數(3.6)、(3.11)、(3.14)和(3.15)代入統御方程式(3.1)

中，並考慮時諧因子(3.16)，可將統御方程式展開如下： 

    
ΘkµiUζkCζkCUkkCkkC

UζσkσkσζCkCkCUωρ iiii

1113155113221662112

1
2

33
2
222

2
111

2
55

2
266

2
1111

2

)()(

)(

+++++

+++++=
 (3.17a) 
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 (3.17b) 
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2
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2
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2
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155223224411311553
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()()(

++++++

++++=
  (3.17c) 

    ΘζkkKΘζUµiUkµiUkµiθiω i )()( 22
2

2
1333222211110 ++=∈+++  (3.17d) 

將(3.17)式的振幅分量 1U 、 2U 、 3U 和Θ提出，可得克里斯多福方程式

(Christoeffel equation)如下： 



 22

    0
3

2

1

0030201

3
2

333231

223
2

2221

11312
2

11

=

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

ϕϕϕ
−

−
−

Θ
U
U
U

θiωκθiωθiωθiω
γωρΓΓΓ
γΓωρΓΓ
γΓΓωρΓ

iiii

i

i

i

   (3.18) 

其中對應之矩陣元素如下： 
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15533 ζσkσkσζCkCkCΓ iii +++++=     (3.19c) 

    ζkCCΓΓ 244233223 )( +==           (3.19d) 

    ζkCCΓΓ 155313131 )( +==           (3.19e) 

    2166122121 )( kkCCΓΓ +==           (3.19f) 

    ii θiω
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−∈=           (3.19g) 
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=             (3.19j) 

若(3.18)式存在非零解，則(3.18)等號左端的行列式必須為零， 
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   (3.20) 

將(3.20)展開，可得 2ζ 的四次特徵方程式為 
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8 =++++ AζAζAζAζA         (3.21) 

其中領導係數 08 ~ AA 詳列於附錄 A，為了限制特徵值為單值函數，需加入

一拘束條件， 0)Im( ≥kζ ， 43,2,1,=k ，即傳入試體的彈性波和熱波，其振

幅強度隨著傳入之深度遞減。特徵值分別為 4321 ζ,ζ,ζ,ζ ±±±± ，正號代表

朝正 3X 方向波傳的下傳波(down-going waves)，負號代表朝負 3X 方向波傳

的上傳波(up-going waves)。將特徵值代回(3.18)中，可獲得對應的特徵向量

},,,{ 321 ΘUUU ，特徵向量各分量比值之關係為 
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其中未知係數 ±
kC 必須由邊界條件決定，而各項比例 ±

ikP 為 
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由(3.16)和(3.22)，位移及溫度可表示為 
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其中矩陣分別為 



 24

    

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

±±±±

±±±±

±±±±

±±±±

±

44434241

34333231

24232221

14131211

PPPP
PPPP
PPPP
PPPP

P           (3.25a) 

    

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

±

±

±

±

±

34

33

32

31

000
000
000
000

Xiζ

Xiζ

Xiζ

Xiζ

e
e

e
e

D        (3.25b) 

    { }±±±±± = 4321 CCCCC           (3.25c) 

3.1.2 頻散方程式 

    前一小節所討論的是熱彈波必須滿足殘留應力熱彈統御方程式，本節

考慮在有限厚度 h 的受預應力立方晶體平板中，受到上下邊界條件限制，

彈性波和熱波的相速度為頻率函數。 

    參考圖 3.3所示，考慮熱彈波為藍姆波型態，依位移及溫度之對稱性，

可分為對稱波(symmetric waves)和反對稱波(anti-symmetric)。將(3.25b)以三

角函數表示，可將位移及溫度分為對稱和反對稱函數，分別表示如下： 
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      (3.26a) 
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  (2)反對稱波 
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      (3.26b) 

其中 )4321( ,,,jB j = 和 )4321( ,,,jD j = 為待定係數。 

    假設平板的彈性邊界條件為無表面曳力作用，熱之邊界條件為表面絕

熱，也就是在 X3=±h，X3方向平面上無曳力和熱傳發生， 

    0}{ 3332313 =qσσσ            (3.27) 

將(2.34a)與(2.47)代回(3.27)，可獲得 
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根據(3.26)與(3.28)，邊界條件(3.27)經過整理表示為 
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            (3.29) 

其中 { }T
4321 BBBB=B 和 { }T

4321 DDDD=D ，QS和 QA中的矩陣元

素如下： 
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    )(sin)( 3131551 XζkPζPCQ kkkk
S
k +−=         (3.30a) 

    )(sin)( 3232442 XζkPζPCQ kkkk
S
k +−=         (3.30b) 

    )(cos)( 34333333 XζPµζPCiQ kkkk
S
k +=        (3.30c) 

    )sin( 344 XζζKPQ kkk
S
k −=           (3.30d) 

    )(cos)( 3131551 XζkPζPCiQ kkkk
A
k +=         (3.31a) 

    ))cos(( 3232442 XζkPζPCiQ kkkk
A
k +=         (3.31b) 

    ))sin(( 34333333 XζPµiζPCQ kkkk
A
k +−=        (3.31c) 

    )cos( 344 XζζiKPQ kkk
A
k =           (3.31d) 

若待定係數 )4321( ,,,jB j = 和 )4321( ,,,jD j = 存在非零解，則(3.29)等號左端

QS和 QA的行列式必須為零，由此可得對稱波與反對稱波的頻散方程式， 

    0det =SQ               (3.32a) 

    0det =AQ               (3.32b) 

在固定頻率下，以尋根數值程式找出符合(3.32)之相速度，可繪製出某一段

頻寬下，不同模態的熱彈波頻散曲線。 

3.2 具殘留應力層狀介質之光聲效應 

    本節考慮受預應力之層狀介質表面受到調制雷射照射，由熱性邊界條

件求出熱彈波的全解(complete solution)，透過波數積分，將可解出熱彈波

之頻率響應。 

    參考圖 3.4 所示，輸入的雷射假設為分佈於介質表面 03 =X 處的熱源

)0(q 210 ,ω,,XX ，強度的空間分布屬於高斯分佈型態。介質對於光的吸收率

通常小於 1，前述的分佈熱源假設已包含介質的光吸收率之影響，可將熱

源 0q 及其空間頻譜函數 (spatial spectral function)以傅立葉積分轉換對

(Fourier integral transform pair)表達如下： 
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其中 a 為雷射光束的加熱半徑。熱彈波的位移和溫度變化採用二維傅立葉

積分轉換如下 
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其中核函數 1,2,3),(U 321 =j,ω,X,kkj 與 )(Θ 321 ,ω,X,kk 為(3.24)所表示之位移

與溫度的振幅函數。 

    考慮層狀介質的狀態函數，其中第 m層的狀態函數 )( 321 ,ω,X,kkmS 定義

如下： 
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其中 )( 321 ,ω,X,kkmU 為第 m層的位移和溫度狀態向量， )( 321 ,ω,X,kkmT 為第

m層的應力和熱傳狀態向量，分別表示如下： 

    { }mm3m2m1321 ΘUUU)( =,ω,X,kkmU       (3.36a) 

    { }m3m33m23m13321 QΣΣΣ)( =,ω,X,kkmT       (3.36b) 

根據(3.24)，(3.35)可以表示為 
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其中子矩陣 ±
mP 的元素如(3.23)所示，子矩陣 ±

mQ 和 ±
mD 則表示如下： 
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子矩陣 ±
mQ 的元素為 

    )k( 1k3kk1k551k
±±±±± +ζ= CPCPCiQ k          (3.40a) 

    )k( 2k3kk2k442k
±±±±± +ζ= CPCPCiQ k          (3.40b) 

    ±±±±± +ζ= k4k33k3k333k CPµCPCiQ k          (3.40c) 

    kCiKPQ ζ= ±±±
k4k4k             (3.40d) 

    考慮邊界連續條件，在第 m層與第 m+1層的界面處，狀態向量滿足連

續條件。依據(3.37)，可將邊界連續表示為 
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其中 
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其中，hm表示第 m層介質的厚度。層狀介質最上層的上表面滿足曵力為零，

且傳入之熱量滿足(3.23b)之分布，而在層狀介質最下層(第 N 層)的下表面

則滿足零曵力和絕熱條件，上下表面邊界條件分別表示如下： 
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參考圖 3.5所示，以矽鍺薄膜結構為例，考慮雙層介質，由邊界條件(3.37)

及(3.39)，可獲得一組聯立方程式，表示為 
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利用克拉瑪法則(Cramer’s Rule)可以求解出 { }±±±±± = 4m3m2m1mm CCCCC ，代

回(3.24)，獲得核函數 1,2,3),(U 321 =j,ω,X,kkj 和 )(Θ 321 ,ω,X,kk 。再依據(3.34)

進行二維波數積分(wavenumber integration)[18]，可數值計算得到調制雷射

激發的熱彈波頻率響應。 
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第四章 數值分析與討論 

    本章依據第三章的推導撰寫數值程式，並參考 Banerjee 和 Pao[9]的研

究，考慮無邊界的介質材料，在固定頻率下計算殘留應力值對於熱彈波的

波速及波慢。假設波傳介質為單層立方晶體平板，討論熱彈波頻散方程式

的根與殘留應力之關係。 

4.1 熱彈波的波慢與相速度 

    本節分析在無窮域中傳遞的平面熱彈諧波(plane harmonic thermoelastic 

wave)，根據(3.18)~(3.21)式，假設波傳方向與立方材料的[001]方向垂直，

與[100]方向夾角θ，則波前(wavefront)向量的成分 θn cos1 = ， θn sin2 = ，

03 =n ， /cωnk 11 = 、 /cωnk 22 = 及 0=ζ ，其中 c為相速度，則特徵方程式必

須滿足 00 =A ，參考附錄 A，可將(3.20)表示如下： 
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其中，各項元素分別為 
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    2
22224 ω/ρnµiΛ i=             (4.2h) 

將(4.1)展開，可得 2)1( /c 四次特徵方程式為 
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其中，各項的領導係數 08~BB 分別為 
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參考 Jenkins和 Traub [19]，可求出複數係數四次多項式(quartic equation)的

根。在塊材介質中傳遞的四個波慢中，三個為徹體波(bulk acoustic waves , 

BAW)，第四個為熱波，其傳遞速度遠較彈性波慢，且迅速衰減。熱波的波

數為複數型態，其相速度的定義為 

    )Re(kω/c =              (4.5) 

由(3.16b)，時諧熱波可以表示為 

    )])(Re([exp])Im(exp[)( 321 ωtXkiXkΘ,t,X,XXθ −−=     (4.6) 

其中 ])Im(exp[ Xk− 即表示傳遞時的振幅衰減，定義 )Im(k 為熱波的衰減係數

(attenuation)。本節將分別探討矽與鍺受殘留應力負載後，對於波慢及相速

度產生的影響。 

    圖 4.1~4.10為鍺在固定頻率 100kHz時的波慢，其中實線代表無殘留應

力負載之波慢，虛線則代表受到壓應力之波慢。受到壓應力的影響，兩個
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準橫波(quasi-transverse waves)波慢會有交錯的情形，而隨著受到應力的增

加，準縱波(quasi-longitudinal wave)波慢會減少，熱波波慢會增加，且近似

於線性變化。圖 4.5 之徹體波波慢極圖顯示，當單軸壓應力施於鍺的[010]

方向，沿[010]方向的縱波及第一個橫波波慢值變小，第二個橫波波慢值變

大，受到柏松比效應(Poisson’s ratio effect)的影響，沿[100]方向的縱波波慢

值變大，兩個橫波的波慢值則不變。由於本文考慮等向性熱膨脹及熱傳導，

熱波不具方向性，圖 4.6 的熱波波慢極圖顯示，受到體積變化影響，熱波

波慢值變大。 

    圖 4.7~4.8之徹體波與熱波波慢極圖顯示，當雙軸壓應力施於鍺的[100]

及[010]方向，沿[100]及[010]方向的波慢變化相同，縱波及第一個橫波波慢

值變小，第二個橫波及熱波波慢值則變大。圖 4.9~4.10所示為鍺[010]方向

的波慢與殘留壓應力之關係，隨著殘留壓應力的增加，縱波及第一個橫波

的波慢值會減小，第二個橫波及熱波的波慢值則會增加。相同情況下，圖

4.11~4.20 為鍺在固定頻率 100kHz 時徹體波及熱波的相速度，由於相速度

為波慢之倒數，變化趨勢與圖 4.1~4.10相反。 

    圖 4.21~4.40所示分別為矽受到拉應力，在固定頻率 100kHz時的波慢

及相速度。隨著應力的增加，準縱波相速度會增加，熱波相速度會減少，

與鍺受壓應力時的情況相反，但在任何狀況下，熱波的相速度幾乎都與傳

遞方向無關，此與第三章中，(3.10)與(3.15)式假設熱膨脹係數與熱傳導係

數為等向性參數有關。 

    圖 4.41及 4.42所示分別為鍺和矽受單軸及雙軸應力的熱波衰減強度，

結果顯示，熱波的衰減是由於材料吸收造成，依據(3.14)，熱容會受殘留應

力造成的體積變化率所影響，受到拉應力時，熱容減小，因此衰減較緩，

反之，受壓應力時，衰減較快。此外，由於與體積變化有關，受雙軸應力

時有較明顯的變化。 
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4.2 立方晶體平板頻散方程式之數值模擬 

    由 4.1 節的數值分析結果，在計算頻散方程式時，必須考慮波數為複

數型態，在計算頻散方程式的過程中，波數實部及虛部對應(3.29)式等號左

端 QS或 QA的行列式值，可以勾勒出一曲面，若垂直高度為 QS或 QA的行

列式值的絕對值，則符合頻散方程式的根就在曲面高度極低的位置，可以

採用簡單體法(simplex method)來搜尋根的位置。 

    圖 4.43表示試片厚度為 1mm，在不同頻率下，鍺平板的 QS行列式值

對波數之關係，結果顯示在較低頻(400kHz)的情況下，由於各矩陣元素值

差異過大，造成數值計算上出現不穩定的情形，而在高頻時的數值情況較

穩定。以材料常數而言，彈性與熱的常數原先就有數百萬倍的差距，且由

前一節的結果得知熱波波數的實部及虛部數值相較於彈性波都十分可觀，

由(3.21)式求出 3X 方向的波數後，代入(3.22)或(3.29)式時，可能使各矩陣元

素值的差距更大，造成複數尋根上的困難。 

    圖 4.44~4.47所示為頻率 1.6MHz下，鍺平板的 QS及 QA行列式值對波

數實部語虛部之關係，結果皆在衰減參數軸上有一個根，未受應力前，對

稱模態根的位置約在衰減參數 0.7~1.0之間，施加 5GPa壓應力後，位置約

在 0.9~1.1之間。反對稱模態也有類似情形，未受應力前，根的位置約在衰

減參數 0.7~0.8之間，施加壓應力後，位置約在 1.0~1.1之間。 

    圖 4.48~4.51所示為頻率 1.6MHz下，矽平板的 QS及 QA行列式值對波

數之關係，也有類似的結果，未受應力前，對稱或反對稱模態根的位置約

在衰減參數 0.5~0.6 之間，施加 5GPa 拉應力後，位置約為 0.4。先前曾提

到應力與衰減參數之間的關連，而此結果大致上是一致的。 
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第五章 結論與展望 

    本文應用熱彈耦合理論，推導熱彈波動方程式層狀介質彈性波與熱波

的頻散方程式，並以數值模擬無窮域中徹體波與熱波之相速度及衰減參數

與殘留應力間的光聲效應，此外，探討單層平板頻散方程式的根與殘留應

力的定性關係。由於缺乏材料常數與溫度相依(temperature dependence)的資

料，本文假設試體溫度變化範圍不大，數值模擬都是根據與溫度變化無關

的材料常數進行計算。本章將综合數值分析的結果，提供日後改進的參考。 

5.1結論 

    依據數值模擬結果，在無窮域中傳遞的徹體波相速度會受到殘留應力

大小及方向的影響，熱波相速度雖然也會受到殘留應力大小的影響，由於

僅考慮等向性熱傳導，使熱波幾乎與方向無關。徹體波與熱波耦合的特徵

方程式為四次多項式，其領導係數屬於複數型態，因此所求得的波數也屬

於複數型態，其中波數的虛部代表波動振幅的衰減，模擬結果顯示熱波的

衰減遠比徹體波快。當材料受到拉應力時，衰減變慢；反之，受到壓應力

時，衰減變快。不論是徹體波或熱波，其相速度及衰減強度與殘留應力幾

乎呈線性關係，因此當殘留應力越大時，光聲效應的變化越明顯。 

    在模擬分析單層平板藍姆波的頻散方程式時，計算 QS或 QA行列式值

的過程中，由於各矩陣元素值差異過大，造成數值不穩定的情形，但在高

頻時，似乎較為穩定。以高頻模擬分析單層平板頻散方程式的根與殘留應

力的關係，在數值穩定的區域內發現波數有一虛根，當平板受到壓應力時，

虛根值會增加。相反的，平板受到拉應力時，虛根值會減小，這與在無窮

域中觀察到的趨勢相同。 
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5.2 未來展望 

    本研究目前成功推導出薄膜結構殘留應力的熱彈頻散方程式，但在數

值分析上遇到一些瓶頸，在計算 QS或 QA行列式值時，會發生數值不穩定，

因此有必要將各物理量予以正規化(normalization)，或是透過數值上較穩定

的行列式運算，才能進一步透過簡單體法，求解出頻散方程式的複數根。

由頻散曲線能得知波數積分所需的數值範圍，最終可求得光聲效應之頻率

響應(frequency response)，建立頻率響應與殘留應力之間的定量關係。 
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附 錄 

    由(3.18)及(3.19)式中各項元素表示為 2ζΨΦ IJIJ + 的形式，則(3.20)可改

寫為 

    0det

2
44443421

34
2

33333213

232
2

222221

11312
2

1111

=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

ζ+ζ
ζζ+ζζ

ζζ+
ζζ+

ΨΦΨγγ
ΨΨΦΨΨ
γΨΨΦΓ
γΨΓΨΦ

  (A.1) 

其中各項分別為 

    22
222

2
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2
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2
11111 ωρkσkσkCkCΦ iii −+++=       (A.2a) 

    iσCΨ 335511 +=              (A.2b) 

    22
222

2
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2
222

2
16622 ωρkσkσkCkCΦ iii −+++=       (A.2c) 

    iσCΨ 334422 +=              (A.2d) 

    22
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2
111

2
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2
15533 ωρkσkσkCkCΦ iii −+++=       (A.2e) 

    iσCΨ 333333 +=              (A.2f) 

    1551313 )k( CCΨ +=             (A.2g) 

    2443232 )k( CCΨ +=             (A.2h) 
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2
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    iθω
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將(A.1)展開如下： 

    00
2

2
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4
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8 =++++ AζAζAζAζA         (3.21) 
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其中的各項係數分別為 

    443322118 ΨΨΨΨA =             (A.3a) 
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表 1 鍺的材料常數 
 

 
密度( 3g/cm )   熱傳導係數( Kw/mo )        二階彈性常數(GPa ) 
 
ρ                 K              11c             21c            44c  

 
5.36               60            128.5          48.3          66.8  

 
 
 

熱容( KJ/g o ) 熱膨脹係數( K/ o1 )        三階彈性常數(GPa ) 
 

EC            α          111c     211c     231c     441c     661c     456c  
 

0.32        6105.8 −×     710−    389−    18−    23−    292−   53−  
 
 
 
 
 
 
 

表 2 矽的材料常數 
 
 

密度( 3g/cm )   熱傳導係數( Kw/mo )        二階彈性常數(GPa ) 
 
ρ                 K              11c             21c            44c  

 
2.33              148             165.8          63.9          79.6  
 

 
 

熱容( KJ/g o ) 熱膨脹係數( K/ o1 )        三階彈性常數(GPa ) 
 

EC            α          111c     211c     231c     441c     661c     456c  
 

0.71       6102.6 −×     825−    451−    64−      12    310−   64−  
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圖 1.1 麥克風和光聲腔體搭配之光聲感測示意圖

圖 1.2 雷射和光電位置感測器搭配之光聲感測示意圖
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圖 1.3 壓電換能器感測光聲效應的示意圖

圖 2.1 自然狀態、初始狀態、最終狀態與對應的座標系統
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圖 2.2 以初始座標為觀察座標描述預變形材料的動態擾動

圖 3.1 晶格不匹配產生薄膜壓應力
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圖 3.2 單層立方晶體平板及參考座標

圖 3.3 對稱與反對稱模態示意圖
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圖 3.4 N 層半無限域材料及上邊界之高斯分布熱源

圖 3.5 單晶矽鍺薄膜結構，參考座標與材料主軸重合
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圖 4.1 鍺的徹體波波慢，實線代表未受應力，

虛線代表 GPaσ 52 
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圖 4.2 鍺的徹體波波慢，實線代表未受應力，

虛線代表 GPaσσ 521 
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圖 4.3 鍺的熱波波慢，實線代表未受應力，

虛線代表 GPaσ 52 
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圖 4.4 鍺的熱波波慢，實線代表未受應力，

虛線代表 GPaσσ 521 
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圖 4.5 鍺的徹體波波慢極圖，實線代表未受應力，

虛線代表 GPaσ 52 
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圖 4.7 鍺的徹體波波慢極圖，實線代表未受應力，

虛線代表 GPaσσ 521 
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圖 4.9 鍺[010]方向的徹體波波慢與殘留壓應力關係圖

0 1 2 3 4 5
Residual Stress (GPa)

90

92

94

96

98

100

Sl
ow

ne
ss

(
s/

m
m

)

圖 4.10 鍺[010]方向的熱波波慢與殘留壓應力關係圖
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圖 4.11 鍺的徹體波相速度，實線代表未受應力，

虛線代表 GPaσ 52 
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圖 4.12 鍺的徹體波相速度，實線代表未受應力，

虛線代表 GPaσσ 521 
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圖 4.13 鍺的熱波相速度，實線代表未受應力，

虛線代表 GPaσ 52 
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圖 4.14 鍺的熱波相速度，實線代表未受應力，

虛線代表 GPaσσ 521 
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圖 4.15 鍺[010]方向的徹體波相速度與殘留壓應力關係圖
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圖 4.16 鍺[010]方向的熱波相速度與殘留壓應力關係圖
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圖 4.17 鍺的徹體波相速度極圖，實線代表未受應力，

虛線代表 GPaσ 52 
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圖 4.19 鍺的徹體波相速度極圖，實線代表未受應力，

虛線代表 GPaσσ 521 
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圖 4.21 矽的徹體波波慢，實線代表未受應力，

虛線代表 GPaσ 52 
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圖 4.22 矽的徹體波波慢，實線代表未受應力，

虛線代表 GPaσσ 521 
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圖 4.23 矽的熱波波慢，實線代表未受應力，

虛線代表 GPaσ 52 
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圖 4.24 矽的熱波波慢，實線代表未受應力，

虛線代表 GPaσσ 521 
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圖 4.25 矽的徹體波波慢極圖，實線代表未受應力，

虛線代表 GPaσ 52 
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圖 4.27 矽的徹體波波慢極圖，實線代表未受應力，

虛線代表 GPaσσ 521 
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圖 4.28 矽的熱波波慢極圖，實線代表未受應力，
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圖 4.29 矽[010]方向的徹體波波慢與殘留拉應力關係圖
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圖 4.30 矽[010]方向的熱波波慢與殘留拉應力關係圖
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圖 4.31 矽的徹體波相速度，實線代表未受應力，

虛線代表 GPaσ 52 
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圖 4.32 矽的徹體波相速度，實線代表未受應力，

虛線代表 GPaσσ 521 
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圖 4.33 矽的熱波相速度，實線代表未受應力，

虛線代表 GPaσ 52 
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圖 4.34 矽的熱波相速度，實線代表未受應力，

虛線代表 GPaσσ 521 
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圖 4.35 矽的徹體波相速度極圖，實線代表未受應力，

虛線代表 GPaσ 52 
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圖 4.36 矽的熱波相速度極圖，實線代表未受應力，

虛線代表 GPaσ 52 
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圖 4.37 矽的徹體波相速度極圖，實線代表未受應力，

虛線代表 GPaσσ 521 
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圖 4.38 矽的熱波相速度極圖，實線代表未受應力，

虛線代表 GPaσσ 521 
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圖 4.39 矽[010]方向的徹體波相速度與殘留拉應力關係圖
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圖 4.40 矽[010]方向的熱波相速度與殘留拉應力關係圖
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圖 4.41 鍺受單軸及雙軸壓應力的熱波衰減強度
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圖 4.42 矽受單軸及雙軸拉應力的熱波衰減強度
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(a) 頻率為 400KHz

(b) 頻率為 800KHz

圖 4.43 鍺平板[110]波傳方向的|QS|對波數、衰減值的變化
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(c) 頻率為 1.2MHz

(d) 頻率為 1.6MHz

圖 4.43 (續)



69

圖 4.44 鍺平板在頻率為 1.6MHz 時，|QS|對波數、衰減值的關係變化

圖 4.45 同圖 4.44，但 GPaσσ 521 
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圖 4.46 鍺平板在頻率為 1.6MHz 時，|QA|對波數、衰減值的變化

圖 4.47 同圖 4.46，但 GPaσσ 521 
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圖 4.48 矽平板在頻率為 1.6MHz 時，|QS |對波數、衰減值的變化

圖 4.49 同圖 4.48，但 GPaσσ 521 
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圖 4.50 矽平板在頻率為 1.6MHz 時，|QA|對波數、衰減值的變化

圖 4.51 同圖 4.50，但 GPaσσ 521 


