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摘 要 

 
本文以共旋轉(co-rotational formulation)有限元素推導法及增量迭代

法來探討薄殼結構在位移負荷作用下的幾何非線性行為。 

本文採用文獻[24]提出的平面三角殼元素，此元素是由 CST(constant 

strain triangle) 平面元素與 DKT(discrete Kirchhoff  theory)三角板元

素疊加而成。此元素有三個節點，每一節點具有六個自由度。結構的

節點座標、增量位移與增量旋轉、以及結構的平衡方程式都是定義在

一組固定的總體座標系統上；而殼元素的應變、節點內力以及元素剛

度矩陣，則是在當前元素位置上建立的元素座標上定義。 

本文採用牛頓-拉福森(Newton-Raphson)法和弧長控制(are length 

control)法的增量迭代法來解受位移負荷之結構的非線性平衡方程式。 

最後，本研究以四個數值例題探討殼結構受到各種位移負荷之幾何非

線性行為。例題一為鉸接球殼受到不同的側向位移負荷，例題二為圓柱

殼受到不同的側向位移負荷，例題三為含缺口之簡支圓柱殼之邊界受到

均勻位移及均勻力負荷，例題四為懸臂板受到不同的側向位移負荷。由

例題結果可以知道結構受單一位移負荷及力負荷時，其平衡路徑是一樣

的，但受多個位移負荷作用與受多個力負荷作用時，結構的行為有很大

的差異。 
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ABSTRACT 
 

The geometrically nonlinear behavior of thin shell structure under 

displacement loading are investigated using the co-rotational finite 

element formulation and a incremental-iterative method. 

The shell element employed here is the flat three-node triangular shell 

element with six degrees-of-freedom per node proposed by Bathe and 

Ho’s [24] .The shell element is obtained by superimposing CST(constant 

strain triangle)element and DKT(discrete Kirchhoff theory) triangular 

plate element. The nodal coordinates, displacements, rotations, and the 

equilibrium equations of the structure are defined in a fixed global set of 

coordinates. The strains of shell element, the element internal nodal forces, 

the element stiffness matrix are defined in terms of element coordinates, 

which are constructed at the current configuration of the shell element. 

  A incremental-iterative method based on the Newton-Raphson method 

and constant arc length method is used for solving nonlinear equilibrium 

equations with displacement loading. 

  Four numerical examples are studied to investigate the geometrically 
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nonlinear behavior of thin shell structures under different proportional 

displacement loadings. Example 1 is a hinged spherical shell under 

different lateral displacement loadings, Example 2 is a cylindrical shell 

under different lateral displacement loadings, Example 3 is a simply 

supported cylindrical shell with cutout under uniform in plane 

displacement loadings and force loadings, Example 4 is a cantilever plate 

under different lateral displacement loadings. It is found that a single 

concentrated displacement loading is equivalent to a single concentrated 

force loading as expected. However, the difference between the structure 

behaviors correspond to multiple displacement loading and force loading 

is remarked. 
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第 一 章  緒 論  

近代科學的發展，對於材料的要求趨向於高強度以及低重量，然而

任何結構物的設計，不管是建築結構物、壓力容器、航空設備等等，

設計者必須完成以最小成本達到其基本機能與美學要求為目的，由於

薄殼是最經濟的結構之一，同時亦可承受大型彎曲應力與拉伸應力而

可獲得最佳結構效果。常見的薄殼結構包括：薄殼屋頂、建築圓頂、

飛機機身蒙皮結構、引擎葉片、壓力油管或水中潛體之外殼等。薄殼

結構常需承受大位移及大旋轉，即使在彈性範圍內，其受力與變形的

關係常常呈現非線性變化，所以必須使用非線性分析來探討由幾何形

狀改變所造成的非線性行為，以求得較可靠的的結構行為。結構所受

的負荷一般可以分為兩種，一種為力負荷(force-loading)，另一種為位

移負荷(displacement-loading)[1]。文獻上有很多探討殼結構在力負荷作

用下的幾何非線性行為的論文[2-24]，但甚少有探討結構在位移負荷作

用下的幾何非線性行為的論文[25]。據作者所知，僅有文獻[25]探討過

平面梁結構受位移負荷的幾何非線性行為，本文的主要目的為探討殼

元素構成的結構在位移負荷下的幾何非線性行為，以補足文獻上的不

足。 

文獻中有很多殼元素被提出[2-7,9,12-20,22-24,26-30,32]，文獻[24]

中將 CST(constant strain triangle)平面元素[31] 與 DKT(discrete 

Kirchhoff  theory)三角板元素[32]疊加成一平面三角殼元素，並使用更

新拉格蘭日法(updated Lagrangian formulation)將該元素用在具大位移

及大旋轉的薄殼結構分析，由[24]的數值例題可見該元素相當的簡單

及精確。文獻[24]中在計算對應於 DKT元素部分的內力時是將對應於

每一増量位移的増量內力相加而成，但[24]中在計算増量內力時將旋

轉視為向量，且沒有扣除剛體旋轉的部分。因三維有限旋轉並非向量，
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所以[24]的方法在兩増量間的增量旋轉必須是小角度，才能得到精確

的答案。為了克服此困難，文獻[33]採用共旋轉法來描述殼元素的變

形，並提出一運動過程來決定平面三角殼元素的節點總變形角，再用

總變形角來計算 DKT元素的節點內力。因[33]的方法可以有效的解決

兩增量間增量轉角的限制，故本研究擬採用[33]中的共旋轉法及[24]

的平面三角殼元素。 

結構在受到力負荷及位移負荷時位移-負荷的平衡路徑有時會出現

snap-back與 snap-thoughs的情況[34]，文獻[35]Crisfield提出基於牛頓

-拉福森(Newton-Raphson)法的弧長控制(are length control)法求解在力

負荷作用下的非線性平衡方程式，可以克服 snap-thoughs與 snap-back

的情況，求得完整的平衡路徑。但是文獻[35]提出的方法有不能直接

用在位移負荷的問題，所以文獻[25]修改了[35]的弧長控制法且提出了

一個牛頓-拉福森(Newton-Raphson)法和弧長控制(are length control)法

的增量疊代法來解受位移負荷的非線性平衡方程式，並將其用在平面

梁結構受位移負荷的幾何非線性分析，因為文獻[25]提出的方法非常

有效，故本文採用文獻[25]的方法來解非線性平衡方程式。 

最後，本研究以四個數值例題探討殼結構受到各種位移負荷之幾何非

線性行為。例題一為鉸接球殼受到不同位移負荷作用的幾何非線性行

為；例題二為圓柱殼受到不同位移負荷作用；例題三為含缺口的簡支圓

柱殼之邊界受到均勻位移及均勻力負荷作用的幾何非線性行為；例題四

為懸臂板受到不同的位移負荷作用。由例題結果可以知道結構受單一位

移負荷及力負荷時，其平衡路徑是一樣的，但受多個位移負荷作用與受

多個力負荷作用時，結構的行為有很大的差異。 
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第 二 章  理 論 推 導  

本文使用文獻[33]的共旋轉法(co-rotational formulation)，與文獻[33]

一樣，本文章採用文獻[24]中提出的平面三角殼元素，如圖 2.1所示，

文獻[24]中的殼元素是由 CST(constant strain triangle)常應變三角形元

素[31]及在文獻[32]中提出的 DKT(discrete Kirchhoff theory)三角殼元

素所疊加而成。為了本文的完整性，在本章將簡單描述文獻[24]中元

素變形的假設及內力、剛度矩陣的推導。文章中亦將簡單描述文獻[33]

中決定元素變形角的方法。 

 

2.1 基本假設 

在文獻[24]中對於非線性平面三角殼元素的推導，做以下的假設 

(1) 薄膜變形(membrane deformation)以及彎曲變形(bending 

deformation)之間無耦合作用。 

(2) 殼元素的變形為小變形。 

(3) 在元素變形前，垂直於中心面的法向線段，在元素變形後，依 

然保持直線，且沒有伸長及縮短，除了在元素三個頂點以及三個邊 

的中央點外，該線段不必垂直於元素變形後的中心面。 

 

2.2  座標系統 

本文採用共旋轉法，為了描述系統的運動以及元素的變形，在圖 2.2

中本文定義了兩組座標系統 

(1) 固定總體座標系統(global coordinate): (i = 1,2,3)；結構體所有 iX

結點的座標、增量位移、增量旋轉、結構的平衡方程式均在此座標系

統中定義。 

(2) 元素座標系統(element coordinate): ix  (i = 1,2,3)；此座標系統是 
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建立在每一殼元素變形後的最新位置上，其座標原點是在元素節 

點 1， 1x 軸即是元素節點 1與元素節點 2在元素平面上的連線， 2x  

軸是在元素平面上垂直於 1x 軸且朝著元素節點 3的方向， 3x 軸則是 

由 1x 軸及 2x 軸外積而得。元素變形、元素內力與元素剛度矩陣是在 

此座標系統中定義，然後經由標準的座標轉換，將其轉換至總體座 

標系統。本文中 ix0 及 i
I x )3,2,1( =i 表示初始未變形元素座標及在第 

I個增量疊代收斂後的元素座標。 

 

2.3 旋轉向量 

本文中使用旋轉向量來表示一個有限旋轉，如圖 2.3所示，一向量R

受到一旋轉向量 nφ 的作用而轉到一個新位置R′，R與R′之間的關係

可表示成[36] 

)(sin))(cos1(cos RnnRnRR ×+⋅−+=′ φφφ       (2.1) 

其中φ表繞旋轉軸的旋轉角，n表旋轉軸的單位向量。 

 

2.4 殼元素變形的描述 

如圖 2.1所示殼元素中心面上有三個節點，每個節點有 6個自由度，

分別是 1x 、 2x 、 3x 軸方向的位移 、 、 以及繞ju jv jw 1x 、 2x 、 3x 軸方

向的位移轉角 xjθ 、 yjθ 、 zjθ 。本殼元素的變形分為薄膜變形(membrane 

deformation)與彎曲變形(bending deformation)兩種，假設元素的薄膜變

形與彎曲變形之間無耦合作用，所以元素的變形可由薄膜變形及彎曲

變形疊加而成。本元素的變形是由 CST (constant strain triangle)常應變

三角形元素[31]的薄膜變形及文獻[32]中的 DKT(discrete Kirchhoff 

theory)三角形殼元素的彎曲變形疊加而成。 

在圖 2.1中的元素節點位移 與ju jv )3,2,1( =j 是 CST元素節點位
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移，而 xjθ 、 yjθ 以及 為在[32]中的 DKT元素節點位移，jw )3,2,1( =j

zjθ 是為了不使元素剛度內的面內旋轉剛度(in-plane rotational stiffness)

為 0，而人為加上去的自由度。圖 2.4中的元素是在[32]中所提出的

DKT元素，其節點 1、節點 2、節點 3是元素的三個頂點，節點 4、

節點 5、節點 6為元素的三個邊的中央點，這三個中央點的自由度僅

在元素推導的過程中暫時使用，在最後不會出現在元素的節點自由

度。在本文中以下的推導中，元素變形、元素內力以及元素剛度矩陣

都是定義在元素座標上。 

 

2.4.1 常應變三角元素(CST)的變形描述 

因為 CST元素內的應變為常數，所以其位移場為線性位移場，其位

移場可表示成 

yaxaau 321 ++=                                  (2.2) 

  yaxaav 654 ++=                                  (2.3) 

其中u跟v為在 1x 軸與 2x 軸方向的位移，x與 是元素內任意點變形前

的座標值， 是未定常數。 

y

)61( −=iai

由元素座標的定義可知，在元素座標中圖 2.1的節點 1、節點 2、節

點 3之變形前座標值可表示成 、 、 ，令節點)0,0( )0,( 2x ),( 33 yx j在 1x

軸、 2x 軸的位移分別是 )3,2,1(, =jvu jj 。 

將三個節點的座標值及節點位移 )3,2,1(, =jvu jj 代入(2.2)、(2.3)

可以得到 

                                  (2.4) 
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

3

2

1

33

2

3

2

1

1
01
001

a
a
a

yx
x

u
u
u
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⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

6

5

4

33

2

3

2

1

1
01
001

a
a
a

yx
x

v
v
v

                             (2.5) 

由(2.4)、(2.5)式可將 )61( −=iai 表示成 及 的函數，所以(2.2)、(2.3)

式可改寫成 

iu iv

                                                (2.6) mNuu =

       },{ vu=u                                         (2.7) 

                         (2.8) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

321

321

000
000

NNN
NNN

N

                            (2.9) { 332211 vuvuvum =u }

       )(1
32332

32
1 yxyxxyyx

yx
N +−−=   

       )(1
33

32
2 yxxy

yx
N −=  

       
3

3 y
yN =                                         (2.10) 

依據本文中對元素座標的假設，元素座標原點是定義在節點 1，元

素座標的 1x 軸是定義在節點 1與節點 2的連線，如圖 2.5所示，所以

(2.9)式的 中的mu 0211 === vvu ，故(2.9)式可表示成 

}000{ 332 vuum =u                              (2.11) 

其中 、 、 可由圖 2.5中元素節點在變形前後的座標決定。 2u 3u 3v

CST元素的應變包含在 1x 軸與 2x 軸方向的應變 xε 與 yε 以及剪應變

xyγ ，因本文中假設元素的變形為小變形所以 xε 、 yε 、 xyγ 可表示成 
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x
u

x ∂
∂

=ε  , 
y
v

y ∂
∂

=ε   , 
x
v

y
u

xy ∂
∂

+
∂
∂

=γ                  (2.12) 

將(2.6)式代入(2.12)式得到 

mmm uBε =                                        (2.13) 

     },,{ xyyxm γεε=ε                                  (2.14) 

   
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

xyxyxy

yyy

xxx

m

NNNNNN
NNN

NNN

,3,3,2,2,1,1

,3,2,1

,3,2,1

000
000

B

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−+−
−+−

−
=

0
000

0000
1

233332

2332

33

32 xyxyxx
xxxx

yy

yx
      (2.15) 

其中 稱為 CST元素的位移-應變轉換矩陣。 mB

 

2.4.2  DKT元素的變形描述 

本文中是採用在文獻[32]中提出的 DKT(discrete Kirchhoff theory)三

角板元素，在圖 2.6中， 為殼元素中心面變形前的單位法線向量，

為 在元素變形後的新位置，圖 2.6中θ為一在

n dn

n 21 xx − 平面上的旋轉向

量，將θ作用在n可將n轉到 。由 2.1的假設(3)可知垂直於變形前

的元素中心面法線向量變形後仍為直線且長度不變，由假設(2)知變形

角為小角度，所以文獻[32]之 DKT元素的位移場可表示成 

dn

),( yxzu yθ=    ),( yxzv xθ−=    ),( yxww =        (2.16) 

其中 x、 、y z為元素上任一點分別在 1x 、 2x 、 3x 軸的座標值， yθ 是

在

θ

2x 軸方向的分量， xθ 是 在θ 1x 軸方向的分量， 是在u 1x 軸方向的位

移，v是在 2x 軸方向的位移，w是在 3x 軸方向位移。當 <<θ 1時， yθ
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與 xθ 可視為法向量 繞n 2x 軸及 1x 軸的轉角。 

DKT元素變形包含彎曲應變(bending strain) xε 、 yε 與剪應變 xyγ 以

及橫向剪應變(transverse shear strain) xzγ 、 yzγ 。 

因本文假設元素的變形為小變形， xε 、 yε 和 xyγ 可表示成(2.12)式，

xzγ 、 yzγ 可表示成 

z
u

x
w

xz ∂
∂

+
∂
∂

=γ   ,  
z
v

y
w

yz ∂
∂

+
∂
∂

=γ                 (2.17) 

將(2.16)式代入(2.12)式可得 

κε zb =                                           (2.18) 

},,{ xyyxb γεε=ε                                   (2.19) 

},,{ ,,,, xxyyyxxy θθθθ −−=κ                        (2.20) 

將(2.16)式代入(2.17)式可得 

     },{},{ ,, xyyxyzxz ww θθγγ −+==γ                   (2.21) 

由(2.16)可知 、w yθ 、 xθ 與 3x 無關，所以可由(2.21)式可知橫向剪應

變在厚度方向為常數。 

本文中稱圖 2.4中沿著元素邊緣方向 s為切線方向，而垂直於元素邊

緣方向n為法線方向。 

在[32]中對於其所提出的 DKT元素做了下列的假設 

(1) yθ 、 xθ 在元素內為二次變化，也就是 

          ,                    (2.22) ∑
=

=
6

1i
yiiy N θθ ∑

=
−=

6

1i
xiix N θθ

其中 yiθ 、 xiθ 是 yθ 、 xθ 在圖 2.4中節點 i的節點值， 為形狀

函數[32]，其表示式詳見附錄 A。 

)61( −=iNi

(2) 元素的頂點以及三個邊的中央點可滿足克希霍夫板理(Kirchhoff 

plate theory)的假設，即 
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(a) 在頂點 

        0, =+= yixixzi w θγ         3,2,1=i              (2.23a) 

        0, =−= xiyiyzi w θγ         3,2,1=i              (2.23b) 

其中 xziγ 、 yziγ 、 、 、xiw yiw yiθ 、 xiθ 分別是 xzγ 、 yzγ 、 )(
x
wwx ∂
∂

= 、

)(
y
wwy ∂
∂

= 、 yθ 、 xθ 在節點 i的值。 

(b) 在三個邊的中央點 

0, =+− sknk wθ            6,5,4=k           (2.24a) 

0, =+ nksk wθ            6,5,4=k          (2.24b) 

其中 nkθ 、 skθ 分別是 nθ 、 sθ 在節點k的值， nθ 與 sθ 分別是 在n與θ s方

向的分量， 、 分別是skw, nkw, )(, s
ww s ∂
∂

= 、 )(, n
ww n ∂
∂

= 在節點k的值。 

(3) 在元素邊緣的方向上是呈現三次變化，也就是 w

sjj
ij

sii
ij

sk ww
l

ww
l

w ,,, 4
1

2
3

4
1

2
3

−+−−=                 (2.25) 

其中 i、 是 在節點 i及w jw w j的值， 是 在節點skw, sw, k的值， 6,5,4=k

分別為邊 23、邊 31、邊 12的中點， ij邊為節點 i與節點 j之間的邊 

(見圖 2.4)，其中 31,31 −=−= ji 且 ji ≠ 。 

(4) sθ 在元素邊緣是呈現線性變化，即 

)(
2
1

sjsisk θθθ +=                                  (2.26) 

其中 skθ 、 siθ 、 sjθ 分別是 sθ 在節點k、 i、 j之值， sθ 是θ在 s方向的 

分量，在圖 2.4中節點 6,5,4=k 分別為邊 23、邊 31、邊 12的中點。 

在圖 2.4中元素三個邊上的 yθ 、 xθ 與 sθ 、 nθ 之幾何轉換關係可表示

成 

 9



⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

s

n

y

x

cs
sc

θ
θ

θ
θ

                                 (2.27)             

xw, 、 與 、 的幾何轉換關係為 yw, sw, nw,

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

s

n

y

x

w
w

cs
sc

w
w

,

,

,

,                                 (2.28) 

其中 ijc αcos= 、 ijs αsin= ， ijα 為元素的邊 ij上的法線 與ijn 1x 軸的夾

角，見圖 2.4。 

由(2.23)-(2.28)式可以把(2.22)式表示成[32] 

b
T
xy uH ),( ηξθ =  

b
T
yx uH ),( ηξθ −=                                 (2.29) 

{ }333222111 yxyxyxb www θθθθθθ=u            (2.30) 

其中 為 DKT元素的節點位移， 與 是對應於元素節點位移的

新形狀函數，其表示式詳見附錄 A，

bu xH yH

ξ與η是元素內任一點在元素自

然座標[32]的座標值，其中 01 ≤≤ ξ 、 01 ≤≤η 。 

將(2.29)式代入(2.20)式可以得到 

                                               (2.31) bbuBκ =

其中 為 DKT元素的位移-應變轉換矩陣，表示式為 bB

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

++−

+−=
T
y

T
x

T
x

T
y

T
y

T
x

b

yxx
xx

y

A
ξηξ

ηξ

ξ

ηξ

,3,2,3

,2,3

,3

2
1),(

HHH
HH

H
B               (2.32) 

其中
2

32 yxA = ，A為三角形面積。  

 

2.5 元素內力與元素剛度矩陣 
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本文中殼元素的節點內力是由 CST及 DKT元素的節點內力組成而

成，元素剛度矩陣是由 CST元素剛度矩陣 、DKT元素剛度矩陣

以及面內旋轉剛度 所疊加而成。本文中 的值是取 之對角線元

素的絕對值中的最小值。本節中將用虛功原理推導 CST元素及 DKT

元素的節點內力及剛度矩陣。 

mk bk

zkθ zkθ bk

在平面應力狀態，等向性線彈性材料的應變與應力關係為 

         ,                                       (2.33) εEσ =

},,{ xyyx τσσ=σ                    

},,{ xyyx γεε=ε                                  (2.34) 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
=

2
100

01
01

1 2 ν
ν

ν

ν
EE                           (2.35) 

yzyz Gγτ =  

xzxz Gγτ =                                       (2.36) 

其中E是楊氏模數(Young's module)，ν 是蒲松比(Poisson ratio)，G為

剪力模數，(2.33)式之 可以是(2.14)式中的 及(2.19)式中的 。 ε mε bε

 

2.5.1  CST元素之節點內力與剛度矩陣  

將(2.33)式代入(2.13)式可得 

                                           (2.37) mmm uEBσ =

由虛功原理可得 

                                     (2.38) ∫= V m
t
mm

t
m dVσεfu δδ

}{ 321 mmmm ffff =  
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          }{ yjxjmj ff=f 3,2,1=j                        (2.39) 

其中 是 CST元素對應於mf muδ 的節點內力，V是元素的體積， 定

義於(2.11)式。 

mu

將(2.13)式、(2.37)式代入(2.38)式可得 

                              (2.40) ∫=
V mm

t
m

t
mm

t
m dVuEBBufu δδ

由(2.40)式可得 

                                             (2.41) mmm ukf =

                                       (2.42) ∫= V m
t
mm dVEBBk

其中 是 CST元素的剛度矩陣，而 的表示式詳見附錄 B。 mk mk

 

2.5.2  DKT元素的節點內力及剛度矩陣 

將(2.18)式、(2.31)式代入(2.33)式可得 

                                            (2.43) bbb z uEBσ =

在薄殼中剪應力 yzτ 與 xzτ 所做的虛功可以忽略，所以本文中用虛功

原理推導 DKT元素的節點內力時僅考慮 xσ 、 yσ 及 xyτ 所做的虛功。 

由虛功原理可得 

                                       

(2.44) 

∫= V b
t
bb

t
b dVσεfu δδ

       }{ 321 bbbb ffff =

          }{ yjxjzjbj mmf=f 3,2,1=j                     (2.45) 

其中 是 DKT元素對應於bf buδ 的節點內力， 定義於(2.30)式，bu V為

DKT元素的體積。 

將(2.18)式、(2.31)式、(2.43)式代入(2.44)式可得 

           ∫ ∫=
A bb

t
b

t
bb

t
b dzdAzz uEBBufu δδ
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                                     (2.46) ∫=
A bbb

t
b

t
b dAuBDBuδ

其中 

          

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
== ∫−

2
100

01
01

)1(12 2

35.0
5.0

2

ν
ν

ν

ν
Ehdzzh

hb ED        (2.47) 

其中h為板元素厚度。 

由(2.46)式可得[32] 

                                              (2.48) bbb ukf =

∫ ∫
−

=
1
0

1
0

2 η ηξddA bb
t
bb BDBk                          (2.49) 

其中 是 DKT元素剛度矩陣。 bk

 

2.6 元素幾何剛度矩陣 

元素的幾何剛度對平衡迭代時的收斂速度有很大的影響，為了改善

收斂速度，本文中在平衡迭代的過程中將元素幾何剛度矩陣加入元素

剛度矩陣中。本文中採用文獻[24]中的元素幾何剛度，其表示式為 

dAgA
t
gg BNBk ∫=                             (2.50) 

其中 

        

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−
−

−
−

=

2332

33

2332

33

2332

33

000000
0000000
000000
0000000
000000
0000000

2
1

xxx
yy

xxx
yy

xxx
yy

AgB  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=
*

*

*

N
N

N
N  
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其中 

         2332 xxx −=

        ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

212

121*

NN
NN

N  

        mmh uEBN =  

其中h為板元素厚度，E定義於(2.36)式， 定義於(2.15)式， 定

義於(2.9)式。 

mB mu

(2.50)式為一近似的幾何剛度矩陣，僅考慮面內應力 xσ 、 yσ 以及 xyτ

在剛體運動時的效應。由本文分析的例題可發現將 加入剛度矩陣可

以加速平衡迭代的收斂速率。 

gk

 

2.7 元素變形角的描述 

本文中採用文獻[33]中的兩階段旋轉法來決定元素的剛體旋轉及節

點在元素座標的變形位移與轉角。假設第 I個位置已知，此處所謂的第

I個位置，是指第 I個增量疊代收斂後的平衡位置。 )3,2,1( =ixi
I 為元

素在第 I個位置元素座標， 、j
I X jU∆ 及 jΦ∆ )3,2,1( =j 分別是元素

節點 j在總體座標中第 I個位置的位置向量、增量位移向量，及增量旋

轉向量，節點 j當前的座標 jX )3,2,1( =j 可由 加上j
I X jU∆ 得到。由

可以利用元素座標定義求出當前的元素座標jX ix )3,2,1( =i ，本文中

稱元素從 i
I x 到 ix 的運動為對應於 jU∆ 、 jΦ∆ )3,2,1( =j 之剛體運動，

本文中假設該剛體運動是由以下三個步驟達成的。 

(1) 1U∆ 造成的位移：元素座標 i
I x 的原點受到 1U∆ 的作用移動到元

素座標 ix 的原點，如圖 2.7(a)，其中 1U∆ 是作用在元素節點 1的元素

節點增量位移向量。 
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(2) 旋轉向量α造成的面外旋轉(out-of plane rotation)：在圖 2.7(a)中可

以看到元素的 i
I x )3,2,1( =i 軸因為受到在 21 xx − 平面的旋轉向量α

作用而旋轉，其中 3xI 軸旋轉到 3x 軸處並且與之重疊， 的表示式為 α

          
33

33
33

1 )(cos
ee
eeeeα

×

×
⋅= −

I

I
I                   (2.51) 

其中 與 分別是3e
I

3e 3xI 軸與 3x 軸上的單位向量。 

因為旋轉向量 造成的運動是朝遠離α 21 xx − 平面方向，所以α所造

成的旋轉稱為面外旋轉。 

(3) 旋轉向量β造成的面內旋轉(in-plane roration)：元素的 i
I x 軸因為受

到在 21 xx − 平面的旋轉向量α作用而旋轉到 ix ′ )3,2,1( =i 軸，由圖

2.7(b)可知 3x′軸與 3x 軸重疊，而 ix′軸受到旋轉向量 作用轉到β ix 軸，旋

轉向量β的表示式為 

                                   (2.52) 311
1 )(cos eeeβ ⋅′= −

其中 、 、 分別是1e′ 1e 3e 1x ′、 1x 、 3x 軸方向的單位向量。 

因為旋轉向量 造成的運動的方向是平行於β 21 xx − 平面，所以 所造

成的旋轉稱為面內旋轉。 

β

本文使用文獻[33]提出的直接法(direct method)來計算對應於 jU∆ 及

jΦ∆ )3,2,1( =j 的元素變形角。 

在文獻[33]所提出的直接法可以分成以下四個步驟。 

(1) 1U∆ 造成的剛體移動： 整個元素因為 1U∆ 而移動，其中 1U∆ 是

作用在元素節點 1的元素節點增量位移向量。 

(2) 旋轉向量α造成的剛體旋轉：旋轉向量α (2.51式)通過元素節點 1

使得整個元素除了 之外由dj
I n i

I x )3,2,1( =i 座標轉到 ix ′ )3,2,1( =i  

座標，其中 是在垂直於在第dj
I n I次疊代收斂後位在元素節點 j的變形
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後元素中心面的法線向量。 

(3) tjΦ∆ 造成 的有限旋轉：法線向量 受到dj
I n dj

I n tjΦ∆ 作用而旋轉 

到新位置 ，如圖 2.8所示。其中djn′ tjΦ∆ 是增量旋轉位移向量 jΦ∆  

在 21 xx ′−′ 平面的投影向量。 

(4) 旋轉向量β造成的剛體旋轉：旋轉向量  (2.52式)通過元素節點 1

使得整個元素包括 及 旋轉到最後的位置 及 ，其中 是

受到α作用後的新位置， 是在第

β

un′ djn′ un djn un′ u
I n

u
I n I次疊代收斂後，垂直於未變形的

元素中心面的法線向量， 是當前垂直於未變形元素中心面的法線向

量。 

un

令 un 及 djn 為將 與 表示成在當前的元素座標un djn ix )3,2,1( =i 軸

分量的向量，則元素變形角 jθ 可表示成 

            
dju

dju
djuj

j

j nn

nn
nnθ

×

×
⋅=

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
= − )(cos

0

1
2

1

θ
θ

            (2.53) 

 

2.8 系統的平衡方程式與收斂準則 

結構系統受位移負荷時，其平衡方程式可以表示為 

 ( ) 0QQFΨ == Pλ,                               (2.54) 

其中Ψ為系統不平衡力向量，F為系統節點內力，Q為系統位移向量，

λ為負荷參數， 為參考位移負荷向量。F可由(2.39)與(2.45)式的元

素節點力，用標準的座標轉換，轉換到對應總體座標後再組合而成。 

PQ

本文以不平衡力 的weighted Euclidean norm 作為迭代時的誤差度

量，而且收斂準則表示為 

Ψ
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 tol
e

ee ≤=
F
Ψ                                     (2.55) 

其中 為對應於位移負荷的系統節點反力向量。 為一給定之容許

誤差值。 

eF tole
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第三章 數值計算方法與程序 

本文解非線性平衡方程式(2.54)式的數值計算方法是採用文獻[25]

中所提出基於牛頓-拉福森(Newton-Raphson)法和弧長控制(arc length 

control)法的增量疊代法。為了文章的完整性，本章中將簡單介紹文獻

[25]中提出的數值計算的方法與程序。 

 

3.1增量迭代法 

在增量迭代法中，若第 I 個增量的平衡位置為已知，令其位移向量

為 、負荷參數為IQ Iλ ，則第 I+1個增量的初始增量位移向量 Q∆ ，可

利用尤拉預測值( Euler predictor )求得[34] 

   TrQ λ∆∆ = ，           (3.1) 

     ， (3.2) P
I
TT FKr 1)( −−=

      
∂λ
∂ FF =P ，           (3.3) 

其中 為在第I
TK I個平衡位置的系統切線剛度矩陣， λ∆ 為初始增量負

荷參數， 為(2.54)式中的系統節點內力， 之計算方法可說明如下: F PF

因式(3.3)中的系統節點內力 是由在總體座標中的元素節點內力

組合而成，因此， 亦可由 

F

Gf PF

∂λ
∂ G

G
P

ff = ，              (3.4) 

組合而成；(3.4)式中之
∂λ
∂ Gf
可表示成 

  G
P

G
G

G

GG
rkr

r
ff

==
∂λ
∂

∂
∂

∂λ
∂               (3.5) 
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             G

G
G

r
fk

∂
∂

=                                   (3.6) 

             
∂λ
∂ G

G
P

rr =                                   (3.7) 

其中， Gk 為在總體座標上的元素剛度矩陣， Gk 是由在元素座標中的

元素剛度矩陣經標準轉換得到， 為元素的節點參考位移負荷，可以

由系統參考位移負荷 萃取而得到。 

G
Pr

PQ

(3.1)式中的 λ∆ 可利用下式求出[35] 

( ) 21
T

t
Tl rr∆λ∆ ±= ，          (3.8) 

其中正負符號之決定方法如下：若第 I-1與 I個增量收斂時，其系統切

線剛度矩陣之行列式值同號，則 λ∆ 的正負符號和第 I個增量時相同；

若異號則符號相反。 l∆ 表示第 I+1個增量的增量弧長，其值可以如下

決定[35] 

( ) 21
IDI JJll ∆∆ = ，         (3.9) 

其中 為給定的期望迭代次數， 為第 I 個增量迭代至平衡所使用

的迭代次數，

DJ IJ

Il∆ 為第 I個增量的增量弧長。 

本文中第一個增量的增量弧長 1l∆ 是由下式決定 

    
c

l
rI

R

max

0max
1

R
=∆ ，            (3.10) 

上式中 為給定的參考自由度之最大位移量， 為maxR R0 0=λ 時(3.2)式

中之 ，Tr 0R 為 的 Euclidean norm， 為給定之最大增量次數，0R maxI

cr 為 在參考自由度的分量之絕對值。 0R

當增量位移向量 Q∆ 及增量位移負荷參數 λ∆ 已知時，則可進行以下
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的平衡迭代：由 QQQ ∆+=+ II 1 ， λ∆λλ +=+ II 1 ，參考位移負荷向量

及 2.4節與 2.6節的方法，則可以求得系統中各殼元素在當前的元

素座標、節點變形位移、節點變形角。再利用 2.5 節的方法，求得在

當前元素座標上的節點內力及剛度矩陣再由標準轉換轉到總體座標的

節點內力及剛度矩陣。由(2.54)式此時之不平衡力可表示成 

PQ

    ( PIII QQF 111 , +++ = )λ ，          (3.11) 

將(2.54)式在 1+= Iλλ ， 1+= IQQ 時用泰勒展開式展開為 

    +++= + δλ
λ∂

∂δ
∂
∂ FQ
Q
FΨΨ 1I (二次以上高次項) 

    +++= + PTI FrKΨ δλ1 (二次以上高次項)            (3.12) 

其中，
Q
FK

∂
∂

=T 為系統切線剛度矩陣， Qr δ= 為增量位移修正量，

在(3.3)式中已定義，在此我們必須注意 在每一次迭代後都要重新計

算。 

PF

PF

依牛頓法，忽略(3.12)式中二次以上高次項，可得到位移修正量 

    ，     (3.13) TPIT rrFΨKr δλδλ +=+−= +
−

01
1 )(

其中， 1
1

0 +
−−= IT ΨKr ， 在( 3.2 )式中已定義。 Tr

(3.13)式中的位移負荷參數修正量δλ有很多不同的決定方法[37]，如

Crisfield 在文獻[35]所提出的定弧長控制法及 Fried 在文獻[38]提出的

正交軌線法，本文是使用 Crisfield[35]提出的定弧長控制法決定δλ，

並將在 3.2節中介紹。 

將求得之位移負荷參數修正量δλ及增量位移修正量r加入上次迭代

之 λ∆ 與 Q∆ 中，可得到一新的增量位移向量與增量位移負荷參數，再

進行下一次迭代。以上之迭代過程一直重複至(3.11)式中的不平衡力滿

足(2.55)式的收斂準則為止。 
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3.2弧長控制法 

(3.13)式中的位移負荷參數修正量δλ可利用文獻[35]中 Crisfield 所

提出的定弧長控制法決定，其方法使在每一個增量中固定其增量位移

的 Euclidean norm為一定值 l∆ 。由新的增量位移向量為 ( )rQ +∆ 可得 

    ( ) ( )T
t

Tl rrQrrQ δλ∆δλ∆∆ ++++= 00
2 ，    (3.14) 

上式經過整理後可以得到δλ的二次方程式 

        ，                            (3.15) 032
2

1 =++ aaa δλδλ

其中 

        ， T
t
Ta rr=1

      ( ) T
ta rrQ 02 2 += ∆ ， 

        ( ) ( ) 2
003 la t ∆∆∆ −++= rQrQ ， 

當(3.15)式的解為兩實根 1δλ ， 2δλ 時，本文中取兩根中能使新的增

量位移 ( rQ + )∆ 與前次迭代增量位移 Q∆ 間的內積(inner product)較大

者為δλ。當(3.15)式無實根時，則把(3.9)式之 l∆ 減小，重做第 I+1 個

增量。 

 

3.3 數值程序 

本文使用的增量迭代法之數值程序可以分為三個主要部分 

1. 輸入與計算開始分析所需的資料 

(a) 輸入結構與負荷資料。 

(b) 選擇一個參考自由度，並給定期望此自由度達到的最大位移。 

(c) 給定最大增量數、每個增量期望的迭代數與最大的迭代數、收

斂時的容許誤差。 
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(d) 形成剛度矩陣並求得(3.10)式中的 。 0R

(e) 利用(3.1)-(3.3)式、(3.9)式與(3.10)式計算第一次增量的增量弧

長、增量負荷參數與初始增量位移。 

2. 使用迭代法求增量的收斂解 

(a) 利用已知的增量位移求得目前元素的變形，並以 (2.39)、         

(2.45)式計算元素節點內力。 

(b) 計算(2.54)式的不平衡力Ψ。 

(c) 檢查(2.55)式的收斂準則，若滿足，則進行(e)；否則檢查迭代數，

如果小於給定之最大迭代數，則進行(d)；否則減少增量弧長並以

(3.1)-(3.3)式與(3.9)式計算新的增量位移與增量負荷，回到步驟(a)重新

此增量。 

(d) 以(3.13)式與 3.1節的方法計算增量位移修正量與增量負荷參數

修正量，然後回到步驟(a)。                

3. 計算下一次增量所需的資料 

(a) 檢查參考自由度的位移或已進行的增量次數是否已達給定值。

若已達到給定值則停止分析工作；否則進行下一步工作。 

(b) 計算(3.12)式中的切線剛度矩陣與 。 PF

(c) 以(3.1)-(3.3)式與(3.8)-(3.9)式計算下一次增量的增量位移、增量

弧長與增量負荷參數。 

(d) 回到第二部份執行迭代工作。 
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第四章 數值例題與結果 

在本章中，將以第二章之梁元素及第三章所提的幾何非線性分析之

數值程序與方法，探討不同的板殼結構在位移負荷作用下的非線性行

為，並說明本文數值方法與程式之可行性與正確性。 

 

例題一：鉸接球殼受到不同位移負荷作用 

  圖 4.1所示為本例題分析之Hinged spherical shell的結構圖及其所受

之位移負荷的示意圖，該結構四周為鉸接，圖 4.1(b)中的

mm75.159d = 。本例題考慮的位移負荷有下列五種情形：(Case 1) E

點受一向下( 方向)的位移負荷Z- Eλ 作用，其中 )mm(E λλ = ，λ是負

荷參數(loading parameter)，(Case 2) B點、E點受一向下( 方向)的位

移負荷

Z-

EB , λλ 作用，其中 )mm(E λλ = )mm(5.0B λλ = ，(Case 3) B點、

E 點 受 一 向 下 ( 方 向 ) 的 位 移 負 荷Z- EB , λλ 作 用 ， 其 中

)mm(BE λλλ == ，(Case 4) A點、B點、C點受一向下( 方向)的位

移負荷

Z-

CBA ,, λλλ 作用，其中 )mm(CBA λλλλ === ，(Case 5) A點、

B 點、F 點受一向下( 方向)的位移負荷Z- FBA ,, λλλ 作用，其中

)mm(FBA λλλλ === 。本例題的 Case 1 與文獻[33]中在相同殼結構

之 E點施加向下的力負荷是等效的。Case 1由於雙對稱之故，本文僅

取分析 1/4的結構並將其離散成 50個元素(5× 5網格)。除了 Case 1外，

本例題以整個結構進行分析，並將此結構離散成 200 個元素(10× 10

網格)，本例題之平衡迭代的容許誤差值取1 510−× ，Case 1的分析過程

中使用了 8個增量，每個增量的平均迭代次數約為 4；Case 2的分析

過程中使用了 18個增量，每個增量的平均迭代次數約為 4；Case 3的

分析過程中使用了 18個增量，每個增量的平均迭代次數約為 5；Case 

4的分析過程中使用了 19個增量，每個增量的平均迭代次數約為 5；
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Case 5的分析過程中使用了 18個增量，每個增量的平均迭代次數約為

5。圖 4.2-圖 4.8為本例題的結果，圖 4.2為 Case 1的結果與文獻[33]

比較，圖中 為在位移負荷方向的反力， 及ER ER λ相當於文獻[33]之

力負荷及力負荷方向的位移，由圖 4.2可見本文的結果與文獻[33]的結

果完全重合，由圖 4.2 的結果可以得知施加單一位移負荷與施加單一

力負荷是等效的。圖 4.3為 Case 1中 A點的位移–負荷參數曲線圖，

圖 4.4為 Case 2 中 B點與 E點之反力–負荷參數曲線圖，由圖 4.4可

以發現 B點的反力為負值，即反力的方向與設點位移的方向相反。由

圖 4.3可知當 Case 1中 E點受位移負荷λ時 A點的位移大於 λ5.0 ，因

為對稱的關係所以 B 點的位移等於 A 點也大於 λ5.0 ，在 Case 2 中

λλλλ 5.0, BE == ，所以需有一與 Bλ 方向相反的反力，才能使

λλ 5.0B = 。圖 4.5為 B點與 E點的位移–負荷參數曲線圖，因 Case 2

的位移負荷對 E點不對稱，所以 不為 。圖 4.6-4.8為 Case 3-5之

反力–負荷參數曲線圖，因 Case 3的

EU 0

λλλ == BE ，所以圖 4.6中 的

值是正的，即 B 點的反力與其位移同向，由圖 4.7 中可以發現 與

–負荷參數的曲線重疊，這是因為 A和 C點的位移負荷對通過 EB

之大圓(Great Circle)的平面是對稱的。由圖 4.2、4.4、4.6-4.8可以發現

不同的位移負荷造成的反力有很大的差異。 

BR

AR

CR

 

例題二：圓柱殼受到不同位移負荷作用 

  圖 4.9中所示為本例題分析之 Hinged cylindrical shell之結構圖及其

所受之位移負荷圖，此結構與 軸平行的邊界為鉸接，而與 軸平行

的邊界為自由邊，圖 4.9(b)中的

Y X

mmbmma 8.50,71.50 == 。與例題一

一樣，本例題考慮的位移負荷有下列五種情形：(Case 1) E點受一個向

下( 方向)的位移負荷Z- Eλ 作用，其中 )mm(E λλ = ， λ 是負荷參數
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(loading parameter)。(Case 2) B點、E點受一向下( 方向)的位移負荷Z-

EB , λλ 作用，其中 )mm(E λλ = 、 )mm(5.0B λλ = 。(Case 3) B點、E

點 受 一 向 下 ( 方 向 ) 的 位 移 負 荷Z- EB , λλ 作 用 ， 其 中

)mm(BE λλλ == 。(Case 4)分別在 A點、B點、C點受一向下( 方

向)位移負荷

Z-

CBA ,, λλλ 作用，其中 )mm(CBA λλλλ === 。(Case 5) A

點、B 點、F 點受一向下( 方向)的位移負荷Z- FBA ,, λλλ 作用，其中

)mm(FBA λλλλ === 。本例題的 Case 1與文獻[33]中在相同殼結構

之 E點施加向下的力負荷是等效的。Case 1由於雙對稱之故，本文僅

取分析 1/4的結構並將其離散成 50個元素(5× 5網格)。除了 Case 1外，

本例題以整個結構進行分析，並將此結構離散成 200 個元素(10× 10

網格)，本例題之平衡迭代的容許誤差值取1 410−× 。Case 1的分析過程

中使用了 7個增量，每個增量的平均迭代次數約為 6；Case 2的分析

過程中使用了 16個增量，每個增量的平均迭代次數約為 4；Case 3的

分析過程中使用了 12個增量，每個增量的平均迭代次數約為 5；Case 

4的分析過程中使用了 14個增量，每個增量的平均迭代次數約為 5；

Case 5的分析過程中使用了 17個增量，每個增量的平均迭代次數約為

6。圖 4.10-4.11為本例題的結果，圖 4.10-4.11為 Case 1中 E點反力–

負荷參數曲線圖與 A點之位移–負荷參數曲線圖，圖 4.10中 為在

位移負荷方向的反力， 及

ER

ER λ相當於文獻[33]之力負荷及力負荷方向

的位移，由圖 4.10 可見本文的結果與文獻[33]的結果完全重合。圖

4.12-4.13為 Case 2中 B點與 E點之反力及位移–負荷參數曲線圖，

圖 4.14-4.16為 Case 3-5反力–負荷參數曲線圖，圖 4.17為 Case 5中

B點與 E點之位移–負荷參數曲線圖。 

 

例題三：含缺口的簡支圓柱殼邊界受到均勻位移及力負荷作用 
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  圖 4.18中所示為本例題分析之 Cylindrical shell結構與受負荷圖，如

圖 4.18所示，本例題的圓柱殼在中央有一缺口 BCDE，本例題考慮了

4 種缺口的大小，Case 1： 0,0 == ba ，即無缺口。Case 2：

，Case 3：mmbmma 4.25,39.25 == mmbmma 8.50,39.25 == ，Case 

4： 。圖 4.18與 軸平行之右邊邊界為鉸接，

僅能在Y軸方向旋轉，左邊邊界為滾子，僅能在 方向平移及在 軸

方向旋轉，而與 軸平行的邊界為自由邊。本例題考慮了兩種負荷情

形，第一種為在左邊邊界加一均勻的位移負荷

mmbmma 8.50,78.50 == Y

X Y

X

Dλ (圖 4.18(b)(c))，第二

種為左邊邊界加一均勻的力負荷 Fλ (圖 4.18(d)(e))。本例題平衡迭代的

容許誤差值取 4101 −× ，用 10× 10的網格分析時，Case 1在分析過程中

使用 11個增量，每個增量的平均迭代次數為 3；Case 2在分析過程中

使用 11個增量，每個增量的平均迭代次數為 3；Case 3在分析過程中

使用 19個增量，每個增量的平均迭代次數為 4；Case 4在分析過程中

使用 19 個增量，每個增量的平均迭代次數為 4。圖 4.19-4.38 為本例

題的結果，圖 4.19為 Case 1中 A點之位移 –負荷參數AW Dλ 曲線圖，

圖 4.20為反力參數 Rλ –位移負荷參數 Dλ 曲線圖，圖 4.20中之反力參

數 ∑= L2/R iRλ ，∑ 為圖 4.18中邊界 I J之節點反力的和， 為 I 

J的邊長。由圖 4.19及圖 4.20可發現用 10

iR L2

× 10的網格即可求得準確的

及AW Rλ 。在位移邊界上的反力為分佈反力，令 表示分佈反

力，若假設兩相鄰節點間的分佈反力為線性變化，則利用邊界節點的

反力可以求出分佈反力的節點值(詳見附錄 C)。圖 4.21-4.24為 Case 1

中使用不同元素網格時位移邊界上之無因次分佈反力圖，圖 4.25為負

荷參數

)Y(Wp

mm266.0D =λ 不同元素網格之無因次分佈反力圖，圖 4.26 為

在不同元素網格時的比較圖。由圖 4.21-4.25可以發現在均勻位)0(Wp
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移邊界上的分佈反力並不均勻，Wp在 0
L
Y
= 附近有應力集中的現象，

但即使使用 100× 100的網格， 仍未收斂到令人滿意的結果，這

可能是因為在 附近之分佈反力的變化率太大造成的。當

)0(Wp

0X = Dλ 較小

時， 在Wp 1
L
Y
= 有局部的最大值，隨著

L
Y
減少， 亦慢慢減小，但

當

Wp

Dλ 逐漸增加時，Wp的局部最大值逐漸移到 5.0
L
Y
= 附近。由圖中亦

可發現用 10× 10的網格求得之 在)Y(Wp 1
L
Y2.0 ≤≤ 時已足夠準確，為

了節省計算時間，本研究中 Case 2-4皆使用 10×10的網格來分析。圖

4.27-4.29為 Case 2-4的位移邊界上之無因次分佈反力圖，由圖中可以

發現缺口愈大 的值愈小，且其最大值發生在)L(Wp 5.0
L
Y
= 附近。圖

4.30為結構受到位移負荷作用時A點的位移 –位移負荷參數AW Dλ 曲

線圖，圖 4.31為結構受到位移負荷作用時 F點的側向位移 –位移

負荷參數

FW

Dλ 曲線圖，其中 F 點是指 Case 4 中的 F 點(如圖 4.18(b)(d)

所示)。圖 4.32為 A點的位移 –反力參數AW Rλ 曲線圖，由圖 4.30可

以發現 Case 1-4之 –AW Dλ 的曲線都重合，即 A點的側向位移似乎與

缺口的大小無關，會造成此一結果的原因應為缺口最大的長與寬也僅

佔整個 mesh 的 5/1 ，而 A 點距缺口的最小距離為缺口最大長度的 4

倍，故缺口的大小對 A點的側向位移的影響是很小的。由圖 4.31可發

現當邊界位移相同時，缺口愈大則側向位移 愈大；由圖 4.32 可發

現當邊界位移相同時，缺口愈大則對應的反力愈小。本例題受力負荷

的分析皆是使用 10×10 mesh 來作分析，圖 4.33-4.34為結構受到力負

荷作用時A點的位移 –力負荷參數

FW

AW Fλ 曲線圖以及力邊界上 軸方

向的節點的位移平均值 曲線圖，由圖 4.33可以發現缺口愈大時，

X

avgU
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相同的 Fλ 會造成較大的 ，由圖 4.34可發現 相同時， 的大

小與缺口的大小無關。圖 4.35-4.38為結構受力負荷時 Case 1-4之力邊

界上X軸方向之無因次位移分佈圖，由圖中可以發現對應於均勻分佈

外力的位移並不均勻。當沒有缺口時， 方向的位移在

AW avgU AW

X 1
L
Y
= 時有最

小值，當缺口愈大時，在 1
L
Y
= 的位移逐漸增加。隨著 Fλ 的增加，

的分佈形態也逐漸改變， 之最大值及最小值的位置也隨著改變。由

圖中亦可發現 和 之差的最大值約為 的 ，見圖 4.38。

圖 4.39為 Case 1-4中受位移負荷之

iU

iU

iU avgU avgU %5.1

Rλ – Dλ 曲線圖及受力負荷之 Fλ –

曲線圖，由圖中可以發現在相同的 Case的avgU Rλ – Dλ 及 Fλ – 的

曲線幾乎重合。  

avgU

例題四：懸臂板受到不同的位移負荷作用 

  在圖 4.40中所示為本例題分析之 Cantilever plate的結構與負荷圖，

本例題是用 6×8 的網格共 96 個元素來作分析。本例題考慮了三種位

移負荷：(Case 1) 只在 A點加一個向下( 方向)位移負荷，(Case 2) 分

別在 A 點及 B 點加一個向下 ( 方向 )的位移負荷，其中

Z-

Z-

λλλλ −=BA ,= ，(Case 3) 分別在 A 點及 B 點加一個向下( 方向)

的位移負荷，其中

Z-

λλλλ 5.0, BA == 。本例題平衡迭代的容許誤差值

取 ，Case 1在分析過程中使用 8個增量，每個增量的平均迭代

次數為 5；Case 2在分析過程中使用 19個增量，每個增量的平均迭代

次數為 4；Case 3在分析過程中使用 13個增量，每個增量的平均迭代

次數為 5。圖 4.41-4.48為本例題的結果。圖 4.41為 Case 1的反力–

位移負荷參數曲線圖。因

4101 −×

2
bY = 為本例題結構的對稱面，亦為 Case 2

的位移負荷之反對稱面，所以可以預期在 Case 2的位移負荷下，有一
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平衡路徑之 A點反力 和 B點反力 的大小相同方向相反，A點和

B 點在 方向的位移相同，在 方向的位移大小相同方向相反，在

AR BR

X Y

0Z,
2
bY == 的直線上，Y和 方向的位移為0。圖 4.42-4.44為 Case 2

中 A點與 B點的反力及位移–負荷參數曲線圖，圖 4.45為 Case 2中

C點之位移–負荷參數曲線圖。由圖 4.42-4.45可以發現，當負荷參數

Z

cm5.3<λ 時 A、B 兩點的位移、反力及 C 點的位移應為上述預期的

平衡路徑之解，但當 cm5.3>λ 時 A、B 點的位移、反力 C 點的位移

顯然為另一平衡路徑的解，這可能是在 cm5.3=λ 附近有分歧點

(Bifurcation point)， cm5.3<λ 時為主平衡路徑的解， cm5.3>λ 時為次

要平衡路徑的解，但因本文的元素切線剛度僅為一近似剛度，故不能

用系統切線剛度的行列式值為零來偵測分歧點。為了求得分歧點後不

穩定的主要平衡路徑，本文將 Case 2在 0Z,
2
bY == 之直線上在 方

向的位移令為 ，並稱其為 Case 2a，由圖 4.42-4.45 可以發現當

Y

0

cm5.3<λ 時，Case 2和 Case 2a的結果重合。圖 4.46-4.47為 Case 3

中 A 點與 B 點的反力–負荷參數及位移–負荷參數曲線圖，圖 4.48

為 Case 3中 C點之位移–負荷參數曲線圖。由圖 4.46可發現 B點的

反力和位移的方向相反。由圖 4.41可知當只有 A點受位移負荷λ時，

B點的位移大於 λ5.0 ，所以當 B點向位移負荷為 λ5.0 時，B點的反力

應與位移的方向相反。 
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第 五 章   結  論  

本文以共旋轉(co-rotational formulation)有限元素推導法及增量疊代法

來探討薄殼結構在位移負荷作用下的幾何非線性行為。由本文分析之數

值例題的結果，可得以下的結論 

(1)  本文所使用的數值計算方法可以分析結構受位移負荷作用時的

行為，並有正確的結果。 

(2)  在分析過程中亦發現本文在增量平衡迭代時將幾何剛度矩陣加

入元素切線剛度矩陣中可以有效地改善收斂速度。 

(3)  由本文例題結果可以知道結構受多個位移負荷作用與受多個力

負荷作用時，結構的行為有很大的差異。 

(4)  本文所使用的元素切線剛度矩陣僅為一近似剛度矩陣，故不能使

用系統切線剛度的行列式值偵測平衡路徑的分歧點。 
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附錄 A  DKT元素的形狀函數 

在(2.29)式裡面的 與 分別有 9個分量，其表示式為[32] xH yH

        )(5.1 55661 NaNaH x −=

        66552 NbNbH x +=

        665513 NcNcNH x −−=

        )(5.1 66444 NaNaH x −=

        44665 NbNbH x +=

        446626 NcNcNH x −−=

        )(5.1 44557 NaNaH x −=

        55448 NbNbH x +=

        554439 NcNcNH x −−=

 

        )(5.1 55661 NdNdH y −=

       665512 NeNeNH y ++−=  

       23 xy HH −=  

        )(5.1 66444 NdNdH y −=

       446625 NeNeNH y ++−=  

       56 xy HH −=  

        )(5.1 44557 NdNdH y −=

       554438 NeNeNH y ++−=   

       89 xy HH −=  

其中 

       2
ij

ij
k

l

x
a

−
=  
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       2
4
3

ij

ijij
k

l

yx
b =  

       2

22 )
2
1

4
1(

ij

ijij
k

l

yx
c

−
=  

       2
ij

ij
k

l

y
d

−
=  

       2

22 )
2
1

4
1(

ij

ijij

k
l

yx
c

−
=  

        )( 222
ijijij yxl +=

其中 6,5,4=k 分別對應到 12,31,23=ij 如圖 2.4所示， ，

。 

jiij xxx −=

jiij yyy −=

在 、 的表示式中以及在(2.22)式中的xH yH )61( −=iNi 為[32] 

      )
2
1)(1(21 ηξηξ −−−−=N  

      )12(2 −= ξξN  

      )12(3 −= ηηN  

      ξη44 =N  

      )1(45 ηξη −−=N  

      )1(46 ηξξ −−=N  

 

其中ξ、η是元素面積座標裡的 與 [39]。 2L 3L

在文獻[39]中元素面積座標的 、 、 分別為 1L 2L 3L

))()((
2
1

23322332
1

1 yxxxyyyxyx
AA

AL −+−+−==  
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))()((
2
1

31133113
2

2 yxxxyyyxyx
AA

AL −+−+−==  

))()((
2
1

12211221
3

3 yxxxyyyxyx
AA

A
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其中 、 、 、 、 、 分別是元素三個端點在座標的座標值，

見圖 A.1。

1x 2x 3x 1y 2y 3y

A為元素面積， 、 、 為圖 A.1中1A 2A 3A 32P∆ 、 31P∆ 、 12P∆

的面積。圖 A.2為元素節點在元素自然座標ξ及η上的座標值。 
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因為 2L=ξ 、 3L=η 故 
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依照本文元素座標的定義， 0211 === yyx  
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xH 與 對yH ξ與η偏微的表示式如下 
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圖 A.1 元素面積座標的示意圖 

 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

圖 A.2 殼元素節點的自然座標示意圖 
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             附錄 B  CST元素的剛度矩陣 

CST元素的剛度矩陣表示如下[31] 
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             圖 B.1 CST元素節點座標示意圖 
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        附錄 C  分佈反力之節點值與節點反力的關係 
 
如下圖所示在長度為 的位移邊界上有L2 1N + 個等間距的節點，令

及jW jR )1N1j( +−= 分別代表對應於某一分佈位移負荷之分佈反力

在節點 之值及節點 之反力。若假設兩相鄰節點間的分佈反力為線性

變化，則在節點 與 間之分佈反力在節點 及

j j

j 1j+ j 1j+ 造成的節點力可

表示成 
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j
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21
12

6
L

R
R ∆                      (C.1) 

其中
N
L2L =∆ 。 

由直接勁度法及(C.1)式可得 

         AWR =                                      (C.2) 

           }R,,R,R{ 1N21 += LLLR                    (C.3) 

         }W,,W,W{ 1N21 += LLLW                   (C.4) 

其中 為一A )1N()1N( +×+ 的 tridiagonal矩陣，可表示成 
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當節點反力 jR )1N1j( +−= 求出後，由(C.2)式即可求得  

。 

jW

)1N1j( +−=
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圖 C.1 分佈反力 jW )1N~1j( += 之示意圖 
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圖 2.1 三角殼元素的示意圖及節點自由度 
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圖 2.2 總體座標與元素座標 
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圖 2.3 旋轉向量 
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圖 2.4  DKT元素的節點及其三邊上的局部座標示意圖 
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圖 2.5  CST元素在元素座標上的變形位移 
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圖 2.6  變形前板元素中心面之單位法向量 受旋轉向量 作用的

示意圖 
n θ
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圖 2.7 元素座標的剛體旋轉 (a)面外旋轉(out-of plane rotation),(b)

面內旋轉(in-plane roration) 
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圖 2.8 決定板元素節點變形轉角的第 3個步驟的示意圖 
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圖 4.1 (a)例題一之 Hinged spherical shell結構示意圖 (b)俯視圖 
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       圖 4.2  E點之反力–負荷參數曲線圖(例題一, Case 1) 
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圖 4.3  A點之位移–負荷參數曲線圖(例題一, Case 1) 
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圖 4.4  B點與 E點之反力–負荷參數曲線圖(例題一, Case 2) 
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圖 4.5  B點與 E點之位移–負荷參數曲線圖(例題一, Case 2) 
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圖 4.6  B點與 E點之反力–負荷參數曲線圖(例題一, Case 3) 
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圖 4.7  A點、B點、C點之反力–負荷參數曲線圖(例題一, Case 4) 
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圖 4.8  A點、B點、F點之反力–負荷參數曲線圖(例題一, Case 5) 
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 4.9  (a)例題二之 Hinged cylindrical shell結構示意圖 (b)俯視圖 
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(c)位移負荷圖 



 

圖 4.10  E點之反力–負荷參數曲線圖(例題二, Case 1) 
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圖 4.11  A點之位移–負荷參數曲線圖(例題二, Case 1) 
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圖 4.12  B點與 E點之反力–負荷參數曲線圖(例題二, Case 2) 
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圖 4.13  B點與 E點之位移–負荷參數曲線圖(例題二, Case 2) 
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圖 4.14  B點與 E點之反力–負荷參數曲線圖(例題二, Case 3) 
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圖 4.15  A點、B點、C點之反力–負荷參數曲線圖 
(例題二, Case 4) 

 

8

 

 

Loading parameter λ (mm)

Re
ac

tio
n 

(k
N

)

RA
RB
RC
RA+RB+RC

 

 

 

 

 66



 

圖 4.16  A點、B點、F點之反力–負荷參數曲線圖 
(例題二, Case 5) 
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圖 4.17  B點、E點之位移–負荷參數曲線圖(例題二, Case 5) 
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 4.18  (a)例題三之 Hinged cylindrical shell結構示意圖 
(b)位移負荷之俯視圖 
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圖 位移負荷之前視圖 (d)力負荷之俯視圖 (e)力負荷之

前視圖 
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圖 4.19  A點之位移 AW Dλ 曲線圖 

(例題三, Case 1) 
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圖 4.20  反力參數 Rλ –位移負荷參數 Dλ 曲線圖 

(例題三, Case 1) 
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(例題三 Case 1 , mesh 10

 

 

 

 

 

圖 4.21  位移邊界上之無因次分佈反力圖 
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(例題三 Case 1 , mesh 20

 

 

 

 

 

圖 4.22  位移邊界上之無因次分佈反力圖 
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(例題三 Case 1 , mesh 25

 

 

 

 

 

圖 4.23  位移邊界上之無因次分佈反力圖 
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(例題三 Case 1 , mesh 30

 

 

 

 

 

圖 4.24  位移邊界上之無因次分佈反力圖 
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圖 4.25  不同Mesh的位移邊界上之無因次分佈反力圖 
(例題三 Case 1 , mm266.0D =λ ) 
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在不同Mesh的數值比較圖 

              (例題三 Case 1 , 位移控制) 
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圖 4.26  )0(Wp
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圖 4.27  位移邊界上之無因次分佈反力圖 
(例題三 Case 2 , mesh 10×10) 
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圖 4.28  位移邊界上之無因次分佈反力圖 
(例題三 Case 3 , mesh 10×10) 
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圖 4.29  位移邊界上之無因次分佈反力圖 
(例題三 Case 4 , mesh 10×10) 
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–位移負荷參數

 

 

 

 

圖 4.30  A點之位移 AW Dλ 曲線圖 
(例題三, 位移負荷) 
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圖 4.31  F點之位移 FW –位移負荷參數 Dλ 曲線圖 
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圖 4.32  A點之位移 AW –反力參數 Rλ 曲線圖 
(例題三, 位移負荷) 
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圖 4.33  A點之位移 AW –力負荷參數 Fλ 曲線圖 
(例題三, 力負荷) 
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曲線圖(例題三, 力負荷) 
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圖 4.34  A點之位移 AW –力邊界上X軸方向位移平均數 

avgU
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圖 4.35  力邊界上X軸方向之無因次位移分佈圖 
(例題三 Case 1 , mesh 10×10) 
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軸方向之無因次位移分佈圖 

(例題三 Case 2 , mesh 10
圖 4.36  力邊界上X

×10) 
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軸方向之無因次位移分佈圖 

(例題三 Case 3 , mesh 10

 
圖 4.37  力邊界上X

×10) 
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軸方向之無因次位移分佈圖 

(例題三 Case 4 , mesh 10

圖 4.38  力邊界上X

×10) 
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圖 4.39  受位移負荷之 Rλ – Dλ 曲線圖及受力負荷之 Fλ –

曲線圖(例題三) 
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結構示意圖 (b)位移負荷示意圖 
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圖 4.40  (a)Cantilever plate 
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圖 4.41  A點之反力–位移曲線圖(例題四, Case 1) 
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圖 4.42  A點與 B點之反力–負荷參數曲線圖(例題四, Case 2) 
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圖 4.43  A點與 B點之位移–負荷參數曲線圖(例題四, Case 2) 
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圖 4.44  A點與 B點之位移–負荷參數曲線圖(例題四, Case 2) 
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圖 4.45  C點之位移–負荷參數曲線圖(例題四, Case 2) 
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圖 4.46  A點與 B點之反力–負荷參數曲線圖(例題四, Case 3) 
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圖 4.47  A點與 B點之位移–負荷參數曲線圖(例題四, Case 3) 
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圖 4.48  C點之位移–負荷參數曲線圖(例題四, Case 3) 
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