
 

國立交通大學 
 

土木工程學系碩士班 
 

碩 士 論 文 
 
 

挫屈連桿樓板減振系統之初步研究 
A preliminary Study of Buckled Struts for 

 Floor Vibration Mitigation 

 
 
 
 
 
 

 研 究 生：林科良 

指導教授：王彥博  博士 

李建良  博士 

 

中華民國九十五年六月 



 

 

挫屈連桿樓板減振系統之初步研究 
 

A preliminary Study of Buckled Struts for Floor Vibration Mitigation 
 

研 究 生：林科良                        Student: Ki-Liang Lin 

指導教授：王彥博  博士                  Advisor: Dr. Yen-Po Wang 

          李建良  博士                              Dr. Chien-Liang Lee 

 

國立交通大學 

土木工程學系碩士班 

碩士論文 

 
A Thesis 

Submitted to Department of Civil Engineering 
College of Engineering 

National Chiao Tung University 
in Partial Fulfillment of the Requirements 

for the Degree of 
Master of Science 

in 
Civil Engineering 

June 2006 
HsinChu, Taiwan, Republic of China. 

 
 

中華民國九十五年六月 



 

 

博碩士論文授權書 
 本授權書所授權之論文為本人在＿＿國立交通＿＿＿大學(學院)＿＿土木＿＿系所 
 ＿＿結構＿＿＿組＿＿95＿＿＿學年度第＿二＿學期取得＿碩＿士學位之論文。 
 論文名稱：＿＿＿＿＿＿挫屈連桿樓版減振系統之初步研究＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿

指導教授：＿＿＿＿＿＿＿＿＿王  彥  博  ＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿ 
1. □同意   □不同意 

本人具有著作財產權之上列論文全文(含摘要)資料，授予行政院國家科學委員會科學技

術資料中心(或改制後之機構)，得不限地域、時間與次數以微縮、光碟或數位化等各種

方式重製後散布發行或上載網路。  
本論文為本人向經濟部智慧財產局申請專利(未申請者本條款請不予理會)的附件之

一，申請文號為:______________，註明文號者請將全文資料延後半年再公開。 
  

2. □同意   □不同意 
本人具有著作財產權之上列論文全文(含摘要)資料，授予教育部指定送繳之圖書館及國

立交通大學圖書館，基於推動讀者間「資源共享、互惠合作」之理念，與回饋社會及學

術研究之目的，教育部指定送繳之圖書館及國立交通大學圖書館得以紙本收錄、重製與

利用；於著作權法合理使用範圍內，不限地域與時間，讀者得進行閱覽或列印。 
本論文為本人向經濟部智慧財產局申請專利(未申請者本條款請不予理會)的附件之

一，申請文號為:______________，註明文號者請將全文資料延後半年再公開。  
  

3.□同意   □不同意 
本人具有著作財產權之上列論文全文(含摘要)，授予國立交通大學與台灣聯合大學系統

圖書館，基於推動讀者間「資源共享、互惠合作」之理念，與回饋社會及學術研究之目

的，國立交通大學圖書館及台灣聯合大學系統圖書館得不限地域、時間與次數，以微縮、

光碟或其他各種數位化方式將上列論文重製，並得將數位化之上列論文及論文電子檔以

上載網路方式，於著作權法合理使用範圍內，讀者得進行線上檢索、閱覽、下載或列印。

論文全文上載網路公開之範圍及時間 –  
本校及台灣聯合大學系統區域網路：  年  月  日公開 
校外網際網路：  年  月  日公開 

上述授權內容均無須訂立讓與及授權契約書。依本授權之發行權為非專屬性發行權利。依本

授權所為之收錄、重製、發行及學術研發利用均為無償。上述同意與不同意之欄位若未鉤選，

本人同意視同授權。 
研究生簽名：                 學號：9316517 
（親筆正楷）                 （務必填寫）  
  
日期：民國 95 年 6 月 30 日 
 

1. 本授權書請以黑筆撰寫並影印裝訂於書名頁之次頁。 
 



 

國家圖書館博碩士論文電子檔案上網授權書 

本授權書所授權之論文為本人在＿＿國立交通＿＿大學(學院)＿＿＿土木＿系所

＿＿＿結構＿＿＿組＿＿95＿＿學年度第＿二＿學期取得＿碩＿士學位之論文。

論文名稱：＿＿＿＿挫屈連桿樓板減振系統之初步研究＿＿＿＿＿＿＿ 

指導教授：＿＿＿     ＿王  彥  博 博士  ＿＿＿ ＿＿＿＿＿ 

□同意   □不同意 

本人具有著作財產權之上列論文全文(含摘要)，以非專屬、無償授權國家圖書館，

不限地域、時間與次數，以微縮、光碟或其他各種數位化方式將上列論文重製，

並得將數位化之上列論文及論文電子檔以上載網路方式，提供讀者基於個人非營

利性質之線上檢索、閱覽、下載或列印。   

上述授權內容均無須訂立讓與及授權契約書。依本授權之發行權為非專屬性發行

權利。依本授權所為之收錄、重製、發行及學術研發利用均為無償。上述同意與

不同意之欄位若未鉤選，本人同意視同授權。 

 

研究生簽名：                 學號：9316517 

（親筆正楷）                 （務必填寫）  

  

日期：民國 95 年 6 月 30 日 

 

1. 本授權書請以黑筆撰寫，並列印二份，其中一份影印裝訂於附錄三之

一(博碩士論文授權書)之次頁﹔另一份於辦理離校時繳交給系所助

理，由圖書館彙總寄交國家圖書館。 



 

I I

挫屈連桿樓板減振系統之初步研究 
研究生：林科良 指導教授：王彥博  博士 

 李建良  博士 

國立交通大學土木工程研究所 

 

摘   要 

 科技廠房之樓板振動問題往往影響其生產良率，尤其是 TFT-LCD 廠因

設備機台尺度遽增，多將廠房設計成大跨徑結構而導致樓板剛性不足，廠

內自動搬運車之行止更造成樓板振動問題的惡化。儘管結構振動控制技術

已趨成熟，但因樓板的振動幅度極小，習用之結構消能減震裝置並不適用。

可變曲率勁度元件或稱挫屈連桿，由於其幾何非線性之結構特性，可在往

復運動中產生遲滯消能行為，且在變形極小時即發揮消能作用，故被用於

精密機台之減振，具備應用於廠房樓板振動控制之潛力。此外，挫屈連桿

之彈性挫屈勁度隨變形而改變之特性，或有益於寬頻擾動源之減振。本研

究旨在建立挫屈連桿之基本力學原理，並透過一系列的元件測試探討其遲

滯消能行為。試驗結果顯示，挫屈連桿之受力-位移關係呈橢圓形之遲滯迴

圈，類似黏滯阻尼器，其迴圈路徑穩定而飽滿，具備阻尼器之優異性能。

本研究並根據試驗數據及系統識別技術，建立挫屈連桿之等效彈性挫屈勁

度經驗公式，作為數值模擬預測之工具，以及後續應用挫屈連桿於廠房樓

板減振分析之基礎。 

關鍵字：高科技廠房、樓板振動控制、挫屈連桿、遲滯迴圈、系統識別技術 
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A preliminary Study of Buckled Struts for Floor Vibration Mitigation 

Student: Ki-Liang Lin              Advisor: Dr. Yen-Po Wang 

Dr. Chien-Liang Lee 
Institute of Civil Engineering 

College of Engineering 
National Chiao Tung University 

 

ABSTRACT 

 

The production quality of hi-tech industry is often adversely affected by floor 

vibration problems. For the TFT-LCD industry, in particular, with drastically 

increased large-scale fabrication tools, most fabs consist of frame structures of large 

spans, which leads to insufficient rigidity of the floor as a result. The motion/braking 

of AGV systems cause further degradation of floor vibration problems. Despite 

structural vibration control technology has become matured today, the existing seismic 

dampers are not applicable to floor vibration with scale in micro-vibration levels. 

Variable curvature stiffness device, or referred to as buckled strut, may dissipate 

energy in a cyclic loading process due to its essence of geometric nonlinearity. Being 

able to dissipate energy at extremely small deformations, the buckled strut therefore is 

adopted for vibration control of delicate fabrication tools, and considered of high 

potential in the application of floor vibration control. Moreover, the characteristic of 

displacement-dependent elastic buckling stiffness of the buckled strut makes it 

advantageous in the control of vibrations due to broadband disturbing resources. The 

purpose of this study is to develop basic principles of the buckled struts and explore 

their hysteretic behavior via a series of component tests. Experimental results indicate 



 

III III

that the force-displacement relationship of buckled struts is in the form of ellipse, 

similar to that of viscous fluid damper. The hysteretic loops are stable and rich, 

indicating the buckled struts are qualified as dampers of excellent property. Based on 

the test data and system identification techniques, empirical formula of the equivalent 

elastic buckling stiffness of the buckled struts is derived for numerical prediction as 

well as the basis for analysis of fab floor vibration control using the buckled struts.  

 

Keywords: hi-tech industry, floor vibration control,buckled struts , hysteretic 

loops,system identification techniques 
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第一章  緒論 

 
1.1 研究動機與目的 

高科技廠房微振動問題 

 在邁向奈米技術新紀元的過程中，舉凡半導體、電子資訊、生醫科技、

光電及通訊等高科技產業，均致力於謀求更先進的自動化機具與大量引用

自動化作業流程之設計，例如使用更高階的精密製程機具（儀器）與自動

化物料搬運系統(Automatic Material Handling System；AMHS)，俾便提高工廠

的競爭力、生產效率與良率及降低人力作業的危險性。 

 然而，愈是高階精密製程的儀器設備，對於生產環境的要求亦更為嚴

苛，例如潔淨度、濕度、溫度、噪音與微振動【1】等，若生產環境有問題

往往會嚴重影響生產的進度與產品的良率，例如：大尺寸玻璃面板

（TFT-LCD）的自動搬運車（Automated Guided vehicle；AGV）、軌道搬

運車（Rail Guided Vehicle ；RGV）因車輛體積與載重大，加上光電廠

房之跨度較大，使得車輛於運載過程中引起樓板過大之振動量，進而影

響運行路線附近之精密製程或量測機台的正常運作。此外，廠房因鄰近

之工地施工、車輛往來及高速鐵路經過等外在擾動，亦可能引起廠房之

微振動【2】。 

 有鑑於此，如何運用結構振動控制技術，減緩自動搬運車運行所引

起之樓板振動，已成為高科技廠房亟須面對的重要議題。一般而言，要進
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行微振動的改善，必須先瞭解樓板之振動量大小及擾動源特性，這可透過

微振動現地量測【4】配合訊號處理與分析技術【5】求得。充分掌握樓板

之振動特性後，方能提出相關改善措施【6】，例如進行樓板之加勁補強、

加裝消能減振元件、擾動源隔離或針對廠房整體的配置進行改善等。 

 

研究動機與目的 

 高科技廠房之微振動經年累月長時間存在，若因微振動的問題而迫使

研發成果無法精進或製程良率無法提高，除了會造成鉅額損失外，亦無法

確保技術領先的地位。本研究擬針對可變勁度元件（variable curvature 

stiffness device）【7~16】或稱為挫屈連桿（buckled struts）應用於樓板減振

的可行性進行評估，其非線性結構行為具有遲滯消能效果，可於元件往復

運動的過程中消散結構振動的能量，進而降低結構的振動反應。 
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1.2 文獻回顧 

 

 對於一個承受軸向力（axially loaded）的二力桿件而言，挫屈（buckling）

為一種不穩定或應避免的結構行為，因挫屈的發生會將使得構材尚未達到

其極限強度之前，其彈性勁度(storage stiffness)即迅速衰減，導致側向變形

加劇之不穩定現象，無法再承受既有的軸壓力，進而造成構件的損壞或承

載結構的崩塌。然而，若經由適當之設計，將挫屈連桿之變形限制在合理

的範圍內，使其在往復性載重過程中，非但不產生破壞，且可作為調頻或

消能減振的控制元件。茲將有關挫屈連桿的研究與應用說明如下： 

 

被動控制於垂直向減振之應用 

 於某些具有懸吊恆載系統（suspending constant load system）的工作環

境下，微小且高頻之垂直向振動問題，遠比水平振動的影響來得重要(如圖

1.1 )，因懸吊恆載系統除了受到垂直向擾動外，同時也受重力的作用，使得

垂直振動的情形加劇或持續，可能引起支撐系統的疲勞損傷，造成設備意

外掉落。Winterflood 等人【7~11】即使用彈性挫屈（elastic buckling）的

Euler 柱作為垂直減振裝置，以減緩垂直振動的問題。此外，並更進一步著

手設計一種減振平臺（Euler spring vertical isolation stage）(圖 1.2)，該平臺

係由兩端束制固定（clamped）之彈性挫屈柱所支撐，其功用可視為尤拉彈

簧(Euler spring)。其試驗結果顯示，彈性挫屈裝置具有高效能的減振效果，

遠比一般機械式彈簧系統更適合用於懸吊載重系統之減振。 
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 Virgin 等人【12】則以二根相互平行且兩端均為鉸接之挫屈柱支撐一

重約 24N 的質塊，並於基座施加一可調整頻率之垂直諧和擾動（圖 1.3），

以測試其隔（減）振效率。其結果顯示，於振幅 3mm 之擾動下，擾動頻率

愈高，振動反應之功率譜密度（power spectral density, PSD）愈小（圖 1.4），

此一結果也印證 Winterflood 等人【7,8】之研究結果，提到於某些較為敏感

的作業環境下，使用 Euler spring 可隔絕高頻擾動源對於振動系統之影響。

此外由位移歷時圖（圖 1.5）最後靜止狀態可知 Euler spring 亦具有消能特

性。文中最後並建議，試驗所採用之邊界條件為理想狀態的簡支梁

（simply-supported boundary condition）型式，惟此種邊界條件的實現與維

持相對而言較為困難，實務應用上仍以兩端束制（clamped ends）的型式較

為可行。 

 Plaut 等人【13】延續 Virgin 等人之研究，將柱兩端改為束制固定之

邊界條件，並探討影響傳遞率（transmissibility, TR）之主要參數，包括系

統與柱本身的阻尼（external and internal damping）、柱本身的勁度、所支

撐之載重（supported weight）及柱之初始屈率（initial curvature）等。 

 Ji 和 Hansen【14】則將其邊界條件設定為一端固定，另一端為滑動

(sliding)型式，滑動端可藉由控制摩擦力的大小調整系統之阻尼。（圖 1.6） 

 

主動控制在垂直應用方面 

 除了上述被動控制之應用與研究外，Bonello 等人【15】則進行自適應

調諧振動阻尼器（An adaptive tuned vibration absorber, ATVA）（圖 1.7）之

研究，其主要構件為壓電致動器(Piezo-actuators)與挫屈連桿所組成之可變勁
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度元件（variable stiffness element ,curved beam），運作時可調節 ATVA 之

勁度，以改變系統之振動頻率，解決調頻不精確 mistuning 的問題，使得

ATVA 可控制的頻寬範圍更廣，減振性能亦可提昇。 

 Zuo 等人【 16】則針對高科技製造業所面臨之精密儀器定位

（precision positioning）與機台減振等問題進行改善，該研究設計一同時具

備定位與減振功能的機具，其主要控制元件與 ATVA 差異不大，惟針對定

位問題則提出採用前饋（feed forward）與回饋（feedback）之控制技術。 

 

小結 

 上述文獻內容顯示，挫屈連桿具有減振作用，其軸力與軸向變形呈幾

何非線性關係，因此具備消能特性。由於挫屈連桿在變形很小時即可發揮

作用，因此有利於樓板之振動控制，而其勁度(頻率)隨變形量改變之特性，

將有益於寬頻擾動源之減振。國內目前尚無針對挫屈連桿應用於高科技廠

房樓板振動控制之可行性研究，值得吾人探討。因此，本文擬針對挫屈連

桿之力學特性進行評估，以作為後續應用挫屈連桿於廠房樓板減振的先期

研究基礎。  
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1.3 研究方向 

 

 挫屈連桿（buckled struts）或稱可變曲率勁度元件（variable curvature 

stiffness device），近年來在國外已有應用於機台減振或懸吊恆載系統減振

之實例，證明該系統具備良好的減振效果，惟上述文獻只評估其減振效果，

並未針對挫屈連桿之遲滯消能行為作深入探討。此外，由圖 1.4 與圖 1.5 可

知，Euler spring 具有消能行為，吾人亦從測試一試體編號為 t1B485 之遲滯

迴圈（圖 1.7）可知；該試體寬 30mm，厚 1mm，擾動頻率為 2Hz，振幅 10mm，

其測試過程之材料應力及應變關係遵守虎克定律，在比例限度之內，屬於

彈性挫屈行為（詳附錄一）。 

 本文研究之方向如下： 

1. 本研究將製作三組不同厚度及三組不同曲率半徑之可變勁度元件試

體，俾便進行元件測試以瞭解該系統之遲滯消能行為，以掌握該系統之

動力特性與設計參數。 

2. 吾人將發展一套系統識別的技術，以作為經驗公式迴歸分析之工具，並

求出遲滯迴圈之控制參數，以利吾人進行數值模擬分析。 

3. 利用 Green 定理計算挫屈連桿之遲滯消能面積。 
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1.4 論文架構 

 

本文共分五章，各章之內容敘述如下： 

 第一章為緒論、主要說明本文之研究方向、論文架構及進行文獻回顧，

探討目前樓板減振的方式，並瞭解挫屈連桿（buckled struts）應用於振動控

制之成效。本系列研究之宗旨在於探討挫屈連桿應用於高科技廠房樓板減

振之可行性，初期將先探討挫屈連桿的遲滯消能行為及其分析模型之建立。 

 第二章係有關挫屈連桿基本理論之推導，俾便吾人進一步瞭解挫屈連

桿之遲滯消能行為。第 2.2 節應用黏彈性阻尼（viscoelastic damper）之橢圓

遲滯模型於挫屈連桿之分析，因挫屈連桿之測試結果顯示其遲滯迴圈近似

橢圓，且隨擾動頻率之不同，其消能面積亦隨之而變化。第 2.3 小節則根據

文獻【17】建立挫屈連桿在單調（monotonic）載重條件下之等效挫屈彈性

變形函數，以作為系統識別與解析預測之基礎。 

 第三章介紹實驗規劃與初步試驗之分析結果。在實驗規劃方面，為討

論初始曲率與斷面尺寸對挫屈連桿的影響，本研究共規劃九組試體，並經

由初步之實驗數據推算彈性儲存勁度K ′（elastic storage stiffness）、損失勁

度K ′′（loss stiffness）及代表遲滯消散能力的耗損因子η（loss factor）。 

 第四章為系統識別與解析預測（Analytical Prediction）。本章利用推測—

適應過濾（stochastic adaptive filtering）之觀念發展系統識別技術，可藉以

迴歸挫屈連桿遲滯迴圈模型的參數。 

 第五章為結論與建議，主要針對本文之試驗與理論分析結果，提出未

來可持續進行研究之方向。 
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圖 1.1  一般的傳遞函數（transfer function）【7】 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 1.2  尤拉彈簧垂直減振平台（Euler spring vertical isolation stage）【7】 
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圖 1.3  Virgin 等人之實驗裝置照片【12】 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 1.4  Virgin 等人之實驗結果之（1）【12】 
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圖 1.5  Virgin 等人之實驗結果（2）【12】 

 

 

 

 

圖 1.6  一端固定與一端可滑動之挫屈柱示意圖【14】 

 

 

 

 

 
 
 
 

 
圖 1.7  自動調諧振動阻尼器【15】 
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圖 1.8  t1B485 試體擾動頻率為 2Hz 振幅為 10mm 之遲滯迴圈 
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第二章  挫屈連桿之相關理論分析模式 

 
2.1 遲滯迴圈之理論模擬 

 

 由本研究進行之元件試驗(詳第三章)結果可知，挫屈連桿之遲滯迴圈近

似橢圓，且其消能面積與擾動頻率有關。茲假設致動器之位移函數， ( )u t ，

與力規（loadcell）之受力函數， ( )P t ，分別表示如下： 

 ( ) 0 sinu t u tω= ， ( ) 0 sin( )P t P tω δ= +  （2.1） 

其中， 0u 為最大位移振幅； 0P 為挫屈連桿於簡諧位移擾動下所測得之最大 

反力；ω為擾動角頻率；δ 為相位差（phase lag），其中δ 亦為擾動頻率ω的

函數。 

 吾人可進一步推導位移與力量之關係如下： 

 ( ) ( )0 sinP t P tω δ= +  

 ( )0 sin cos cos sinP t tω δ ω δ= +  

 0 0
0

0 0

sin cos cos sinP Pu t t
u u

ω δ ω δ
⎛ ⎞

= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 （2.2） 

令 0

0

cosPK
u

δ′ = ， 0

0

sinPK
u

δ′′ = ，則式（2.2）可改寫如下： 

 ( ) ( )0 sin cosP t u K t K tω ω′ ′′= +  

 ( ) 0 cosK u t K u tω′ ′′= +  （2.3） 
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由式(2.3)可得 

 ( ) ( )
0

cos
P t K u t

t
K u

ω
′−

=
′′

 （2.4） 

由於 

 2 2sin cos 1t tω ω+ =  （2.5） 

因此由式(2.1)及式(2.4)可得 

 ( ) ( ) ( )2 2

0 0

1
u t P t K u t
u K u

′⎛ ⎞ ⎛ ⎞−
∴ + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟′′⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 （2.6） 

或經化簡可得 

 ( ) ( ) ( )( )
1

2 2 2
0P t K u t K u u t′ ′′= ± −  （2.7） 

式（2.6）即為P u− 座標平面上橢圓方程式。若定義 ( )K ω′ 為挫屈連桿之彈

性儲存勁度（elastic storage stiffness）， ( )K ω′′ 為損失勁度（loss stiffness），

則用以反應挫屈連桿之遲滯消散特性之耗損因子（loss factor）η，可定義

如下： 

 ( ) ( )
( ) ( )tan

K
K

ω
η ω δ ω

ω
′′

= =
′

 （2.8） 

 此外，力與位移之遲滯迴圈所圍之面積，即為挫屈連桿經歷一個拉壓

週期循環後所消耗之能量可計算如下： 

 ( ) ( ) ( )
2 /

0HE P t du P t u t dt
π ω

= =∫ ∫ �  

 ( ) ( )
2 / 2

00
cos sin cos  u t K t K t dt

π ω
ω ω ω ω ω ω′ ′′= +⎡ ⎤⎣ ⎦∫  

 ( )2
0u Kπ ω′′=  （2.9） 

若使用複數的形式分析，式（2.1）可進一步改寫如下： 
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 ( ) 0
i tu t u e ω= ， ( ) ( )

0
i tP t P e ω δ+=  （2.10） 

 ( ) ( ) ( )*P t K u tω=  （2.11） 

其中， ( )*K ω 定義為複數彈性勁度（complex elastic stiffness）: 

 ( ) ( )
( ) ( ) ( )* 0

0

iP t PK e K iK
u t u

δω ω ω′ ′′= = = +  

 ( )( )1K iω η′= +  (2.12) 

 ( ) ( ) ( ) 1 2* 2 20

0

PK K K
u

ω ω ω′ ′′⎡ ⎤= = +⎣ ⎦  (2.13) 

由上述推導可知，挫屈連桿於簡諧位移擾動下，其遲滯消能行為可由

( )K ω′ 、 ( )K ω′′ ，或 ( )*K ω 及η決定。 

 根據式（2.7）所建立之橢圓遲滯迴圈模型，如圖 2.1 所示。為便於利

用迴歸分析識別 ( )K ω′ 、 ( )K ω′′ 或η，吾人亦標示橢圓與座標軸相交或相切

之點位，如圖 2.1 所示之 1A 至 8A ，其中， 1A 與 5A 代表當簡諧位移擾動達最

大位移， ( ) 0u t u= ，時其所對應之力為， ( )1 0A K uω′= ， ( )5 0A K uω′= − 。 

 由於挫屈連桿之遲滯迴圈近似橢圓，且其形狀穩定並無不規則跳動的

情況出現，因此吾人可根據試驗的遲滯迴圈資料進行分析，即可求得數個

迴圈之平均值 ( )K ω′ 。另外， 3A 與 7A 之意義為當簡諧位移擾動達最小位移

( ) 0u t = 時，其所對應之力為， ( )3 0A K uω′′= ， ( )7 0A K uω′′= − 。同理，吾人

亦可求得數個迴圈之平均值 ( )K ω′′ ，進而依式（2.8）定義可求得耗損因子η

及相位差δ 。其餘 2A 、 4A 、 6A 、 8A 點，可供模型進行檢核與修正之用，其
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意義為，當力達最大值其相對位移為 2 0 cosA u δ= ；當力為 0 時其相對位移

為， 8 0 sinA u δ= ；同理 6 2A A= − ， 4 8A A= −  
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( ) 1 22 2
0K u uω′′ ⎡ ⎤−⎣ ⎦

0 cosP δ

u

P

( ) 0K uω′′ ( ) 0K uω′

*K

K ′0 cosu δ

0 sinu δ

0 sinP δ

1A
2A

3A

6A

4A

7A

5A

8A

( ) ( ) ( ) ( ) 1 22 2
0P t K u t K u uω ω′ ′′ ⎡ ⎤= ± −⎣ ⎦

( ) ( ) ( )*P t K u tω=

 

 

 

圖 2.1  橢圓形遲滯迴圈 
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2.2 挫屈連桿理論彈性勁度之推導 

 

 有關柱之大變形（large deflections）理論，其近似解可根據文獻【17~19】

所建議之解析模式，利用最小功能原理（minimization of potential energy）

得到，該方法亦可用來處理具有初始曲率（initial curvature）之挫屈連桿

（imperfect columns）的幾何非線性行為。 

 本節所討論之挫屈連桿係一具有初始曲率的挫屈連桿，其外觀猶如一

拱形元件，邊界條件為一端鉸接（hinge）一端為滾支（roller），如圖 2.2

所示，其全長為L。假設軸向變形可忽略不計，則可採用曲線座標系統（S）

以簡化計算，其中， 2 2L s L− ≤ ≤ + ，座標原點定於弧長中央(圖 2.2)，其

微小長度以ds 表示。挫屈連桿的變形狀態則以弦切角 ( )sθ 為自由度來描述

之。在曲線座標任何位置之弦切徑度， ( )sθ ，為弧長 s的函數，表示如下： 

 ( ) ( )s qF sθ =  （2.14） 

其中q為端點之弦切徑度角， ( ) sinF s s
L
π⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

；初始弦切徑度 ( )0 sθ 可表示

如下： 

 ( ) ( )0 0s q F sθ =  （2.15） 

其中， 0q 為端點之初始弦切徑度角。此外，定義曲率為 1κ ρ= ， ρ為曲率

半徑。由幾何關係可得ds dρ θ= ，因此曲率κ與弦切徑度一次微分 ( )sθ′ 之

關係如下： 

 ( )1 d s
ds
θκ θ

ρ
′= = =  （2.16） 
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分別將式（2.14）與式（2.15）代入式（2.16），可得曲率函數如下： 

 ( ) ( )s qF sκ θ′ ′= =  （2.17） 

 ( ) ( )0 0 0s q F sκ θ ′ ′= =  （2.18） 

挫屈連桿受一軸向P力作用後之水平位移可計算如下： 

 ( )
2

02
( ) cos cos  

L

L
u q dsθ θ

−
= −∫  

 ( ) ( )
2

02
cos cos  

L

L
q F qF ds

−
⎡ ⎤= −⎣ ⎦∫  （2.19） 

其所儲存之應變能(strain energy)可計算如下： 

 ( )
22

02

1( )
2

LB

L
U q EI dsθ θ

−
′ ′= −∫  

 ( ) ( )
22 2

02

1
2

L

L
EI q q F ds

−
′= −∫  （2.20） 

其中，( )0θ θ ′′ − 代表挫屈連桿受軸向力P作用後之曲率變化量。挫屈連桿受

軸向力P作用後之彈力位能（elastic potential energy）為: 

 ( ) ( )pU q Pu q= −  （2.21） 

因此，系統的總能量（total potential energy）可表示如下： 

 ( ) ( ) ( )B pV q U q U q= +  

 [ ]
/ 2 / 22 2

0 02 2

1 ( ) ( ) cos( )cos( )
2

L L

L L
EI q q F ds P q F qF ds

− −
′= − −∫ ∫  （2.22） 

依平衡的位能準則，當系統處於平衡狀態時之位能函數最小， 

 ( ) 0
V q

q
∂

=
∂

 （2.23） 

將式（2.22）代入式（2.23）可整理如下， 
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 ( ) ( ) ( ) 0
B pV q U q U q

q q q
∂ ∂ ∂

= + =
∂ ∂ ∂

 

 ( )
/ 2 / 22

0 2 2
( ) sin( ) 0

L L

L L
EI q q F ds P F qF ds

− −
′− − =∫ ∫  

 
( )

2/ 2

0 2
/ 2

2

( )

sin( )

L

L
L

L

EI q q F ds
P

F qF ds
−

−

′−
=

∫
∫

 （2.24） 

 若為理想柱（perfect columns）之挫屈則 0 0q = ，於挫屈（buckling）的

瞬間，q趨近於 0，且式（2.24）可簡化為 

 
( ) ( )

2 2/ 2 / 2

0 2 2
/ 2 / 2 2

2 2

( )

sin( )

L L

L L
L L

L L

EI q q F ds EIq F ds
P

F qF ds q F ds
− −

− −

′ ′−
= =

∫ ∫
∫ ∫

 

 
( )

/ 2/ 2 2 22
22

/ 2 / 22 2
2 2

( ) cos

sin

LL

LL
L L

L L

EI s dsEI F ds L L
F ds s ds

L

π π

π
−−

− −

⎛ ⎞
′ ⎜ ⎟

⎝ ⎠= =
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫∫
∫ ∫

 

 

2

2
2

2

cr

LEI
L EI P
L L

π
π

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎛ ⎞⎝ ⎠ ⎝ ⎠= = =⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 （2.25） 

式（2.24）表示挫屈連桿受軸力P作用後，任何狀態下之平衡；式（2.25）

表示挫屈時之平衡力 crP 。若將上式重新整理成軸向力P為位移u 及柱端初

始弦切角 0q 之函數，則軸力 ( )0 ,P q u 可計算如下： 
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( ) ( )

( )

( )
2

/ 2/ 2 22
00 22

0 / 2 / 2

2 2

cos
( , )

sin sin sin sin  

LL

LL
L L

L L

sEI q q dsEI q q F ds l LP q q
s sF qF ds q ds

L L

π π

π π
−−

− −

⎛ ⎞ ⎛ ⎞−′ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− ⎝ ⎠ ⎝ ⎠= =
⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∫∫
∫ ∫
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2

0
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2

2
1 1sin ( sin ) ( sin ) ( sin ) ...
3! 5!

L

L

LEI q q
l

s s s sq q q ds
L l l l

π

π π π π
−

⎛ ⎞ ⎛ ⎞−⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠=

⎛ ⎞⎡ ⎤− + −⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎣ ⎦∫
 

 
( ) ( )

2

0
0

3 5
2 4

( )
2

1 13 5 1 ......
8 1922 6 8 120 16

cr

LEI q q p q qL
L q L q L q q qq

π⎛ ⎞ −⎜ ⎟ −⎝ ⎠= =
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ − + −− + − ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

 
2 4

0 1 ...
8 96cr

q q q qp
q

⎛ ⎞⎛ ⎞−
= + + +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
 （2.26） 

為將上式表示成P u− 關係式，可利用式（2.19）簡化弦切徑度角q與位移u

之關係如下： 

 ( ) ( ) ( )
2 2

0 02 2
( ) cos cos  cos cos  

L L

L L
u q ds q F qF dsθ θ

− −
⎡ ⎤= − = −⎣ ⎦∫ ∫  

 2 4 2 4
0 0

1 1 1 11 ( ) ( ) ... 1 ( ) ( ) ...
2! 4! 2! 4!l

q F q F qF qF ds⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − + − − − + −⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎩ ⎭∫  

                                                      （2.27a） 

若忽略高次項，則 

 ( )
/ 2 22 2 2 2 2 2

0 02 2

1 1( ) ( ) sin  
2 2

L L

L L
u q q q F ds q q s ds

L
π

− −
− = −∫ ∫�  

 ( )2
04

L q q= −                                       （2.27b） 

將式（2.27b）改寫如下： 
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1/ 2

2
0

4uq q
L

⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 （2.27c） 

將上式代入式（2.26）中，經整理可得 

 
1/ 2 2

2 0
0, 0 0

4( ) 1 1
2 8cr

u u qP q u p q q
L L

−⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞= − + + +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
 （2.28a） 

可將彈性挫屈勁度進一步表示如下： 

 ( ) ( )0
0

, ,
, , cr

cr

P P q u
K P q u

u
=  （2.28b） 

當理想柱承受軸向荷重時，其軸向變形尚屬微小，因此本節所討論之挫屈

連桿軸向力P與位移u的非線性關係為假設忽略軸向應變能的條件下所得。 

將式(2.28a)以不同的初始端點弦切角 0q 代入，其關係曲線如圖 2.3 所示，由

圖可瞭解，當 0q 愈大，力與位移之非線性關係（非線性度）會降低，且勁

度於 0q 較小時亦降低許多。 
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圖 2.2  挫屈連桿之變形示意圖 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 2.3  不同初始端點弦切角 0q 之 P-u 曲線圖 
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2.3 系統識別迴歸分析【20】 

 

 近年來由於數位電子科技的發達，裝設適當之感應器（Sensors）進行

量測及配合系統識別分析，可獲得結構之實際動態參數，且已受到廣泛的

應用，例如：橋樑、鐵軌及重要結構的監測等。這類的技術之所以受到推

廣，完全是因可以最少的人力、資源，且迅速有效地掌握結構之動態反應

特性。 

 本研究主要探討挫屈連桿（imperfect columns）於材料降伏（yielding）

後之遲滯消能行為，兩端點假設之邊界條件性質介於固定端(fixed)與塑角

（plastic hinge）之間，且為便於瞭解其非線性行為，本文利用系統識別之

遞迴預測誤差法作為迴歸非線性公式之依據。 

 本文所引用之識別技巧為推測-適應過濾法（adaptive filtering），其屬

於時域分析法，該推估近似值的觀念，請參閱文獻【21,22】；其大意為，

先於時間域內確立輸入（input）與輸出（output）之關係（例如：ARX，

ARMA,…等。）；爾后，利用預測誤差之遞迴最小平方準則，推求每一瞬

間之最佳系統參數。如此一來，吾人便可由一簡單的非線性公式與其相關

參數，來描述結構之非線性動力反應。 

 該法之優點為：毋須建立複雜的結構非線性模型，預期的系統模型建

立可由簡單的單一輸入-單一輸出（SISO）擴展至單一輸入-多重輸出

（SIMO），抑或多重輸入-多重輸出（MIMO）；僅需藉由少量實驗數據，

即可獲得良好的收斂效果；可由加權因子調整，應用於時變系統

（time-variable systems）與非時變系統（time-invariance system）。 



 

 24

 

離散時間系統之輸入-輸出模型： 

 線性動力系統之等效離散時間模式，以單一輸入與單一輸出（SISO）

的情況為例，可以線性差分方程表示為： 

 1y( ) y( 1) , , y( )
an ak a k a k n+ − + ⋅⋅ ⋅ + −  

 0 1u( ) u( 1) , , u( )
bn bb k b k b k n= + − + ⋅ ⋅ ⋅ + −  （2.29） 

其中 

 ( )y ⋅ 代表系統之輸出， ia s， 為輸出訊號係數， an 為其維度； 

 ( )u i 代表系統之輸入， ib s， 為輸入訊號係數， bn 為其維度； 

 令 1
1A( ) 1 a

a

n
nq a q a q−−= + + ⋅ ⋅ ⋅ +  

 1
0 1B( ) b

b

n
nq b b q b q−−= + + ⋅ ⋅ ⋅ +  

並將式（2.29）改寫如下： 

 B( )y( ) u( )
A( )

qk k
q

=  （2.30） 

 A( ) y( ) B( )u( )q k q k=  （2.31） 

 

含白噪（white noise）系統模型與預測誤差: 

 在現實量測訊號中，一定會有雜訊存在，是故為符合實際狀況，遂將

系統模式修正如下： 

 A( ) y( ) B( )u( ) C( )e( )q k q k q k= +  （2.32） 

其中，e( )k 代表雜訊（white noies），一般假設為零均值(zero mean)；C( )q

則定義為： 
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 1
1C( ) 1 c

c

n
nq c q c q−−= + + ⋅ ⋅ ⋅ +  （2.33） 

其中， ,
ic s為雜訊係數， cn 為其維度。一般實際應用時，可視情況予以簡化。

例如： 

 ARX 模型：A( ) y( ) B( )u( ) e( )q k q k k= +  （2.34） 

 ARMAX 模型：A( ) y( ) B( )u( ) C( )e( )q k q k q k= +  （2.35） 

 ARMA 模型：A( ) y( ) B( )u( )q k q k=  （2.36） 

根據式(2.32)，ARX 模型可進一步表示成 

 ( ) ( ) ( )y k k e k= +Tψ θ  （2.37） 

其中， 

 [ ]( ) ( 1) ( ), ( ) ( )a bk y k y k n u k u k n= − − ⋅⋅ ⋅ − − −T "ψ  （2.38） 

 1 0,
a bn na a b b⎡ ⎤= ⋅ ⋅ ⋅⎣ ⎦

T
"θ  （2.39） 

若系統模型為單一輸入多重輸出(SIMO)模式時， 

 

1

2

( ) ( ) 0 0
( ) 0 ( ) 0

( )

( ) 0 0 ( )m

k k
k k

k

k k

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

T

y u
y u

y u

"
"

# # # # #
"

ψ  （2.40） 

其中， 

 [ ]( 1) ( )m m m ay k y k n= − − − −y "  （2.41） 

 [ ]( ) ( ) ( )bk u k u k n= −u "  （2.42） 

 1 10 1 20 2 0, , , ,
a b b bn n n m mna a b b b b b b⎡ ⎤= ⎣ ⎦" " " " "θ  （2.43） 

對式（2.37）取期望值，並利用白雜訊之零均值性質，可得 
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 ( , ) ( )k k= Ty θ ψ θ  （2.44） 

輸出訊號期望值 ( , )ky θ ，代表在已知之系統參數θ下，所預測的輸出值。將

其估測誤差定義為 

 ( , ) ( ) ( , )k k k= −y yε θ θ  （2.45） 

倘若識別出來的系統參數θ完全正確，則 ( , ) ( )k k= eε θ 。 

 

遞迴預測誤差法（Recursive Prediction Error Method）： 

 根據加權最小平方法之原理，定義系統之整體預測誤差為 

 2

1

1V( , ) ( ) ( , ) ( , )
2

k

s

k k k s s
=

= γ β ε∑θ θ  （2.46） 

其中 ( , )k sβ 為加權因子； ( )kγ 為 ( , )k sβ 之正規化因子(normalization factor)，

其定義如下： 

 
1

( ) ( ) 1
k

s

k k,s
=

γ β =∑  （2.47） 

倘若系統為非時變（time-invariance system），可令加權因子為 1，此時即

相當於最小平方法；相對於時變性系統（time-variable systems）而言，加權

因子的功能則可應用于追蹤系統參數隨時間變化的特性，即愈接近瞬時 k

的資料，其所給予的權重也愈大。選擇指數視窗 

 ( , ) ( ) ( 1, )k s k k sβ = λ β −  （2.48） 

其中 

 ( , ) 1k kβ =  （2.49） 

 0 0( ) ( 1) 1k kλ = λ λ − + − λ  （2.50） 
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λ稱為遺忘因子(forgetting factor)，通常採用 0 0.99λ = ， (0) 0.95λ = 。為避免

識別結果因雜訊影響而隨時間改變，我們將極小化的標準以期望值表示為 

 [ ]E V ( , ) 0k θ =  （2.51） 

另外，上式亦可根據牛頓-瑞福森（Newton-Raphson）之迭代法，解出系統

模型參數 

 [ ] [ ]1
( ) ( 1) V" , ( 1) V , ( 1)tk k k k k k

−
⎡ ⎤= − − α − −⎣ ⎦θ θ θ θ  （2.52） 

上式中令 1tα = ，並經運算整理後，即可得到遞迴形式解 

 T( ) ( 1) L( ) ( ) ( ) ( 1)k k k k k k⎡ ⎤= − + − −⎣ ⎦yθ θ ψ θ  （2.53） 

其中， 

 P( 1) ( )L( )
( ) ( )P( 1) ( )

k kk
k k k k

−
=
λ + −T

ψ
ψ ψ

 （2.54） 

 P( 1)P( )
( ) ( )P( 1) ( )

kk
k k k k

−
=
λ + −Tψ ψ

 （2.55） 

依經驗，通常初始條件 (0)P 的值，可以選擇 8 10(0) 10 ~ 10P = ，以加快收斂

速度。 
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2.4 利用 Green 定理計算遲滯迴圈之消能面積 

 Green 定理應用在平面時，可以計算任何封閉的曲線面積，其原理概

述如下： 

由 Green 定理可知 

 ( )2 1
1 2 

C
R

F F dxdy F dx F dy
x y

⎛ ⎞∂ ∂
− = +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

∫∫ ∫v  （2.56） 

令 1 0F = ， 2F x= 代入上式整理可得 

 
C

R

dxdy xdy=∫∫ ∫v  （2.57） 

同理令 1F y= − ， 2 0F = 代入式（2.56）亦可得 

  
C

R

dxdy ydy= −∫∫ ∫v  （2.58） 

將式（2.57）與式（2.58）相加可得 

 
1  
2 C

A xdy ydx= −∫v  （2.59） 

則上式即為可用來計算任意平面封閉曲線之面積。 

 當 x為變數τ的函數， y為變數τ的函數，a bτ≤ ≤ ，則某一區域 R 內

的面積可以表示為 

 ( ) ( ) ( ) ( )
b

a
A x y y x dτ τ τ τ τ′ ′= −⎡ ⎤⎣ ⎦∫  （2.60） 

將上式利用數值方法【23】改寫如下 

令 ( ) ( )1
1
2 i ix x xτ += + ， ( ) 1i ix x xτ +′ = − ， ( ) ( )1

1
2 i iy y yτ += + ， ( ) 1i iy y yτ +′ = − ，

並將式（2.60）改寫如下， 
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 ( )( ) ( )( )1 1 1 1
1

1 1 1
2 2 2

n

i i i i i i i i
i

A x x y y y y x x+ + + +
=

⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + − − + −⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎩ ⎭
∑  （2.61）

式（2.61）即可用來計算遲滯迴圈的面積。 
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第三章  元件製作與試驗規畫 

 

3.1 元件製作 

 本研究以桿件斷面厚度 ( )t 及初始弦切角 0q ，作為探討挫屈連桿之參

數，共可分成九組，如表 3.1 所示。其中，t4、t5、t6 表示厚度分別為 4mm、

5mm 及 6mm；A490、B485、C480 分別表示試體水平投影之長度（含與夾

具夾和的部分）。本研究所使用之測試元件設計圖，詳圖 3.1a 至圖 3.3c。 

 根據初步進行之元件測試結果顯示，MTS407 控制器於高頻 10Hz 以上

之位移命令與力規訊號解析度較低，不如低頻訊號來得清晰，即使調整取

樣頻率為 100Hz~200Hz 反覆進行測試，之結果仍無太大改善。經檢討後，

決定將取樣頻率訂為 100Hz，並挑選編號為 t5A490（t5:厚 5mm，A490:試

體投影長度）之試體進行一系列完整之測試（測試頻率：0.5Hz~15Hz），

俾便作為後續試驗之參考。 

 

測試規劃： 

 t5A490(圖 3.2a)元件試驗之擾動頻率分別為：0.5Hz、1.0H、1.5Hz、

2.0Hz、2.5Hz、3.0Hz、3.5Hz、4.0Hz、4.5Hz、5.0Hz、6.0Hz、7.0Hz、8.0Hz、

9.0Hz、10.0Hz、15.0Hz；其中 0.5Hz~3.0Hz 頻率之擾動振幅為 1mm、2mm、

3mm、4mm 及 5mm，3.5Hz~15.0Hz 頻率之擾動振幅則先進行 1mm 與 2mm，

並視實際情況（高頻試驗若振幅過大，試體會有斷裂之虞）與訊號擷取情

形，決定是否繼續施作振幅 3mm、4mm 及 5mm 之試驗。 
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t4A490(圖 3.1a)、t4B485(圖 3.1b)、t4C480(圖 3.1c)、t5B485(圖 3.2b)、

t5C480(圖 3.2c)、t6A490(圖 3.3a)、t6B485(圖 3.3b)及 t6C480(圖 3.3c)等八

組試體之測試頻寬為 0.5～3.0Hz，每一頻率所對應之振幅為 1mm~5mm。 
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表 3.1 挫屈連桿元件測試之試體規格表 

 

 A490 B485 C480 

初始弦切角(rad) 0.3475 0.4262 0.4939 

初始曲率 0.0014 0.0017 0.0020 

厚度：t4mm t4A490 t4B485 t4C480 

厚度：t5mm t5A490 t5B485 t5C480 

厚度：t6mm t6A490 t6B485 t6C480 
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圖 3.1a  t4A490 試體之設計詳圖 

 
圖 3.1b  t4B485 試體之設計詳圖 

 

圖 3.1c  t4C480 試體之設計詳圖 
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圖 3.2a  t5A490 試體之設計詳圖 

 
圖 3.2b  t5B485 試體之設計詳圖 

 

圖 3.2c  t5C480 試體之設計詳圖 
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圖 3.3a  t6A490 試體之設計詳圖 

 
圖 3.3b  t6B485 試體之設計詳圖 

 
圖 3.3c  t6C480 試體之設計詳圖 
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3.2 實驗設備 

 

 本文進行挫屈連桿元件試驗首先利用實驗室既有之 H 型鋼作為試驗構

架之基礎底座（圖 3.9 及圖 3.17），並設計固定試體之反力基座（圖 3.4 及

圖 3.9），同時亦設計製作試體夾具（圖 3.7），俾便將二試片於兩端固定

使成為一對完整之待測試體（圖 3.10），最後利用前、後端板（圖 3.5、圖

3.6、圖 3.9）及固定夾具將試體固定於反力座（圖 3.9）與致動器之轉接頭

上。本文試驗之主要出力來源為 1.5t 油壓致動器，利用 H 型鋼支架固定於

基礎底座上，試驗時透過 MTS407 控制器（圖 3.13）可輸入致動器不同頻

率及不同位移振幅之控制命令訊號，本文主要輸入訊號為簡諧位移擾動。

此外，為配合各組不同初始曲率之試驗(長度不同)，吾人亦製作可拆卸調整

墊片（圖 3.11 及圖 3.17），以便將試體確實固定於後端板。挫屈連桿之元

件測試構架如圖 3.17 所示。 

 本試驗主要記錄挫屈連桿之位移及力量，俾便求得挫屈連桿之遲滯迴

圈。位移訊號主要由 1.5t 致動器內建之位移計(LVDT)直接求得，而力量則

使用力規(loadcell，圖 3.14）進行量測，吾人將力規安裝於挫屈連桿試體與

致動器轉接頭之間。上述電壓訊號主要利用德國 IMC 資料擷取系統（圖

3.16）進行類比轉成數位訊號(A-D)，訊號可即時顯現於螢幕上觀察（圖

3.15），最後再透過 famos 軟體將數位訊號儲存於電腦，以供後續進行資料

處理與分析之用。 
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3.3 試驗資料處理與分析 

 

3.3.1 遲滯迴圈之K ′、K ′′、η分析 

 如第 2.2 小節所述，若以橢圓遲滯模型模擬挫屈連桿之遲滯迴圈，並

設定試驗之遲滯迴圈與理論遲滯迴圈之面積誤差百分率為 5％範圍內，以橢

圓形與位移最大值切點及橢圓形力量座標軸之交點（圖 2.1），即 1A 與 5A ，

可求得彈性儲存勁度K ′； 3A 與 7A ，則可求得損失勁度K ′′，並利用式（2.8）

之定義，可計算損失因子η，求得參數K ′、K ′′、η，其相關步驟如下說明： 

 因為結構存在非線性行為導致系統具有遲滯現象，當位移u 達到最大

值 0u 時，其相對之力量並非同步最大。若由最大位移u垂直延伸一虛線可切

於遲滯迴圈之 1A （見圖 2.1）及 5A ，而 1A 之值為 ( ) 0K uω′ ，且 0u 為已知，

因此可求得彈性儲存勁度 K ′。本研究試驗過程所得之遲滯迴圈穩定性良

好，本文分析所得之K ′值係取歷時一分鐘試驗所得總迴圈數之平均結果，

例如：當擾動頻率為 1Hz 時，一分鐘試驗即有 60 個遲滯迴圈數，每一迴圈

可得一K ′值，最後之K ′值為 60 個K ′值取平均之結果，其計算式可表示如

下： 

 ( )1 5

2
n n

avg

A A
K

n
+

′ =  （3.1） 

當擾動位移最小時，即 0u = ，因遲滯現象造成其相對應之力量亦非同步為

零，橢圓形遲滯迴圈交於力量座標軸之 3A 及 7A 兩點，其值為 ( ) 0K uω′′ ，且

0u 為已知，因此可求得損失勁度K ′′。如前所述，試驗所得之K ′′亦為歷時

一分鐘試驗所得總迴圈數n之平均值，即 



 

 38

 
( )3 7

2
n n

avg

A A
K

n
+

′′ =  （3.2） 

耗損因子η可將式(3.1)及式(3.2)代入式（2.8）求得。各組挫屈連桿元件試驗

所得之K ′、K ′′及η分別整理於表 3.2 至表 3.10 所示。 

 

 

3.3.2 分析結果 

 本文首先畫出實驗的遲滯迴圈，如圖 3.20 至 3.28。由圖可知，當振幅

在 3mm 以下時，遲滯迴圈均較為飽滿，而振幅為 4mm 與 5mm 之遲滯迴圈

則較為不飽滿，吾人認為其原因可能為前後端板與試體間之間隙（gaps）導

致力量損失，或是間隙填補後使前後端板與試體之結合並非完全保持垂直

狀態，導致挫屈連桿試體並非僅受純軸力作用，當這兩種情形在小振幅的

情況之下，對於遲滯迴圈飽滿的程度影響不大，惟對於大振幅 4mm 或 5mm

時則影響較大。間隙填補可使用間隙填補墊片，如圖 3.18 所示。 

 利用第 2.1 節所推論的 1A 、 3A 、 5A 、 7A 各點求出實驗遲滯迴圈之K ′、

K ′′及η值，整理成表 3.2 至表 3.10，而關於以上對於 4mm 與 5mm 遲滯迴

圈較不飽滿的部分，其等效的遲滯迴圈模擬，則以小振幅 1mm 或 2mm 為

依據模擬之。 

 另為便於進行參數迴歸分析，分別繪出K ′、K ′′及η與振幅 0u 及擾動頻

率 f 之關係圖，如圖 3.29 至圖 3.37，初步發現K ′與K ′′與η隨振幅變化不大，

其主要變化由頻率控制，此現象可由圖 3.38 至圖 3.45（ fη − 之關係圖）觀

察得知。圖 3.46～圖 3.54 則代表K f′ − 之關係圖，其圖形則類似線性關係。 

 關於 t5A490 試體於擾動頻率 8.0Hz，振幅 3mm 之試驗發生斷裂，其
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力量歷時圖（圖 3.28g）斷裂前後發生力量落差，惟力量大小相似，故斷裂

前後之遲滯迴圈可一起表示如圖 3.23 所示，此外吾人亦可計算個別遲滯消

能之面積，斷裂前消能面積為 53kgf-mm，斷裂後消能面積為 50kgf-mm，

顯示斷裂前後消能 之面積相差不大，因此，塑鉸有無形成，並不至於影響

遲滯消能面積，這也顯示，本次挫屈連桿的元件設計，若利用塑鉸代替理

想鉸接是可行的，且塑鉸參與消能的成分可忽略；又本次實驗斷裂，極有

可能是因為疲勞所產生的，但由圖 3.28g 發現即使斷裂後仍存在遲滯迴圈，

顯示挫屈連桿經由適當設計後，萬一發生疲勞斷裂，其減振效果仍然存在。 
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圖 3.4  反力座之設計詳圖 
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圖 3.5  前端板之設計詳圖 

 
 

 
圖 3.6  後端板之設計詳圖 
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圖 3.7  夾具之設計詳圖 

 

 
圖 3.8  調整墊片之設計詳圖 
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圖 3.9  試體固定夾具

 
圖 3.10  挫屈連桿試體及夾具 

 
圖 3.11  間隙調整片
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圖 3.12  1.5t 油壓致動器 

 
 

 
圖 3.13  MTS 407 控制器 
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圖 3.14 力規（loadcell） 

 

 
圖 3.15 famos 訊號顯示與分析軟體 
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圖 3.16a IMC 資料擷取系統 
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圖 3.17  挫屈連桿測試構架 

 

 

圖 3.18  間隙調整墊片 
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圖 3.19a  試體斷裂照片 
 

 
圖 3.19b  試體斷裂照片 

 

 

圖 3.19c  試體斷裂照片 
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圖 3.20a  t4A490 試體擾動頻率 0.5Hz 各振幅之遲滯迴圈  
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圖 3.20b  t4A490 試體擾動頻率 1.0Hz 各振幅之遲滯迴圈 
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圖 3.20c  t4A490 試體擾動頻率 1.5Hz 各振幅之遲滯迴圈 
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圖 3.20d  t4A490 試體擾動頻率 2.0Hz 各振幅之遲滯迴圈 
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圖 3.20e  t4A490 試體擾動頻率 2.5Hz 各振幅之遲滯迴圈 
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圖 3.20f  t4A490 試體擾動頻率 3.0Hz 各振幅之遲滯迴圈 
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圖 3.21a  t4B485 試體擾動頻率 0.5Hz 各振幅之遲滯迴圈 
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圖 3.21b  t4B485 試體擾動頻率 1.0Hz 各振幅之遲滯迴圈 
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圖 3.21c  t4B485 試體擾動頻率 1.5Hz 各振幅之遲滯迴圈 
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圖 3.21d  t4B485 試體擾動頻率 2.0Hz 各振幅之遲滯迴圈 
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圖 3.21e  t4B485 試體擾動頻率 2.5Hz 各振幅之遲滯迴圈 

-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6
-200

-150

-100

-50

0

50

100

150

200

displacement (mm)

fo
rc

e 
(k

gf
)

Hysteresis Loops:2.5HzS1mm(t4B485)

 

 
expriment
model

-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6
-200

-150

-100

-50

0

50

100

150

200

displacement (mm)

fo
rc

e 
(k

gf
)

Hysteresis Loops:2.5HzS2mm(t4B485)

 

 
expriment
model

-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6
-200

-150

-100

-50

0

50

100

150

200

displacement (mm)

fo
rc

e 
(k

gf
)

Hysteresis Loops:2.5HzS3mm(t4B485)

 

 
expriment
model

-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6
-200

-150

-100

-50

0

50

100

150

200

displacement (mm)

fo
rc

e 
(k

gf
)

Hysteresis Loops:2.5HzS4mm(t4B485)

 

 
expriment
model

-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6
-200

-150

-100

-50

0

50

100

150

200

displacement (mm)

fo
rc

e 
(k

gf
)

Hysteresis Loops:2.5HzS5mm(t4B485)

 

 
expriment
model



 

 60

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

圖 3.21f  t4B485 試體擾動頻率 3.0Hz 各振幅之遲滯迴圈 
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圖 3.22a  t4C480 試體擾動頻率 0.5Hz 各振幅之遲滯迴圈 
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圖 3.22b  t4C480 試體擾動頻率 1.0Hz 各振幅之遲滯迴圈 
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圖 3.22c  t4C480 試體擾動頻率 1.5Hz 各振幅之遲滯迴圈 
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圖 3.22d  t4C480 試體擾動頻率 2.0Hz 各振幅之遲滯迴圈 
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圖 3.22e  t4C480 試體擾動頻率 2.5Hz 各振幅之遲滯迴圈 
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圖 3.22f  t4C480 試體擾動頻率 3.0Hz 各振幅之遲滯迴圈 
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圖 3.23a  t5A490 試體擾動頻率 0.5Hz 各振幅之遲滯迴圈 
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圖 3.23b  t5A490 試體擾動頻率 1.0Hz 各振幅之遲滯迴圈
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圖 3.23c  t5A490 試體擾動頻率 1.5Hz 各振幅之遲滯迴圈 
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圖 3.23d  t5A490 試體擾動頻率 2.0Hz 各振幅之遲滯迴圈 
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圖 3.23e  t5A490 試體擾動頻率 2.5Hz 各振幅之遲滯迴圈 
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圖 3.23f  t5A490 試體擾動頻率 3.0Hz 各振幅之遲滯迴圈 
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圖 3.23g  t5A490 試體擾動頻率 3.5Hz 各振幅之遲滯迴圈 
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圖 3.23h  t5A490 試體擾動頻率 4.0Hz 各振幅之遲滯迴圈 
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圖 3.23i  t5A490 試體擾動頻率 4.5Hz 各振幅之遲滯迴圈 
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圖 3.23j  t5A490 試體擾動頻率 5.0Hz 各振幅之遲滯迴圈 
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圖 3.23k  t5A490 試體擾動頻率 6.0Hz 各振幅之遲滯迴圈 
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圖 3.23l  t5A490 試體擾動頻率 7.0Hz 各振幅之遲滯迴圈 
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圖 3.23m  t5A490 試體擾動頻率 8.0Hz 各振幅之遲滯迴圈 
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圖 3.23n  t5A490 試體擾動頻率 9.0Hz 各振幅之遲滯迴圈 
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圖 3.23o  t5A490 試體擾動頻率 10.0Hz 各振幅之遲滯迴圈 

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

圖 3.23p  t5A490 試體擾動頻率 15.0Hz 各振幅之遲滯迴圈 
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圖 3.24a  t5B485 試體擾動頻率 0.5Hz 各振幅之遲滯迴圈 
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圖 3.24b  t5B485 試體擾動頻率 1.0Hz 各振幅之遲滯迴圈 
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圖 3.24c  t5B485 試體擾動頻率 1.5Hz 各振幅之遲滯迴圈 
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圖 3.24d  t5B485 試體擾動頻率 2.0Hz 各振幅之遲滯迴圈 
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圖 3.24e  t5B485 試體擾動頻率 2.5Hz 各振幅之遲滯迴圈 
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圖 3.24f  t5B485 試體擾動頻率 3.0Hz 各振幅之遲滯迴圈 
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圖 3.25a  t5C480 試體擾動頻率 0.5Hz 各振幅之遲滯迴圈 

-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6
-500

-400

-300

-200

-100

0

100

200

300

400

500

displacement (mm)

fo
rc

e 
(k

gf
)

Hysteresis Loops:0.5HzS1mm(t5C480)

 

 
expriment
model

-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6
-500

-400

-300

-200

-100

0

100

200

300

400

500

displacement (mm)

fo
rc

e 
(k

gf
)

Hysteresis Loops:0.5HzS2mm(t5C480)

 

 
expriment
model

-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6
-500

-400

-300

-200

-100

0

100

200

300

400

500

displacement (mm)

fo
rc

e 
(k

gf
)

Hysteresis Loops:0.5HzS3mm(t5C480)

 

 
expriment
model

-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6
-500

-400

-300

-200

-100

0

100

200

300

400

500

displacement (mm)

fo
rc

e 
(k

gf
)

Hysteresis Loops:0.5HzS4mm(t5C480)

 

 
expriment
model

-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6
-500

-400

-300

-200

-100

0

100

200

300

400

500

displacement (mm)

fo
rc

e 
(k

gf
)

Hysteresis Loops:0.5HzS5mm(t5C480)

 

 
expriment
model



 

 89

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
圖 3.25b  t5C480 試體擾動頻率 1.0Hz 各振幅之遲滯迴圈 
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圖 3.25c  t5C480 試體擾動頻率 1.5Hz 各振幅之遲滯迴圈 
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圖 3.25c  t5C480 試體擾動頻率 2.0Hz 各振幅之遲滯迴圈 
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圖 3.25d  t5C485 試體擾動頻率 2.5Hz 各振幅之遲滯迴圈 
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圖 3.25f  t5C485 試體擾動頻率 3.0Hz 各振幅之遲滯迴圈 
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圖 3.26a  t6A490 試體擾動頻率 0.5Hz 各振幅之遲滯迴圈 
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圖 3.26b  t6A490 試體擾動頻率 1.0Hz 各振幅之遲滯迴圈 
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圖 3.26b  t6A490 試體擾動頻率 1.5Hz 各振幅之遲滯迴圈 
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圖 3.26c  t6A490 試體擾動頻率 2.0Hz 各振幅之遲滯迴圈 
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圖 3.26e  t6A490 試體擾動頻率 2.5Hz 各振幅之遲滯迴圈 
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圖 3.26f  t6A490 試體擾動頻率 3.0Hz 各振幅之遲滯迴圈 
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圖 3.27a  t6B485 試體擾動頻率 0.5Hz 各振幅之遲滯迴圈 
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圖 3.27b  t6B485 試體擾動頻率 1.0Hz 各振幅之遲滯迴圈 
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圖 3.27c  t6B485 試體擾動頻率 1.5Hz 各振幅之遲滯迴圈 
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圖 3.27d  t6B485 試體擾動頻率 2.0Hz 各振幅之遲滯迴圈 

-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6
-500

-400

-300

-200

-100

0

100

200

300

400

500

displacement (mm)

fo
rc

e 
(k

gf
)

Hysteresis Loops:2HzS1mm(t6B485)

 

 
expriment
model

-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6
-500

-400

-300

-200

-100

0

100

200

300

400

500

displacement (mm)

fo
rc

e 
(k

gf
)

Hysteresis Loops:2HzS2mm(t6B485)

 

 
expriment
model

-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6
-500

-400

-300

-200

-100

0

100

200

300

400

500

displacement (mm)

fo
rc

e 
(k

gf
)

Hysteresis Loops:2HzS3mm(t6B485)

 

 
expriment
model

-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6
-500

-400

-300

-200

-100

0

100

200

300

400

500

displacement (mm)

fo
rc

e 
(k

gf
)

Hysteresis Loops:2HzS4mm(t6B485)

 

 
expriment
model

-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6
-500

-400

-300

-200

-100

0

100

200

300

400

500

displacement (mm)

fo
rc

e 
(k

gf
)

Hysteresis Loops:2HzS5mm(t6B485)

 

 
expriment
model



 

 104

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
圖 3.27e  t6B485 試體擾動頻率 2.5Hz 各振幅之遲滯迴圈 
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圖 3.28a  t6C480 試體擾動頻率 0.5Hz 各振幅之遲滯迴圈 
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圖 3.28b  t6C480 試體擾動頻率 1.0Hz 各振幅之遲滯迴圈 
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圖 3.28c  t6C480 試體擾動頻率 1.5Hz 各振幅之遲滯迴圈 
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圖 3.28d  t6C480 試體擾動頻率 2.0Hz 各振幅之遲滯迴圈 
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圖 3.28e  t6C480 試體擾動頻率 2.5Hz 各振幅之遲滯迴圈 
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圖 3.28f  t6C480 試體擾動頻率 3.0Hz 各振幅之遲滯迴圈 
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圖 3.28g  t5A490 試體擾動頻率 8.0Hz 振幅 3mm 力量歷時圖 

 
 

 
 

圖 3.28h  t5A490 試體擾動頻率 8.0Hz 振幅 3mm 斷裂前後遲滯迴圈 
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表 3.2  t4A490 實驗K ′、 K ′′、η  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

型號：t4A490     振動頻率 0.5Hz 

振幅 
係數 1mm 2mm 3mm 4mm 5mm 

K ′  41.29 40.10 37.94 34.75 32.91 

K ′′  14.05 12.80 10.41 7.70 5.51 

η  0.34 0.32 0.27 0.22 0.17 

型號：t4A490     振動頻率 1.0Hz 

振幅
係數 1mm 2mm 3mm 4mm 5mm 

K ′  32.26 30.78 29.90 28.89 27.86 

K ′′  24.25 22.35 19.99 17.17 14.44 

η  0.75 0.73 0.67 0.59 0.52 

型號：t4A490     振動頻率 1.5Hz 

振幅 
係數 1mm 2mm 3mm 4mm 5mm 

K ′  22.18 20.61 20.47 20.60 20.65 

K ′′  29.66 27.80 25.80 23.10 20.70 

η  1.34 1.35 1.26 1.12 1.00 

型號：t4A490     振動頻率 2.0Hz 

振幅

係數 1mm 2mm 3mm 4mm 5mm 

K ′  11.21 10.75 10.87 11.91 12.76 

K ′′  31.16 28.94 27.37 25.44 23.47 

η  2.78 2.69 2.52 2.14 1.84 

型號：t4A490     振動頻率 3.0Hz 

振幅

係數 1mm 2mm 3mm 4mm 5mm 

K ′  -4.12 -3.94 -3.62 -3.09 -2.68 

K ′′  24.79 23.18 22.79 21.97 21.18 

η  -6.02 -5.88 -6.30 -7.11 -7.90 

型號：t4A490     振動頻率 2.5Hz 

振幅 
係數 1mm 2mm 3mm 4mm 5mm 

K ′  3.38 2.99 3.24 4.70 5.70 

K ′′  26.76 24.59 26.56 24.88 23.31 

η  7.92 8.22 8.20 5.29 4.09 
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表 3.3  t4B485 實驗K ′、 K ′′、η  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

型號：t4B485     振動頻率 0.5Hz  

振幅 
係數 1mm 2mm 3mm 4mm 5mm 

K ′  29.32 27.61 26.83 25.81 24.85 

K ′′  8.94 8.43 8.00 7.18 5.55 

η  0.30 0.31 0.30 0.28 0.22 

型號：t4B485     振動頻率 1.0Hz  

振幅

係數 1mm 2mm 3mm 4mm 5mm 

K ′  23.19 20.81 20.70 20.60 20.29 

K ′′  16.13 14.56 14.30 12.91 11.72 

η  0.70 0.70 0.69 0.63 0.58 

型號：t4B485     振動頻率 1.5Hz  

振幅 
係數 1mm 2mm 3mm 4mm 5mm 

K ′  16.64 14.25 14.11 14.24 14.43 

K ′′  20.97 18.32 17.76 17.03 16.18 

η  1.26 1.29 1.26 1.20 1.12 

型號：t4B485     振動頻率 2.0Hz  

振幅

係數 1mm 2mm 3mm 4mm 5mm 

K ′  9.08 7.59 7.36 7.76 8.07 

K ′′  21.46 19.86 19.03 18.61 17.93 

η  2.36 2.62 2.59 2.40 2.22 

型號：t4B485     振動頻率 2.5Hz  

振幅 
係數 1mm 2mm 3mm 4mm 5mm 

K ′  2.57 2.26 1.93 2.15 2.80 

K ′′  20.39 18.27 17.27 17.75 17.12 

η  7.94 8.08 8.97 8.26 6.12 

型號：t4B485     振動頻率 3.0Hz  

振幅

係數 1mm 2mm 3mm 4mm 5mm 

K ′  -2.81 -2.69 -2.63 -2.57 -2.20 

K ′′  16.38 14.74 14.86 15.34 15.01 

η  -5.82 -5.48 -5.66 -5.97 -6.83 
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表 3.4  t4C480 實驗K ′、 K ′′、η  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

型號：t4C480     振動頻率 0.5Hz  

振幅 
係數 1mm 2mm 3mm 4mm 5mm 

K ′  24.99 23.65 23.10 22.71 21.78 

K ′′  8.05 7.34 6.68 6.04 4.88 

η  0.32 0.31 0.29 0.27 0.22 

型號：t4C480     振動頻率 1.0Hz  

振幅

係數 1mm 2mm 3mm 4mm 5mm 

K ′  19.40 18.98 18.99 18.74 18.35 

K ′′  13.76 13.33 12.74 11.85 10.68 

η  0.71 0.70 0.67 0.63 0.58 

型號：t4C480     振動頻率 1.5Hz  

振幅 
係數 1mm 2mm 3mm 4mm 5mm 

K ′  14.47 13.18 13.28 13.40 13.46 

K ′′  18.07 17.10 16.63 15.79 14.77 

η  1.25 1.30 1.25 1.18 1.10 

型號：t4C480     振動頻率 2.0Hz  

振幅

係數 1mm 2mm 3mm 4mm 5mm 

K ′  8.20 7.11 6.95 7.43 7.85 

K ′′  19.46 18.37 17.96 17.21 16.39 

η  2.37 2.58 2.58 2.32 2.09 

型號：t4C480     振動頻率 2.5Hz  

振幅 
係數 1mm 2mm 3mm 4mm 5mm 

K ′  2.63 2.03 2.28 2.46 3.02 

K ′′  18.82 17.66 17.01 16.65 15.98 

η  7.16 8.71 7.47 6.76 5.29 

型號：t4C480     振動頻率 3.0Hz  

振幅

係數 1mm 2mm 3mm 4mm 5mm 

K ′  -2.64 -2.67 -2.46 -2.27 -2.04 

K ′′  15.51 14.51 14.47 14.23 13.77 

η  -5.88 -5.44 -5.87 -6.27 -6.76 
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表 3.5-1  t5A490 實驗K ′、K ′′、η  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

型號：t5A490     振動頻率 0.5Hz  

振幅 
係數 1mm 2mm 3mm 4mm 5mm 

K ′  61.21 68.03 67.18 64.38 61.22 

K ′′  16.15 18.12 14.82 11.11 8.24 

η  0.26 0.27 0.22 0.17 0.13 

型號：t5A490     振動頻率 1.0Hz  

振幅

係數 1mm 2mm 3mm 4mm 5mm 

K ′  55.50 55.05 55.71  54.63  52.78 

K ′′  36.71 33.52 31.27  27.20  22.80 

η  0.66 0.61  0.56  0.50  0.43  

型號：t5A490     振動頻率 1.5Hz 

振幅 
係數 1mm 2mm 3mm 4mm 5mm 

K ′  42.83 39.26  40.22  40.69  40.22 

K ′′  48.55 45.92  43.65  39.53  35.46 

η  1.13  1.17  1.09  0.97  0.88  

型號：t5A490     振動頻率 2.0Hz  

振幅

係數 1mm 2mm 3mm 4mm 5mm 

K ′  24.55 25.07 25.73  26.99  27.20 

K ′′  57.31 52.66 48.69  44.64  40.88 

η  2.33 2.10  1.89  1.65  1.50  

型號：t5A490     振動頻率 2.5Hz  

振幅 
係數 1mm 2mm 3mm 4mm 5mm 

K ′  8.07  9.72  10.79  12.55  13.83 

K ′′  52.04 49.30  47.04  43.93  40.82 

η  6.45  5.07  4.36  3.50  2.95  

型號：t5A490     振動頻率 3.0Hz  

振幅

係數 1mm 2mm 3mm 4mm 5mm 

K ′  -5.32 -4.96 -4.57  -4.54  -4.70 

K ′′  41.40 40.24 39.30  37.83  40.90 

η  -7.78 -8.11 -8.60  -8.34  -8.70 
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表 3.5-2  t5A490 實驗K ′、K ′′、η  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

型號：t5A490     振動頻率 4.0Hz  

振幅

係數 1mm 2mm 3mm 4mm 5mm 

K ′  -14.29 -15.71 -15.63 -15.12 -12.85

K ′′  24.35 23.78 25.78 29.64 29.17 

η  -1.70 -1.51 -1.65 -1.96 -2.27 

型號：t5A490     振動頻率 3.5Hz  

振幅 
係數 1mm 2mm 3mm 4mm 5mm 

K ′  -10.56 -10.92 -9.57 -8.19 -6.95 

K ′′  33.16 32.23 33.99 34.77 36.54 

η  -3.14 -2.95 -3.55 -4.25 -5.26 

型號：t5A490     振動頻率 4.5Hz  

振幅 
係數 1mm 2mm 3mm 4mm 5mm 

K ′  -17.00 -17.20 -18.06 -17.91 -15.95

K ′′  17.44 17.42 29.96 21.35 21.22 

η  -1.03 -1.01 -1.65 -1.19 -1.33 

型號：t5A490     振動頻率 5.0Hz  

振幅

係數 1mm 2mm 3mm 4mm 5mm 

K ′  -17.24 -17.13 -22.06 -17.51 --- 

K ′′  11.54 11.86 14.75 14.13 --- 

η  -0.67 -0.69 -0.69 -0.81 --- 

型號：t5A490     振動頻率 6.0Hz  

振幅 
係數 1mm 2mm 3mm 4mm 5mm 

K ′  -14.56 -13.75 -15.04 --- --- 

K ′′  3.23 3.20 3.99 --- --- 

η  -0.22 -0.23 -0.27 --- --- 

型號：t5A490     振動頻率 7.0Hz  

振幅

係數 1mm 2mm 3mm 4mm 5mm 

K ′  --- --- --- --- --- 

K ′′  --- --- --- --- --- 

η  --- --- --- --- --- 
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表 3.6  t5B485 實驗K ′、 K ′′、η  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

型號：t5B485     振動頻率 0.5Hz  

振幅 
係數 1mm 2mm 3mm 4mm 5mm 

K ′  53.88 51.18 48.84 45.13 39.37

K ′′  15.98 14.39 13.02 10.37 7.22 

η  0.30 0.28 0.27 0.23 0.18 

型號：t5B485     振動頻率 1.0Hz  

振幅

係數 1mm 2mm 3mm 4mm 5mm 

K ′  41.74 40.65 38.81 38.02 37.18 

K ′′  26.78 25.17 22.72 20.61 19.36 

η  0.64 0.62 0.59 0.54 0.52 

型號：t5B485     振動頻率 1.5Hz  

振幅 
係數 1mm 2mm 3mm 4mm 5mm 

K ′  28.59 28.51 28.69 28.37 28.24

K ′′  33.65 33.76 32.48 30.17 28.83

η  1.18 1.18 1.13 1.06 1.02 

型號：t5B485     振動頻率 2.0Hz  

振幅

係數 1mm 2mm 3mm 4mm 5mm 

K ′  13.92 13.26 14.07 15.14 16.13

K ′′  32.63 32.02 32.00 31.17 30.63

η  2.34 2.41 2.27 2.06 1.90 

型號：t5B485     振動頻率 2.5Hz  

振幅 
係數 1mm 2mm 3mm 4mm 5mm 

K ′  4.28 6.22 6.65 7.09 7.94 

K ′′  26.36 39.89 37.65 35.49 33.01 

η  6.16 6.41 5.66 5.01 4.16 

型號：t5B485     振動頻率 3.0Hz  

振幅

係數 1mm 2mm 3mm 4mm 5mm 

K ′  -4.49 -4.50 -4.18 -3.61 -3.35 

K ′′  30.48 29.67 28.98 27.73 26.88 

η  6.36 6.59 6.93 7.67 8.02 
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表 3.6  t5B485 實驗K ′、 K ′′、η  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

型號：t5C480     振動頻率 0.5Hz  

振幅 
係數 1mm 2mm 3mm 4mm 5mm 

K ′  41.91 40.89 40.21 39.50 38.78 

K ′′  12.48 11.88 11.20 10.23 8.63 

η  0.30 0.29 0.28 0.26 0.22 

型號：t5C480     振動頻率 1.0Hz  

振幅

係數 1mm 2mm 3mm 4mm 5mm 

K ′  33.94 32.01 32.66 32.79 32.37 

K ′′  22.14 21.59 21.44 20.22 18.58 

η  0.65 0.67 0.66 0.62 0.57 

型號：t5C480     振動頻率 1.5Hz  

振幅 
係數 1mm 2mm 3mm 4mm 5mm 

K ′  25.83 22.86 22.66 22.82 22.26 

K ′′  30.30 27.05 26.71 25.54 24.52 

η  1.17 1.18 1.18 1.12 1.10 

型號：t5C480     振動頻率 2.0Hz  

振幅

係數 1mm 2mm 3mm 4mm 5mm 

K ′  14.32 10.76 10.84 11.50 12.41 

K ′′  30.86 25.68 26.65 27.37 27.73 

η  2.15 2.39 2.46 2.38 2.23 

型號：t5C480     振動頻率 2.5Hz  

振幅 
係數 1mm 2mm 3mm 4mm 5mm 

K ′  5.82 4.79 5.06 4.01 4.44 

K ′′  29.79 24.57 26.50 26.19 26.35 

η  5.11 5.13 5.24 6.53 5.94 

型號：t5C480     振動頻率 3.0Hz  

振幅

係數 1mm 2mm 3mm 4mm 5mm 

K ′  -3.78 -3.91 3.63 -3.42 -3.13 

K ′′  24.97 20.50 21.51 22.28 22.60 

η  -6.60 -5.24 -5.93 -6.52 -7.22 
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表 3.7  t6A490 實驗K ′、 K ′′、η  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

型號：t6A490     振動頻率 0.5Hz  

振幅 
係數 1mm 2mm 3mm 4mm 5mm 

K ′  99.97 93.47 89.32 85.92 80.48 

K ′′  30.91 29.26 26.37 24.13 18.44 

η  0.31 0.31 0.30 0.28 0.23 

型號：t6A490     振動頻率 1.0Hz  

振幅

係數 1mm 2mm 3mm 4mm 5mm 

K ′  66.35 59.20 61.82 63.53 64.33 

K ′′  45.08 39.78 42.04 41.13 37.62 

η  0.68 0.67 0.68 0.65 0.58 

型號：t6A490     振動頻率 1.5Hz  

振幅 
係數 1mm 2mm 3mm 4mm 5mm 

K ′  45.63 42.67 42.83 45.07 45.63 

K ′′  53.36 50.67 50.66 52.40 49.31 

η  1.17 1.19 1.18 1.16 1.08 

型號：t6A490     振動頻率 2.0Hz  

振幅

係數 1mm 2mm 3mm 4mm 5mm 

K ′  24.96 23.98 23.28 26.50 28.24 

K ′′  56.13 53.95 53.01 58.96 56.14 

η  2.25 2.25 2.28 2.22 1.99 

型號：t6A490     振動頻率 2.5Hz  

振幅 
係數 1mm 2mm 3mm 4mm 5mm 

K ′  9.76 7.94 9.70 10.15 8.96 

K ′′  57.41 61.68 60.79 59.79 44.03 

η  5.88 7.77 6.27 5.89 4.91 

型號：t6A490     振動頻率 3.0Hz  

振幅

係數 1mm 2mm 3mm 4mm 5mm 

K ′  -8.02 -7.79 -7.27 -6.35 -5.59 

K ′′  54.38 52.75 49.11 45.10 45.28 

η  -6.78 -6.62 -6.76 -7.10 -8.10 
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表 3.9  t6B485 實驗K ′、 K ′′、η  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

型號：t6B485     振動頻率 0.5Hz  

振幅 
係數 1mm 2mm 3mm 4mm 5mm 

K ′  81.22 76.68 72.19 67.64 64.07 

K ′′  24.78 22.77 19.13 14.67 11.58 

η  0.31 0.30 0.26 0.22 0.18 

型號：t6B485     振動頻率 1.0Hz  

振幅

係數 1mm 2mm 3mm 4mm 5mm 

K ′  67.10 62.36 59.40 56.75 54.12 

K ′′  47.04 43.37 38.93 34.29 30.12 

η  0.70 0.70 0.66 0.60 0.56 

型號：t6B485     振動頻率 1.5Hz  

振幅 
係數 1mm 2mm 3mm 4mm 5mm 

K ′  45.99 41.72 40.75 40.21 39.42 

K ′′  59.81 53.89 49.41 45.29 41.58 

η  1.30 1.29 1.21 1.13 1.05 

型號：t6B485     振動頻率 2.0Hz  

振幅

係數 1mm 2mm 3mm 4mm 5mm 

K ′  23.65 21.24 21.37 21.79 21.79 

K ′′  62.10 55.98 52.10 48.25 43.47 

η  2.63 2.64 2.44 2.21 1.98 

型號：t6B485     振動頻率 2.5Hz  

振幅 
係數 1mm 2mm 3mm 4mm 5mm 

K ′  7.30 5.62 6.09 5.16 --- 

K ′′  53.34 46.33 42.04 37.28 --- 

η  7.31 8.25 6.90 7.22 --- 

型號：t6B485     振動頻率 3.0Hz  

振幅

係數 1mm 2mm 3mm 4mm 5mm 

K ′  --- --- --- --- --- 

K ′′  --- --- --- --- --- 

η  --- --- --- --- --- 
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表 3.10  t6C480 實驗K ′、 K ′′、η  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

型號：t6C480     振動頻率 0.5Hz  

振幅 
係數 1mm 2mm 3mm 4mm 5mm 

K ′  55.22 52.46 53.23 52.94 52.46 

K ′′  17.14 16.28 16.10 15.28 13.61 

η  0.31 0.31 0.30 0.29 0.26 

型號：t6C480     振動頻率 1.0Hz  

振幅

係數 1mm 2mm 3mm 4mm 5mm 

K ′  45.15 40.79 41.69 41.93 41.79 

K ′′  31.40 29.21 29.18 28.49 26.93 

η  0.70 0.72 0.70 0.68 0.64 

型號：t6C480     振動頻率 1.5Hz  

振幅 
係數 1mm 2mm 3mm 4mm 5mm 

K ′  30.06 27.47 27.44 27.94 28.43 

K ′′  38.52 35.82 36.19 35.49 34.46 

η  1.28 1.30 1.32 1.27 1.21 

型號：t6C480     振動頻率 2.0Hz  

振幅

係數 1mm 2mm 3mm 4mm 5mm 

K ′  15.40 13.00 13.61 14.43 14.91 

K ′′  40.03 37.35 37.70 36.95 36.01 

η  2.60 2.87 2.77 2.56 2.42 

型號：t6C480     振動頻率 2.5Hz  

振幅 
係數 1mm 2mm 3mm 4mm 5mm 

K ′  5.54 3.86 3.86 3.98 4.86 

K ′′  37.40 34.32 34.61 35.00 34.48 

η  6.75 8.88 8.97 8.80 7.09 

型號：t6C480     振動頻率 3.0Hz  

振幅

係數 1mm 2mm 3mm 4mm 5mm 

K ′  -6.13 -5.65 -5.34 -5.00 -4.56 

K ′′  32.31 29.90 29.45 29.78 29.50 

η  -5.27 -5.29 -5.51 -5.95 -6.47 
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圖 3.29-1  t4A490 K ′、K ′′、η與 0u 的關係圖 
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圖 3.29-2  t4A490 K ′、K ′′、η與 0u 的關係圖 
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圖 3.30-1  t4B485 K ′、K ′′、η與 0u 的關係圖 
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圖 3.30-2  t4B485 K ′、K ′′、η與 0u 的關係圖 
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圖 3.31-1  t4C480 K ′、K ′′、η與 0u 的關係圖 
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圖 3.31-2  t4C480 K ′、K ′′、η與 0u 的關係圖 
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圖 3.32-1  t5A490 K ′、K ′′、η與 0u 的關係圖 
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圖 3.32-2  t5A490 K ′、K ′′、η與 0u 的關係圖 

 

0 1 2 3 4 5
-60

-40

-20

0

20

40

60

80

displacement ( mm )

st
iff

ne
ss

  
  

(k
gf

 /
 m

m
)

t5A495    K′-uο and K′′-uο     freq.: 2Hz

 

 
K′
K′′

0 1 2 3 4 5
0

2

4

6

8

10

displacement ( mm )

lo
ss

  
fa

ct
or

 

t5A495   η-uο              freq.: 2Hz

 

 

η

0 1 2 3 4 5
-60

-40

-20

0

20

40

60

80

displacement ( mm )

st
iff

ne
ss

  
  

(k
gf

 /
 m

m
)

t5A495    K′-uο and K′′-uο     freq.: 2.5Hz

 

 
K′
K′′

0 1 2 3 4 5
0

2

4

6

8

10

displacement ( mm )

lo
ss

  
fa

ct
or

 

t5A495   η-uο              freq.: 2.5Hz

 

 

η

0 1 2 3 4 5
-60

-40

-20

0

20

40

60

80

displacement ( mm )

st
iff

ne
ss

  
  

(k
gf

 /
 m

m
)

t5A495    K′-uο and K′′-uο     freq.: 3Hz

 

 
K′
K′′

0 1 2 3 4 5
0

2

4

6

8

10

displacement ( mm )

lo
ss

  
fa

ct
or

 

t5A495   η-uο              freq.: 3Hz

 

 

η



 

 130

 

 

圖 3.32-3  t5A490 K ′、K ′′、η與 0u 的關係圖 
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圖 3.32-4  t5A490 K ′、K ′′、η與 0u 的關係圖 
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圖 3.33-1  t5B485 K ′、K ′′、η與 0u 的關係圖 
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圖 3.33-2  t5B485 K ′、K ′′、η與 0u 的關係圖 

 

0 1 2 3 4 5
-60

-40

-20

0

20

40

60

80

100

displacement ( mm )

st
iff

ne
ss

  
  

(k
gf

 /
 m

m
)

t5B485    K′-uο and K′′-uο     freq.: 2Hz

 

 
K′ο
K′′

0 1 2 3 4 5
-60

-40

-20

0

20

40

60

80

100

displacement ( mm )

st
iff

ne
ss

  
  

(k
gf

 /
 m

m
)

t5B485    K′-uο and K′′-uο     freq.: 2.5Hz

 

 
K′ο
K′′

0 1 2 3 4 5
-60

-40

-20

0

20

40

60

80

100

displacement ( mm )

st
iff

ne
ss

  
  

(k
gf

 /
 m

m
)

t5B485    K′-uο and K′′-uο     freq.: 3Hz

 

 
K′ο
K′′

0 1 2 3 4 5
0

2

4

6

8

10

displacement ( mm )

lo
ss

  
fa

ct
or

 

t5B485   η-uο              freq.: 2Hz

 

 

η

0 1 2 3 4 5
0

2

4

6

8

10

displacement ( mm )

lo
ss

  
fa

ct
or

 

t5B485   η-uο              freq.: 2.5Hz

 

 

η

0 1 2 3 4 5
0

2

4

6

8

10

displacement ( mm )

lo
ss

  
fa

ct
or

 

t5B485   η-uο              freq.: 3Hz

 

 

η



 

 134

 

圖 3.34-1  t5C480 K ′、K ′′、η與 0u 的關係圖 
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圖 3.34-2  t5C480 K ′、K ′′、η與 0u 的關係圖 
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圖 3.35-1  t6A490 K ′、K ′′、η與 0u 的關係圖 
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圖 3.35-2  t6A490 K ′、K ′′、η與 0u 的關係圖 
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圖 3.36-1  t6B485 K ′、K ′′、η與 0u 的關係圖 
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圖 3.36-2  t6B485 K ′、K ′′、η與 0u 的關係圖 
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圖 3.37-1  t6C480 K ′、K ′′、η與 0u 的關係圖 
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圖 3.37-2  t6C480 K ′、K ′′、η與 0u 的關係圖 
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圖 3.38  t4A490 η與頻率 f 的關係圖 
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圖 3.39  t4B485 η與頻率 f 的關係圖 
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圖 3.40  t4C480 η與頻率 f 的關係圖 
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圖 3.41  t5A490 η與頻率 f 的關係圖 
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圖 3.42  t5B485 實驗 fη − 之關係圖 
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圖 3.43  t5C480 實驗 fη − 之關係圖 
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圖 3.43  t6A490 η與頻率 f 的關係圖 
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圖 3.44  t6B485 η與頻率 f 的關係圖 
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圖 3.45  t6C480 η與頻率 f 的關係圖 

 



 

147 147

0 1 2 3 4
-20

0

20

40

60

80

100

frequency ( Hz )

st
iff

ne
ss

 K
′ 

(k
gf

/m
m

)

K′-freq.  t4A490:1mm~5mm

 

 
1mm
2mm
3mm
4mm
5mm

 

圖 3.46  t4A490 K ′與頻率 f 的關係圖 
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圖 3.47  t4B485 K ′與頻率 f 的關係圖 
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圖 3.48  t4C480 K ′與頻率 f 的關係圖 

 



 

149 149

 

0 1 2 3 4
-20

0

20

40

60

80

100

frequency ( Hz )

st
iff

ne
ss

 K
′ 

(k
gf

/m
m

)

K′-freq.  t5A490:1mm~5mm

 

 
1mm
2mm
3mm
4mm
5mm

 

圖 3.49  t5A490 K ′與頻率 f 的關係圖 
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圖 3.50  t5B485 K ′與頻率 f 的關係圖 
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圖 3.51  t5C480 K ′與頻率 f 的關係圖 
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圖 3.52  t6A490 K ′與頻率 f 的關係圖 
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圖 3.53  t6B485 K ′與頻率 f 的關係圖 
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圖 3.54  t6C480 K ′與頻率 f 的關係圖 
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第四章、迴歸非線性公式與預測 
 

 

4.1 等效挫屈彈性勁度之經驗公式 
 

 式（2.28a）代表挫屈連桿受到一軸向力作用後，在彈性挫屈狀態下力

量與位移的非線性關係式，惟該式不易表達成 0( , , )P K P q u u= 的形式，分析

上極為不便，因此吾人擬定義適當之經驗公式 0( , , )K K P q u= ，並利用遞迴

預測誤差法（Recursive Prediction Error Method）求出其控制參數，俾便模

擬挫屈連桿之理論遲滯行為。 

 由式（2.28a）與式（2.28b）可知，二端鉸接之柱彈性勁度 0( , , )K P q u 為

crP 、 0q 及u的函數，其中， crP 為兩端鉸接理想柱之臨界載重， 0q 為挫屈連

桿之初始弦切角，u為挫屈連桿受軸向力作用後產生的挫屈位移量；因此吾

人利用冪次法則（power law）及指數(exp)函數的特性，以臨界載重 crP 、初

始弦切角 0q 及位移量u等三個參數，定義一兩端均為鉸接之理想柱之彈性勁

度K 的經驗預測公式如下： 

 ( )0
u

crK P q e
βα=  （4.1） 

其中， 

  
2

2cr
EIP

L
π

=  （4.2） 

吾人可於式（2.28a）中輸入兩端鉸接理想柱之臨界載重 crP ，初始弦切角 0q
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及不同之位移u，則可求得軸力P，再將軸力P除以相應之位移u，即可求

得理論K。隨後利用遞迴預測誤差法進行迴歸分析，根據式（2.30）將K 值

取 log ，並視其為式（2.37）之系統輸出項 ( )y k ，即

 ( ) log( ) logPy k K
u

= =  （4.3） 

此外，令

 u
0[ log( ) ,  log(e ) ]T qΨ =  （4.4）

 [ , ]Tθ α β=  （4.5） 

將式（4.4）與式（4.5）相乘，即式（2.44）的輸出訊號期望值 ( ),θy k ，其

預估誤差定義同第二章式（2.45），經式（2.52）的迭代結果可得式（4.5）

中的α與β值。 

 茲說明分析步驟，以 0 0.3475q = 為例，選定任一編號（例如：t5A490）

後輸入相關常數及變數，即可由第 2.4 小節之遞迴預測誤差法作迴歸分析，

當α與β隨遞迴次數增加趨於穩定時（圖 4.2），即可確認α與β值。俟確

認α與β值後，即可回代式（4.1）計算求得二端鉸接理想柱之彈性等效挫

屈勁度值，並繪得預測P u− 關係曲線。將之與理論P u− 關係曲線整理於圖

4.1，其吻合度相當高。 

 本文採用之挫屈連桿試體共有三種不同厚度之試體，分別為 4mm、

5mm 及 6mm，寬度均為 30mm，其 crP 經計算可知分別 133.28kgf、260.31kgf

及 449.82kgf；挫屈連桿之初始曲率 0q 分別為 0.3475、0.4262 及 0.4929。輸
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入擾動位移 ( )0 sinu u tω= ， 0u 為試驗最大振幅，分別為 1mm、2mm、3mm、

4mm 及 5mm， 2 fω π= ， f 為擾動頻率分別為 0.5Hz、1.0Hz、1.5Hz、2.0Hz、

2.5Hz、3.0Hz。待分別輸入以上不同數據後，利用式（2.53）、式（2.54）

及式（2.55）迴歸整理，分別得到不同情況下的α與β值，茲將結果整理如

表 4.1 至表 4.3 所示。 

小結 

 由表 4.1 至表 4.3 之結果可知，當初始曲率相同時，α值相差不大，

且與試體的厚度無關，例如：t4A490、t5A490 及 t6A49 之試驗結果其

3.2120α ≈ ；t4B485、t5B485 及 t5C480 之試驗結果其 4.4492α ≈ ；t4C480、

t5C480 及 t4A490 之試驗結果其 5.7635α ≈ ，即α值僅隨初始曲率 0q 增加

而增加，與厚度無關，至於 β值除了隨初始曲率 0q 變大而增加外，亦隨

振幅增加而小幅增加。 

 由以上的方法步驟，吾人可以輕易將式(2.28b)， 0( , , )K P q u 函數，以

較為簡化之式（4.1）表示。 



 

 156

表 4.1  0 0.3475q = ，彈性K 的迴歸公式之α與β參數 

 

表 4.2  0 0.4262q = ，彈性K 的迴歸公式之α與β參數 

0 0.4262q = (rad) 

t4B485 

133.28 crP kgf=  

t5B485 

260.31 crP kgf=  

t6B485 

499.82 crP kgf=  

振 

幅 
α  β  α  β  α  β  

1mm 4.4480 -0.0313 4.4480 -0.0313 4.4480 -0.0313 

2mm 4.4484 -0.0307 4.4484 -0.0307 4.4484 -0.0307 

3mm 4.4490 -0.0301 4.4490 -0.0301 4.4490 -0.0301 

4mm 4.4499 -0.0296 4.4499 -0.0296 4.4499 -0.0296 

5mm 4.4509 -0.0290 4.4509 -0.0290 4.4509 -0.0290 

0 0.3475q = (rad) 

t4A490 

133.28 crP kgf=  

t5A490 

260.31 crP kgf=  

t6A490 

499.82 kcrP gf=  

振 

幅 
α  β  α  β  α  β  

1mm 3.2099 -0.0471 3.2099 -0.0471 3.2099 -0.0471 

2mm 3.2117 -0.0457 3.2117 -0.0457 3.2117 -0.0457 

3mm 3.2131 -0.0445 3.2131 -0.0445 3.2131 -0.0445 

4mm 3.2131 -0.0433 3.2131 -0.0433 3.2131 -0.0433 

5mm 3.2147 -0.0422 3.2147 -0.0422 3.2147 -0.0422 
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表 4.3  0 0.4929q = ，彈性K 的迴歸公式之α與β參數 

 

0 0.4929q = (rad) 

t4C480 

133.28 crP kgf=  

t5C480 

260.31 crP kgf=  

t4A490 

499.82 crP kgf=  

振 

幅 
α  β  α  β  α  β  

1mm 5.7626 -0.0233 5.7626 -0.0233 5.7626 -0.0233 

2mm 5.7629 -0.0230 5.7629 -0.0230 5.7629 -0.0230 

3mm 5.7633 -0.0226 5.7633 -0.0226 5.7633 -0.0226 

4mm 5.7639 -0.0223 5.7639 -0.0223 5.7639 -0.0223 

5mm 5.7646 -0.0220 5.7646 -0.0220 5.7646 -0.0220 
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圖 4.1  0 0.3475q = 時理論與預測P u− 關係圖比較  
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圖 4.2  0 0.3475q = 時迴歸次數與迴歸參數關係圖 
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4.2 耗損因子η的迴歸公式 

  

 本節針對介紹如何利用遞迴預測誤差法來迴歸耗損因子η的方法。首

先針對試體編號: t5A490，施予頻率 0.5Hz~6Hz 及不同振幅 1mm、2mm、

3mm，4mm，5mm 之擾動，並整理實驗結果，繪製耗損因子η與干擾頻

率的關係,詳見圖 4.3a、圖 4.4a、圖 4.5a。耗損因子η與干擾頻率的關係,

詳見圖 4.3b、圖 4.4b、圖 4.5b。tan 函數及 tan 函數取絕對值後的圖形詳

如圖 4.6a 與圖 4.6b 所示。 

 

觀察圖 4.3 至圖 4.6 比較如下： 

 由試驗結果識別出來的損耗因子η，其值介於 −∞ +∞∼ 之間，而且

在接近某一特定頻率時會出現有極大值或極小值，此一特徵與 tangent

週期函數相似。實驗結果顯示其與式（2.8）所定義， 

  ( )
( )

tan
K
K

ω
η δ

ω
′′

= =
′

 （2.8） 

情況相符。耗損因子具有幾個重要的物理意義： 

(1.) 耗損因子（loss factor）代表的意義為對每一週期消散的能量，其值

為正。 

(2.) 以式（2.8）的定義而言，耗損因子η為相位差（phase lag）δ 的函數，

相位差則為擾動頻率的函數，因擾動頻率的變化與遲滯效應的影
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響，相位差會造成遲滯迴圈主軸的旋轉，因而產生彈性儲存勁度為

負值的現象，詳見圖 4.7。 

(3.) 負勁度的探討： 

 由圖 4.3 至圖 4.6，顯示 fη − 與 tan( )φ φ− 的曲線特徵相近，以

圖 4.6 而言，在 2nφ π= ， 1,3,5,...n = ，會有極值出現，而極值的兩

側應是有對稱性，這是 tangent 週期函數的特徵；同理，圖 4.3 至圖

4.6 的 2.5Hz 至 3.0Hz 之間也會出現類似之「臨界頻率」，研判 fη −

曲線亦具備類似之週期性。所以，此處之負勁度現象，純粹是因為

相位差引起的遲滯迴圈主軸所致，並非結構勁度損失甚至不穩定的

徵兆；因此可以瞭解式（2.8）的定義在模擬遲滯迴圈時，可以改寫

為 

 
( )
( )

tan
K
K

ω
η δ

ω
′′

= =
′

 （4.6） 

 

 另外，由圖 4.3 至圖 4.5 發現，在擾動頻率為 2Hz 以下及 4~6Hz 範

圍內，不同振幅的影響則變小許多，且由以上推論 fη − 曲線類似有週期

性，因此某段頻寬的特性，便足以表現耗損因子η與頻率的變化情形，

因此遂將迴歸公式頻寬取為 0.5～2.0Hz，且為擾動頻率的函數，吾人定

義其迴歸預測公式如下 

  ( )bae eωη =  （4.7） 
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其中 a與b為迴歸參數， 2 fω π= ， f 為擾動頻率。 

 關於式（4.7）的迴歸過程如下所述： 

將第三章表（3.2）至表（3.10）內 0.5Hz~2.0Hz 範圍內的η值取對數（log），

並視為式（2.37）之系統輸出項 ( )y k ，即 

 ( ) ( )logy k η=  （4.8）

並令 

 ( ) ( )log ,logT e eω⎡ ⎤Ψ = ⎣ ⎦  （4.9）

 [ ]θ=   ,   Ta b  （4.10）

將式（4.9）與式（4.10）相乘，即第二章式（2.44）的輸出訊號期望值

( ),θy k ，則其預估誤差定義同第二章式（2.45），經式（2.52）的迭代結

果可得式（4.10）中的 a與b值。茲將參數 a與b值的迴歸結果，整理於

表 4.4。 

 由第三章圖 3.38 至圖 3.46 之結果，可以確認在頻寬為 0.5Hz~2.0Hz

時，各組實驗關係圖均顯示在此範圍內的曲線變化幾乎相同，這是因為

距離「臨界頻率」較遠所致，故將表中各組所有 na 取平均得 1.834avga = − 。

同理亦可得所有 nb 的平均值為 0.213avgb = 。圖 4.8 至圖 4.10 所示者，即

為直接以 avga 與 avgb 為迴歸常數，預測 0.5Hz~2.0Hz 之 fη − 曲線與實驗結

果的 fη − 曲線比較。 
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表 4.4  經由各組實驗數據迴歸耗損因子η公式之a與b參數 

 

迴歸參數 t4A490 t4B485 t4C480 

a -1.8713 -1.7957 -1.7838 

b 0.22054 0.21395 0.21157 

 

 

迴歸參數 t5A490 t5B485 t5C480 

a -1.8081 -1.9427 -1.8222 

b 0.20678 0.21822 0.21119 

 

 

迴歸參數 t6A490 t6B485 t4A490 

a -1.7201 -1.9427 -1.8222 

b 0.19967 0.21651 0.21799 
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圖 4.3a  t5A490 以振幅為 1mm,施予不同頻寬所得 fη − 關係圖 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 

圖 4.3b  t5A490 以振幅為 1mm,施予不同頻寬所得 | | fη − 關係圖與相位圖 
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圖 4.4a  t5A490 以振幅為 2mm,施予不同頻寬所得 fη − 關係圖 
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圖 4.4a  t5A490 以振幅為 2mm,施予不同頻寬所得 | | fη − 關係圖與相位圖 
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圖 4.5a  t5A490 以振幅為 3mm,施予不同頻寬所得 fη − 關係圖 
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圖 4.5b  t5A490 以振幅為 3mm,施予不同頻寬所得 | | fη − 關係圖與相位圖 
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圖 4.6a  一般 tan 函數 
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圖 4.6b  tan 函數取絕對值後的曲線 
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圖 4.7a  t5A490 擾動頻率 3Hz 振幅 3mm 之遲滯迴圈 
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圖 4.7b  t5A490 擾動頻率 4Hz 振幅 3mm 之遲滯迴圈 
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圖 4.7c  t5A490 振幅 3mm 擾動頻率為 1Hz 至 5Hz 之遲滯迴圈 
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圖 4.8a  t4A490 之預測 fη − 與實驗 fη − 曲線比較 
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圖 4.8b  t4B485 之預測 fη − 與實驗 fη − 曲線比較 
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圖 4.8c  t4C480 之預測 fη − 與實驗 fη − 曲線比較 
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圖 4.9a  t5A490 之預測 fη − 與實驗 fη − 曲線比較 
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圖 4.9b  t5B485 之預測 fη − 與實驗 fη − 曲線比較 
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圖 4.9c  t5C480 之預測 fη − 與實驗 fη − 曲線比較 
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圖 4.10a  t6A490 之預測 fη − 與實驗 fη − 曲線比較 
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圖 4.10b  t6B485 之預測 fη − 與實驗 fη − 曲線比較 
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圖 4.10c  t4A490 之預測 fη − 與實驗 fη − 曲線比較 
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4.3 遲滯迴圈彈性儲存勁度 ′K 的預測 
  

 根據第 3.3 小節將試驗資料作初步整理的結果，由圖（3.38）至圖（3.46）

可知，除了擾動頻率 0.5Hz 的彈性儲存勁度K ′隨振幅增加而變小的趨勢較

為明顯外，其餘的擾動頻率在 1.0Hz 至 3.0Hz 範圍時，K ′隨振幅增大而變

小之趨勢較為不明顯。另外，將編號 t5A490 的彈性儲存勁度K ′與擾動頻

率關係，繪製成圖 4.11；其中圖 4.11a 代表K f′ − 關係曲線，圖 4.11b 代表

K f′ − 關係曲線，然因為 1.5T 的油壓致動器於 3Hz 以後已無法正確依

MTS-407 控制器的位移命令正確推出吾人要的位移，因此圖 4.11 在 3Hz

以後的曲線走勢僅供參考價值，其數據無法作為迴歸數據，故彈性儲存勁

度K ′的迴歸公式之使用數據範圍在 1Hz 至 3Hz 之間。 

 彈性儲存勁度K ′的假設條件與迴歸步驟，詳述如下： 

迴歸的假設： 

 因為振幅的影響，僅在擾動頻率為 0.5Hz 時較為明顯，因此吾人在模

擬時將忽略振幅對彈性儲存勁度K ′的影響，即將表（3.2）至表（3.10）相

對於振幅 1mm、2mm、3mm、4mm、5mm 的各K ′值取平均，並捨棄擾動

頻率為 0.5Hz 時的K ′值。 

 在此吾人假設理想二端鉸接之彈性勁度K 或稱單調（monotonic）勁度

與遲滯迴圈的彈性儲存勁度K ′或稱迴圈（cyclic）勁度，二者間存在一定的

關係。 
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 觀察圖（3.38）至圖（3.46）結果，可擬以曲線或直線作迴歸，惟於試

誤時發現若以直線方程式迴歸的結果，較可以使迴歸參數隨迴歸次數收

斂，反之以曲線模擬則不行，這有可能是因為在 1Hz 至 3Hz 頻率範圍內之

曲線行為不明顯所致。另外吾人使用內差法來補足實驗點的不足；其內差

方程式採用 Matlab 所提供的” interP1 ”函數，其功用可以提供一維的三次多

項式（cubic）內差。 

迴歸彈性儲存勁度K ′的步驟： 

 根據假設條件，吾人定義一彈性儲存勁度K ′之迴歸預測公式為 

  ( ) [ ]2K K A Bω ω′ = +  （4.11）

為方便迴歸遂將上式改寫為

 [ ]
2
K A B
K

ω
′
= +  （4.12）

則系統輸出項 ( )y k 表是如下：

 ( )
2
Ky k
K
′⎛ ⎞= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 （4.13）

並令 

 [ ],  lT ωΨ =  （4.9）

 [ ]θ=  A ,  B T  （4.10）

將式（4.9）與式（4.10）相乘，即第二章式（2.44）的輸出訊號期望值 ( ),θy k ，

則其預估誤差定義同第二章式（2.45），經式（2.52）的迭代結果可得式

（4.10）中的 A與 B值，茲將參數 A與 B值的迴歸結果，整理於表 4.5。 
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圖 4.11a  t5A490 K f′ − 關係圖 
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圖 4.11b  t5A490 K f′ − 關係圖 
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表 4.5 經由各組實驗數據迴歸彈性儲存勁度K ′公式之 A 與 B 參數 

 

迴歸參數 t4A490 t4B485 t4C480 

A -0.3358 -0.3501 -0.4074 

B 5.8125 5.9641 7.0090 

 

 

迴歸參數 t5A490 t5B485 t5C480 

A -0.3068 -0.3217 -0.3546 

B 5.5417 5.6164 6.1117 

 

 

迴歸參數 t6A490 t6B485 t4A490 

A -0.2114 -0.2920 -0.2653 

B 3.6785 4.9678 4.4802 
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圖 4.12a  t4A490 預測與實驗之K f′ − 曲線比較 
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圖 4.12b  t4B485 預測與實驗之K f′ − 曲線比較 
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圖 4.12c  t4C485 預測與實驗之K f′ − 曲線比較 
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圖 4.13a  t5A490 預測與實驗之K f′ − 曲線比較 
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圖 4.13b  t5B485 預測與實驗之K f′ − 曲線比較 
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圖 4.13c  t5C480 預測與實驗之K f′ − 曲線比較 
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圖 4.14a  t6A490 預測與實驗之K f′ − 曲線比較 
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圖 4.14b  t6B485 預測與實驗之K f′ − 曲線比較 
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圖 4.14c  t4A490 預測與實驗之K f′ − 曲線比較 
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4.4 迴歸預測與實驗遲滯面積比較 

 

 本小節將以編號 t4A490 試體之相關迴歸參數代入迴歸式（4.7）與式

（4.11）以決定出彈性儲存勁度K ′與耗損因子η，進而求出損失勁度K ′′，

再利用式（2.6）即可得到橢圓形遲滯迴圈模型，可與實驗結果之遲滯迴圈

比較差異性如下： 

1 擾動頻率為 0.5Hz 時以 1mm 與 2mm 時誤差均小於 5％以內，且模擬的

形狀相去不遠，如圖 4.15a，而 3mm 至 5mm 差值較大，其原因為實驗

的遲滯迴圈，並未如 1mm 或 2mm 般飽滿；擾動頻率為 1.0Hz 時以 3mm

時為最佳，誤差在 5％以內，其餘誤差均為 10％上下；擾動頻率為 1.5Hz

時，1mm 與 2mm 的誤差在 5％以內，3mm 在 10％以內，而 4mm 與 5mm

誤差在 10％至 20％之間，其原因為實驗的遲滯迴圈不飽滿所致；擾動

頻率為 2.0Hz 時，1mm 至 5mm 的誤差在 10％至 20 之間，此為預測的

彈性勁度偏大所致。 

2 關於 0.5Hz 至 1.5Hz，3mm 以上實驗的遲滯迴圈均有不對稱的情形，吾

人研判應是實驗機構與試體連接非完全垂直水平，造成施力不均，即除

了軸向力還伴隨些微扭力，造成拉壓不對稱所致，或實驗機構與試體連

接間隙（gaps）未消除所造成。 

3 至於 2.0Hz 的誤差，應是迴歸預測的彈性儲存勁度過大所致。 
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4 有些隱性的誤差，有可能是在以橢圓遲滯模型作識別，取出的K ′、K ′′、

η值誤差有關。 
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表 4.6  t4A490 迴歸預測與實驗之遲滯消能面積比較 

編號：t4A490     振動頻率 0.5Hz     

 
振幅 

面積 
1mm 2mm 3mm 4mm 5mm 

實驗（ kgf mm− ） 45 163 301 372 398 

預測（ kgf mm− ） 44 169 365 622 934 

誤差（％） 0 4 17 40 57 

 

編號：t4A490     振動頻率 1.0Hz     

 
振幅 

面積 
1mm 2mm 3mm 4mm 5mm 

實驗（ kgf mm− ） 75 280 565 861 1139 

預測（ kgf mm− ） 67 255 549 936 1406 

誤差（％） 13 10 3 17 19 

 

編號：t4A490     振動頻率 1.5Hz     

 
振幅 

面積 
1mm 2mm 3mm 4mm 5mm 

實驗（ kgf mm− ） 91 338 706 1127 1580 

預測（ kgf mm− ） 92 352 759 1295 1945 

誤差（％） 2 4 7 13 19 

 

編號：t4A490     振動頻率 2.0Hz     

 
振幅 

面積 
1mm 2mm 3mm 4mm 5mm 

實驗（ kgf mm− ） 97 370 788 1264 1832 

預測（ kgf mm− ） 107 410 883 1507 2264 

誤差（％） 10 10 11 16 19 
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圖 4.15a  t4A490 擾動頻率 0.5Hz 的迴歸預測與實驗遲滯迴圈比較
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圖 4.15b  t4A490 擾動頻率 1.0Hz 的迴歸預測與實驗遲滯迴圈比較 
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圖 4.15c  t4A490 擾動頻率 1.5Hz 的迴歸預測與實驗遲滯迴圈比較 
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圖 4.15d  t4A490 擾動頻率 2.0Hz 的迴歸預測與實驗遲滯迴圈比較 
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第五章 結論與建議 
 

 本文探討挫屈連桿之力學行為，並完成相關理論推導及一系列之元件

測試，透過在固定振動（變頻）振幅的簡諧擾動試驗下，了解其遲滯消能

特性，並建立相關經驗公式配合系統識別技術求得遲滯迴圈的控制參數，

以作為數值預測模擬分析之依據。茲根據本研究之結果歸納討論如下： 

 

結論 

1. 元件測試結果顯示，遲滯迴圈於振幅為 1mm 至 3mm 時，具有良好的穩

定性及飽滿度，且遲滯迴圈的消能面積有隨頻率升高而遞增（0.5Hz 至

2.0Hz）之趨勢。此外，振幅為 4mm 與 5mm 之遲滯迴圈則較不飽滿，

其原因可能為在測試過程中，除了受到軸力外，亦伴隨扭力作用所致。 

2. 由編號 t5A490 試體所進行之振幅 1mm 的變頻擾動試驗可知，擾動頻率

於 6Hz、7Hz、8Hz、9Hz 及 15Hz 時仍有遲滯迴圈，而 6Hz 與 7Hz 之遲

滯消能面積較小，此與本文第 4.3 小節推論遲滯迴圈消能面積與頻率有

關且具有週期性是相符的，惟因測試機構之性能所限，高頻擾動無法量

得精確之遲滯迴圈進行比較。 

3. 耗損因子η具有週期性，此外由經驗公式模擬部分頻寬擾動之遲滯迴圈

已獲得驗證，在振幅 1mm 與 2mm 之誤差大部分在 10％以內，顯示吾

人已初步掌握挫屈連桿之遲滯迴圈模型。 

4. 本文之元件測試過程為一微小振幅之往復拉壓行為，忽略挫屈引致之二

次效應影響，尚屬合理。
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建議 

1. 本次實驗試體編號：t5A490，在施予擾動頻率 8Hz 振幅 3mm 時於夾具

前緣，即試體末端 10cm 處的轉折點發生斷裂，此時試體業已經過 12660

次的往復拉壓試驗，有可能是因產生塑鉸或疲勞（fatigue）所致，建議

改善方法如下： 

1.1 可於試體二端夾合（clamped）位置前方適當進行切削（Cutting），

以緩和疲勞或應力集中的發生，延長試體使用壽命。 

1.2 本次實驗使用一般A36鋼，未來可以考慮使用低碳鋼，利用其有明

顯降伏點與塑性行為的特性，來延緩疲勞的發生。 

2. 未來可考慮針對挫屈連桿依不同位置之彎矩分佈設計挫屈連桿元件（非

固定寬度），以有效利用鋼材消能，並探討其消能減振效果。 

3. 本次實驗之試體由彎曲曲率可知，材料已達降伏範圍，屬於非彈性挫曲

(inelastic buckling)行為；未來可先考慮進行彈性挫曲（elastic buckling）

狀態下之遲滯消能行為測試，以瞭解幾何變形之消能特性。 

4. 高科技廠房樓板往往受到多重頻率擾動的影響，建議未來可以輸入複合

的多重擾動頻率，以探討挫屈連桿應用於樓板減振的可行性。 

5. 本文提供的預測模式已能初步掌握遲滯迴圈模型，然精確度仍有改進的

空間，建議未來可使用分數微分法（Fractional Derivative Method）

【24~25】模擬挫屈連桿之遲滯消能模型。 

6. 構建一單層樓高科技廠房樓板之縮小尺寸模型，並安裝挫屈連桿元件進

行性能測試，以確認減振功效。 
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附錄一 

假設一般 A36 鋼材性質： 

降伏應力： 2 2240 240 / 24.46 /y Mpa N mm kgf mmσ = = =  

彈性模數： 220400 /E kgf mm=  

由基本材料力學公式可知， 

 
2

6
y

y y

bt
M EI

σ
κ= =  （A.1） 

其中 yM 代表降伏彎矩，b為挫屈連桿寬度，t 為厚度， yκ 代表降伏曲率， I

為慣性矩。此外，由幾何關係可知 

 
21 y

y
y

q
L

κ
ρ

= =  （A.2） 

其中， yρ 為降伏曲率半徑，L為挫屈連桿長度， yq 為降伏端點弦切角。合

併式（A.1）與式（A.2）可得 

 
2

12
y y

y

L bt L
q

EI Et
σ σ

= =  （A.3） 

測試試體編號為 t1B485，其寬度為 30mm 厚度 1mm，則其降伏端點弦切角

依式（A.3）計算如下： 

1 500 24.46 0.5995( )
20400 1

t
yq rad×
= =

×
 （A.4） 

弦長為 485mm，若受振幅為 10mm 之作用，其端點弦切角變化為

485 0.2453 ~ 0.5519Bq = 。經與式（A.4）比較發現，變化範圍未超過降伏端

點弦切角，故在元件測試過程中材料均在比例極限之內，屬於彈性挫屈。 
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附錄二 

 本次實驗探討三種不同弦切徑度角與三種不同厚度，並施予不同頻率

與振幅作測試，將相關條件代入式（A.3）可得 

 4 500 24.46 0.1499( )
20400 4

t
yq rad×
= =

×
 （A.5） 

 5 500 24.46 0.1199( )
20400 5

t
yq rad×
= =

×
 （A.6） 

 6 500 24.46 0.0999( )
20400 6

t
yq rad×
= =

×
 （A.7） 

以上式（A.5）至式（A.7）即代表寬度為 30mm 厚度分別為 4mm、5mm、

6mm 之降伏端點弦切角。 

 此外，討論弦長分別為 490mm，即編號為 t4A490、t5A490、t6A490；

弦長為 485mm，即編號為 t4B485、t5B485、t6B480；弦長為 480mm，即編

號為 t4C480、t5C480、t6C480，其受不同振幅作用所相應的端點弦切角變

化情形如下： 

1. 弦長為 490mm，若受振幅為 5mm 之作用，其端點弦切角變化為

490 0.2453 ~ 0.4262Aq = 。 

2. 弦長為 485mm，若受振幅為 5mm 之作用，其端點弦切角變化為

485 0.3475 ~ 0.4929Bq = 。 

3. 弦長為 480mm，若受振幅為 5mm 之作用，其端點弦切角變化為

480 0.4262 ~ 0.5519Cq = 。 

將以上三個變化範圍與式（A.5）至式（A.7）比較發現，變化範圍均超過

降伏端點弦切角，故在元件測試過程中材料均超過比例極限，屬於非彈性

挫屈。 


