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非線性波浪通過穿入式防波板的變形研究 

學生：詹智為     指導教授：吳永照 博士 

國立交通大學土木工程學系碩士班 

摘要 

本文以邊界元素法模擬直推式造波之非線性波浪數值水槽，除了

消除造波板所造成的二階自由波，並配合輻射邊界條件，且於水槽末

端設置海綿層吸收前進波，用以避免反射波造成分析上之困難。模式

中以 Eulerian-Lagrangian 數值技巧來追蹤自由水面水粒子的非線性運

動，並使用曲線近似法求得自由水面點各種物理量之切線方向的一階

與二階微分值，再利用泰勒級數展開求得下一時刻的水位資料。本研

究模式中同時使用合適條件(Compatibility conditions)和平滑技巧來增

加模式的穩定性，進而在水槽中設置單一與兩穿入式防波板，利用數

值方法探討非線性波與防波板之間的交互作用，並將數值結果與實驗

值比較驗證。驗證結果顯示本模式計算之非線性波結果與實驗結果有

相同的趨勢，但由於本研究並未考慮現實的流體具有黏滯性與實際上

的底床和防波板皆存在摩擦效應此兩個因素，所以本模式求得之透射

率結果較實驗值略大。數值結果發現防波板的寬度、沒水深度、傾斜

角度及兩防波板間距皆會影響波浪的透射率。大致上，入射波的相對

水深愈大，波浪通過穿入式防波板的透射率則愈低；入射波的尖銳度

愈大，對應的透射率亦愈低。增加防波板的沒水深度、增長防波板寬

度及增加防波板的傾斜角度，均會降低透射率。相同條件之入射波通

過兩防波板的透射率較通過單一防波板時為低，並在特定之兩板間距

情況下，波浪在兩防波板之間產生共振，且對應著極高的透射率。 
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The Deformation of Nonlinear Waves Pass Through Inclined 

Thin Barriers 

Student：Chih-Wei Chan   Advisor：Yung-Chao Wu 

Institute of Civil Engineering National Chiao Tung University 

Abstract 

    Based on the boundary element method (BEM), a time stepping 
lagrangian technique is developed to simulate the generation of nonlinear 
water wave by a piston type wavemaker in a numerical wave tank. The 
second order free wave which generated by wavemaker, due to finite 
displacement, is eliminated in this study. Besides radiation condition, a 
sponge layer is set in front of the end of the wave tank to reduce wave 
reflection. To demonstrate the accuracy of the proposed numerical 
scheme, the surface elevation is computed and compared with the fifth 
order Stokes wave theory. The numerical scheme is also applied to study  
the interaction of nonlinear waves with vertical thin barriers. The 
transmissivity predicted by this study is compared to laboratory data and 
numerical results from other investigations.  

After having verified the accuracy of the numerical scheme, the 
interaction of nonlinear waves with inclined thin barriers is investigated 
in detail. Our numerical results show that transmissivity is affected by the 
width, the submerged depth, the inclined slope of barrier, and the 
clearance between two barriers. Generally, the transmissivity decreases as 
the relative water depth increases; the transmissivity decreases as the 
wave steepness increases. Increasing the depth, the width and the inclined 
slope of barrier decrease the transmissivity. The numerical results indicate 
that the multiple barriers become more efficient than one barrier. 
Resonance occurs at a certain clearance between two barriers at which 
transmissivity becomes extreme. 
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第一章 緒論 

1-1 前言 

臺灣地處四面環海，不論是從自然環境或是資源利用的觀點著

眼，皆與海洋息息相關。海岸工程除了波浪的探討之外，用以保障沿

海居民身家安全的海岸結構物同時也是一項重要的議題。近年，有不

少以理論或實驗方法於有限水深中，探討不同類型結構物與波浪之交

互作用的研究，但多著重在線性波與結構物之間的相互關係；然而在

水深較淺的情況之下，探討波浪與結構物之間的交互作用時，非線性

波之影響便成為不可忽視的重要因素。因此本文針對非線性波與穿入

式防波板之間的交互作用以數值方法進行模擬，並對數值結果深入分

析，同時以數值分析線性波之結果及部分前人實驗之成果加以比較。 

1-2 文獻回顧 

(1) 有關於造波方面之研究： 

關於數值造波水槽之造波、傳遞及變形問題的研究，近年來有許

多的突破與發展。早期有 Madsen (1970)利用線性造波控制方程式來

模擬活塞式造波機之週期性造波問題，Faltinsen (1978)利用邊界積分

法探討水槽內液體的擾動現象，而 Nakayama (1983)以非線性邊界初

值條件及邊界上之速度勢應用邊界元素法以 Green 函數解析非線性

波浪，模擬由於海底抬升形成海嘯與孤立波溯上等問題。Brorsen 和

Larsen (1987)以邊界積分法解析非線性重力波之造波問題。Chou 和
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Shih (19961;19962)利用邊界元素法配合時間差分法之觀念模擬孤立

波與有限振幅波之造波、傳遞與變形問題。 

(2) 有關於輻射邊界的處理方式之研究： 

關於輻射邊界的處理方式，有許多種方法。最簡單的處理方式是

假設水槽之末端邊界為不透水邊界，如 Chou 和 Shih (1996)。但是使

用此種不透水邊界，必須增加水槽的長度及模擬時間，才能避免反射

波所造成的影響。如此一來，除了計算節點大量增加外，數值計算的

時間也相對增長許多，故 Brorsen 和 Larsen (1987) 便以 Sommerfeld

輻射邊界來做處理，然而此邊界條件是假設波場中的波速為定值，並

不適合應用在非保守與不規則的波場中。Ohyama 和 Nadaoka (1991) 

則是結合海綿邊界與開放邊界兩種方式來處理，此種處理方式便可被

應用在任何非線性與不規則波場。 

(3) 有關於波浪通過單一穿入式防波板之研究： 

關於波浪通過單一穿入式防波板的相關研究，早期有Ursell (1946)

發展之解析解，探討在深水情況下，波浪通過防波板之透波率與反射

率。Wiegel (1960)利用微小振幅波理論求得近似解，探討波浪通過垂

直自由水面之穿入式防波板的透射率變化並配合實驗加以驗證，結果

顯示波浪之透射率隨著防波板沒水深度的增加而遞減。Liu 和 Madjid 

(1982)使用邊界積分法探討穿入式防波板之沒水深度與傾斜角度對

於線性波透射率及波高的影響，並與 Ursell 之解析解和 Wiegel 之實

驗結果相互比較，結果發現以邊界積分法所求得之透射率，其趨勢與
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Wiegel 之實驗結果頗為近似。同時也發現，透射率亦會受波浪之入

射角度影響，在波浪之入射角為 25 度的情況下，假設防波板之沒水

深等於 0.7 倍靜水深，可得到最佳的防波效果。Losada 等人(1992)根

據線性波理論，以 Laplace 方程式配合邊界條件來解析線性波斜向入

射一系列垂直自由水面之防波板後，波浪之透射率與波浪作用於防波

板上之水平淨力的情形。結果顯示波浪入射的傾斜角度越大，則透射

率越低。同時發現波浪作用於防波板上的水平淨力隨著防波板深度增

加而遞增，且隨著波浪入射的傾斜角度增加而遞減。 

(4) 有關於波浪通過兩穿入式防波板之研究方面： 

當入射波之波長遠大於防波板之寬度時，會使得防波效果消失，

因而發展出使用兩個平行放置的穿入式防波板，用以增加防波效果。

Wu 和 Liu (1988) 利用特徵方程式展開，配合數值方法發展一解析

解，探討斜向入射之微小振幅波與兩垂直自由水面之防波板的相互關

係。在研究中同時使用 Plane-wave 和 Wide-spacing 兩種近似法求得

近似解，藉此與解析解作比較。結果發現使用 Plane-wave 近似法所

求得之透射率結果並不準確，而使用 Wide-spacing 近似法之結果則與

解析解非常接近。同時亦發現固定防波板條件之情況下，兩防波板之

間在某特定頻率時會產生共振情形，且對應著極高的透波率。 

1-3 研究目的 

波浪與海岸結構物之間的交互作用是海洋工程中最實際的問

題，過去對於結構物的研究多著重在結構物與線性波之間的交互作
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用。然而隨著電腦高速計算能力的日漸提升，不僅克服了複雜繁瑣的

計算，加上數值技巧的不斷更新，因而造成探討非線性波的新趨勢。

非線性波對於整個波浪的變形效應有一定程度的影響，因此本研究將

探討非線性波與穿入式防波板之間的交互作用。 

本研究利用邊界元素法建立一數值水槽來模擬非線性造波問

題，並在水槽內分別設置單一與兩穿入式防波板，用以分析非線性波

與穿入式防波板之間的交互作用，透過本研究可瞭解非線性波效應對

於波浪通過防波板的影響，並得到不同條件的波浪通過防波板之後，

其透射率的變化情形，以提供海洋工程上設計之參考。 

1-4 研究方法 

本研究是基於線性邊界元素法發展出一數值水槽模式，在時間領

域(time domain)計算下模擬直推式(piston type)造波水槽所造出的非

線性自由水面變動，並消除造波板產生之二階自由波。在此數值模式

中，邊界分割成有限個直線元素，並假設各個元素裡的所有物理量皆

呈線性變化，並使用 Eulerian-Lagrangian 混合模式來追蹤整個自由水

面在不同時間的非線性運動，配合曲線近似法(Cubic spline)求得各個

物理量在切線方向的一階和二階微分值，以泰勒級數展開求得下一時

刻之自由水面波形，配合使用輻射邊界條件與於數值水槽末端設置海

綿層用以吸收前進波。數值計算所求得的結果先與 Stokes 五階解驗證

此造波模式之正確性，而後設置穿入式防波板於水槽中，模擬波浪通

過防波板之現象。最後，對於在時間領域所求得的自由水面水位資

料，以快速傅立葉轉換(Fast Fourier Transfer)來分析其頻散關係，進而
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求得波浪通過防波板的透射率，並與 Wiegel (1960)的實驗結果及吳與

劉(1988)數值結果相互比較，用以驗證此模式的可行性，繼而分別在

不同波高及相對水深的情況下，改變防波板之沒水深、寬度、傾斜角

度與兩防波板間距，探討波浪與穿入式防波板之間的相互作用，並計

算分析波浪通過防波板之透射率。 

   



第二章 理論模式 

2-1 研究範圍界定 

本研究先以內部未放置防波板之水槽進行驗證造波板模式的可

行性，如圖 2-1 所示，數值水槽之配置為固定水深 ，水槽之左方邊

界為虛擬活塞式造波板邊界

h

mΓ ，上方邊界自由水面邊界 ，下方邊

界為不透水底床邊界 ，右方邊界為輻射邊界

fΓ

wΓ rΓ ，並在輻射邊界前方

設置虛擬海綿層吸收前進波。卡式座標的原點定義在左方造波板邊界

與上方自由水面邊界於初始時刻(t=0)之交界處， x 軸以水平向右為

正， z 軸以垂直向上為正。 

    本研究在內置單一穿入式防波板之水槽模式中，將單一防波板設

置於水槽內，防波板之沒水深為 ，寬度為b，傾斜角度d θ定義為正 z

軸與防波板之夾角，順時針為正，在穿入式防波板以角度θ傾斜之情

況下，假設其沒水深度仍然維持原本的沒水深度 ，為如圖 2-2 所示。

此模式之計算領域由造波板邊界

d

mΓ 、自由水面邊界 fΓ 、不透水邊界

(包括底床與防波板)、輻射邊界w rΓ Γ 所圍成之封閉區間。 

    本研究在內置兩穿入式防波板之水槽模式中，將兩防波板設置於

水槽內，兩防波板之沒水深分別為 與 ，寬度分別為 與 ，兩防

波板隔間距為 ，兩防波板之傾斜角度分別為

1d 2d 1b 2b

q 1θ 與 2θ 。在穿入式防波

板以角度 1θ 與 2θ 傾斜之情況下，假設其沒水深度仍然維持原本的沒水

深度 與 ，如圖 2-3 所示。此模式之計算領域亦由造波板邊界 、

自由水面邊界

1d 2d mΓ

fΓ 、不透水邊界 wΓ (包括底床與兩防波板)、輻射邊界 rΓ

所圍成之封閉區間。 
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2-2 控制方程式 

7 
 

),,( tzxΦ

w

現實流體會讓問題變得複雜，為了簡化問題，本研究依據古典流

體力學假設流體為不可壓縮、無黏滯性且為非旋性流，故存在一速度

勢 。配合勢能流理論，整個數值領域的控制方程式便滿足拉

普拉斯方程式(Laplace equation): 

                                        (2-1) 0),,(2 =Φ∇ tzx

2-3 邊界條件 

計算領域中的水平速度u 和垂直速度 可以根據卡式座標定義

為： 

        
x

u
∂
Φ∂

=                                      (2-2) 

z
w

∂
Φ∂

=                                      (2-3) 

沿著自由水面邊界，給予一區域座標 ，其中),( ns sr為單位切線向量，

為單位法線向量，將 定義向外為正，故可將水平速度u 和垂直速度

表示成： 

nr nr

w

        ββ sincos
nsx

u
∂
Φ∂

−
∂
Φ∂

=
∂
Φ∂

=                      (2-4) 

        ββ cossin
nsz

w
∂
Φ∂

+
∂
Φ∂

=
∂
Φ∂

=                      (2-5) 

其中β為 s 和 的夾角，以逆時鐘方向為正。 
r xr

1. 固定不透水邊界 wΓ ： 

固定不透水邊界包括底床和防波板等不透水表面，其法線方向的

流速於任何時刻皆為零，即 

  0=
∂
Φ∂
n

                                     (2-6) 



2. 虛擬造波板邊界 mΓ ： 

此邊界為一運動邊界條件(kinematic boundary condition, KBC)，

即虛擬造波板邊界表面的法線方向運動速度與水粒子之水平速度必

須連續，給予造波板上水粒子的位移為 

             0
0

0 )2sin(
2

sin
2

);(ˆ xt
s

tsxtSx f +−−+== πϕωω          (2-7) 

則造波板之運動邊界條件為 

         
ndt

Sd
∂
Φ∂

−=
ˆ

                                  (2-8) 

其中 為造波板在初始時刻之水平位置， 為造波板之衝程，0x 0s ω為造

波之週頻率， 為消除二階自由波所需之衝程，fs ϕ為一階 Stokes 波與

二階自由波之相位差（附錄 A）。根據二階的非線性理論造波板所造

出的之波浪除了二階 Stokes 波亦包括二階自由波，因此造波板之位移

需加上修正項，用以消除造波板所產生的二階自由波（吳，1987），

其修正項為 )2sin(f

2
πϕω −−t

s
。 

3. 輻射邊界條件 rΓ : 

假設水槽之右方邊界為一假想無窮遠邊界，輻射邊界條件為 

            
tcn ∂
Φ∂

−=
∂
∂ 1φ

                                 (2-9) 

其中 c為前進波的相位速度(phase velocity)。由於此輻射邊界條件為

線性，仍會有些微反射波出現，故於輻射邊界前設置海綿層(Ohyama 

and Nadaoka, 1991)用來消減入射波的波能並且減少波浪反射，其自由

水面邊界可表示如下式： 

02

1
max =Φ

∂
∂

−Φ Γ∫ dx
x fon

x

x

μμ                      (2-10)  

結合(2-9)與(2-10)式可得 
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)(1 2

1
max dx

xtcn fon

x

x ΓΦ
∂
∂

−Φ+
∂
Φ∂

−=
∂
Φ∂

∫
μμ                (2-11) 

1x 為海綿層在 x軸起始之座標， 為海綿層在2x x軸末端之座標， μ為

海綿層的人造阻滯係數(artificial damping factor)，假設μ在海綿層中

呈線性分佈，在起始端 x = 處阻滯係數為零，在海綿層末端處阻滯係

數則為最大值

1x

maxμ 。 

4. 自由水面邊界 fΓ ： 

必須符合兩個邊界條件，其一為表面運動邊界條件(kinematic 

boundary condition at free surface, KFSBC)，另一為表面動力邊界條件

(dynamic boundary condition at free surface, DFSBC)。 

A. 自由水面運動邊界條件表示水表面的水粒子速度等於表面速

度，若給予表面水粒子一座標為： 

            ),( xtx 0ξ=                                   (2-12) 

            ),( ztz 0ξ=                                   (2-13) 

這裡 ),0( xx 00 ξ= 和 ),0( zz 00 ς= 。故表面運動邊界條件為： 

             u
t
=

∂
∂ξ

                                    (2-14) 

            w
t
=

∂
∂ς

                                    (2-15) 

B. 自由水面動力邊界條件則可以由白努利方程式(Bernoulli’s 

equation) 

          )()()(
2
1 22 tCP

zx
g

t
=+⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡

∂
Φ∂

+
∂
Φ∂

++
∂
Φ∂

ρ
ς             (2-16) 

假設水面大氣壓力為零，即 0=P 。因本文未考慮質量傳輸

(Mass transport)，所以常數項等於零，配合將假想海綿層置

入數值水槽末端，其自由水面邊界可表示如下式： 

9 
 



0
1

=Φ
∂
∂

−Φ Γ∫ dx
x fon

x

x

μμ                         (2-17) 

結合(2-17)和(2-18)可以得到下列關係式： 

 0)()(
2
1

1

22 =Φ
∂
∂

−Φ+⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

∂
Φ∂

+
∂
Φ∂

++
∂
Φ∂

Γ∫ dx
xzx

g
t fon

x

x

μμς   (2-18) 

2-4 各邊界之初始條件(t=0) 

    於起始造波時間（t=0）時，各邊界之起始邊界條件分別如下所

述： 

1. 虛擬造波板邊界 mΓ 於 t=0 時，可由(2-8)及(2-9)式得到下列之關係： 

    ))cos(
2

(
ˆ

0
0 πϕωω −−+−=−=

∂
Φ∂

= ft ss
dt
Sd

n
      (2-19) 

2. 幅射邊界 rΓ 於 t=0 時，水粒子屬於完全靜止狀態，其速度為零，

即： 

                                               (2-20) 0=Φ n

3. 自由水面邊界 fΓ 在初始 t=0 為完全靜止之液面，其速度勢為零，

即： 

          0=Φ                                       (2-21) 

4. 不透水邊界(底床與防波板) wΓ ，其法線方向之流速於任何時刻均

為零即： 

          0=
∂
Φ∂
n

                                     (2-22) 
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srnr
β

0)( 1 =xμ max2 )( μμ =x

圖 2-1 造波模式之驗證示意圖 

srnr

β
θ

0)( 1 =xμ max2 )( μμ =x

圖 2-2 非線性波通過單一防波板示意圖 

srnr

β
1θ 2θ

2d1d

1b 2bq

max2 )( μμ =x0)( 1 =xμ

圖 2-3 非線性波通過兩防波板示意圖 
11 
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第三章 數值方法 

頻率領域(Frequency domain)的計算只適用於線性或者是弱非線

性的自由水面邊界值問題，然而真實的水面波動現象是屬於非線性問

題。因此在本文中，將針對一個完全非線性之自由水面邊界值問題，

在時間領域裡以邊界元素法為數值模式的計算方式來解決問題。在水

面點運動的模擬方面，則使用 Dold 和 Peregrine (1984)所建議的

Eulerian-Lagrangian 混合式數值技巧，自由水面點於下一時刻的新位

置和新速度勢是由泰勒級數(Taylor series)展開所求得。 

3-1 邊界元素法 

   邊界元素法(Boundary Element Method, BEM)在過去三十幾年之

中，邊界元素法已經被廣泛的應用在水波的問題上。邊界元素法的理

論基礎與勢能函數(Potentail theory)相互輝映，並與奇異積分(Singular 

Integration)息息相關。 

有限水深領域之中，海洋地形之變化所引起的波浪變形、透水性

土壤，或者是水中結構物與波浪之間的交互作用等問題，可視為二維

度問題，可由若干種解析方法得到解析解，但是都僅限於簡單之海底

地形且結構物為矩形。而邊界元素法可以解析波浪通過複雜之海底地

形所引起波浪的變形問題，或者是波浪與各種形狀結構物之間的交互

作用問題。對一邊界值問題而言，如果已知其控制方程式在自由空間

的 Green 函數(Free space Green function)，便可應用 BEM 來計算。對

於同一維度的問題而言，使用 BEM 可以使其邊界元素之有效維度減

少一維，避免領域內繁瑣的計算。 

應用 BEM 解勢能流問題，首先要將待解的邊界值問題轉換為積



分方程式，BEM 的積分方程式是由 Green 第二恆等式推得： 

∫∫ Γ
Ω

Γ
∂
Φ∂

−
∂
∂

Φ=ΩΦ∇−∇Φ d
n

G
n
GdGG )()( 22              (3-1) 

其中Ω為積分之區域(domain)，Γ為分析領域Ω之邊界，假設 為速

度勢滿足 Laplace equation，即 

Φ

02 =Φ∇                                      (3-2) 

並令 G 為下列方程式的解 

                               (3-3) ),(2
ii zzxxG −−=∇ δ

G 為自由空間之 Green 函數(Free space Green function)，δ 為 dirac delta 

function。 

在二維 Laplace equation 的問題中，基本解為(Greenberg, 1971) 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

r
G 1ln

2
1
π

                                 (3-4) 

式中 r 代表二維區域之奇異點  (singular point) (r=0)至邊界上一

點 Q 的距離，由於 '為奇異點，因此利用一小圓周半徑 r0將奇異點

分離，可由(3-1)推導得下式： 

'p

p 'p

∫Γ ⋅
∂
∂
⋅Φ−

∂
Φ∂

=Φ ds
n
GQ

n
QGp ))()(()'(

2π
γ               (3-5) 

(3-6)式中 為奇異點)'(PΦ 'P 的速度勢，γ 為 'P 之內角，如圖 3-1 所示。

上式為邊界元素法所應用的積分方程式。 

    將式分割成 N 段元素，每一個元素的兩端點稱為節點(node)，並

假定未知值在節點之間作線性的變化，此即為線性元素(linear element)

的定義，故可將(3-5)式離散化成： 

Γ
∂
Φ∂

=Γ
∂
∂

Φ+Φ ∑∫∑∫
=

Γ
=

Γ
Gd

n
d

n
G N

j

N

j
i

jj 112π
γ                 (3-6) 

jΓ 為邊界上第 j 段的元素，下標 i代表 '點。 p
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    依照線性元素的分析，Φ和 nΦ 在各元素裡呈現性變化，故定義

邊界上的速度勢為： 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

Φ
Φ

=Φ+Φ=Φ 2

1

21
2

2
1

1 ][)( uuuuε                           

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

Φ
Φ

=Φ+Φ=Φ 2

1

21
2

2
1

1 ][)(
n

n
nnn uuuuε                          

式子中u 、u 是形狀函數(shape function)， 1 2

)1(
2
1

1 ε−=u                                        

)1(
2
1

2 ε+=u                                        

ε 表示區域座標，其範圍從-1 到 1，下標 1 代表元素 j 的第一個節點，

下標 2 代表元素 j 的第二個節點。所以邊界上各元素可表示如下： 
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⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

Φ
Φ

=
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

Φ
Φ

Γ
∂
∂

=Γ
∂
∂

Φ ∫∫ ΓΓ 2

1

212

1

21 ][][
j

jijij

j

j
j hhd

n
Guud

n
G

jj

         (3-7) 
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∂
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⎪
⎧ Γ= ∫Γ Gdug ij
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將式代入式中，整理可得 

⎪
⎪
⎭

⎪
⎪
⎬

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

Φ

Φ
=

⎪
⎪
⎭

⎪
⎪
⎬

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

Φ

Φ
+Φ

N
n

n

n

Niii

N

iNii
i RRRHHH

2

2
221

2
21 ][][

2 M
L

M
L

π
α

⎫⎧ Φ⎫⎧Φ 11

     (3-9) 

ijH 係數矩陣表示為： 
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)1( −+= jiijij hhH   
ijR 係數矩陣表示為： 

            元素 → ，  1=j 11 ii gR = 1 2

1 2

12 ii gR =

            元素 → ，  2=j 23 ii gR = 24 ii gR =

               M  

若令 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+

≠
=

jiwhereH

jiwhereH
H i

ij

ij
ij

π
α
2

 

式可以改寫成 

∑∑
==

Φ=Φ
N

k
kn

ik
N

j
j

ij RH
2

11
     ( )Ni ,,2,1 L=             (3-10) 

    垂直速度於轉角處(corner point)時，元素 j 與元素 有不同的

值。為了克服這種不合理的現象，需於趨近節點之左右各取一點，便

可解決。若每一節點左右各取一點，則 R 矩陣的列(row)則會增加一

倍為 2N 列。 

1+j

    各區之[H]和[R]是已知，且僅受幾何形狀的影響。將邊界條件代

入式(3-10)，並將未知項移至等號左邊，已知項則移至等號右邊，便

可得一聯立方程式： 

[ ]{ } { }FXA =                                  (3-11) 

式中{X}為未知向量，{F}為已知向量，[A]是係數矩陣，便可解得未

知項之Φ和 。 n

t

Φ

3-2 自由水面之模擬 

為了追蹤自由水面上之水粒子在每一時間間隔δ 的移動軌跡，本

文採用 Eulerian-Lagrangian 描述法的觀念(Dold and Peregrine，1984)，

利用各邊界的初始條件，配合邊界元素法可以求得同一時刻虛擬造波
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板邊界之速度勢 、自由水面邊界之法線方向導函數Φ nΦ 、底床邊界

與防波板邊界之速度勢φ 及輻射邊界之速度勢Φ與速度 ，此為

Eulerian 描述法。然而對於下一時刻各個邊界之邊界值，唯有自由水

面之邊界值無法直接求得，所以自由水面邊界在下一個時刻的新位

置，則必須由適當的數值方法計算求得。藉由連接各個節點可以得到

任意時刻之自由水面波形，若時間間隔

nΦ

tδ 足夠細微，則任一節點從時

間 的位置t ( )ςξ , 移動至下一時刻 tt δ+ 的位置 ( )ςξ ′′, 及其對應之速度勢

可用泰勒級數(Taylor series)展開計算，此為 Lagrangian 描述法。其泰

勒級數(Taylor series)展開示可表示成： 

16 
 

3
2

2
)( tδ

+2

2

)O
dt
d

dt
d ξξ

+ ( tδtδ +ξ=′ξ                  (3-12) 

3
2

2
)( tδ

+2

2

)O
dt
d

dt
d ςς

+ ( tδtδ +ς=′ς                  (3-13) 

3
2

2

)
2
)( t

dt
d

dt
d δ

+
Φ

+
Φ

+
2

( tO δtδΦ=′Φ                  (3-14) 

dt
dξ

、
dt
dς

、
dt
dΦ

其中需先計算求得各項值對時間的一階全微分 與各項值

對時間的二階全微分 2

ξ2

dt
d

、 2

2

dt
d ς

、 2

2

dt
d Φ

，代入上式方可求得新的位置

ςξ ′′、 及新的速度勢 ，而高階項(High Order Term)O 則因影響較

小，所以可以乎略。 

Φ′ 3)( tδ

一階全微分之求得如下： 

ββξ sincos
ns ∂dt

du −
∂
Φ∂

==
Φ∂

 on fΓ                (3-15) 

ββς cossin
nsdt ∂

dw +
∂
Φ∂

==
Φ∂

 on fΓ                (3-16) 

其中法線速度
n∂
Φ∂
由邊界元素法計算求得，切線速度

s∂
Φ∂
和水面波形角

度β，則需利用曲線近似法(附錄 B)計算求得。 



    而Φ對時間全微分
dt
dΦ

與偏微分
t∂
Φ∂
之關係式可表示成： 

Φ∇⋅+
∂
Φ∂

=
Φ )(V

tdt
d r

                            (3-17) 

式(3-17)中之
t∂
Φ∂
可由 DFSBC 邊界條件(2-17)求得。在自由水面上接

觸到海綿層的部份可以下式表示： 

22 )()(
nstzzxxtdt

d
∂
Φ∂

+
∂
Φ∂

+
∂
Φ∂

=
∂
Φ∂

∂
Φ∂

+
∂
Φ∂

∂
Φ∂

+
∂
Φ∂

=
Φ

 

2222 )()()()(
2
1

1 ns
dx

xns
g

fon

x

x ∂
Φ∂

+
∂
Φ∂

+Φ
∂
∂

+Φ−⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

∂
Φ∂

+
∂
Φ∂

−−= Γ∫
μμς  

dx
xns

g
fon

x

x ΓΦ
∂
∂

+Φ−⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

∂
Φ∂

+
∂
Φ∂

+−= ∫
1

22 )()(
2
1 μμς         (3-18) 

而自由水面上沒有接觸到海綿層部份的 0=μ ，故式(3-18)表示成: 

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
Φ∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
Φ∂

+−=
Φ 22

2
1

ns
g

dt
d ς                    (3-19) 

邊界上未知的Φ和 是由邊界上已知的nΦ Φ和 nΦ 求得，各邊界上已知

的條件為: 

A. 造波板邊界的法線方向流速 nΦ :由造波板運動邊界條件求

得。 

B. 自由水面上的速度勢Φ :由(3-14)泰勒級數展開計算求得。 

C. 輻射邊界的法線方向流速 nΦ :由(2-11)求得，其中
t∂
Φ∂
時間導

數採用向前差分(forward difference)，原式改寫成: 

)(1 **
max

*
2

1

dx
xtcn fon

x

x ΓΦ
∂
∂

−Φ+
Φ−Φ

−=
∂
Φ∂

∫
μμ

δ
          (3-20) 

    其中 為幅射邊界節點上前一時刻之速度勢。 *Φ

D. 不透水邊界(即底床與穿入式防波板)上法線方向的流速

於任何時刻皆為零。 

nΦ

    上述已知條件配合邊界元素法，可求得同一時刻造波板邊界之速
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度勢Φ、自由水面法線方向之流速 nΦ 、輻射邊界之速度勢Φ和不透水

邊界之速度勢Φ。切線方向之速度
s∂
Φ∂
與水面波形角度 β 則由曲線近

似法求得。                             

本文關於二階全微分 2

2

dt
d ξ

、 2

2

dt
d ς

、 2

2

dt
d Φ

之計算，是採用 Grill et al.

於 1989 所提出的關係式： 

βξ cos2

2

2

2

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
Φ∂

∂
Φ∂

+
∂
Φ∂

∂
Φ∂

+
∂
Φ∂

==
snsssdt

du
dt
d nt  

ββ sin)( 22
2

2

2

2

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

∂
∂

−
∂
Φ∂

−
∂
Φ∂

∂
Φ∂

−
∂
Φ∂

∂
Φ∂

+ wu
snsssn

t   (3-21)  

ββς cos)( 22
2

2

2

2

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

∂
∂

+
∂
Φ∂

∂
Φ∂

+
∂
Φ∂

∂
Φ∂

−
∂
Φ∂

== wu
ssssnndt

dw
dt
d nt  

βsin2

2

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
Φ∂

+
∂
Φ∂

∂
Φ∂

+
∂
Φ∂

∂
Φ∂

+
ssnss

tn             (3-22) 

在自由水面有接觸到海綿層部分的 2

2

dt
d Φ

為 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ Φ

∂
∂

+Φ−++−=
Φ

Γ∫ dx
x

wug
dt
d

dt
d

fon

x

x1

)(
2
1 22

2

2 μμς        (3-23) 

利用萊布尼茲法則(Leibniz rule)可將上式整理為 

2

2

2

2

2

2

dt
dw

dt
du

dt
dg

dt
d ςξς

++−=
Φ  

  xxxxon

x

x
u

x
u

x
dx

dt
d

xdt
d

f ==Γ Φ
∂
∂

+Φ
∂
∂

−
Φ

∂
∂

+
Φ

− ∫
μμμμ

1
1

  (3-24) 

沒有接觸到海綿層部分的 0=μ ，故式(3-24)可以改寫為 

2

2

2

2

2

2

dt
dw

dt
du

dt
dg

dt
d ςξς

++−=
Φ

                    (3-25) 

同樣的，邊界上未知的
t∂
Φ∂
和

t
n

∂
Φ∂

可由邊界上已知的
t∂
Φ∂
和

t
n

∂
Φ∂

透過邊
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界元素法求得，各邊界上已知的條件為: 

A. 造波板邊界的
t

n

∂
Φ∂

:由(2-9)式造波板之運動邊界條件求得。 

B. 自由水面上的
t∂
Φ∂
:由(2-17)式求得。 

C. 輻射邊界的法線方向流速 nΦ :由(2-11)求得，其中
t

t

∂
Φ∂

時間導

數採用向前差分，上式改寫成: 

)d
x

-
(1 2

1

x

x on max

2

∫ Γ
∗∗

∗

Φ
∂
∂

−Φ+
ΦΦ

−=
∂∂
Φ∂ x

tcnt ftt
tt μμ

δ
     (3-26) 

    其中 微幅射邊界節點上前一時刻之*
tΦ tΦ 值。 

D. 不透水邊界(即底床與防波板)上的
t

n

∂
Φ∂

:於任何時刻皆為零。 

上述已知條件配合邊界元素法，可求得同一時刻造波板邊界之速度勢

t∂
Φ∂
、自由水面之

t
n

∂
Φ∂

、輻射邊界之
t∂
Φ∂
和不透水邊界之

t∂
Φ∂
。(3-21)

式與(3-22)式中，切線方向之偏微分向量
s

t

∂
Φ∂

、
s

n

∂
Φ∂

、 2

2

s∂
Φ∂
與

s∂
∂β

則由

曲線近似法求得。 

求得各階全微分項後，便可由(3-12)、 (3-13) 、(3-14)得到ξ ′、ς ′

與 之值。整個系統的自由水面各節點之位置及速度勢隨時間變化計

算流程如下: 

Φ′

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

Φ
ς
ξ
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[ ]nΦ

⎥
⎥
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⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
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⎣

⎡

∂
Φ∂
∂
Φ∂
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2

2

s

s

⎥
⎦

⎤
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⎣

⎡
w
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⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

Φ
∂
Φ∂

dt
d

t

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∂
∂
∂
Φ∂
∂
Φ∂
∂
Φ∂

s

s

s

n

n

t

t

β ⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

Φ
2

2

2

2

2

2

dt
d
dt
d
dt
d

ς

ξ

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

Φ′
′
′

ς
ξ



3-3  計算流程 

    本模式之計算流程如圖 3-2 所示，其流程說明如下所述: 

1. 給訂初始值，即 00 == t 時之t Φ、 nΦ 、 tΦ 、 ntΦ 及 x、 y ，並包含

自由水面之節點位置ξ、ς 。 

2. 令時刻 0tt = ，邊界上已知物理量為Φ、 nΦ 、 tΦ 、 ntΦ 及 x、 y 。 

3. 由邊界上已知的Φ、 nΦ 及 x、 y 利用邊界元素法求得邊界上未知

的Φ、 nΦ ，並包含自由水面的 nΦ 。 

4. 由自由水面上的Φ及ξ、ς 利用曲線近似法計算求得自由水面之

sΦ 、 2

2

s∂
Φ∂
及 β。 

5. 由自由水面上的 sΦ 、 nΦ 及β配合(3-15)及(3-16)式，求得u 及w(即

dt
dξ

及
dt
dς

)。並由(3-17)式配合 DFSBC 求得 tΦ 及
dt
dΦ

。 

6. 由邊界上已知的 tΦ 、 ntΦ 及 x、 y 利用邊界元素法求得邊界上未知

的 tΦ 、 ntΦ ，並包含自由水面的 ntΦ 。 

7. 由自由水面上的 tΦ 及ξ、ς 利用曲線近似法計算求得自由水面之

s
t

∂
Φ∂

。 

8. 由自由水面上的 nΦ 及ξ、ς 利用曲線近似法計算求得自由水面之

s
n

∂
Φ∂

。 

9. 由自由水面上的 β 及ξ、ς 利用曲線近似法計算求得自由水面之

s∂
∂β

。 

10. 由自由水面上之 nΦ 、 sΦ 、
s

t

∂
Φ∂

、β、
s

t

∂
Φ∂

、
s

n

∂
Φ∂

、
n

t

∂
Φ∂

、
s∂

∂β
、

dt
dξ

、

dt
dς

代入(3-21)、(3-22)、(3-24)或(3-25)式，計算求得 2

2

t
d
∂
ξ
、 2

2

t
d
∂
ς
及
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2

2

t
d
∂
Φ
。 

11. 將上述自由水面上已知的ξ、ς、Φ及已求得的
dt
dξ
、

dt
dς
、

dt
dΦ

、 2

2

t
d
∂
ξ
、

2

2

t
d
∂
ς
、 2

2

t
d
∂
Φ
代入 Taylor 級數展開式(3-12)、(3-13)及(3-14)式，求得

下一時刻 δ+= tt t水位資料 'ξ 、 'ς 、Φ′。 

12. t 是否等於所需之模擬時間 T，「是」則進入流程 14；「否」則進

入流程 13。 

13. 令 tt =0 。 

14. 模式計算結束。 

3-4 模式之節點數設定 

圖 3-3(a)為純水槽各個邊界線上之節點分布圖，其各個邊界上節

點數分佈為 是造波板上設定點分佈， 是自由水面設定點分佈，

是輻射邊界設定點分佈， 是不透水底床設定點分佈。圖 3-3(b)為內

置單一穿入式防波板之水槽各個邊界線上之節點分布圖，其中 是造

波板上設定點分佈， 與 是自由水面設定點分佈， 、 與 是

防波板上設定點分佈， 是輻射邊界設定點分佈， 是不透水底床

設定點分佈。圖 3-3(c) 為內置兩穿入式防波板之水槽各個邊界線上

之節點分布圖，其中 是造波板上設定點分佈， 、 與 是自由

水面設定點分佈， 、N 、 、 、 與 是防波板設定點分佈，

是輻射邊界設定點分佈， 是不透水底床設定點分佈。 
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圖 3-1  邊界元素法示意圖 
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2.令 t=t0,已知的 nΦ, , ntt ΦΦ , , ,x y  Φ

8.  自由水面

s
n

∂
Φ∂

(cubic spline) 

4.自由水面 β,, 2

2

ss ∂
Φ∂

Φ (cubic spline)

5. 自由水面 (3-16,3-17 式)wu,
dt
d

t
Φ

Φ , (DFSBC)

6. 求得未知的 

 ntt ΦΦ , (BEM) 

7.  自由水面 

s
t

∂
Φ∂

(cubic spline) 

3.求得未知的 nΦΦ, (BEM)

10.自由水面
dt
dw

dt
du ,  (Grill et 

11.t=t+δt  自由水面 ',',' Φζξ (Taylor 

12.所需模擬

時間 T=t

9.  自由水面 

s∂
∂β (cubic spline)

否 

圖 3-2  模式之整個系統的計算流程 

13.令 t0=t  

14.結束
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(a) 純造波水槽 
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(b) 內置單一穿入式防波板之水槽 
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(c) 內置兩平行穿入式防波板之水槽 

圖 3-3 各邊界線上節點設置分布圖 
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第四章 結果與討論 

本文主要是探討造波水槽內設置穿入式防波板之後，改變入射波

之相對水深 及尖銳度 與穿入式防波板的沒水深度 d 、寬度b 、

傾斜角度

kh LH /

θ、兩防波板間距 ，針對波浪通過穿入式防波板的透射率

之影響進行分析討論。本文利用邊界元素法發展一數值模式，模擬直

推式造波水槽所造出之非線性 stokes 波通過防波板後的波形變化。首

先計算非線性波通過防波板後，其水位隨時間的變化，並利用快速傅

立葉轉換(FFT)求得各頻成分波的波高及能量，分析討論在不同條件

之入射波與改變穿入式防波板條件的情況下，波浪通過防波板之後的

透射率變化。本文的數值模式在時間領域下計算，時間間距

q

tδ 切割愈

細微則能增加其穩定度及精確性，而元素長度大小 sδ 愈細微則愈能提

升精確性。本研究的數值計算裡，計算元素大小約為一個波長 30 點

(L/30)，時間間距為一週期 128 點(T/128)，庫倫數(Courant number)控

制在 0.275~0.337 之間。根據不同入射波與防波板條件之情況之下，

每經過 1~32 個時間間隔便加入平滑技巧(Smoothing Technique)(附錄

D)，以提升模式的穩定性。 

4-1 造波模式之驗證 

    在非線性數值水槽的驗證中，計算領域為尚未設置防波板之水

槽，水槽右方邊界為輻射邊界條件，而該邊界條件為線性條件，無法

完全滿足非線性之需求，仍會產生些微的反射波，因此在輻射邊界前

方設置海綿層，用以消減波浪的能量並降低末端引起之反射(Ohyama 

and Nadaoka，1991)。 

根據 Ohyama 和 Nadaoka (1991)利用線性波來針對各種類型的海
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綿層所做的反射率數值研究結果，假設海綿邊界的寬度小於等於一個

波長，海綿的阻滯係數 μ 呈線性變化，海綿層起始端之阻滯係數

0=μ ，海綿層末端之阻滯係數 hgC=maxμ 時，結果顯示係數

均能有效的減少反射波。依據此結果，本研究採用海綿寬

度等於 3 倍波長，假設阻滯係數呈線性變化，分別使用 、

、 與 四組不同的係數來試驗。測試的水槽總長度(包

含海綿層長度)為 10 倍波長，靜水深

6.0~2

2 =C

.0=C

.0=C

1.0=C

3.0 4.0=C

0.1=h m，在相對水深 與波

浪尖銳度

0.1=kh

04.0/ =L

=C

H 之波浪條件下，入射波經過 40 個週期模擬後，擷

取水槽中之自由水面波形與 Fenton(1985)所提出的 Stokes 五階理論波

形相互比較，如圖 4-1.1 顯示開始造波後，經過長時間的模擬，當假

設阻滯係數 之情況下，其數值模擬波形與理論值有些微差距，

表示有反射之現象。當假設

1.0

3.0=C 與 4.0=C 之情況下，水面波形則皆

與 Stokes 理論波形相當接近，表示消波效果非常理想。 

    另外，在測試不同長度之海綿層的消波效果時，為了使每個測試

之間有較明顯的區別，故以相同之海綿係數 2.0=C ，分別配合海綿層

長度為 1 倍、2 倍、3 倍與 4 倍波長進行測試，未含海綿層之水槽長

度均為 6 倍波長，入射波條件為 0.1=h 0.1m， =kh 05.0/ LH， ，經過

40 週期模擬後，擷取穩定之自由水面波形與 Stokes 五階理論波形比

較，如圖 4-1.2 顯示海綿長度為 1 倍波長時，其自由水面波形無法非

常吻合理論波形，而海綿長度增加為 2~4 倍波長時，則有理想的消波

效果。 

=

    本模式分別比較消除造波板所產生之二階自由波與包含此二階

自由波的自由水面波形。如圖 4-1.3 所示，水槽總長度為 10 倍波長，

其中末端的海綿層長度為 3 倍波長，造波條件為 0.1=h m， ，8.0=kh
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03.0/ =LH ，擷取起始造波後穩定的第 40 周期之自由水面波形來做比

較。圖 4-1.3(a)顯示該波形並不是常數值波形(Constant wave form )，

表示其中包含了自由波，而圖 4-1.3(b)為消除自由波之自由水面波

形，如圖所示該波形為常數值波形，表示已達到消除自由波之作用，

證實消除二階自由波之必要性與可行性。 

    關於數值模擬過程中之質量守衡方面，如圖 4-1.4 質量與時間之

關係圖顯示，在海綿長度為 3 倍波長，配合係數 4.0=c 之條件下，整

個造波過程中，造波模式的總質量(M)和初始質量(M*)的比值皆趨近

於 1。在能量守衡方面，如圖 4-1.5 能量變化與時間之關係圖顯示水

槽中之總位能(Total Potential Energy)、總動能(Total Kinetic Energy)與

總能量(Total Energy)於造波起始後之 10 週期內隨時間逐漸增加，波

形穩定之後的總位能、總動能與總能量亦達到穩定之狀態(能量的定

義與推算，附錄 E)，顯示本研究之數值模式具準確性。 

    本研究中透射率的計算方法是紀錄穿入式防波板後適當位置的

斷面水位變化情形，截取波形穩定後 4 個週期的波高資料作 FFT 分

析，取頻率為ω、 ω2 之入射波及透射波的振幅 、 與 、 ，則

透射率

1
Ia 2

Ia 1
Ta 2

Ta

T 可由下式推求: 

2221

2221

II

TT

aa

aa
T

+

+
=                             (4-1) 

在(4-1)式中，透射波的振幅 、 是由 FFT 計算求得，如圖 4-1.6(a)

為振幅頻譜圖，圖 4-1.6(b)為能量頻譜圖。 

1
Ta 2

Ta

4-2 波浪通過穿入式防波板模式之驗證 
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m

1.0/

    關於波浪通過穿入式防波板的探討中，本研究與 Wiegel (1960)

的實驗數據相互比較來驗證本文數值模式之正確性。在 Wiegel 實驗

的佈置方面，其波源為造波機，波浪水槽全長為 32.2 m，寬為 0.3 ，

高 0.91 ，淨水深 ，水槽中設置一垂直自由水面的薄板，

薄板之相對寬度 ，實驗之造波條件是波浪週期 0.95 秒配合尖

銳度 H/L 分別為 0.082、0.022 及 0.011 與波浪週期 1.5 秒配合尖銳度

H/L 分別為 0.0244、0.0172 及 0.0105。如圖 4-2.1、圖 4-2.2 與表 4-1

顯示相同波浪條件之情況下，透射率與防波板之沒水深度的關係，由

圖可以觀察出本模式計算之非線性波結果與實驗結果有相同的趨

勢，波浪尖銳度越大則透射率越低，且透射率隨著防波板之沒水深度

增加而降低，線性波結果亦有此趨勢。另外，由圖 4-2.1 與圖 4-2.2

亦能觀察出本模式之透射率結果較 Wiegel 的實驗值略大，其原因可

能為現實的流體具有黏滯性，且實際上的底床與防波板皆存在摩擦

力，而本模式並未考慮上述因素的影響。 

m

m 466.0=h

=hb

關於波浪通過兩穿入式防波板的探討中，本研究與吳和劉 

（1988）的數值結果相互比較。在水槽的佈置方面，靜水深 1m，

第一面防波板的沒水深

=h

2.0/1 =hd ，寬度 5.0/1 =hb

6.0/

;第二面防波板的沒

水深 ，寬度 ，兩板間距3.0/2 =hd 4.0=h/2b =hq 。圖 4-2.3 在相同的

防波板條件下，利用數值造波水槽的方式固定入射波尖銳度分別為

與 ，探討相對水深 kh與透射率的關係，並將結果

與吳和劉的數值結果相互比較。由圖 4-2.3 中顯示本數值計算結果與

吳和劉的數值結果有相似的趨勢，波浪通過防波板後的透射率在

間先升高而後迅速遞減。由圖中亦顯示出本模式以非線性

波理論所模擬之透射率較吳和劉的數值結果小，其原因是當非線性波

03.0= H/ LH

=kh

02.0/ =L

0.3~0.1



之尖銳度愈大時，其非線性效應愈大，而對應的透射率則愈低。 

4-3   波浪通過單一穿入式防波板之模擬 

 要瞭解波浪通過穿入式防波板後的變形，反射率與透射率為兩個

重要的參考指標，因此本研究針對波浪通過防波板之透射率做分析討

論。波浪的尖銳度 H/L、相對水深 kh、防波板的沒水深度、防波板的

寬度及防波板傾斜的角度對透射率及波浪達到穩定時間都會有不同

的影響。 

圖 4-3.1 為非線性波通過單一防波板之自由水面波形隨時間之變

化圖，如圖顯示在波浪條件 0.1=h m、 25.1=kh 、 04.0/ =LH 與防波板條

件 、 且造波板離穿入式防波板的水平距離為 12 倍波

長之情況下，約略在第 32 週期後，防波板後方的自由水面便達到穩

定。然而，如圖 4-3.2 所示波浪傳至防波板後產生反射，此反射波傳

回造波板後，經由造波板再反射，即為造波板的二次反射。此部分研

究設定造波板與防波板的距離為 12 倍波長，故二次反射通過防波板

的時間點大約在第 36 週期後。配合不同條件之波浪達到穩定所需的

模擬時間，此部分研究擷取約 32 週期至 36 週期之穩定波高資料作頻

譜分析。圖 4-3.3 所示為在長度為 10 倍波長之數值水槽裡，模擬波浪

通過傾斜角度 之單一穿入式防波板，波浪達到穩定後，第 14

個週期裡不同時間點的自由水面溯上剖面圖。 

2.0/ =hb 4.0/ =hd

o60=θ

1. 相對水深 kh 對波浪透射率的影響 

固定穿入式防波板及數值水槽之幾何形狀，僅改變相對水深 kh，

配合尖銳度 H/L 分別為 0.02、0.03 與 0.04 進行模擬，結果如圖 4-3.4

所示，在固定波浪尖銳度情況下，在相對水深 kh 愈大之情況下，則
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通過防波板的透射波高愈小，非線性效應也愈弱，所以非線性波在通

過穿入式防波板後之透射率隨著相對水深 kh 的增加而呈現逐漸降低

之趨勢。 

2. 尖銳度 H/L 對波浪透射率的影響 

    若僅改變波浪的尖銳度 H/L，並固定數值水槽與穿入式防波板之

幾何形狀 、 ，配合相同的相對水深2.0/ =hb 4.0/ =hd 0.1=kh

1
Ta

，以線性波

理論求得之透射率 ，再依相同的條件進行非線性波之模擬，

模擬結果如圖 4-3.5 所示，透射率隨著波浪尖銳度增加而降低，其原

因是入射波通過防波板之後，波高愈高之波浪非線性效應愈明顯，使

得高頻波能量所佔的比率逐漸變大而主頻波能量逐漸減小，如(4-1)

式，主頻波振幅 減小，而高頻波振幅 增加，而 遠大於 ，因

此透射率

7936.0=T

1
Ta 2

Ta 2
Ta

T 則逐漸遞減。  

3. 防波板寬度 b 對波浪透射率的影響 

    僅考慮改變單一垂直防波板之寬度 LLb 125.1~125.0= ，固定非線性

波條件及水槽之幾何形狀，並以線性波在相同波浪與防波板條件下所

求得的透射率做比較，模擬結果如圖 4-3.6 所示，透射率隨著防波板

寬度增加而降低，線性波亦有相同之趨勢。另外，由圖可觀察出當寬

度 b 約小於 0.6 倍波長時，以非線性波理論求得之透射率較線性波理

論所求得之透射率小；而當寬度 b 約大於 0.6 倍波長時，以非線性波

理論求得之透射率較線性波理論所求得之透射率大。 

4. 防波板之沒水深度 d 對波浪透射率的影響 

    僅考慮改變單一垂直防波板之沒水深度 hhd 8.0~2.0= ，固定防波

板寬度，並配合 、1 與 進行模擬，且與相同條件下之線性

波所求得的透射率做比較，結果如圖 4-3.7 所示，波浪通過防波板之

0.1 5. 0.2=kh

30 
 



透射率隨著沒水深度的增加而降低，線性波之趨勢亦同。另外由圖可

觀察出防波板沒水深度較淺之情況下，線性波的透射率大於非線性波

之透射率，沒水深度較深時則兩者較為接近，其原因應為防波板深度

愈深之情況下，透過波愈小並且愈近似線性波。 

5. 防波板之傾斜角度θ對波浪透射率的影響 

以相同波浪尖銳度，在 75.0=kh 、 、 與 之波浪條件下，

固定防波板的中心點，轉動防波板，傾斜角度

0.1 25.1 5.1

θ定義為正 軸與防波

波板之夾角，順時針為正，垂直擺置時之角度 o，控制

進行模擬。結果如圖 4-3.8 所示，不同條件波浪的透射率情形皆有約

略相同的趨勢，隨著防波板傾斜的角度越大，波浪沿著防波板溯上的

高度愈高，反射波亦愈大，因此透射率愈小。由圖亦可以觀察出當傾

斜角度為正

z

=0=θ oo 45~45−θ

θ值時，波浪得以沿著穿入式防波板溯上，並形成較大的

反射波，當θ為相同角度之負值時，則較無法沿著防波板溯上，形成

的反射波亦較小，故其透射率較當θ為相同角度之正值時為大。 

4-4 波浪通過兩平行防波板之模擬 

    當入射波的波長遠大於穿入式防波板寬度之情況，會使得防波效

果消失，為了增強防波效果，因而發展出設置兩個平行穿入式防波板

的方式。當數值水槽置入兩平行防波板後，波浪到達穩定所需的模擬

時間也相對增加，因此必須增加水槽長度，以延後二次反射發生的時

間。圖 4-4.1 為非線性波通過兩平行穿入式防波板之自由水面波形隨

時間變化圖，如圖顯示在波浪條件 0.1=h m、 5.1=kh

175.1

、 與防

波板條件 、 、兩板間距

04.0/ =LH

2.0/ =hb 4.0/ =hd / =Lq 且造波板離穿入式

防波板的水平距離為 14 倍波長之情況下，波浪約略在第 35 週期後便
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達到穩定。此部分研究設定造波板與防波板的距離為 14 倍波長，故

二次反射通過防波板的時間點大約在第 42 週期後。配合不同條件之

波浪達到穩定所需的模擬時間，此部分研究擷取約 38 週期至 42 週期

之穩定波高資料做頻譜分析。圖 4-4.2 所示為在長度為 12 倍波長之數

值水槽裡，模擬波浪通過傾斜角度 之兩穿入式防波板，波浪達

到穩定後，第 18 個週期裡不同時間點的自由水面溯上剖面圖。 

o60=θ

1. 相對水深 kh 對波浪透射率的影響 

固定數值水槽與防波板之幾何形狀，分別以尖銳度 H/L 為 0.02、

0.03與 0.04之波浪條件，僅改變相對水深 kh進行模擬。結果如圖 4-4.3

所示，波浪通過兩平行防波板時之透射率與 kh 關係與通過單一防波

板時有相同的趨勢，在相同尖銳度條件下，其透射率隨著相對水深

kh 的增加而降低，由圖亦可觀察出波浪經過兩平行穿入式防波板阻

擋之後，其透射率較僅通過單一穿入式防波板時為低。 

2. 尖銳度 H/L 對波浪透射率的影響 

    若僅改變尖銳度，固定防波板之幾何條件 2.0/ =hb 、 與兩

板間距 ，在相對水深

4.0/ =hd

675.0/ =Lq 0.1=kh 之情況下，由線性波理論求得

之透射率 ，再以相同的條件進行非線性波之模擬，模擬結果

如圖 4-3.4 所示，在非線性波通過兩平行防波板之情況下，波浪通過

兩防波板時受到的阻擋較通過單一防波板時多，形成的反射波也較

大，故透射率較僅通過單一防波板時為低，但是其透射率趨勢亦為隨

著尖銳度的增加而遞減。 

9548.0T =

3. 兩防波板之間距 q對波浪透射率的影響 

    波浪通過兩平行防波板的透射率會隨著防波板之間距改變而有

所不同，透射率隨著間距的增長而呈現類似周期性的變化，並在特定
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的間距情況下，波浪在兩平行防波板之間會產生共振，造成極高的透

射率。若僅考慮改變兩板間距，固定波浪條件與防波板之寬度與沒水

深進行模擬，並且與線性波情況下之透射率作比較。結果如圖 4-4.4

非線性波與線性波結果相互比較，雖然相位上有些許差異，但是仍有

相同的趨勢。圖 4-4.5 為藉由分析圖 4-4.4，討論在最小透射率之情況

下，相對水深 kh與兩板間距 之關係。如圖所示，隨著相對水深的

增加，造成最低透射率的兩板間距愈小。 

Lq /

4. 兩防波板之沒水深度對透射率的影響 

    根據先前單一防波板模擬結果得知，波浪透射率隨著防波板之沒

水深度增加而降低。在此考慮改變兩沒水深度不同之防波板設置位置

前後順序的情況，故進行兩組數值實驗，第一組實驗水槽是使第一面

防波板之沒水深為 ，另一防波板之沒水深為 ，第二

組實驗則是使第一面防波板之沒水深為

3.0/1 =hd 6.0/2 =hd

6.0/1 =hd

425.0/

，另一防波板之沒水

深為 ，兩防波板之間距皆為3.0/2 =hd =Lq ，並在相同波浪條件

下進行模擬，圖 4-4.6 所示為兩組實驗在第 42 週期時之自由水面波

形，模擬結果第一組實驗與第二組實驗之透射率分別為 與

，由結果得知改變兩沒水深度不同之防波板設置位置的前後

順序，對於透射率的影響有限。 

0.3073=T

0.3128T =

5. 兩防波板之傾斜角度對透射率的影響 

由先前單一防波板之模擬結果得知，隨著防波板之傾斜角度愈

大，波浪通過防波板之透射率愈低。在此部分僅考慮改變兩平行防波

板的傾斜角度，控制兩平行防波板傾斜角度 1θ 與 ，分別

在兩板間距為 與

oo 45~452 −=θ

Lq 35.0= Lq 625.0= 情況下，以相同的波浪條件進行模

擬，如圖 4-4.7 顯示在兩板間距 L625.0q = 之情況下，波浪在兩板之間

33 
 



產生共振，所以波浪透射率較兩板間距 Lq 35.0= 時為高，但是由圖亦

可觀察兩者皆有相同趨勢，即防波板傾斜角度越大，波浪通過防波板

的透射率越低。另外，此部分研究中，在兩防波板間距 且防

波板傾斜角度 的情況下，波浪在溯上過程中發生碎波，故

無法計算求得其透射率。 

Lq 625.0=

o4521 ==θθ

如圖 4-4.8 所示為探討兩防波板之傾斜角度 1θ 與 2θ 不相同的情況

下，波浪通過兩穿入式防波板之透射率。在此部分進行兩組數值實

驗，第一組實驗是固定防波板之傾斜角度 ，控制 ，

第二組實驗則是固定傾斜角度 ，控制 ，兩組實驗

在相同波浪條件下進行模擬。模擬結果如圖 4-4.8 所示，透射率在兩

穿入式防波板之傾斜角度皆為 時最高，隨著增加其中一個穿入式防

波板之傾斜角度

o01 =θ

1 =θ

o45o ~452 −=θ

o45o02 =θ

o0

o ~45−

θ，波浪通過防波板時所形成的反射波愈大，故透射

率逐漸遞減。另外，此部分研究中，在防波板傾斜角度 配合

的情況下，波浪在溯上過程中發生碎波，故無法計算求得其透

射率。 

o451 =θ

o0=θ2
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(a) C=0.1  

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 5.5
x/L

6
-0.15

-0.1

-0.05

0

0.05

0.1

0.15

0.2

Z(
x)

 

(b) C=0.2 
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(c) C=0.3 
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(d) C=0.4 
 

圖4-1.1 造波模式在不同係數之海綿層情況下與Stokes五階波形比較 

(   mh 0.1= 0.1=kh 05.0/ =LH ) 
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(a) 1 倍波長之海綿層 
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(b) 2 倍波長之海綿層 
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(c) 3 倍波長之海綿層 
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(d) 4 倍波長之海綿層 

 

圖 4-1.2 造波模式在不同長度之海綿層情況下與 Stokes 五階 

(   mh 0.1= 0.1=kh 05.0/ =LH ) 
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(a) 包含自由波 
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(b) 消除自由波 

 

圖 4-1.3 消除二階自由波與包含二階自由波之水面波形比較 

( m 0.1=h 8.0=kh  03.0/ =LH ) 
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圖 4-1.4 造波模式質量變化與時間之關係圖 

  ( h m 0.1= 0.1=kh  03.0/ =LH ) 
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圖 4-1.5 造波模式能量變化與時間之關係圖 

  ( h m 0.1= 0.1=kh  03.0/ =LH ) 
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圖 4-1.6(a) 振幅頻譜圖          圖 4-1.6(b) 能量頻譜圖 

Wη  

ω  ω

( m  0.1=h 0.1=kh 03.0/ =LH  2.0/ =hb  4.0/ =hd ) 
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(a) 0105.0/ =LH  
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(b) 0172.0/ =LH  
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(c) 0244.0/ =LH  

圖 4-2.1 內置單一防波板之非線性波、線性波與實驗值透射率比較圖

(   mh 466.0= mL 743.2= 1.0/ =hb  ) o0=θ
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(a) 011.0/ =LH  
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(b) 022.0/ =LH   
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(c) 082.0/ =LH   

圖 4-2.2 內置單一防波板之非線性波、線性波與實驗值透射率比較圖 

(   mh 466.0= mL 375.1= 1.0/ =hb  ) o0=θ
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圖 4-2.3 波浪通過兩穿入式防波板之透射率與相對水深關係比較圖 
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       ( 2.0/1 =hd   5.0/ =hb1 2 3.0/ =hd  4.0/2 =hb   ) 6.0/ =hq o0=θ

 



圖 4-3.1(a) 非線性波通過單一垂直防波板之自由水面隨時間變化圖 

( mh 0.1=   25.1=kh 04.0/ =LH  2.0/ =hb  ) 4.0/ =hd
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圖 4-3.1(b) 非線性波通過單一垂直防波板之自由水面隨時間變化圖 

( mh 0.1=   25.1=kh 04.0/ =LH  2.0/ =hb  ) 4.0/ =hd
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圖 4-3.2 造波板產生二次反射示意圖 
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圖 4-3.3 非線性波通過單一防波板剖面圖 

(  0.1=kh 025.0/ =LH  hd 4.0=  hb 2.0=  ) o60=θ
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圖 4-3.4  波浪通過單一防波板之透射率與 kh 及尖銳度關係圖 

(  mh 0.1= 2.0/ =hb  2.0/ =hd  ) o0=θ
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圖 4-3.5 非線性波通過防波板之透射率與尖銳度(H/L)關係圖 

(  mh 0.1= 2.0/ =hb  2.0/ =hd  ) o0=θ
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圖 4-3.6  波浪通過單一防波板之透射率與防波板寬度關係圖 

(  mh 0.1= 0.1=kh  03.0/ =LH  2.0/ =hd  ) o0=θ
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(a)  0.1=kh  03.0/ =LH  
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(b)  5.1  =kh 03.0/ =LH  
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(c)  0.2=kh  03.0/ =LH  

 

圖 4-3.7 波浪通過防波板之透波率與防波板沒水深度關係圖 
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   圖 4-3.8 非線性波通過單一防波板之透射率與防波板傾角關係圖

(  mh 0.1= 02.0/ =LH  2.0/ =hb  4.0/ =hd ) 
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圖 4-4.1(a) 非線性波通過兩平行防波板之自由水面隨時間變化圖 

(  mh 0.1= 5.1=kh 04.0/ =LH 2.0/ =hb  4.0/ =hd  175.1/ =Lq  ) o0=θ
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圖 4-4.1(b) 非線性波通過兩平行防波板之自由水面隨時間變化圖 

(  mh 0.1= 5.1=kh 04.0/ =LH 2.0/ =hb  4.0/ =hd  175.1/ =Lq  ) o0=θ
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圖 4-4.2 非線性波通過兩平行防波板剖面圖 

                 (  0.1=kh 025.0/ =LH  hd 4.0=  hb 2.0=   
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    圖 4-4.3  波浪通過兩平行防波板之透射率與kh及尖銳度關係圖 

      (  mh 0.1= 2.0/ =hb  2.0/ =hd  925.0/ =Lq  ) O0=θ
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(a) 0.1=kh  
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(b) 25.1=kh  
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(c) 5.1=kh  

圖 4-4.4 波浪透射率與兩板間距之關係圖 

(  03.0/ =LH mh 0.1=  2.0/ =hb  4.0/ =hd  ) O0=θ
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圖 4-4.5 最小透射率情況下，相對水深與兩板間距關係圖 
(  03.0/ =LH mh 0.1=  2.0/ =hb  4.0/ =hd  ) O0=θ
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圖 4-4.6 波浪通過兩防波板之自由水面比較圖 
            ( 0.1=kh  03.0/ =LH  2.0/ =hb  ) O0=θ
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圖 4-4.7  波浪通過兩平行防波板之透射率與傾斜角度關係圖 
θ  

(  5.1=kh 02.0/ =LH  2.0/ =hb  4.0/ =hd ) 
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固定 ，改變
o02 =θ 1θ  

固定 ，改變
o01 =θ 2θ  

圖 4-4.8  波浪通過兩防波板之透射率與傾斜角度關係圖 
θ  

( 25.1=kh   03.0/ =LH 2.0/ =hb  4.0/ =hd  ) 35.0/ =Lq
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表 4-1(a) 非線性波、線性波與實驗值之透射率與穿入式防波板深度

關係數據表 
 

波浪條件：h=0.466m  b/h=0.1  L=2.743m  H/L=0.0105 
防波板相對沒水深(d/h) 0.20 0.31 0.65 0.92 0.96 

Weigel’s  experiment 0.930 0.882 0.575 0.285 0.200 
Nonlinear theory 0.978 0.953 0.720 0.358 0.289 

Linear theory 0.977 0.899 0.383 0.038 0.017 
 

表 4-1(b) 非線性波、線性波與實驗值之透射率與穿入式防波板深度

關係數據表 

 
波浪條件：h=0.466m  b/h=0.1  L=2.743m  H/L=0.0172 
防波板相對沒水深(d/h) 0.20 0.31 0.65 0.92 0.96 

Weigel’s  experiment 0.938 0.845 0.575 0.301 0.180 
Nonlinear theory 0.973 0.952 0.72 0.36 0.29 

Linear theory 0.977 0.899 0.383 0.038 0.017 
 

表 4-1(c) 非線性波、線性波與實驗值之透射率與穿入式防波板深度

關係數據表 

 
波浪條件：h=0.466m  b/h=0.1  L=2.743m  H/L=0.0244 
防波板相對沒水深(d/h) 0.20 0.31 0.65 0.92 0.96 

Weigel’s  experiment 0.912 0.819 0.528 0.252 0.165 
Nonlinear theory 0.959 0.944 0.714 0.354 0.285 

Linear theory 0.977 0.899 0.383 0.038 0.017 
 

表 4-1(d) 非線性波、線性波與實驗值之透射率與穿入式防波板深度

關係數據表 

 
波浪條件：h=0.466m  b/h=0.1  L=1.375m  H/L=0.011 
防波板相對沒水深(d/h) 0.20 0.31 0.65 0.92 

Weigel’s  experiment 0.748 0.527 0.198 0.112 
Nonlinear theory 0.809 0.554 0.102  

Linear theory 0.774 0.369 0.024 0.002 
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表 4-1(e) 非線性波、線性波與實驗值之透射率與穿入式防波板深度

關係數據表 

 
波浪條件：h=0.466m  b/h=0.1  L=1.375m  H/L=0.022 
防波板相對沒水深(d/h) 0.20 0.31 0.65 0.92 

Weigel’s experiment 0.761 0.501 0.152 0.001 
Nonlinear theory 0.832 0.574 0.105  

Linear theory 0.774 0.369 0.024 0.002 
 

表 4-1(f) 非線性波、線性波與實驗值之透射率與穿入式防波板深度關

係數據表 

 
波浪條件：h=0.466m  b/h=0.1  L=1.375m  H/L=0.082 
防波板相對沒水深(d/h) 0.20 0.31 0.65 0.92 

Weigel’s experiment 0.645 0.448 0.104 0.035 
Nonlinear theory 0.634 0.454 0.081  

Linear theory 0.774 0.369 0.024 0.002 

 

 
 

 



第五章  結論與建議 

5-1 結論 

    本文以邊界元素法建立一非線性數值造波水槽，使用直推式造波

板模擬非線性 Stokes 波，並且消除造波板引起的二階自由波，另外於

水槽末端置入海綿層及幅射邊界條件，藉以降低波浪反射造成的影

響，確保數值分析上的精確度，數值水槽所模擬之非線性 Stokes 波與

五階 Stokes 理論波形相互比較，結果顯示兩者波形相當一致。確認數

值造波模式可行後，在數值水槽內分別設置單一穿入式防波板與兩平

行穿入式防波板，模擬波浪通過防波板後之變化，並利用頻譜分析計

算其透射率，數值計算結果可歸納成下列幾點結論: 

1. 本研究之數值模式是在時間領域的計算方式下進行模擬，時間間

距 tδ 的切割若愈細微，便能增加模式的穩定與精確度，而元素長

度 sδ 若能切割愈細微，模式也愈穩定，但相對都將增加模擬過程

所需的時間。在此考量下，本模式取 tδ 為 T(週期)/128，單元長

度 sδ 為 L(波長)/30。 

2. 由數值造波板所造出的非線性波，除了 Stokes 波以外，還存在自

由波。本模式在消除自由波後，比較消除前後之非線性波形，消

除自由波後的波形呈現常數值波形，証實消除二階自由波的必要

性與可行性。為了消除反射波，在水槽底端設置 3 倍波長長度的
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海綿層並配合輻射邊界條件，使用適當的海綿阻滯係數，自由水

面波形與 Stokes 五階理論波形非常穩合，表示本數值模式具有良

好的準確性。 

3. 本文於數值水槽造出非線性 Stokes 波，使波浪經過穿入式防波板

作用，擷取防波板後方穩定 4 個週期的波高資料，利用頻譜分析

計算求得其透波率，並與 Wiegel (1960)的實驗結果作比較，驗證

顯示雖然在透射率上有些微的差異，但是本文模式與 Wiegel 的實

驗結果有相同之趨勢，表示本文數值模式具有良好的準確性。 

4. 本研究之數值計算結果與吳和劉的數值結果相互比較後發現有

相似的趨勢，波浪通過防波板後的透射率在 0.3~0.1=kh 間先升高

而後迅速遞減。本模式以非線性波理論所模擬之透射率較吳和劉

的數值結果小，其原因是當非線性波之尖銳度愈大時，其非線性

效應愈大，而對應的透射率則愈低。 

5. 在單一或兩平行防波板之情況下，波浪通過防波板之透射率皆隨

著相對水深 kh 的增加而降低。 

6. 在單一或兩平行防波板之情況下，波浪通過防波板之透射率皆隨

著尖銳度 H/L 的增加而降低。 

7. 在相同條件的入射波情況下，考慮改變防波板的沒水深度，波浪

通過防波板後之透射率會隨著沒水深度的增加而降低。 
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8. 在相同條件的入射波情況下，考慮改變防波板的寬度，波浪通過

防波板之透射率隨防波板寬度的增加而遞減。 

9. 不論在單一或兩平行穿入式防波板之水槽中進行模擬，波浪通過

防波板之透射率會隨著防波板傾斜角度θ的不同而改變，傾斜角

度愈大時，波浪沿著防波板溯上的高度愈高，反射波愈大，導致

透射率亦愈低。 

10. 在設置兩平行穿入式防波板之數值水槽模式中，透射率隨著兩板

間距 q 的增加呈現類似週期性之變化，在特定的間距情況之下，

對應著極低的透射率，抑或是波浪在兩防波板之間產生共振，導

致有極高之透射率。 

11. 在設置兩平行穿入式防波板之數值水槽模式中，改變兩不同深度

防波板前後擺放之順序，對於透射率之影響極為有限。 

5-2  建議 

  本文對於今後之相關研究，條列出以下幾項建議: 

1. 本文數值模式中，模擬經過一定時間後，會出現由造波板邊界所

產生的二次反射。置入防波板之情況下，波浪需要更長的時間才

能達到穩定，因此必須增加水槽長度，以延後二次反射發生時間。

另外，可以發展其他方法模擬造波水槽，避免二次反射，方能不

必增加水槽長度，亦能減短模擬所需時間。 
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2. 可考慮在防波板表面加上適當的粗糙度或孔隙率，以消減波浪沿

著防波板溯上過程中之能量，使透射率結果更接近實際情況。 

3. 本文建議模擬時之計算元素大小約為一個波長 30 點(L/30)，若點

數不足則無法顯現非線性效應，造成模擬不真；若點數過多，則

模擬時間相對增長，亦可能因為模擬過程中，質點間距過大或過

於密集造成模擬過程中的不穩定。 
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附錄 A  二階自由波之關係式 

    由於 Stokes 波並不包含自由波，造波板之位移需加上         

項                項，消除造波板所產生的二階自由波，以確保造

Stokes 波之精確度。 為消除二階自由波所需之衝程，fs ϕ為一階 Stokes

波與二階自由波之相位差，其關係式表示如下： 
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消除二階自由波所需造波板之衝程為： 
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附錄 B 曲線近似法(Cubic Spline) 

    在本文中，自由水面的波形角度及其他參數在切線方向的微分，

皆是藉由 cubic spline 的方法來計算求得。Cubic spline 主要是以三次

多項式的方式來將一系列之數據點連接起來，透過其計算將可以得到

數據點的切線斜率及其曲率。以下簡單的說明這個模式方法： 

    若一曲線經過一系列之數據點 ，則可將 F 表示為 ),( ii Fs

                     (B-1) )(sFF =

s 為曲線參數，此參數必須選擇一嚴格參數，即： 

       nssss <<<< LL210  

    在本文對於自由水面移動的問題中，選擇曲線的弧長來當作曲線

參數，其值為： 

       ),,1(;0 110 nidsss iii KK=+== −−          (B-2) 

       )1,,0()()( 22 −=+= nizxd iii KKδδ         (B-3) 

其中 

       iiiiii zzzxxx −=−= ++ 11 ; δδ                    

),,1,0)(,( nizx ii KK= 為自由水面邊界點的座標值。 

    假設總共有 n+1 個數據點，則會有 n 條小曲線存在。第 i 條小曲

線，其會在 與 之間，可令其曲線方程式為 ),( ii zx ),( 11 ++ ii zx

               (B-4) iiiiiii dsscssbssasF +−+−+−= )()()()( 23

因為曲線必須經過數據點，所以 
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                                   (B-5) ii dF =

               (B-6) iiiiiiii dhchbhaF +++=+
23

1

其中 為第 i 段曲線之弧長。而對 s 的一次及二次

微分可表示成 

)(,)( 1 iiiii sshsFF −== +

                  (B-7) iiiii cssbssasF +−+−= )(2)(3)( 2'

                        (B-8) iii bssasF 2)(6)(" +−=

現在再設定一個新參數 ，令iS "FSi = ，故在點 及點 之曲

率為 

),( ii zx ),( 11 ++ ii zx

          及   
iii bS 2= iiii bhaS 261 +=+        (B-9) 

由上式可得到 

       
2

i
i

S
b =    及    

i

ii
i h

SS
a

6
)( 1 −= +        (B-10) 

在此已可得到 、 、 ，將已求得 、 、 代入(B-4)式，可以解

得 

ia ib id ia ib id

       
6

2 11 ++ +
−

−
= iiii

i

ii
i

ShSh
h

FFc       (B-11) 

現在已經可以把 、 、 、 的值用 、 、 來表示，其中只剩

下 的值是未知數。解 的值需配合"相鄰曲線間的斜率必須連續"

這個條件，所以 。算式如下 

ia

'
iF

ib

)i

ic

iS

'
iF −

id

)( is

iS ih iF

iS

( 1s =

       iiiiiiiiii ccssbssasF =+−+−= )(2)(3)('

       
111

2
11

11111
'
1

23

)(2)(3)(

−−−−−

−−−−−−

++=

+−+−=

iiiii

iiiiiiiii

chbha

cssbssasF
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把 的值用前面解出來的結果代入，會得到下面的式子： iiii dcba ,,,

       
6

2
' 11 ++ +

−
−

= iiii

i

ii
i

ShSh
h

FF
F  

          
i

ii
i

i
i

i

ii

h
FF

h
S

h
h

SS 1
1

12
1

1

1 )
2

(2)
6

(3 −
−

−
−

−

− −
++

−
=  

           
6

2 111 iiii ShSh −−− +
−      (B-12) 

再將上式簡化成可得 
         1111 )22( +−−− +++ iiiiiii ShShhSh

          ]),[],[(6)(6 11
1

11
iiii

i

ii

i

ii ssfssf
h

FF
h

FF
−+

−

−+ −=
−

−
−

=  (B-13) 

其中 指 間的平均值， 指 間的

平均值。 

],[ 1+ii ssf )(~)( 1+ii sfsf ],[ 1- ii ssf )(~)( 1- ii sfsf

(B-13)在 n+1 的點中只適合 1=i 到 1−= ni 的點來用，所以在 n+1 個

未知數 中，只可得到 n-1 個方程式，因此還需要兩個方程式。若可

利用任何的內插方法來得到在始末點的切線斜率，即 和

，則可得到另外兩個方程式，在本文中使用 Lagrangian 

polynomial 來估算起末端斜率，求得之後可由(B-11)得到 

iS

B=

AsF =)(' 0

sF n )('

    在起始端滿足 

       )],[(62 101100 AssfShSh −=+                 (B-14) 

    在最末端滿足 

                   (B-15) ]),[(62 111 nnnnnn ssfBShSh −−− −=+

最後再將對 之所有方程式(B-13)、(B-14)、(B-15)寫成矩

陣程式，可得 

nSSS ,......., 10
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              (B-16) 

⎥
⎥
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⎥
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⎦
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⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
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nn ssfB

ssfssf
ssfssf

Assf

在解到所有的 之後，便可得到任一段小曲線的 ， ， 及 。從

這裡亦可得到水面點之任一物理量的一次微分 或二次微分 ，所

以   及   可以被計算得到，自由水面波形角度即被計算出來，即 

iS ia

'
i

ib ic id

''
iFF
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⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

∂
∂
∂
∂

= −

s
x
s
z

1tanβ                     (B-17) 

而若將 F 改以 β 代入，即可得到   ，所以只要改變 F 的定義，同樣

就可以計算出其他的值，如
s∂
Φ∂
，

s
n

∂
Φ∂

， 2

2

s∂
Φ∂
及

s
t

∂
Φ∂

。 
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附錄 C  轉角處的合適條件 

   在某些例子裡，轉角處(coner points)的φ及    (或是   及    )

之間的幾何關係(合適條件)是可以知道的。且它們必須隨著時間而自

動滿足數值解，否則隨著計算時間的增加，可能會因為誤差的累積造

成對數值結果的不確定性。因此必須藉由在每個時刻裡，確定其確切

的關係來減少整個誤差。在以下的敘述中，雖然是提出來用在

(
s∂

∂φ ,
n∂
∂φ )，然而其亦可適用在(

st∂∂
∂ φ2 ,

nt∂∂
∂ φ2 )。 
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a. 左側轉角處                   b. 右側轉角處 

圖 C-1 轉角處合適條件 

當部分邊界的速度勢為已知時，則   亦可被計算求得，如圖 C-1 假

如自由水面與固體邊界交接點在第 k、l 段元素之間，當速度勢及   求

得之後，因為在轉角點兩側的速度向量會相等，所以 

       kknkksllnllsu βφβφβφβφ sin)(cos)(sin)(cos)( −=−=  (C-1) 

       kknkksllnllsw βφβφβφβφ cos)(sin)(cos)(sin)( +=+=  (C-2) 

或寫成 

      kknllnkkslls βφβφβφβφ sin)(sin)(cos)(cos)( −=−       (a)  

n∂
∂φ

nt∂∂
∂ φ2

t∂
∂φ

s∂
∂φ

s∂
∂φ



      llnkknkkslls βφβφβφβφ cos)(cos)(sin)(sin)( −=−       (b)  

將 kk ab ββ sin)(cos)( ×−× 可得 

        )cot()csc( kl
l

kl
kl

nns
ββφββφφ

−
∂
∂

−−
∂
∂

=
∂
∂   (C-3) 

在本文中，在造波板與自由水面的交接點， kβ 不會改變，且其值

2
πβ =k ，因此可得 

        l
k

l
ll

nns
βφβφφ csctan

∂
∂

−
∂
∂

=
∂
∂  (C-4) 

如圖 C-2 所示，穿入式防波板面或輻射邊界與水平面形成一夾角θ，

在幅射邊界之情況之下
2
πθ = ，可得知 θπβ +=k 及 0=

∂
∂

n
kφ ，所以 

        )cot()cot( l
l

lk
ll

nns
βθπφββφφ

−+
∂
∂

=−
∂
∂

=
∂
∂        (C-5) 

    Grill et al.(1990)將應用此條件在數值計算中，並指出其可以有效

地降低每個時刻由於數值誤差所造成的不確定性。 

 

h

S

ffl

θ

2
πβ =k

lβ
θπβ +=k

lβ

l

k

k

l

 

圖 C-2 轉角處示意圖 
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附錄 D  平滑技巧(Smoothing technique) 

幾乎所有的計算，經過一段長時間的模擬後，波形會呈現鋸齒

狀。經過計算的自由水面點位置會交替地位於光滑的曲線上方和下

方。實驗結果顯示，這種不穩定的成長速率與模擬時間長短無關，由

此可知產生鋸齒狀不穩定情形的原因並不單純由誤差累積所引起。在

現實的環境裡，水的黏滯性可以降低此不穩定的狀況，由於本文已忽

略水的黏滯性，故需適當處理方能得到平滑的自由水面波形。 

為了維持模擬環境的穩定，必須使用數值方法有效地去除鋸齒狀

的不穩定情形。本文採用 Longuet Higgins 和 Cokelet(1976)所提出的

五點平滑公式，公式如下： 
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( )2112 4104
16
1

++−− −+++−= jjjjjj ffffff            (D-1) 

因上述公式無法使用在自由水面的第二點與倒數第二點，故對於此兩

點本文採用 Sugino 和 Tosaka(1990)所提出的平滑公式，如下所示： 

於第二點使用以下公式: 

    ( 112 4104
17
1

+−− +++−= jjjjj fffff )                (D-2) 

於倒數第二點使用以下公式: 

( 211 4104
17
1

++− −++= jjjjj fffff )                 (D-3) 

利用上述公式來計算下一時刻的 φςξ 、、 ，方能消除鋸齒狀的不

穩定情形，並能維持模擬環境的穩定性。 



附錄 E  模式中能量的定義與推算 

    水槽內之總能量(Total Energy)即總動能(Total Kinetic Energy)與

總位能(Total Potential Energy)的和，而總動能及總位能的推算分別如

下: 

    總動能為                    ，即計算水槽內所有水粒子的動

能。總動能可以簡化成         (即僅由邊界上之物理量來計算)，

其推導如下： 

dxdy
y∫∫ ⎟⎟⎜⎜

⎛
2
ρ

xΩ ⎥
⎥
⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

⎠

⎞

⎝ ∂
Φ∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
Φ∂

22

⎦

∫
Γ ∂

Φ∂
Φ ds

n2
ρ
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( )    由 Green’s 定理 ∫∫ ∫
Ω Γ

⋅=⋅×∇ rdFdxdykF
vv v v  
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           dxdy
yyxx∫∫
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  (其中∇ ) 02 =Φ

           dxdy
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又 ( ) ∫∫
ΓΓ

⎟
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⎞

⎜
⎝
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ds
dyF

ds
dxFdyFdxF 2121  

              ∫
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              ∫
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Γ ⎦⎣ ⎠⎝⎠⎝ ∂∂ dsdsyx ⎥
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⎢
⎡

⎟
⎞

⎜
⎛ −⋅⎟⎟

⎞
⎜⎜
⎛ Φ∂

+
Φ∂

Φ= dsjdxidyji  

               ∫
Γ ∂

Φ∂
Φ= ds

n2
ρ  

因此，總動能為 ∫∫∫
ΓΩ ∂

Φ∂
Φ=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
Φ∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
Φ∂ ds

n
dxdy

yx 22

22 ρρ

    總位能為                 ，即以平均水位為基準，波動時波

浪所增加的總位能，其中 ),( txη 為波動時之水位。 

dx∫
1 2ηρ txg

surfacefree
),(

2
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