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摘 要 

 
連接網路（ interconnection networks）對於平行與分散式計算（parallel and 

distributed computing）是很重要的，而因為超立方體網路（hypercube， ）的建構

簡單且容易實現，所以是很常被用到的連接網路的架構。然而，已有學者專家指出

並未達到以其硬體花費來看的最佳直徑（diameter）、與平均距離（average distance），

因此有不少 的變型被提出，最常見的變型有：twisted cube（ ）、crossed cube
（ ）、Möbius cube（ ）、及 locally twisted cube（ ），其中 表示這些網

路的維度（dimension）。這些超立方體網路的變型的硬體花費與超立方體網路相同，

但是直徑卻只有超立方體網路的一半。 

nQ

nQ

nQ nTQ

nCQ nMQ nLTQ n

本論文的目的有二，第一個目的是針對以上所提的四種最常見的超立方體網路

的變型： 、 、 、及 的連通度（connectivity）、直徑（diameter）、

訉息傳送演算法（routing algorithm）、及平均距離（average distance）做資料上的整

理，以方便對這些網路架構有興趣的人參考；第二個目的是針對 討論三個主

題，第一個主題是 與 的平均距離（average distance）的比較，第二個主題是

的連接矩陣（adjacency matrix）的特殊建構方法，第三個主題是 的點的

分類。我們同時也更正了文獻中的一個錯誤。 

nTQ nCQ nMQ nLTQ

nLTQ

nLTQ nQ

nLTQ nLTQ

 
 
關鍵詞：超立方體網路、twisted cube、crossed cube、Möbius cube、locally twisted cube。 
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Abstract 
Interconnection networks, mostly implemented as hypercube due to its structural and 
constructional simplicity, are crucial to parallel and distributed computing. However,  
does not achieve optimal diameter and average distance for its resources; therefore, a 
number of  variants have been proposed, namely twisted cube ( ), crossed cube 
( ), Möbius cube ( ) and locally twisted cube ( ) in which n is the dimension 
of respective network. Such hypercube variants attain diameters as low as half of those of 
hypercube on similar resources. 

nQ

nQ nTQ

nCQ nMQ nLTQ

 
This paper has two objectives. First, the four hypercube variants listed above will be 
classified according to their connectivity, diameter routing algorithm and average distance 
for future reference. Second, three issues on  will be discussed; firstly, a 
comparison of the average distances of  and ; secondly, the special 
construction method of the adjacency matrix of ; and thirdly, the cataloging of the 
nodes of . Furthermore, an error correction has been proposed. 

nLTQ

nLTQ nQ

nLTQ

nLTQ
 
Keywords: hypercube, twisted cube, crossed cube, Möbius cube, locally twisted cube. 
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１． 簡介 

超立方體網路（hypercube）是很常被用到的連接網路（ interconnection 

networks）的架構。n 維的超立方體網路，記為 ，是由 個點（nodes）和

條邊（edges）所形成的圖（graph），其中，這 個點是由{0,1}所組成的 -tuples，

兩點之間有邊的充份必要條件是這兩點的 n -tuples 只一個 bit 不同。亦即 是由

0,1 兩點所形成的完全圖（complete graph）， 是由點集合為｛00,01,10,11｝和

邊集合為{(00,01)，(01,11)，(11,10)，(10,00)}所成的圖，類推 和 。圖 1 中

給了 和 。 

nQ n2 12 −⋅ nn

n2 n

1Q

2Q

3Q 4Q

3Q 4Q

 
 100              101 
 
    000        001 
 
    010        011 
 
 110              111 
 

3Q  

 
  0100               0101     1100               1101 

 

     0000         0001          1000         1001 

 
    0010          0011         1010          1011 

 

0110                0111      1110               1111 

 

4Q  

圖 1. 和  3Q 4Q

雖然 是一個建構簡單且容易實現的網路架構，然而，已有學者專家指出：

並未達到以其硬體花費來看的最佳直徑（diameter）、與平均距離（average 

distance），因此有不少 的變型被提出，最常見的變型有：twisted cube（ ）、

crossed cube（ ）、Möbius cube（ ）、以及 locally twisted cube（ ），

其中 n 表示這些網路的維度（dimension）；這些網路的定義請參見第２小節。以

nQ

nQ

nQ nTQ

nCQ nMQ nLTQ
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上四種超立方體網路的變型有下列性質： 

(ⅰ) 它們的點數與邊數與超立方體網路相同，  

(ⅱ) 它們都是 -regular 的圖， n

(ⅲ) 它們的連通度（connectivity）與超立方體網路相同（都是達到一個 -regular

的圖的最大連通度，也就是 n ）。 

n

然而，這些超立方體網路的變型的直徑，卻大約只有超立方體網路的一半[7]。 

本論文的目的有二，第一個目的是針對以上所提的四種最常見的超立方體

網路的變型： 、 、 、以及 的連通度、直徑、訉息傳送演算法

（routing algorithm）、及平均距離做資料上的整理，以方便對這些網路架構有興

趣的人參考。第二個目的是討論 。 

nTQ nCQ nMQ nLTQ

nLTQ

nLTQ 是在 2005 年由 Yang、Evans、和 Megson 所提出的網路架構[7]。

和 的缺點是：相連兩點的不相同的 bits 數目可能達到

nCQ

nMQ
2
n

個；例如：在

中，相連兩點 0001010101 與 1011111111 間有 5 個 bits 不相同；在 0- （定

義請參見第 2 小節）中，相連兩點 10000 與 11111 間有 4 個 bits 不相同；在 1-

（定義請參見第 2 小節）中相連兩點 00000 與 11111 間有 5 個 bits 不相同；雖然

相連兩點的 bits 數目最多只有兩個 bits 不相同，但 的建構較為複雜，例

如： 是由四個 建構而成（可參見第 2 小節）。基於這些觀察，Yang 等人

[7]提出了 ，在 中相連的兩點最多只有兩個 bits 不相同，而且若是有兩

個 bits 不相同時，則這兩個 bits 必為連續的兩個 bits。 

10CQ

5MQ

5MQ

nTQ nTQ

5TQ 3TQ

nLTQ nLTQ
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由於 具有如上所述的良好的性質，因此本論文的第二個目的就是針對

討論三個主題，第一個主題是 與 的平均距離的比較，第二個主題

是 的連接矩陣（adjacency matrix）的特殊建構方法，第三個主題是 的

點的分類；這三個關於 的探討，都是文獻中未曾提出的。除此之外，我們

也更正了文獻中的一個錯誤。 

nLTQ

nLTQ nLTQ nQ

nLTQ nLTQ

nLTQ

本論文的架構如下：第二小節是關於超立方體網路及其變型的結果的整

理，第三小節是談有關 與 的平均距離的比較、 的連接矩陣的特殊

建構方法、以及 的點的分類，最後一小節為結語。 

nLTQ nQ nLTQ

nLTQ
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２． 超立方體網路及其變型的已知結果的整理 

nTQ 、 、 、以及 等超立方體網路的變型，在各篇論文中「點」

的表示都與 類似，是由{0,1}所組成的 -tuples，但是表示法略有不同。例如：

在 、 、 中，點的表示為

nCQ nMQ nLTQ

nQ n

nQ nTQ nCQ 0121 xxxxx nn ⋅⋅⋅= −− ；而在 、以及 中

點的表示為 。為了統一起見，本篇論文中，「點」的表示採用

的方式。為了方便起見，本篇論文中，〝+〞表示〝modulo 2 addition 

operation〞， 表示圖G 的點集合， 表示圖G 的邊集合。因為一個網路

可被視為一個圖，所以在本篇論文中，我們不刻意區分網路和圖兩名詞。 

nMQ nLTQ

nxxxx ⋅⋅⋅= 21

121 xxxxx nn ⋅⋅⋅= −

)(GV )(GE

在前面一小節裡，我們已給出了 的 〝非遞迴〞定義，在這一小節裡，我

們首先給出 、 、 、以及 的 〝非遞迴〞定義； 接著我們將給

出 、 、 、 、以及 的 〝遞迴〞定義及它們的已知結果的整

理。 

nQ

nTQ nCQ nMQ nLTQ

nQ nTQ nCQ nMQ nLTQ

 

２－１ 各種 cube 的〝非遞迴〞定義 

  若兩點 和121 xxxxx nn ⋅⋅⋅= − 121 yyyyy nn ⋅⋅⋅= − 有邊相連，則我們稱 是y x 的第

個鄰居，記為k )(xNy k= ，若且唯若 是k x 與 不同 bit(s)中足標最大的值。例

如：考慮 中的點 ，則：

y

3Q 011=x 010)(1 =xN ， 001)(2 =xN ， ；考

慮 中 的 點

111)(3 =xN

4Q 1010=x ， 則 ： 1011)(1 =xN ， 1000)(2 =xN ， ，

。因為 是 -regular 的圖，所以 中的每個點

1110)(3 =xN

0010)(4 =xN nQ n nQ x 恰有 個鄰居，

亦即 ， ，…， 。 

n

)(1 xN )(2 xN )(xNn
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nTQ 是在 1987 年由 Hilbers、Koopman 與 Snepscheut 所提出的[4]。 

當 為 奇 數 時 ， 中 的 點n nTQ 121 xxxxx nn ⋅⋅⋅= − 的 第 個 鄰 居 = k )(xNk

12211 xxxxxxx kkkkn ⋅⋅⋅⋅⋅⋅ −−+ ，第 1−k 個鄰居 是： )(1 xNk−

(a) 若 ，則：0122 =++⋅⋅⋅+− xxxk )(1 xNk− = 12211 xxxxxxx kkkkn ⋅⋅⋅⋅⋅⋅ −−+ ， 

(b) 若 ，則：1122 =++⋅⋅⋅+− xxxk )(1 xNk− = 12211 xxxxxxx kkkkn ⋅⋅⋅⋅⋅⋅ −−+ 。圖 2 中給

了 和 。 3TQ 5TQ

 

                             000                    100 

                                      

                                        110           010 

                                        011           111 

 

                                   001                     101 

3TQ  

 

01000                       01100 

d             

        01110    e     01010 

        01011          01111 

                f 

 01001                     01101 

 

 

11100                       11000 

                        a 

        11010     b    11110 

        11111          11011 

                 c 

     11101                    11001 

 

00000      a              00100 

                b 

        00110          00010 

        00011    c     00111 

 

 00001                     00101 

 

10100             d     10000 

                   e   

        10010          10110 

        10111      f   10011 

 

 10101                        10001 

 

5TQ  

圖 2. 和  3TQ 5TQ
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nCQ 是在 1992 年由 Efe 所提出的[3]。我們先介紹一個符號：兩個二元字串

與 被稱為是 pair-related，記為12 xxx = 12 yyy = yx ~ ，若且唯若 {(00,00) , 

(10,10) , (01,11) , (11,01)}。 的非遞迴定義如下。 中的點

的第 k 個鄰居 是： 

∈),( yx

nCQ nCQ 121 xxxxx nn ⋅⋅⋅= −

)(xNk

(a) 若 為奇數，則：k )(xNk = 12211 yyyyxxx kkkkn ⋅⋅⋅⋅⋅⋅ −−+ ， 

而且對於每個 i ，滿足 2/)1(1 −≤≤ ki ，均有 ； 122122 ~ −− iiii xxyy

(b) 若 k 為偶數，則： )(xNk = 12211 yyyxxxx kkkkn ⋅⋅⋅⋅⋅⋅ −−+ ， 

而且對於每個 i ，滿足 2/)2(1 −≤≤ ki ，均有 。 122122 ~ −− iiii xxyy

例如：考慮 中的點 ，則3CQ 011=x 010)(1 =xN ， 001)(2 =xN ， ；考

慮 中 的 點

101)(3 =xN

4CQ 1010=x ， 則 ： 1011)(1 =xN ， 1000)(2 =xN ， ，

。圖 3 中給了 和 。 

1110)(3 =xN

0010)(4 =xN 3CQ 4CQ

 
110         100 

 
 
 

111         101 
 

011         001 
 
 
 

010         000 
 

3CQ  

 
 1100           1110      0110           0100
 
 
 
   1101        1111         0111        0101 
 
   1001        1011         0011       0001 
 
 
 
 1000           1010      0010          0000 
 

4CQ  

圖 3. 和  3CQ 4CQ
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nMQ 是在 1995 年由 Cull 與 Larson 所提出的 [2]。 的非遞迴定義如下。

中的點 的第 k 個鄰居 是： 

nMQ

nMQ 121 xxxxx nn ⋅⋅⋅= − )(xNk

(a) 若 ，則：01 =+kx )(xNk = 1211 xxxxxx kkkn ⋅⋅⋅⋅⋅⋅ −+ ； 

(b) 若 ，則：11 =+kx )(xNk = 1211 xxxxxx kkkn ⋅⋅⋅⋅⋅⋅ −+ 。 

因為在 時， （即 ）沒有定義，我們可以假設有兩種情形，第一種情

形：假設 時，稱為〝0-Möbius cube〞，記為 0-MQ

nk = 1+kx 1+nx

01 =+nx n；第二種情形，假設

時，稱為”1-Möbius cube” 記為 1-MQ

11 =+nx

n。例如：考慮 0- 中的點 ，則：

， ，

3MQ 011=x

010)(1 =xN 001)(2 =xN 111)(3 =xN ；考慮 1- 中的點 ，則： 

， ，

3MQ 011=x

010)(1 =xN 001)(2 =xN 100)(3 =xN ；考慮 0- 中，點 ，則：

， ，

4MQ 1010=x

1011)(1 =xN 1000)(2 =xN 1101)(3 =xN ， 0010)(4 =xN ；考慮 1- 中，點

，則： ，

4MQ

1010=x 1011)(1 =xN 1000)(2 =xN ， 1101)(3 =xN ， 。圖

4 中給了 0- 和 1- 。 

0101)(4 =xN

4 4MQ MQ

nLTQ 是在 2005 年由 Yang，Evan 和 Megson 所提出的[7]。 的非遞迴定

義如下。 中的點

nLTQ

nLTQ 0121 xxxxx nn ⋅⋅⋅= −− 的第 個鄰居 是： k )(xNk

)(a 若 或 2 ，則：1=k =)(1 xN 121 xxxxx nn ⋅⋅⋅= − ， =)(2 xN 121 xxxx nn ⋅⋅⋅− ； 

)(b 若 ，則：nk ≤≤3 )(xNk = 122111 )( xxxxxxxx kkkkn ⋅⋅⋅+⋅⋅⋅ −−+ 。 

例如：考慮 中的點 ，則： 3LTQ 011=x 010)(1 =xN ， 001)(2 =xN ， ；

考慮 中的點 ，則：

101)(3 =xN

4LTQ 1010=x 1011)(1 =xN ， 1000)(2 =xN ， ，

。圖 5 中給了 和 。 

1110)(3 =xN

0010)(4 =xN 3LTQ 4LTQ
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0-  4MQ

0001

0000 0010

0011

0101

0100 0110

0111
1001

1000 1010

1011

1101

1100 1110

1111

 
1-  4MQ

圖 4. 0- 和 1-  4MQ 4MQ

0001

0000 0010

0011

0101

0100 0110

0111
1001

1000 1010

1011

1101

1100 1110

1111
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  010                011    

110  101 
                       000 
           001            100 

 
   100   111 

000                001  
 

(a)  

 

        111                 101 
 

           110            011 
                       010 

(b) 

 
 
    0010                    0011     1011                     1010   
 

0110          0101                101           1110 
 
 
 
         0100          0111                1111          1100 
              

 0000                   0001       1001                   1000 
 

(c)  

圖 5. (a) ，(b)利用對稱的方法畫 ，(c)  4LTQ3LTQ 3LTQ
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在下表中，我們列出各種 cube 中，點 121 xxxxx nn ⋅⋅⋅= − 的第 個鄰居 ： k )(xNk

點 的第 個鄰居  cube 121nn − K )(xNkxxxxx ⋅⋅⋅= 備註 

nQ  12211 xxxxxxx kkkkn ⋅⋅⋅⋅⋅⋅ −−+=)(xNk   

n12211 xxxxxxx kkkkn ⋅⋅⋅⋅⋅⋅ −−+ 為奇數 =)(xNk  

)(1 xNk− = 12211 xxxxxxx kkkkn ⋅⋅⋅⋅⋅⋅ −−+  若 0=++ 122 ⋅⋅⋅+−k xxx  nTQ  

1122 =++⋅⋅⋅+− xxxk  12211 xxxxxxx kkkkn ⋅⋅⋅⋅⋅⋅ −−+=)(1 xNk−  若

當 為奇數，而且對於每個

，滿足

k

， i 2/)1(1 −≤≤ ki12211 yyyyxxx kkkkn ⋅⋅⋅⋅⋅⋅ −−+)(xNk =  

均有 。 122122 ~ −− iiii xxyy

nCQ  
當 為偶數，而且對於每個

，滿足

k

， i 2/)2(1 −≤≤ ki12211 yyyxxxx kkkkn ⋅⋅⋅⋅⋅⋅ −−+)(xNk =  

均要 。  122122 −− iiii ~ xxyy

1 =+x  012211 xxxxxxx kkkkn ⋅⋅⋅⋅⋅⋅ −−+=)(xNk  當 k

nMQ  

)(xNk = 1211 xxxxxx kkkn ⋅⋅⋅⋅⋅⋅ −+  當 11 =+kx  

1=k121 xxxx nn ⋅⋅⋅−  =)(0 xN  當

=)(2 xN 121 xxxx nn ⋅⋅⋅−  當 2=k  
nLTQ

 
nk ≤≤3122111 )( xxxxxxxx kkkkn ⋅⋅⋅+⋅⋅⋅ −−+   =)(xNk  當
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２－２ 各種 cube 的〝遞迴〞定義 

nQ 也可遞迴定義如下： 是由 0,1 兩點所形成的完全圖，而 （ ）

是由兩個 依下列規則建立而成：令 表示在 的每點的 -tuples

之前加上一個 0 所形成的圖，令 表示在 的每點的

1Q 2≥nnQ

1−nQ 10 −nQ 1−nQ )1( −n

11 −nQ 1−nQ )1( −n -tuples 之前加上

一個 1 所形成的圖，在 中的一點10 −nQ 1210 xxxn ⋅⋅⋅− 與在 中的一點

相連。 

11 −nQ 1211 xxxn ⋅⋅⋅−

nTQ 是在 1987 年由 Hilbers、Koopman、和 Snepacheut 等人所提出的[4]；論

文[4]中並未提供 為偶數時的定義。 的“遞迴”定義如下： 與 的結構相

同；當 ，且為奇數時， 可由四個子圖 所構成，其中 ，

亦即 ， ， ， 四個子圖； 

n 1TQ 1QnTQ

3≥n ab
nTQ 2−nTQ }1,0{, ∈ba

00
2−nTQ 01

2−nTQ 10
2−nTQ 11

2−nTQ

)(a ab
nTQ 2− 與 同構，而且 ： 。 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

==

∈=

−−

−−

)}(),(|),{()(

)}(|{)(

22

22

n
ab
n

n
ab
n

TQEvuabvabuTQE

TQVuabuTQVab
nTQ 2−2−nTQ

)(b nTQ 則有： ， 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

′∪∪=

∪=

−∈

−∈

ETQETQE

TQVTQV

ab
nban

ab
nban

)()(

)()(

2}1,0{,

2}1,0{,

其中任意 ，121 xxxxx nn ⋅⋅⋅= − 121 yyyyy nn ⋅⋅⋅= − )( nTQV∈ ， 若且唯若

滿足下列三個條件中的任何一個： 

Eyx ′∈),(

121 xxxxy nn ⋅⋅⋅= −(ⅰ) ； 

121 xxxxy nn ⋅⋅⋅= − 0132 =+⋅⋅⋅++ −− xxx nn(ⅱ) ； ，而且

121 xxxxy nn ⋅⋅⋅= − 1132 =+⋅⋅⋅++ −− xxx nn 。 (ⅲ) ，而且
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nCQ 、 、和 等超立方體網路變型的遞迴建構的方法與 類似。為

方便起見，以 表示 或 或 。 都可由兩個 構成：令

表示在 的每點的

nMQ nLTQ nQ

nGQ nCQ nMQ nLTQ nGQ 1−nGQ

10 −nGQ 1−nGQ 11 −nGQ)1( −n -tuples 之前加上一個 0 所形成的圖，令

表示在 的每點的 -tuples 之前加上一個 1 所形成的圖； 是在

與 中間加上一個完美配對(perfect matching) 而建構成。 

1−nGQ nGQ 10 −nGQ)1( −n

11 −nGQ

nCQ 的“遞迴”定義如下： 就是 ； nCQ （ ）是由 與 所

構成，在 中的一點

1CQ 1Q 2≥n 10 −nCQ 11 −nCQ

10 −nCQ 1210 xxxx n ⋅⋅⋅= − 與在 中的一點 有

邊相連的充份必要條件是： 

1CQ 1211 yyyy n ⋅⋅⋅= −1−n

若 n 為奇數，則： 1211 yyyy nn ⋅⋅⋅= −−)(a ，而且對每個 i 滿足 2/)1(1 −≤≤ ni ，均有

； 2iy 12212 ~ −− iii xxy

若 n 為偶數，則： 12211 yyyxy nnn ⋅⋅⋅= −−−)(b ，而且對每個 i 滿足 ，

均有 。 

2/)2(1 −≤≤ ni

122122 ~ −− iiii xxyy

 

nMQ 的“遞迴”定義如下： 就是 ； （ ）是由 與

所構成，因為 有兩種形，我們分別述敘如下： 

1MQ 1Q 2≥nnMQ 10 −nMQ 11 −nMQ

nMQ

)(a 建構 0- ：在 中的一點nMQ 10 −nMQ 1210 xxxx n ⋅⋅⋅= − 與在 中的一點

相連； 

11 −nMQ

1211 xxxy n ⋅⋅⋅= −

)(b 建構 1- ：在 中的一點nMQ 10 −nMQ 1210 xxxx n ⋅⋅⋅= − 與在 中的一點11 −nMQ

1211 xxxy n ⋅⋅⋅= − 相連。 
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nLTQ 的“遞迴”定義如下： 就是 ； （ ）是由 與

所 構 成 ， 在 中 的 一 點

1LTQ 1Q 2≥nnLTQ 10 −nLTQ

11 −nLTQ 10 −nLTQ 1210 xxxx n ⋅⋅⋅= − 與 在 中 的 點

相連的充份必要條件是：

11 −nLTQ

12211 xxxyy nn ⋅⋅⋅= −− 111 xxy nn += −− 。 

 

在下表中，我們列出各種 cube 的遞迴定義中所使用的完美配對： 

備註 圖 完美配對(perfect matching) 

n 121n− 121nQ  ( ,10 xxx ⋅⋅⋅ xxx ⋅⋅⋅ )  −

)121 xxxx nn ⋅⋅⋅−121( xxxx nn ⋅⋅⋅− ,   

121nn −( xxxx ⋅⋅⋅ , 12 1321 xxxx nn ⋅⋅⋅− )  當 0=+⋅⋅⋅++ −− nn xxx  nTQ  

1132 =+⋅⋅⋅++ −− xxx nn  121 xxxx nn ⋅⋅⋅−121( xxxx nn ⋅⋅⋅− , )  當

1210( xxxn ⋅⋅⋅− )121 yyy nn

當 為奇數，而且對每個 i

滿足

n

,1 ⋅ ⋅ ⋅−−  ， 2/)1(1 −≤≤ ni

均有  。 122122 ~ −− iiii xxyy

nCQ

1210( xxxn ⋅⋅⋅− 1321 yyyx nnn

 

,1 )⋅⋅⋅−−−

n若 為偶數，而且對每個 i

滿足 ， 2/)2(1 −≤≤ ni

均有 。 122122 −− iiii ~ xxyy

121n 121n0( xxx ⋅⋅⋅− ,1 xxx ⋅⋅⋅− ) 當建構 0-MQ   n

nMQ

121n−

 
當建構 1-MQ   1211 xxxn ⋅⋅⋅−0( xxx ⋅⋅⋅ , ) n

n 1221 nn −− )1221 nnLTQ  0( xxxx ⋅⋅⋅ ,1 xxxy ⋅⋅⋅−− 111 nn xxy +=   其中 −−
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２－３ 超立方體網路及其變型的連通度、直徑、以及 routing 

algorithms 之整理 

我們先給出與連通度、直徑有關的一些定義及符號，這些定義及符號參考

自[6]。 

一個圖G 的連通度（connectivity），記為 ，滿足 )(Gκ

SG −)(|min{ GVSS ⊆= 為不連通圖或剩下一點} 。 )(Gκ 且

在一個圖G 中，兩點 與 的u v 距離，記為 ，是所有u - v 路徑中最短的路徑

的長度。若 和 之間沒有路徑，則u 和v 的距離定義為

),( vudG

u v ∞；另若 ，則u 和v

距離定義為 0 。一個圖 的

vu =

G 直徑（diameter），記為 ，滿足 (GD )

|),(max{ vudG  。 =)(GD )}(, GVvu ∈

超立方體網路及其變型最常被討論的問題有：連通度、直徑、routing 

algorithms 等，但是這些結果分散在各論文中，查詢不易，因此本論文將已知結

果做一整理如下。 
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cube 

type 
連通度 直徑 routing algorithm 

nQ nQ n= )( nQD n κ( )  =   

⎡ ⎤2/)1( +n)( nTQD =   任兩點間的 routing 
algorithm [4] nTQ  κ( )  n=nTQ

[4] 
⎡ ⎤2/)1( +nnCQn =)(  )( nCQDκ =  任兩點間的 routing 

algorithm [3]P517 
CQ  n [3]P410 定理 7.1 [3]P410 定理 7.1 

(a)  (0- )nD MQ

nMQ nMQ n= κ( )  
= ⎡ ⎤2/)2( +n  for ；4≥n

任兩點間的 routing 
algorithm [2]P651 

(b)  (1- )nD MQ
  = ⎡ ⎤2/)1( +n  for ；1≥n
[2]P653 定理 5 

nLTQ nLTQ n=

)3(D LTQ =2； 
)( 4LTQD =3； 

κ( )  任兩點間的 routing 
algorithm [7]P407 

)( nLTQD  
 [7] P410 定理 7.1 

= ⎡ ⎤2/)3( +n  for ； 5≥n
[7]P408 定理 5.1 
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３． 的探討 nLTQ

  由於 Yang 等人證明了 具有許多良好的性質，在這篇論文中，我們將針

對 討論三個主題，第一個主題是 與 的平均距離的比較，第二個主

題是 的連接矩陣（adjacency matrix）的特殊建構方法，第三個主題是

的點的分類。這些關於 的探討，都是在文獻中未曾提出過的。另外，我們

也更正了文獻中的一個錯誤。 

nLTQ

nLTQ nLTQ nQ

nLTQ nLTQ

nLTQ

 

３－１ 與 的平均距離的比較 nLTQ nQ

  經由使用 MatLab 語言，我們將 和 的平均距離求出，如下表。由以

下數據，可以發現：當 時， 的平均距離都小於 ；而且由以下數據

中的比值欄位，可以發現兩者的差距是愈來愈大。 

nQ nLTQ

3≥n nLTQ nQ

nLTQ 的平均距離

／ 的平均距離
n  nQ nLTQ的平均距離 的平均距離

nQ

2 1.3333 1.3333 1 
3 1.7143 1.5714 0.916642 
4 2.1333 1.9333 0.906249 
5 2.5806 2.2742 0.881268 
6 3.0476 2.6587 0.872391 
7 3.5276 3.0315 0.859366 
8 4.0157 3.4196 0.851558 
9 4.5088 3.7984 0.842441 
10 5.0049 4.1808 0.835341 
11 5.5027 4.5559 0.827939 
12 6.0015 4.9302 0.821495 
13 6.5008 5.2988 0.815100 
14 7.0004 5.6652 0.809268 
15 7.5002 6.0273 0.803619 
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３－２ 的連接矩陣（adjacency matrix）的特殊建構方法 nLTQ

現在我們要提出 的連接矩陣的特殊建構方式。在一個連接矩陣nLTQ A 裡，

表示點 和點 j j1=ijA 0=ijAi 表示點 i 和點有邊相連， 没有邊相連；其實我們的

論文做的更多，我們提出的方法，除了可以知道點 和點 ji 是否有邊相連，還可

以知道，若是它們有邊相連，則點 j 是點 i 的第幾個鄰居；換句話說，我們定義

若 =j )(iNk j 没有邊相連。 kAij = ， 若點 和點0=ijA i

現在我們證明 和 的連接矩陣有下面的關係。 1−nLTQ nLTQ

定理１： 

對角線為 對角線為

，

其它部份為０ 

000 nnn ⋅⋅⋅ nnn 000 ⋅⋅⋅，

其它部份為０

 與 的連接矩陣相同1−nLTQ
對角線為 對角線為

， nnn 000 ⋅⋅⋅ 000 nnn ⋅⋅⋅，

其它部份為０ 其它部份為０

=  nLTQ 的連接矩陣

同於右上角 同於左上角  
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我們先用 和 ，以及 和 的連接矩陣做說明。 2LTQ 3LTQ 3LTQ 4LTQ

 
 

 

 
 
 

  000 001 010 011 100 101 110 111    0000 0001 0010 0011 0100 0101 0110 0111 1000 1001 1010 1011 1100 1101 1110 1111  

 000 0 1 2 0 3 0 0 0   0000 0 1 2 0 3 0 0 0 4 0 0 0 0 0 0 0  

 001 1 0 0 2 0 0 0 3   0001 1 0 0 2 0 0 0 3 0 0 0 0 0 4 0 0  

 010 2 0 0 1 0 0 3 0   0010 2 0 0 1 0 0 3 0 0 0 4 0 0 0 0 0  

 011 0 2 1 0 0 3 0 0   0011 0 2 1 0 0 3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 4  

 100 3 0 0 0 0 1 2 0   0100 3 0 0 0 0 1 2 0 0 0 0 0 4 0 0 0  

 101 0 0 0 3 1 0 0 2   0101 0 0 0 3 1 0 0 2 0 4 0 0 0 0 0 0  

 110 0 0 3 0 2 0 0 1   0110 0 0 3 0 2 0 0 1 0 0 0 0 0 0 4 0  

 111 0 3 0 0 0 2 1 0   0111 0 3 0 0 0 2 1 0 0 0 0 4 0 0 0 0  

        1000 4 0 0 0 0 0 0 0 0 1 2 0 3 0 0 0  

    
3LTQ  

    1001 0 0 0 0 0 4 0 0 1 0 0 2 0 0 0 3  

            1010 0 0 4 0 0 0 0 0 2 0 0 1 0 0 3 0  

            1011 0 0 0 0 0 0 0 4 0 2 1 0 0 3 0 0  

            1100 0 0 0 0 4 0 0 0 3 0 0 0 0 1 2 0  

            1101 0 4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 3 1 0 0 2  

            1110 0 0 0 0 0 0 4 0 0 0 3 0 2 0 0 1  

            1111 0 0 0 4 0 0 0 0 0 3 0 0 0 2 1 0  

                          

                   
4LTQ  

       

 

 00 01 10 11    000 001 010 011 100 101 110 111  

00 0 1 2 0   000 0 1 2 0 3 0 0 0  

01 1 0 0 2   001 1 0 0 2 0 0 0 3  

10 2 0 0 1   010 2 0 0 1 0 0 3 0  

11 0 2 1 0   011 0 2 1 0 0 3 0 0  

   100 3 0 0 0 0 1 2 0  

 
2LTQ  

  101 0 0 0 3 1 0 0 2  

       110 0 0 3 0 2 0 0 1  

       111 0 3 0 0 0 2 1 0  

             

          
3LTQ  

   



nn 22 ×定理１的證明： 的連接矩陣nLTQ A A是一個 的矩陣，今將矩陣 視為由４

個 的矩陣 、 ) 、 )、 所構成，其中 、 、 、 分

別表示矩陣

11 22 −− × nn )1(A 2(A 3(A )4(A )1(A )2(A )3(A )4(A

A 的左上、右上、左下、和右下角矩陣。將矩陣 視為由４個

的矩陣 、 、 、 所構成，其中 、 、 、 分別

表示矩陣 的左上、右上、左下、和右下角的矩陣。將矩陣 視為由４個

的矩陣 、 、 、 所構成，其中 、 、 、 分別

表示矩陣 的左上、右上、左下、和右下角的矩陣。我們將上述的矩陣以下圖

表示： 

2A

22 22 −− × nn 21A 22A 23A 24A 21A 22A 23A 24A

2A 3A

22 22 −− × nn 31A 32A 33A 34A 31A 32A 33A 34A

3A

⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
=

)4()3(

)2()1(

AA
AA )2(A )3(AA ⎥

⎤
⎢
⎡

=
2423

2221 AA
⎥
⎤

⎢
⎡

=
3433

3231 AA
   

⎦⎣ AA ⎦⎣ AA

1n 1n

接下來，我們分別討論各矩陣的性質。   

(ⅰ)  矩陣 ) ，相當於考慮 中任兩點的連接情形，因為 就是

中每個點的 -tuples 之前加上一個 0 所形成的圖，所以 與

的結構完全相同，因此矩陣 也與 的連接矩陣相同。 

1(A )0( 1−nLTQV 10 −nLTQ

1−nLTQ 10 −nLTQ)1( −n

)1(A−LTQ −LTQ

(ⅱ)  同理，矩陣 )，相當於考慮 中任兩點的連接情形，因為4(A )1( 1−nLTQV 11 nLTQ −

就是 中每個點的1−nLTQ )1( −n -tuples 之前加上一個 1 所形成的圖，所以

與 的結構完全相同，因此矩陣 也與 的連接矩陣相

同。 

1n 1n 1n
)4(A1 −LTQ −LTQ −LTQ

在往下證明之前，我們先定義 2，其中−nabLTQ }1,0{, ∈ba 。 表示在2−nabLTQ 2−nLTQ
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中每個點的 -tuples 之前加上 二個 bits 所形成的圖。 ab)2( −n

(ⅲ)① 矩陣 中的 ，相當於考慮 中的一點)2(A 21A 200 −nLTQ 13200 xxxx nn ⋅⋅⋅= −− 與

中的一點 x210 −nLTQ 13210 yyyy nn ⋅⋅⋅= −− 的連接情形。可以確定 與 最左

邊的二個 bits 中：第一個 bit 不同，第二個 bit 相同。根據 的定義，

中相連的兩點最多只有兩個 bits 不相同，而且若是有兩個 bits 不相

同時，則這兩個 bits 必為連續的兩個 bits，因此

y

nLTQ

nLTQ

x y與 有邊相連的充分必

要條件為：對於每個 011 == xy21 −≤≤ ni ii xy =，均有 ，且 。此外，若

x 與 y 有邊相連，則 。由以上，矩陣 只有在對角線的奇數位

置的值為 ，其它部份都是 。 

21A)(xNy n=

n 0

② 矩陣 中的 ，相當於考慮 中的一點)2(A 22A 200 −nLTQ 13200 xxxx nn ⋅⋅⋅= −− 與

中的一點 x211 −nLTQ 13211 yyyy nn ⋅⋅⋅= −− 的連接情形。可以確定 與 最左

邊的二個 bits 都不相同。根據 的定義， 中相連的兩點最多只

有兩個 bits 不相同，而且若是有兩個 bits 不相同時，則這兩個 bits 必為

連續的兩個 bits，因此

y

nLTQ nLTQ

x y與 有邊相連的充分必要條件為：對於每個

，均有 ，且 x111 == xy21 −≤≤ ni ii xy = y。此外，若 與 有邊相連，則

。由以上，矩陣 只有在對角線的偶數位置的值為 n ，其它

部份都是 。 

22A)(xNy n=

0

③ 矩陣 中的 ，相當於考慮 中的一點)2(A 23A 201 −nLTQ 13201 xxxx nn ⋅⋅⋅= −− 與

中的一點2n 132 nn10 −LTQ 10 yyyy ⋅⋅⋅= −− 的連接情形。用與 相同的討22A
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論，可得 。 =23A 22A

④ 矩陣 中的 ，相當於考慮 中的一點)2(A 24A 201 −nLTQ 13201 xxxx nn ⋅⋅⋅= −− 與

中的一點211 −nLTQ 13211 yyyy nn ⋅⋅⋅= −− 的連接情形。用與 相同的討論，

可得 。 

21A

=24A 21A

(ⅳ)① 矩陣 中的 ，相當於考慮 中的一點)3(A 31A 210 −nLTQ 13210 xxxx nn ⋅⋅⋅= −− 與

中的一點200 −nLTQ 13200 yyyy nn ⋅⋅⋅= −− 的連接情形。用與（iii）① 相同

的討論，可得 。 

21A

31A 21A=

② 矩陣 中的 ，相當於考慮 中的一點)3(A 32A 210 −nLTQ 13210 xxxx nn ⋅⋅⋅= −− 與

中的一點201 −nLTQ 13201 yyyy nn ⋅⋅⋅= −− 的連接情形。用與（iii）② 相同

的討論，可得 。 

22A

32A 22A=

③ 矩陣 中的 ，相當於考慮 中的一點)3(A 33A 211 −nLTQ 13211 xxxx nn ⋅⋅⋅= −− 與

中的一點200 −nLTQ 13200 yyyy nn ⋅⋅⋅= −− 的連接情形。用與（iii）② 相

同的討論，可得 。 

22A

=33A 22A

④ 矩陣 中的 ，相當於考慮 中的一點)3(A 34A 211 −nLTQ 13211 xxxx nn ⋅⋅⋅= −− 與

中的一點201 −nLTQ 13201 yyyy nn ⋅⋅⋅= −− 的連接情形。用與（iii）① 相同

的討論，可得 。   □ 

21A

=34A 21A

 

引理 2： ， ，)4()1( AA = )3()2( AA = 2421 AA = 2322 AA = 。 ，

證明：由定理１。   □ 
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３－３ 點的分類 nLTQ

當 時， ，因此 的點只有一類。當2LTQ2=n 3=n2QLTQn = 時，由圖 5(b)

知道， 的點只有一類。在以下，我們將證明 （ ）的點最多只有

兩類。證明中需要用到下列定義，這些定義出自[7]。為了方便，在以下，

4≥n3LTQ nLTQ

vu ~ 表

示點 和點 之間有邊相連；u v ，表示點u 和點v 之間沒有邊相連。 vu ~/

令 表示長度為 的所有二進位字串所形成的集合，令兩字串n xn}1,0{ , y ∈  

， xyx +n}1,0{ ),}1,0({ +n表示 、y 的和取 modulo 的值（亦即取 exclusive OR）；則

形成一個空間。在[7]中，定義了下面兩組基底。 

2

定義１[7]： 任意 ，令 為長度為 的二進位字串， nni ≤≤1 ie

且  0000100001 ⋅⋅⋅=e
0001000002 ⋅⋅⋅=e  
0010000003 ⋅⋅⋅=e  

 M
000001000 ⋅⋅⋅=ne . 

由此定義， |{eeBASE = 為空間 的一組基底。 ),}1,0({ +n}1 ni ≤≤in

定義２[7]：任意 ，令 為長度為 的二進位字串， nni ≤≤1 nE

00001000011 ⋅⋅⋅== eE且  
00010000022 ⋅⋅⋅== eE  

001100000323 ⋅⋅⋅=+= eeE  
0011000000434 ⋅⋅⋅=+= eeE  

 M
0000011001 ⋅⋅⋅=+= − nnn eeE . 

由此定義， |{EEBASE = 為空間 的一組基底。 ),}1,0({ +n}1 ni ≤≤in

定義 3[7]：當 ， 維的two-twisted cube，記為 ，其點集合為

，其邊集合為

n2≥n 2,nQ

n}1,0{ kEyxyx +=|),{( ，其中 。 =)( 2,nQV =)( 2,nQE }1 nk ≤≤
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由於定義 3有錯誤（我們將在後面再加以說明），因此在本論文中，我們重新給

出定義 3 如下。 

定義 3[修正後]：當 ， 維的two-twisted cube，記為 ，其點集合為

，其邊集合為

n2≥n 2,nQ

nk ≤≤1=)( 2,nQV n}1,0{ =)( 2,nQE kEyxyx +=|),{( 若 且 ，

或 若 。 

2≠k

1EEyx k ++= }2=k

 

  在證明 的點至多兩類時，我們需要用到下面的nLTQ 定理 5和補助定理 3、4。 

補助定理 3[7]： 可以由下列三個步驟建構完成： nLTQ

step1：令圖 為 的所有點的最後一個 bit 加上 所得到的圖； 001−nQ 1−nQ

step2：令圖 為 的所有點的最後一個 bit 加上1所得到的圖； 12,1−nQ 2,1−nQ

x 1ex +step3： 中的點01−nQ 有一條邊相連。 與 中的點12,1−nQ

補助定理 4[7]： 與 同構。 nQ2,nQ

 

=v 12321 vvvvv nn ⋅⋅⋅−−定義 3  現在我們說明修正 的原因：考慮 中的點 2,1−nQ ，

由定義 3，因為  ，亦即 ~ 12321 vvvvv nn ⋅⋅⋅−−2~ Evv + 12321 vvvvv nn ⋅⋅⋅−− ，則依據補

助定理 3[7] 的方式建構  時， 在  中，可得  nLTQ 112321 vvvvv nn ⋅⋅⋅−− ~step2

112321 vvvvv nn ⋅⋅⋅−− ， 但 根 據 的 定 義 ， 在 中  nLTQ nLTQ ~112321 /⋅⋅⋅−− vvvvv nn

112321 vvvvv nn ⋅⋅⋅−− ，因此錯誤。然而，若使用修正後的定義 3，則因為在 中

，亦即 

2,1−nQ

12~ EEvv ++ ~ 12321 vvvvv nn ⋅⋅⋅−−12321 vvvvv nn ⋅⋅⋅−− ，則依據補助定理 3[7]
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112321 vvvvv nn ⋅⋅⋅−−的方式建構 時，在 中，可得nLTQ ~112321 vvvvv nn ⋅⋅⋅−−step2 ，因

此可以修正上述錯誤。  

現在我們證明本論文的另一主要結果。 

定理 5：當 時， 的點最多分為兩類，第一類的點為 ，第二類

的點為 。  

4≥n nLTQ )0( 1−nQV

)1( 2,1−nQV

證明：由補助定理３可知： 。 
⎩
⎨
⎧

∅=∩

∪=

−−

−−

)1()0(
)1()0()(

2,11

2,11

nn

nnn

QVQV
QVQVLTQV

我們只證明 中的點為同一類；用相同的方法亦可證出 中

的點為同一類。 

)0( 1−nQV )1( 2,1−nQV

x考慮 中的任意相異兩點)0( 1−nQV 和 ，定義函數 為：  y f

)( nLTQVv∈∀  yxvvf ++=)( ，

   欲證明 x 和 為同一類，相當於要證明 滿足以下三條件： y f

(ⅰ) 是 one-to-one 且 onto； f

(ⅱ) yxf =)( ； 

vu ~(ⅲ) 若 ，則 。 )(~)( ufuf

我們首先證明 是 one-to-one 且 onto。對任意的一點 ，

取

u )( nLTQVf ∈

u=yxuv ++= yxvvf ++=)( yxyxu ++++= )(，則 ，所以函數 為

onto。又函數 的定義域與對應域都是 )，因此函數 為 one-to-one。 

接下來，我們證明

f

( nLTQVf f

，故得證。 yxf =)( ；由 的定義，f yyxxxf =++=)(

vu ~ ，則 。 )(~)( vfuf現在我們分三個情形來證明若
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情形１： , 。則存在一個u v )0( 1−∈ nQV ∈ie neBASE 使得 

ievu += （ vu ~Q  且 ,u v )0( 1−∈ nQV ）， 

)0()( 1−∈++= nQVyxuuf （Q ,u x )0( 1−∈ nQVy, ）， 

)0()( 1−∈++= nQVyxvvf （Q ,v x )0( 1−∈ nQVy, ）； 

yxev i +++= )( ieyxv +++= )( ievf += )(yxuuf ++=)(因此 ， 

所以 。 )(~)( vfuf

情形２： , 。則存在一個u v ∈iE nEBASE 使得 )1( 2,1−∈ nQV

iEvu += （ vu ~Q  且 ,u v )1( 2,1−∈ nQV ）， 

u x)（Q1()( 2,1−∈++= nQVyxuuf )1( 2,1−∈ nQV  且 , ）， )0( 1−∈ nQVy

v x)（Q1()( 2,1−∈++= nQVyxvvf )1( 2,1−∈ nQV  且 , ）； )0( 1−∈ nQVy

yxEv i +++= )( iEyxv +++= )( iEvf += )(yxuuf ++=)(因此 ， 

所以 。 )(~)( vfuf

u v)0( 1−∈ nQV 。則 )1( 2,1−∈ nQV情形３： ，

1evu += （ vu ~Q ）， 

)0()( 1−∈++= nQVyxuuf （Q ,u x )0( 1−∈ nQVy, ）， 

v x)（Q1()( 2,1−∈++= nQVyxvvf )1( 2,1−∈ nQV  且 , ）； )0( 1−∈ nQVy

yxev +++= )( 1 1)( eyxv +++= ievf += )(yxuuf ++=)(因此 ， 

所以 。   □ )(~)( vfuf
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４．結語 

  在這篇論文中，我們針對四種最常見的超立方體網路的變型： 、 、

、以及 ，做了連通度、直徑、訉息傳送演算法、以及平均距離的資料

上的整理，也針對 討論了三個主題。我們討論了 與 的平均距離，

提出了 的連接矩陣的特殊建構方法，也證明了當 時， 的點最多

分為兩類。由我們實際跑程式所得到的數據，當 時， 的點都是恰可分

為兩類，因此我們也猜測：當 時， 的點恰可分為兩類。 

nTQ nCQ

nMQ nLTQ

nLTQ nLTQ nQ

4≥nnLTQ nLTQ

4≥n nLTQ

4≥n nLTQ
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